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Esistenza di soluzioni per alcuni problemi ellittici non lineari

SARA BARILE

In questa tesi di Dottorato e stato condotto lo studio di alcuni problemi ellittici
non lineari provenienti dalla Fisica-Matematica. In particolare, si sono affrontate
alcune delle problematiche relative ad alcune classi di equazioni ellittiche semilineari
e quasilineari. Essa consiste di due parti. Nella prima parte, ci si e occupati della
ricerca di soluzioni stazionarie y(x,t) = e E" 'w(x), E € R, t € R, u : RN — C per
classi di equazioni di Schrodinger non lineari, provenienti dalla Meccanica
Quantistica e dall’Ottica non lineare, del tipo

L0 7 2

M in - (gv —A<x>) v+ Uw — Fw Py,
7 2

dove 7 e la costante di Planck, LZ, U= <€ V — A(x) | +U(x) denota un operatore di

Schrédinger con potenziale (vettore) magnetico A e potenziale (scalare) elettrico U,

vale a dire

27, o

Ll =14 —A-V+ AP — - divA + U

edf (|l//|2)l// € un termine non lineare. Dal punto di vista matematico, la ricerca di onde
stazionarie y per (1) porta a cercare soluzioni u : RN — C dell'equazione ellittica

semilineare in R":
2) — A+ Vu = f(|uu

dove V(x) = U(x) — E. Nella tesi, ci si & occupati dell’esistenza e della molteplicita
delle soluzioni di (2) nel limite semiclassico (i.e., # — 0) che descrive, dal punto di
vista matematico, la transizione dalla Meccanica Quantistica alla Meccanica Classica.
In particolare, si & studiato il problema di trovare una famiglia di soluzioni semi-
classiche uy, che esibiscono un comportamento di concentrazione attorno ad un punto
critico xy di V, cioe, soluzioni che hanno punti di massimo che convergono a tale punto
a0 mentre si annulla per i — 0 nel resto del dominio. A partire dai celebri lavori di A.
Floer e A. Weinstein, J. Functional Analysis (1986) e P. Rabinowitz, Z.A.M.P.
(1992), intense ricerche di carattere internazionale sono state dedicate, negli ultimi
venti anni, allo studio di equazioni di Schrédinger non lineari nel caso non magnetico
(A = 0) mediante differenti approceci da vari autori. Citiamo Y.G. Oh, Comm. PDE
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(1988), X. Wang, Comm. Math. Phys. (1993), M. Del Pino, P. Felmer, Calc. Var. PDE
(1996), A. Ambrosetti, M. Badiale, S. Cingolani, A. R.M.A. (1997), M. Grossi, Math. Z.
1997), Y.Y. Li, Adv. Diff. Eq. (1997), S. Cingolani, M. Lazzo, J. Diff. Equations
(2000).

II primo risultato di esistenza mediante argomenti variazionali, per equazioni di
Schrodinger non lineari magnetiche (A # 0) per 7 fissato, V(x) = 1 ed un termine non
lineare f avente crescita sottocritica (nel senso delle immersioni di Sobolev) risale al
lavoro di M. Esteban e P.L. Lions, PDE and the calculus of variations (1989).
Recentemente, K. Kurata, Nonlin. Anal. (2000), ha provato, nel limite semiclassico,
I'esistenza e la concentrazione di soluzioni di minima energia attorno a minimi globali
diV, sotto opportune ipotesi per A e V. In particolare, ha provato che la presenza diun
campo magnetico A produce una fase nell'onda complessa che dipende da A, ma non
influenza la concentrazione del modulo dell’onda complessa. Risultati di molteplicita
sono stati provati da S. Cingolani, S. Secchi, J. Math. Anal. Appl. (2002) e J. Math.
Phys. (2005), S. Cingolani, J. Diff. Eq. (2003) e risultati di esistenza per multi-picchi da
T. Bartsch, E.N. Dancer, S. Peng, Adv. Diff. Eq. (2006), D. Cao, Z. Tang, J. Diff. Eq.
(2006). Nella tesi e nel lavoro [2], sono stati ottenuti risultati di molteplicita per (2) nel
caso di potenziali elettrici illimitati, vale a dire per

2
3) (%v _ A(ac)) wt (V@) — emWa)u = fQuPyu in RY

in cui il potenziale elettrico V (x) limitato viene perturbato da un potenziale e(7)W (x)
eventualmente singolare dipendente dal parametro 7, che permette di coprire i casi

fisicamente interessanti W(x) = ﬂ , W In particolare, il numero delle soluzioni di
Xl |e

(8) & stato relazionato alla topologia dell’insieme dei minimi globali di V' nel limite
semiclassico, mediante argomenti topologici introdotti da J.M. Coron, C.R. Acad. Sct.
(1984) e V. Benci, G. Cerami, A.R.M.A. (1991) e Calc. Var. PDE (1994). Tale risultato
copre il caso di potenziali magnetici a crescita polinomiale e dunque illimitati.

Relativamente alla crescita critica di f, recenti risultati di esistenza e non esi-
stenza per (2) nel caso A = 0 sono stati stabiliti rispettivamente da S. Cingolani,
Nonlin. Anal. (2002) e da S. Cingolani, A. Pistoia, Z.A.M.P. (2004); nel caso ma-
gnetico, G. Arioli, A. Szulkin, A. R.M.A. (2003) si sono occupati del caso di potenziali
A,V periodici ed % > 0 fissato e J. Chabrowski, A. Szulkin, Nonlin. Anal. TMA
(2005) hanno provato alcune proprieta di regolarita delle soluzioni. Nella tesi ed in
[3], si sono cercate soluzioni u ‘RN -~ C dell’equazione ellittica semilineare

2
(4) @v - Ag(ac)> w+ Vy@u = |uf 2w in RV
dove 2* =2N /(N —2), N >4, A.(x) = eAx) e V.(x) = V(x), a €[1,2], sono ri-

spettivamente un potenziale magnetico ed un potenziale elettrico dipendenti da un
parametro ¢ > 0 sufficientemente piccolo. Tale ricerca si é tradotta nello studio di
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punti critiei di opportuni funzionali in spazi di Sobolev, essendo il problema di natura
variazionale. Mediante teoremi perturbativi sviluppati da Ambrosetti, Badiale,
Cingolani, Arch. Ration. Mech. Anal. (1996) per A = 0 e da Ambrosetti e Malchiodi,
J. Functional Analysis (1999) per il problema di Yamabe, ci si & ricondotti ai punti
critici di una funzione ausiliaria I, detta funzione di Melnikov, sulla varieta nomn-

degenere finito-dimensionale Z = {¢"z,: : 6 € S*, 1t > 0,¢ € RV} dove
(%71) N-2
“ . v = (NOV —2)'7

Zu eIy ————— 5
e - P

sono tutte e sole le soluzioni di minima energia dell’equazione (4) per ¢ = 0. L’ipotesi
sulla dimensione N > 4 assicura che le z,; siano sommabili L? e che la I" abbia un
opportuno comportamento asintotico. Relativamente a tale problema, osserviamo
che la presenza di un potenziale elettrico V non banale e cruciale per lo studio del

comportamento asintotico della funzione di Melnikov I". Infatti, poiche si prova che

l}ir{)l+ F(le’ ©) = %V(é)Co (con Cj costante), I" € una funzione non-costante se V(&) # 0
per qualche ¢ € RY da cui consegue il risultato di esistenza. Se poi V cambia segno,
abbiamo un risultato di molteplicita dal momento che esistono 2 soluzioni. Quindi si
puo dire che V' & in competizione con A. Nel caso in cui V = 0, congetturiamo che
alcune ipotesi aggiuntive sul modulo di A dovrebbero essere fatte.

Nella seconda parte della tesi e nel lavoro [1], si e affrontato lo studio di alcune
delle possibili estensioni per equazioni ellittiche quasilineari. Si e studiata 'esistenza
di soluzioni positive per problemi ellittici quasilineari con crescita quadratica nel

gradiente del tipo

— (@) + gle, w@)| V@) = al@), « €,
w e HyQ),

con Q dominio limitato in RY (N > 3), a € L1(Q) per qualche ¢>N/2, e
g : 2 x (0, +00) — R funzione di Carathéodory che puo cambiare segno e puo avere
una singolarita in w = 0. L’obiettivo e stato quello di migliorare alcuni risultati
di esistenza stabiliti recentemente da D. Arcoya, J. Carmona, P.J. Martinez,
Nonlinear. Stud. (2007) e D. Arcoya, P.J. Martinez, Rev. Mat. Iberoamericana
(2007) in cui 1a nonlinearita g & comunque singolare in w = 0 ma positiva. Il modello
pitt semplice a cui si e fatto riferimento, & rappresentato dall’equazione

—Aw(x) + % |Vw(90)|2 = a(x), x € Q.

Lo studio di una nonlinearita g singolare e non necessariamente positiva e del tutto
nuovo, persino nell’ambito delle equazioni ellittiche quasilineari a “crescita natura-
le”. Infatti tale risultato costituisce pure un miglioramento di precedenti studi: a) per
una nonlinearita g : Q x R — R di Carathéodory non singolare che verifica la con-
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dizione di segno
sg(x,s) >0, Vs € R, per quasiognix e Q,

svolti da L. Boceardo, F. Murat, J.P. Puel, Nonlin. PDE and their appl. (1981) e
Ann. Scuola Normale di Pisa (1984), A. Bensoussan, L. Bocecardo, F. Murat, Ann.
Inst. Henri Poincarée (1988) e b) per un termine di Carathéodory generale
g(x, w, Vw) che soddisfa una pit generale condizione di segno che, nel caso di un
termine puramente quadratico, non & altro che la suddetta condizione, da L.
Boccardo, F. Murat, J.P. Puel, Portugaliae Mathematica (1982). Tale studio e stato
motivato principalmente dalla ricerca di soluzioni positive per problemi ellittici se-
milineari del tipo

Au(x) = alx) f(u(x), x €,
w(x) = +oo, x€0Q,

ove f & positiva di classe C? su [0, +00), provenienti dallo studio dei moti subsonici di
un gas (J.B. Keller, Comm. Pure Appl. Math. (1957), R. Osserman, Pacific J. Math.
(1957)) e di superfici Riemanniane di curvatura costante negativa (C. Loewner, L.
Nirenberg, Contrib. to Anal. (1974)). Tali soluzioni, usualmente conosciute come
esplosive sono state studiate da molti autori, come C. Bandle , M. Marcus, J. Analyse
Math. (1992), S. Tao, Z. Zhang, Nonlin. Anal. (2002), con un metodo di sotto e sopra
soluzioni. Qui invece e stato sviluppato un nuovo approccio: mediante un opportuno
cambio di variabile non lineare, si & stabilita 'equivalenza tra i risultati di esistenza
dei due problemi.
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