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Biforcazione di vibrazioni libere e forzate per equazioni
nonlineari delle onde e di Kirchhoff tramite
la teoria di Nash-Moser

PI1ETRO BALDI

Questa Tesi riguarda l'esistenza di soluzioni periodiche e quasi-periodiche di
equazioni nonlineari delle onde autonome M) e forzate

(1) Uit — Uge = [0, 0),  p@uy — (P@)ug), = f(x,t,u)
e di equazioni di Kirchhoff
2) wy — Au(l + J |Vu\2dx) — g(,1),

Q

con condizioni al bordo sia di Dirichlet che periodiche nello spazio.

(1) e (2) sono equazioni nonlineari alle derivate parziali che hanno la struttura di
un sistema dinamico hamiltoniano infinito-dimensionale; altre equazioni della fisica
che presentano una tale struttura sono, per esempio, 'equazione nonlineare di
Schrodinger, quella di Korteweg—de Vries e quella di Eulero per I'idrodinamica.

Stimolata dai lavori degli anni Settanta di Rabinowitz, Brezis, Coron, Nirenberg e
altrisulle soluzioni periodiche dell’equazione delle onde, negli ultimi vent’anni sie andata
sviluppando una vasta letteratura sull’analisi delle PDE viste come sistemi hamiltoniani
in dimensione infinita, cominciata da Kuksin, Craig, Wayne, Poschel, Bourgain, e pro-
seguita da Bambusi, Chierchia, Berti, Bolle, Procesi, Biasco, Tooss, Plotnikov, Toland,
Eliasson e altri. (%) In questo approccio il punto di partenza naturale & la teoria dei sistemi
dinamici in dimensione finita (teorema del centro di Lyapunov, teoremi di Weinstein,
Moser, Fadell-Rabinowitz, teoria KAM), con I'obiettivo principale di estenderne i ri-
sultati ai sistemi infinito-dimensionali, e in particolare alle PDE hamiltoniane. I metodi
seguiti e i risultati ottenuti nella Tesi si inseriscono in questo contesto.

La Tesi e suddivisa essenzialmente in due parti, corrispondenti alle due principali
difficolta che sorgono nello studio di queste equazioni.

Nella prima parte (lavori[1] e [3]) studiamo la biforcazione di soluzioni periodiche e
quasi-periodiche per equazioni nonlineari delle onde autonome completamente riso-
nanti. Dopo una decomposizione di Lyapunov-Schmidt, la difficolta principale che
affrontiamo risiede nell’analisi dell’equazione di biforcazione infinito-dimensionale.

() Autonome, o libere, & inteso rispetto al tempo.
(®) Per una panoramica sulla storia e sullo stato attuale della ricerca in questo campo
cfr. [6, 5].
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Nellaseconda parte (lavori [4] e [2]) studiamo equazioni nonlineari forzate delle onde
e di Kirchhoff, e otteniamo risultati perturbativi per soluzioni periodiche. La difficolta
principale é la presenza di “piccoli divisori”, autovalori non nulli e arbitrariamente
piceoli nello spettro dell’operatore di d’Alembert e delle sue perturbazioni, che impe-
discono l'applicazione del teorema classico della funzione implicita. Il problema viene
affrontato con tecniche iterative in scale di spazi di Banach di tipo Nash-Moser.

L’equazione wuy — uyy = f(x,%) con condizioni al bordo di Dirichlet u(0,%) =
u(n,t) = 0 o periodiche u(x,t) = u(x + 2x,t), con

e detta completamente risonante perché 'equazione linearizzata in u = 0 e Te-
quazione omogenea di d’Alembert wuy — 1., = 0, le cui soluzioni sono tutte pe-
riodiche nel tempo con periodo comune 2z. Rispetto all'ipotesi di non-risonanza
del teorema del centro di Lyapunov, questa e la situazione completamente op-
posta: tutti gli autovalori del sistema dinamico linearizzato sono in risonanza. A
differenza del caso non-risonante, studiato a partire dai lavori di Kuksin, Craig e
Wayne dei primi anni Novanta, nel caso (3) 'equazione di biforcazione ha di-
mensione infinita.

Risultati di biforcazione di soluzioni periodiche per questo tipo di problemi rap-
presentano un’estensione infinito-dimensionale dei teoremi di Weinstein, Moser e
Fadell-Rabinowitz per sistemi risonanti. Tra questi nominiamo i lavori di Lidski-
Schulman e Bambusi-Paleari per nonlinearita cubiche, Gentile-Mastropietro-Procesi
con serie di Lindstedt, Berti-Bolle per nonlinearita generali e insiemi di frequenze di
misura positiva con metodi variazionali e di tipo Nash-Moser (Adv. Math. 2008).

In [1] proviamo la biforcazione di soluzioni quasi-periodiche a due frequenze per
il problema completamente risonante

(4) Wit — Uy = —u? + O(u4)

con condizioni al bordo periodiche. Troviamo soluzioni di piccola ampiezza che, al
prim’ordine, sono la sovrapposizione di un’onda viaggiante e di una modulazione,
dipendente solo dal tempo, di periodo molto lungo. In questo modo generalizziamo e
troviamo altre soluzioni rispetto ad un lavoro di M. Procesi (Diser. Cont. Dyn. Syst.
2005), che e il primo risultato di esistenza per soluzioni quasi-periodiche di equazioni
completamente risonanti.

I1 problema dei piceoli divisori nell’equazione ausiliaria viene evitato restrin-
gendo le frequenze ad un insieme di cardinalita continua e misura di Lebesgue
nulla (). L’equazione di biforcazione contiene il problema infinito-dimensionale di
stabilire da quale delle infinite soluzioni (periodiche) dell’equazione omogenea pos-

() Insiemi di questo tipo hanno la struttura dellinsieme di Cantor, e la loro
costruzione rimanda alla teoria dell’approssimazione diofantea dei numeri irrazionali
tramite razionali e a quella delle frazioni continue. In letteratura sono stati utilizzati, per
esempio, da Bambusi e De La Llave.
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sano biforcare delle soluzioni quasi-periodiche. Il punto piti delicato nella dimo-
strazione & la verifica di una condizione di non-degenerazione, necessaria per ap-
plicare il teorema della funzione implicita. La dimostrazione ¢ puramente analitica
(non fa uso di calcoli al computer), ed & basata sull’analisi delle funzioni ellittiche di
Jacobi.

In [3] le tecniche sviluppate in [1] sono utilizzate per estendere a nuove nonli-
nearita alcuni risultati di biforcazione di soluzioni periodiche per equazioni com-
pletamente risonanti provati di recente da Berti e Bolle (Duke J. 2006).

In [4] studiamo le vibrazioni periodiche forzate di una corda non omogenea

(5) p@)uy — (p(uy), = uf (e, t,u)

con estremi fissati u(0,t) = u(x,t) = 0, dove p(x) e la densita di massa, p(x) il modulo
di elasticita, 4 un parametro di ampiezza ed f una forzante nonlineare in u, periodica
nel tempo con frequenza w.

Soluzioni periodiche del problema (5) sono state studiate da Rabinowitz, Brezis-
Coron-Nirenberg e Berti-Biasco per p = p = 1 e wrazionale (*); da Acquistapace per
p =1, i piceolo, w in un insieme di misura nulla; da Plotnikov e Yungerman per f
monotonainu, p = p = 1, upiceolo, win un insieme di misura positiva; da Fokam per
f cubica, p = p =1 e w grande.

In [4] proviamo esistenza e regolarita di soluzioni periodiche di (5) per ogni
p(x), p(e) positivi, per nonlinearita f generali (non assumiamo cioé condizioni di
monotonia), per parametri (¢, w) in un insieme di Cantor di misura relativa grande,
con rapporto u/w piccolo. In questo modo includiamo sia il caso di forzante debole (u
piccolo) che quello di forzante rapida (w grande). Le soluzioni trovate sono la somma
di un equilibrio statico v(x) e un’oscillazione w(zx,t) di media temporale nulla e am-
piezza di ordine O(u/w). L’inversione degli operatori linearizzati che si presentano a
ciascun passo del metodo iterativo, la parte fondamentale del metodo di Nash-Moser,
& compiuta escludendo piccoli intorni dei valori dei parametri corrispondenti ai
piceoli divisori.

In [2] studiamo 'equazione di Kirchhoff @) (2) per vibrazioni forzate di corpi n-
dimensionali, sia con condizioni al bordo di Dirichlet, quando cioé Q ¢ R",n > 1,éun
dominio limitato con frontiera regolare, che periodiche, cioe Q = (R/277)". La
forzante esterna g & una funzione assegnata, periodica di frequenza w e ampiezza
piccola e. Data la presenza del termine integrale come coefficiente del laplaciano, si
tratta di un problema non locale con nonlinearita quasi-lineare.

L’equazione di Kirchhoff e stata studiata dal punto di vista del problema di Cauchy.

* In generale, dello spettro dell’operatore p(x)dy — 0,(p(x)d,) € noto solo 'anda-
mento asintotico. Di conseguenza per 'equazione (5) non e possibile un’analisi per
frequenze razionali come quella di Rabinowitz, e il problema dei piccoli divisori, in
generale, non puo essere evitato.

(®) I1 modello fu proposto da Kirchhoff (1876), e poi riscoperto indipendentemente da
Carrier e Narasimha, per includere, al prim’ordine di approssimazione, la dipendenza
della tensione di un corpo elastico vibrante dalla sua deformazione (una corda se n = 1,
una membrana se n = 2).
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Risultati di esistenza sia locale t < T che globale t — +o0, per dati con regolarita sia
analitiche che di Sobolev, sono stati provati da Bernstein, Pohozaev, J.L. Lions,
Spagnolo, Arosio, D’Ancona, Panizzi, Manfrin e altri (sebbene I'esistenza globale in
classi di Sobolev rimanga tuttora una questione aperta). D’altro canto per soluzioni
periodiche sembra che fino all’anno scorso non ci fossero risultati, eccetto I'esistenza
dei modi normali per g = 0, nota gia a Kirchhoff e dovuta alla speciale struttura
“naturalmente diagonalizzata” del problema nonlineare non forzato. In presenza di un
un termine forzante, al contrario, si rompe tale simmetria, e 'equazione (2) diventa
equivalente ad un sistema di infinite ODE accoppiate nonlinearmente.

In [2] proviamo esistenza e regolarita di soluzioni periodiche di (2) di ampiezza
O(e) e frequenza w, per parametri (w,¢) in un insieme di Cantor di misura relativa
grande, asintoticamente piena. Grazie a una versione modificata, molto recente [5]
del metodo di Nash-Moser, il risultato vale in classi di regolarita sia analitica che di
Sobolev. In classe di Sobolev si tratta del primo esempio di soluzioni non solo pe-
riodiche, ma piu in generale globali di equazioni di Kirchhoff forzate (eccetto casi
speciali come Q = R™).

La struttura cosi peculiare della nonlinearita di Kirchhoff gioca un ruolo essen-
ziale nella dimostrazione, in particolare nell'inversione degli operatori linearizzati.
In assenza di una tale struttura, infatti, sarebbe impossibile, allo stato attuale della
ricerca, un simile controllo dei piccoli divisori per un’equazione, come & (2), in di-
mensione qualsiasi (difficolta legate all’andamento asintotico subquadratico degli
autovalori del laplaciano) e che contiene delle derivate nella nonlinearita. A questo
proposito osserviamo che le altre due tecniche per 'analisi dei piccoli divisori, cioe la
teoria KAM infinito-dimensionale e le serie di Lindstedt, non sembrano potersi
applicare al problema (2) a causa della presenza di derivate nella nonlinearita, mo-
strando la buona versatilita dei metodi di tipo Nash-Moser.
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