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Analisi spettrale di un problema di Sturm-Liouville
dipendente da un parametro

SUSANNA ANSALONI

Introduzione al problema.

E noto che la funzione zeta di Riemann (denotata da { = {(s)) & strettamente
2
connessa alla funzione zeta spettrale dell’oscillatore armonico H = — ?” + %
Infatti, se denotiamo con (g = {y(s) la funzione zeta spettrale di H, cioe

+00
Cu(s) =) i Jn autovalori di H, se C, R(s) > 1,

n=1""N

siha (g (s) = (2% — 1){(s). In questo senso si puo dire che { sia una “deformazione” di
{. Allo scopo di analizzare un’altra possibile deformazione di {(s), abbiamo studiato lo
spettro dell’operatore Pj,, definito da:

P, : D(Py)—I(— nlL,7L), PLf — _%f// VS

2
Vi (x) = % sin? (%) D(Pp) = H\( — nL,7L) N HX — nL, ).
In particolare abbiamo studiato il comportamento degli autovalori di P;, quando
L — +o0. L’operatore Py, puo essere visto come un “modello” di H siccome V7, tende,
nel senso delle distribuzioni temperate, al potenziale armonico (quando L — +00).
Seguiamo le idee presenti in [4].

La dipendenza da L nellintervallo ( — nl, L) si elimina tramite una norma-
lizzazione, ottenendo in questo modo il seguente problema semi-classico equivalente

(1) P =uf,  weC,

con
P = P(h): H(—n,n) N H*( — 7, 7)—L*( — 7, 7),

@) PM)f(x) = —g Fi(@) + = sin? (g) f@) = uf@),  ho=1/L% — 0%,

2h
L’operatore P e autoaggiunto con spettro discreto. Lo spettro di P e una
successione illimitata di numeri reali 0 < gy < g; < .... Gli autovalori di P sono

semplici. Le autofunzioni di P sono a valori reali; ciascuna autofunzione & una
funzione pari o dispari.



208 SUSANNA ANSALONI

Caratterizzazione degli autovalori

Sviluppiamo le autofunzioni di P rispetto alla seguente base ortonormale

1 2n +1 1 . ) .
B—{%cos( 5 x>77ﬁsm((m+1)x), n,meN}.

Tutti i risultati enunciati d’ora in poi, riguardanti gli autovalori associati ad
autofunzioni pari, hanno un analogo nel caso delle autofunzioni dispari
(ometteremo questi risultati per brevita).

PROPOSIZIONE 1. — Sia v+ € D(P) una funzione pari, con sviluppo di Fourier

4

+00
(3) v (x) = Z% cos (2%24—1 x),vj{ = ij/(;:)cos (2%2—1—1 x)dac.

n=0

Supponiamo che vt sia un’autofunzione di P associata a u (si veda (1)). Sia, per
definizione, vt :=0e

n of =00 (W ==h?+1—8uh
O =0 = @n+172h2 +2—8uh, ¥ nm e N\{0}.

Allora 1 coefficienti di Fourier v, verificano la sequente relazione di ricorrenza:
+ + st + + \
(5) v, =0, Vi1 = 0, WV, — v, 4, VnelN.

Nel seguito indicheremo con {v; }, una generica soluzione di (5), dipendendte da
1 € R; non supporremo che u sia un autovalore di P. Per (5) esiste n tale che

.
1- _a;a,gl’ n > 0.

n—2
ot + — —
6) v = Vyt2 | I éjﬂzn, dove zg:=1 ~STsE 2y 1= .
0 21 n—1

Jj=no+1

Per l’equazlione (6) si ha che {z, }, € una successione di coda per la frazione continua

—_—
K+oo Oy ()17,+1

et (usiamo la notazione standard), la quale e limite 1-periodica, di tipo

loxodromico. Quindi {2, },, converge a 0 oppure a 1. Da qui si ottiene il seguente

TEOREMA 1. — Sia u € R tale che &, () # 0 per ogni n € N e sia {v)}, una so-
luzione di (5).
a) Se u verifica

) of 1 !

-1
e ——— K+OO
58— 53» _ 1 n=2 <_52—)

P

allora u e autovalore di P e v, sono 1 coefficienti di Fourier dell autofunzione as-
sociata; inoltre v, — 0, quando n — + oo, pin velocemente di qualunque potenza
negativa di n;

b) se i non verifica (7) allora u non é autovalore di P e |v)7| — + o0, quando
n — +oo, pit velocemente di qualunque potenza di n.

Si pud dimostrare un risultato analogo nel caso in cui J,, (1) = 0 per m € N.
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Stime per gli autovalori.
Nelle prossime argomentazioni seguiremo alcune idee presentiin [3]. Per (5) si ha

che {v;},~_1 = {v;) (W},>_; € una successione di polinomi ortogonali in x. Ogni v,
ha n zeri reali e distinti, che indicheremo con 7,1 < #,2 < ... <7y,,. Sia per defi-

nizione 7,0 =—00 € Tyu41 =400, € noto che 7,1, 1 <7, <7"y_1i, per
1=1,2,...,m, e per ogni n > 1, quindi {r,;}, € monotona decrescente. Definiamo
0, =} v* _; edenotiamoconp, ; <p,o < ... <p,,,glizerirealie distinti di ©).

Per la (4) esiste n; € N tale che |5, (w)] > 2 per ogni i < 7,,; € per ogni n > n;.
Allora, se 7 > n; siha 115 € [pyis Tni), € Pusri > Pus» quindi {p,,;}, & monotona
decrescente, per n > n;. Si ha

nlirpmVWT_ﬂl_nllm Pui VieN
Inoltre I'insieme {yx;, ¢ > 0} contiene tutti e soli gli autovalori di P. Quindi le
successioni {7y, ;},,, {,.:}, convergono all’i-simo autovalore di P, la prima dall’alto e
la seconda dal basso.
Applicando il seguente Teorema a (5) si ottengono stime sugli autovalori “grandi”
di P (esponiamo le stime relative al caso delle autofunzioni pari, tralasciando per
brevita il caso analogo delle autofunzioni dispari).

TEOREMA 2 [Worpitzky]. — Sia {a,}, C C. Se |a,| < 1/4 per ognin > 1, allora
f=K™(a,/1) converge. Inoltre, tutti gli approssimanti f, di f soddisfano

n=1

|fu] <1/2 e quindi |f] <1/2.

1
TEOREMA 3 (Worpitzly). — Stang € Ntalecheny > — 27,2 — 1. Denotiamo spec., (P)

Uinsieme degli autovalori di P associati ad autofunzionti pari. Siano
A1)+ 1 VAm+1D?hA-1 _ @n?+1) +1) \/4nlh4
Con =5 +g— an E bt g+ g

L +1)2 VA 12h -1 _ 4m+1)%41 1, VAm+172hi—1
D, =il 4 Ly VACDWL | Fy = SR 4 4 YR

4h

) 1 1 .
Allora, per ogniny € N, n; > max{no + 1,@ —5 }, st ha

ny—1 +o0
81060+(P) N [CTL(]) “FOO) C { U (Dﬂa Cn+1)} ) { U (F’m En+1)}~

n=ng n=mn,

St osservi che gli intervalli (D, Cy11), (Fy, Ey 1) sono a due a due disgiunti, inoltre
nl—igloo By —Fp) =0

Un teorema analogo determina una successione di intervalli (1a lunghezza dei
quali tende a 0) la cui unione contiene gli autovalori relativi ad autofunzioni dispari;
inoltre, a meno di un numero finito, questi intervalli e quelli determinati dal Teorema
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7 sono a due a due disgiunti. Queste stime sono piu precise dell’asintotica classica
nota per un generico problema di Sturm-Liouville.

Osservazioni sull’autovalore minimo.

Applicando un teorema di Helffer e Sjostrand (si veda [2], pp. 39 e 41) al nostro
problema otteniamo uno sviluppo asintotico degli autovalori di P.

TEOREMA 4 [Helffer-Sjostrand] . — Sia P := 2hP (siveda (2)). Sia 150 loscillatore
armonico (f’o(h)f)(%) = —h?f"(x) +i 2*f(x),f € LA(R) esia {E.}, = {2%24— 1} la

successione di autovalori di 130(1). Sifissi0 < Co¢{Eo, En, ...} esia No € Ntale %he
En,1 < Cy < Ey,. Allora esiste hy > 0 tale che, per 0 < h < hy, P ha precisamente
Ny autovalori, 0 < Jo(h) < ... < Ay,-1(h), 1 [0, Coh]. Inoltre A, ammette lo sviluppo
asintotico

(8) Tn(B) ~ (B, + arh + ash® + ...), an €R, h—0".

E interessante chiedersi se questa particolare applicazione del teorema piui generale
sopra citato possa essere dimostrata nel nostro caso utilizzando tecniche piti semplici.

Diamo unarisposta parziale a questa domanda, analizzando il caso dell'autovalore
minimo di P, che indicheremo con fi,. In particolare si ottiene che zi,(%) ¢ monotona
in /2, quindi esiste hlir(r)1+ Lio(h). Sinoti che il limite & — 0" non € un limite perturbativo

per il problema, quindi non si possono usare direttamente i risultati classici della

Teoria delle Perturbazioni.

Gli strumenti fondamentali utilizzati per ottenere la monotonia di z,(k) sono stati
la Teoria delle Perturbazioni (usando come parametro perturbativo |k — ky|) le
frazioni continue e I'identita di Picone sulle soluzioni di equazioni differenziali di
secondo ordine. Per una descrizione piu dettagliata di questi argomenti si veda [1].
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