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Soluzioni di viscosita di equazioni ellittiche del secondo ordine
MARIA EMILIA AMENDOLA

1. — Motivazioni.

Le equazioni differenziali ellittiche del secondo ordine in un aperto Q di R" en-
trano in gioco in un gran numero di problemi fisici, per esempio in fluidodinamica ed
in elettromagnetismo.

Nel caso di dati discontinui la teoria classica delle soluzioni di classe C? risulta
insufficiente e si ricorre in generale alle soluzioni forti negli spazi di Sobolev W2,

Negli ultimi decenni, anche sotto I'impulso dei problemi di controllo stocastico e
dei giochi differenziali, si & sviluppata la teoria delle soluzioni di viscosita, che con-
sente di considerare anche soluzioni scarsamente regolari.

E noto che, quando si indebolisce la regolarita delle soluzioni, si semplifica il
problema dell’esistenza, ma si complica quello dell'unicita. Lo strumento chiave per
affrontare i problemi di unicita per equazioni differenziali ellittiche del secondo or-
dine & senz’altro il Principio di Massimo (debole) secondo il quale

u <0 suo = u<0 in Q.

Nel caso lineare tale principio fornisce immediatamente un Teorema di
Confronto. Nel caso non lineare, invece, il confronto tra due soluzioni € in genere piu
complicato.

Il vantaggio della definizione di soluzione di viscosita sta proprio nel consentire,
in modo naturale, di confrontare soprasoluzioni e sottosoluzioni.

2. — Operatori ellittici e soluzioni di viscosita.

Adesso e nel seguito indicheremo con §,, lo spazio delle matrici simmetriche, con
Du e D?u rispettivamente il gradiente e la matrice hessiana di u. Usiamo in S,, la
relazione d’ordine parziale indotta dalle matrici semidefinite positive. Salvo avviso
contrario supporremo I'operatore, F', continuo nei suoi argomenti.

Dato M = (m;j), N = (nyj) € Sy, con M > 0 si intende che

Z mint; > 0 Vn € R*
mentre M > N significa M — N > 0.

DEFINIZIONE 2.1. — Sia F: S, x R" x R x 2 — R. F ¢ un operatore ellittico
degenere se M < N = F(M,p,r,x) < F(N,p,r,x).
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DEFINIZIONE 2.2. — F si dice uniformemente ellittica, con costanti di ellitticita 1 e
A, tali che 0 < A < A, per ogni M € S,, e per ogni (p,r,x) € R" x R x Q se
AIN|| < F(M + N,p,r,x) — F(M,p,r,x) < A||N|| VN >0.

In questo caso ||N|| & la norma (L2, L?) di N, uguale al sup{|Nx| | || = 1} ossia al
massimo dei moduli degli autovalori di N.

Notiamo che 'uniforme ellitticita implica la Lipschitzianita noncheé la crescenza di
F rispetto alla variabile M.

Nella classe degli operatori ellittici ve ne sono due estremali, noti appunto ri-
spettivamente come Operatori Massimale e Minimale di Pucci,

(1) Pt X) = Atr (X) — it (X),
2) P X)) = dtr (X)) — Atr (X7),

dove X ed X~ rappresentano la parte positiva e la parte negativa della matrice X,
ricordando che ogni matrice simmetrica X si puo decomporre in unico modo come

X=X"-X dove X", X >0eX"X =0.
Possiamo, infine, per completare questa panoramica generale, dare la seguente

DEFINIZIONE 2.3. — Una sottosoluzione di viscosita dell’equazione F (Dzu,
Du,u,x) = 0 ¢ una funzione u € USC(Q) tale che:

Vo € Q e Vo di classe C?, tali che u — ¢ ha un massimo locale in xy, risulta

F(D?$(0), Do), ul2o), o) > 0.

Una soprasoluzione di viscosita dell’equazione F(D*u, Du,u,x) = 0 é una fun-
ztone u € LSC(Q) tale che:
Vo € Q e ¥ di classe C?, tali che u — ¢ ha un minimo locale in o, risulta

F(D?§(ao), D(axo), ulixo), o) < 0.

Una funzione continua u é soluzione di viscosita di F(D?u, Du,u,x) = 0 se e solo se &
sia sottosoluzione che soprasoluzione di viscosita.

3. — Risultati fondamentali.

Sono stati considerati operatori ellittici del tipo F(x, t, p, X) = f, soddisfacenti le
seguenti condizioni di struttura

(4) Fa,t,p,X) < P; X) + b@)|pl|’,
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dove P* sono gli operatori estremali di Pucei, b(x) & una funzione continua e 'espo-
nente ¢ varia in [1, 2], in modo tale che il termine gradiente abbia una crescita su-
perlineare, al massimo quadratica.

Per quanto riguarda Q C R" imporremo che esso sia un dominio w@, vedi [2] e [3],
nel senso che deve essere verificata per ogni y € Q2 la seguente condizione (G,):

dato 0 < g < 1, esiste una palla B = B(y) tale che
(5) Yy €B, |B\Q,|>0|B|,

dove Q, e la componente connessa di B\0OS2 contenente y.

Chiameremo domini di tipo cilindrico e conico rispettivamente i domini wG tali
che R(y) = O(1) ed R(Y) = O(Jy|) per |y| — +oo. Esempi del primo tipo sono i domini
di misura finita, i cilindri, il complemento di un reticolo periodico di palle, mentre
invece i coni e il complemento, nel piano, della spirale logaritmica sono esempi del
secondo tipo.

Enunceremo ora i prineipali risultati ottenuti.

TEOREMA 3.1 (Principio del Massimo) ([1]). — Stano o < 1 un numero reale po-
sitivo e 1 < g < 2. Siano fissati un dominio Q C R" ed un sottoinsieme chiuso
H c R" tali che:

o se Q\H # 0, allora vale il Principio del Massimo in ogni componente con-
nessa di Q\H;

e perogniy € QN H esiste una palla B tale da soddisfare la condizione G..
Sia data una soluzione di viscosita w € USC(Q) di F(x,w,Dw,D?*w)>0 e si
supponga verificata la condizione di struttura (4), con bc C(Q), tale che
b(x) = O1/|x[*™9).

Sew < 0sudQesupw < +oo in O, allora w < 0in Q.

Questo implica il Principio del Massimo in una classe pitt ampia dei domini wG,
come per esempio il piano tagliato.

Consideriamo adesso un dominio di forma parabolica Q, soddisfacente la condi-
zione wG con R(y) = O(|y|"). Basandosi sulle osservazioni fatte in [8], eventualmente
passando ad un 7, < R(y), si puo supporre che la condzione G, si soddisfatta con
|B\ | = g|B|. Avremo cosi la seguente stima di Alexandroff-Bakelman-Pucci.

TEOREMA 3.2 (Stima di Alexandroff-Bakelmen-Puceci) ([1]). — Sta 0 < 0,7 < 1,
7>11<qg<2edN > 0. Sia Q un dominio wG di forma parabolica, tale che la
condizione G, sia verificata per ogni y € Q, con R@y)=0(y|"), 0<a<L
Assumiamo che il nostro operatore, F, soddisfi la condizione di struttura (4) con
b.f € C(Q). Inoltre, supponiamo che

bo := sup |b(ac)(1 + |90|“(27q)) < 4+ 00.
Q



206 MARIA EMILIA AMENDOLA

Se w € USC(Q) é una soluzione di viscositd di F(x,w, Dw, D*w) > f, nel senso
della viscosita, tale che w < N in Q e w < 0 su 02, allora

supw < Clim  sup 7 )lf " [ Lvons
Q 0+

. )
&e— :Z/GQ:‘?/‘ZS’V‘?/ wry,Try

dove C é una costante positiva dipendente da n, ), 4, byNi™%, g, e 7.

Questo risultato estende i risultati ottenuti in [5], [6], in riferimento alle equazioni
completamente non lineari, nelle situazioni limite di domini cilindrici/conici e con
termini graziente di tipo lineare/quadratico.
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