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Geometria differenziale
per il completamento percettivo

G. CITTI - A. SARTI (*)

1. — Introduzione

Quando guardiamo un’immagine, come quella indicata in figura 1, il
nostro sistema visivo e in grado di percepire non soltanto i contorni ef-
fettivamente presenti, ma anche altri contorni, detti contorni soggettivi.
Infatti noi percepiamo molto chiaramente la presenza di una figura
bianca ricurva, che copre un quadrato e dei cerchi, benché i bordi di
queste figure non siano completamente presenti nell'immagine. Inoltre
laregione bianca ci appare come una superficie in rilievo, piti chiara dello
sfondo, e si chiama superficie soggettiva perché viene ricostruita dal
soggetto che guarda. Questi fenomeni, anche chiamati completamento
percettivo, sono stati diffusamente studiati da Kanizsa [18, 19] e dagli
psicologi della percezione (si veda Field et al. in [14], Kovacs e Julesz, in
[21], Kapadia et al, in [20]). E sulla base di questi dati sono stati formulati
alcuni modelli di completamento che utilizzano strumenti del caleolo
delle variazioni ([22], [8], [2]). Oggi, grazie alle moderne tecniche di ne-
roimmaging, che consentono una descrizione dettagliata della corteccia,
e possibile formulare modelli matematici di corteccia visiva, e giu-
stificare su basi neurofisiologiche questi fenomeni percettivi. Fraiprimi
studiosi che hanno affrontato questo tipo di problemi con strumenti di
geometria differenziale si possono citare Petitot e Tondut [28].

Qui richiamiamo dapprima alcuni esperimenti classici dovuti a
Kanizsa e a Heiss, Fields e Hess, che indicano I'importanza del con-

(*) Lavoro in parte finanziato sui fondi del progetto GALA-Geometric Analysis in Lie
groups and Applications, nell’ambito del VI programma Quadro della Commissione
Europea.
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Fig. 1. - Un'immagine di Kanisza.

cetto di direzione nei processi percettivi, poi presentiamo un modello di
corteccia dovuto a G. Citti e A. Sarti [6], che si colloca nel filone di
ricerca aperto da [28] e modella la corteccia visiva con strumenti so-
fisticati di geometria differenziale e analisi in gruppi di Lie. E basato
sulla modellazione di aleuni meccanismi neurali, ed in particolare sulla
capacita delle cellule semplici di individuare in ogni punto la direzione
dei bordi degli oggetti e di operare completamenti percettivi.

La prima regione della corteccia visiva che opera un’elaborazione
dell'impulso visivo e la corteccia V1, o corteccia striata. Le cellule di
questa regione, dette cellule semplici, sono in grado di estrarne alcune
caratteristiche, come direzione dei bordi, distanza dai bordi delle im-
magini, o colore.

Qui ci occupiamo specificamente dell’estrazione della direzione dei
bordi. Proponiamo un modello di completamento costituito da un al-
goritmo a due passi in cui vengono applicati in successione i due
meccanismi seguenti:

e soppressione dei non massimali Attraverso un meccanismo
detto di soppressione dei non massimali, ad ogni punto (x,y) del qua-
drato immagine viene associata la direzione 0(x,y) del bordo del-
I'immagine su quel punto, oltre che I'intensita di colore. Questo mec-
canismo definisce una funzione 0(x, ), il cui grafico puo essere inter-
pretato come una superficie. Il grafico e definito in uno spazio 3-
Dimensionale (x,y,6), che descrive la corteccia visiva, e che viene
studiato con strumenti di geometria differenziale subriemanniana.
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e diffusione orizzontale Un meccanismo neurale di diffusione
lungo le connessioni orizzontali propaga le informazioni che si trovano
inizialmente sulla superficie 0(x,y) e da origine al completamento
percettivo. Questo meccanismo e modellato tramite una equazione
differenziale nello spazio 3-Dimensionale.

Partendo dalla superficie iniziale grafico di 0, questo algoritmo
genera le superfici soggettive, e giustifica i principali fenomeni di
completamento.

2. — L’orientazione nei fenomeni percettivi

Gaetano Kanizsa in [18, 19] ha proposto leggi della segmentazione
del campo visivo e leggi della formazione delle unita percettive, spesso
in termini di concetti matematici. I principali fattori di unificazione o di
organizzazione in unita del campo percettivo che individua sono: la
distanza, la continuita della direzione, 'orientamento, la chiusura di
curve, e la convessita.

Il concetto di distanza e illustrato da Kanizsa in figura 2. In questa
immagine, costituita da punti uguali, non riconosciamo alcuna struttura.
Ma seipunti vengono allontanati e raggruppati in modi diversi, come in
figura 3, allora ci appaiono configurazioni stabili. In altre parole ab-
biamo operato un completamento sulla base della distanza fra i punti.

Fig. 2. — Configurazione di punti.
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Fig. 3. — Raggruppamenti secondo la distanza.

t

Fig. 4. — Il principio di buona continuazione.

Altre immagini, sempre di Kanizsa, illustrano il concetto di con-
servazione della direzione. In figura 4 sono presenti alcune curve.
Tuttavia noi non vediamo la curva generata dai segmenti x,t inter-
secarsi con la curva z,y, ma vediamo la curva xy, intersecarsi con la
curva tz, ovvero ci paiono come curve unitarie, quelle piu regolari.
Analoghi fenomeni di orientamento dello spazio si riconoscono in
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Fig. 5. — Esempio di orientamento.
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Fig. 6. — Completamento di contorni e figure convesse.

figura 5, dove lo spazio risulta unione di regioni diverse, ciascuna
caratterizzata da una diversa direzione.

Se poi guardiamo la figura 6, tendiamo a percepire la presenza di
rettangoli e cerchi. Qui agiscono quindi due fattori: la tendenza a co-
struire curve chiuse, bordi di oggetti e la tendenza a diventare figura
dell’area convessa.

In queste due ultime immagini il nostro sistema visivo opera un
completamento dei bordi delle figure convesse. Kanizsa distingue fra
completamento modale e amodale. I1 completamento modale avviene
con la stessa modalita della visione, ed € illustrato nell'immagine 7. Il
nostro sistema visivo percepisce effettivamente un triangolo con i
bordi ricurvi con la stessa modalita della visione: esso ci appare pia
bianco dello sfondo, e pit in alto. Il triangolo nasconde tre cerchi, che
pure sono percepiti e completati, ma con una modalita diversa da
quella della visione. Cioe il completamento dei cerchi viene solo

o
N/
¢ /9

Fig. 7. — Il triangolo di Kanizsa.
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pensato, non visto. Quindi il completamento in questo caso e detto
amodale.

Uno degli esperimenti che chiariscono meglio il ruolo del-
l'orientazione nel completamento di immagini, e gettano luce sui
meccanismi corticali di completamento e quello di Field, Hayes, Hess
[14]. Si tratta di sottoporre all’osservatore la griglia di elementi
orientati rappresentata in figura 8.

Fig. 8. — L’esperimento di Field, Hayes e Hess.

Alcuni di questi elementi sono orientati lungo una curva, altri hanno
orientazione completamente casuale. Il problema consiste nel verifi-
care se il soggetto e in grado di riconoscere 'allineamento. I risultati
rivelano che i soggetti sono in grado di riconoscere I'orientamento se
gli elementi sono allineati, o per piccole variazioni della direzione.

Fig. 9. — Campi di associazione di Field, Hayes, Hess.
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L’esperimento ha portato alla rappresentazione delle linee di ecampo
dei campi di associazione, rappresentate in figura 9. Ovvero un punto P
con tangente orizzontale puo essere collegato da un contorno sogget-
tivo ad un altro punto @ solo se () appartiene ad una delle curve rap-
presentate in figura e se la direzione del contorno in @ € la tangente alla
linea di campo.

3. — L’architettura funzionale della corteccia visiva

Dal punto di vista neurofisiologico I'acquisizione del segnale visivo
avviene nella retina che, dopo aver eseguito una pre-elaborazione,
proietta le informazioni al nucleo genicolato laterale e successivamente
alle cortecce visive primarie, che si trovano nella parte posteriore del
cranio e sono sede della vera e propria elaborazione del segnale. In
particolare le cortecce V1 e V2 sono sede dell’elaborazione di infor-
mazione di orientazione dei contorni tramite le cosiddette cellule
semplici e di altre caratteristiche del segnale visivo tramite le cellule
complesse (visione stereoscopica, stima della direzione del movimento,
detezione di angoli solo per citarne alcune). Ognuna di queste cellule e
caratterizzata dal proprio campo recettore, cioe il dominio della retina
D C R? a cui la cellula é connessa tramite le connessioni neurali della

D e =
e
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electrode
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Fig. 10. — La via della visione. Sono messi in evidenza il nucleo genicolato e la
corteccia visiva primaria.
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via retino-geniculo-corticale e a cui la cellula risponde generando spi-
kes allorquando il dominio retinico viene stimolato.

Classicamente un campo recettore viene suddiviso in aree on e off, a
seconda della risposta della cellula ad una stimolazione puntuale po-
sitiva (aumento della frequenza di spikes) o negativa (diminuzione
della frequenza di spikes). Si definisce comunemente profilo recettore
della cellula la funzione ¢(x, ), (dove (x, y) sono coordinate retiniche),
¢ : D — R che misura la risposta neurale alla stimolazione puntuale
nel punto (x,y). Le cellule semplici hanno profili recettori direzionali
come mostrato in figura 11 e sono sensibili ai contorni delle figure.

B SIMPLE

Fig. 11. - Profili recettori delle cellule semplici.

Per comprendere la reale elaborazione dell'immagine operata da
queste cellule e necessario tenere conto delle strutture funzionali della
corteccia visiva: l'organizzazione retinotopica, la struttura iperco-
lonnare, con la circuiteria intracorticale e la struttura di connettivita
tra le iper-colonne.

La struttura retinotopica e un mapping tra la retina e le cortecce
visive primarie che conserva la topologia retinica, che puo essere de-
scritto da una trasformazione logaritmica conforme. Dal punto di vista
di elaborazione dell'immagine il mapping retinotopico introduce una
semplice deformazione dell'immagine stimolo che verra trascurata nel
presente lavoro.

La struttura ipercolonnare organizza le cellule corticali in colonne
corrispondenti a parametri quali 'orientazione, la dominanza oculare,
il colore ecc. Per le cellule semplici (che sono sensibili all’orientazione)
la struttura colonnare significa essenzialmente che ad ogni posizione
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retinica e associato un insieme di cellule (ipercolonna) sensibili a tutte
le possibili orientazioni. In realta la corteccia visiva e fondamen-
talmente bidimensionale quindi la terza dimensione collassa sul piano
dando origine all’affascinante configurazione a pinwheels osservata da
William Boskin e altri con tecniche di imaging ottico. In figura 12 le
orientazioni a cui sono sensibili le cellule sono codificate a colori e ogni
ipercolonna e rappresentata da un pinwheels cioe da una intera gi-
randola di colori.

b7 AN

Fig. 12. - Rappresentazione delle ipercolonne corticali.

La circuiteria intracorticale e in grado di selezionare, in risposta
ad uno stimolo visivo, la direzione di massima risposta dell'ipercolonna,
ed eliminare tutte le altre. Il meccanismo che presiede questa sele-
zione prende il nome di soppressione dei non massimali, il suo fun-
zionamento e ancora controverso, e ne sono stati forniti molti modelli
(si vedano [24, 29, 26]).

Un’altra struttura funzionale della corteccia visiva e 'organizza-
zione della connettivita trale ipercolonne chiamata anche connettivita
orizzontale. Le connessioni orizzontali collegano cellule con la stessa
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orientazione appartenenti a diverse ipercolonne vicine. Storicamente
si sono utilizzate tecniche di correlazione di segnale per individuare la
relazione tra connettivita e orientazione preferenziale delle cellule
[33]. Solo piu recentemente tecniche di imaging ottico associate a
traccianti hanno permesso di osservare su larga scala la diffusione del
segnale via connessioni cortico-corticali orizzontali e verificare che la
propagazione e altamente anisotropa e pressocheé collineare al-
I'orientazione preferenziale della cellula (vedi figura 13 e il lavoro di
Bosking [4]).

E ormai accertato che questa circuiteria presiede al processo inte-

Fig. 13. - Un tracciante e iniettato nella corteccia, in un punto in alto a sinistra, e
diffonde principalmente nelle regioni con orientazione uguale a quella del punto di
iniezione.
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grativo, che e alla base della formazione dei contorni regolari, dei
contorni illusori e delle superfici soggettive [28].

Ovviamente 'architettura funzionale della corteccia visiva € molto
pit ricca della schematizzazione che abbiamo qui delineato, basti
pensare all’alta percentuale di connessioni neurali di feed-back che
provengono dalle aree corticali superiori, ma per il momento ci ac-
contenteremo di proporre un modello della visione di basso livello che
cerchi di matematizzare correttamente le strutture funzionali a cui
abbiamo accennato e che mostri come queste stiano alla base del
completamento percettivo dei contorni.

4. — L’azione delle cellule semplici
4.1 — Le cellule semplici

Abbiamo visto che la prima elaborazione del segnale visivo, e ef-
fettuata dalle cellule semplici della corteccia visiva primaria, e che
hanno profili recettori direzionali come mostrato in figura 11.
Esperimenti piu sofisticati permettono di modellare le cellule semplici
come funzioni dispari, supportata nel campo recettore, o esponen-
zialmente decrescente fuori di esso. La cellula sensibile alla direzione
dell’asse y nell’'origine sara rappresentata dalla funzione

(1) la,y) = wexp (— (& +)/9).

2 T ey
0 T ] 2

- ~2 N
4 3 -

Fig. 14. — Nellimmagine a sinistra e rappresentato il profilo di una cellula semplice e
nell'immagine a destra e schematizzata la sua proiezione sul piano.
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Pué quindi essere visualizzate come in figura 14 (si vedano per mag-
giori dettagli sulle proprieta dei filtri: Daugman [7], Perona [27],
Grossberg e Mingolla in [13]).

4.2 — Struttura 1percolonnare e fibre di cellule semplict

La struttura ipercolonnare, viene descritta attraverso una stu-
ruttura di fibrato. Infatti, sopra ogni punto abbiamo poi una ‘fibra’
di cellule, ovvero una famiglia di cellule, ognuna sensibile ad una
diversa direzione . Come indicato in [28] ogni fibra e fisiologica-
mente implementata da un colonna di orientazione, che é la strut-
tura fondamentale della corteccia visiva [17]. In altre parole, la
funzione definita in (1) si dice filtro madre e sopra ogni punto fissato
abbiamo una famiglia di cellule che si ottengono dal filtro madre per
rotazione:

byl y) = yexp (— (@ + 7%)/s).
dove
(#,%) = (xcos () — ysin (0), 2 sin (0) + y cos (0))

La funzione madre e dispari rispetto all’asse y, quelle ottenute per
rotazione sono simmetriche rispetto alla direzione individuata dalla
rotazione dell’asse, ovvero sono simmetriche rispetto alla direzione del
vettore

Y = (— sin(0), cos (0))

Inoltre la medesima fibra si trova sopra ogni punto, quindi la generica

VAR 2N

Fig. 15. — Fibra di cellule con diversa orientazione sopra il medesimo punto.
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cellula semplice si scrivera
e o\, y) =yexp(— (& +7%)/9).
dove
@,9) = (. — & cos(0) — (y —n)sin(0), (x — &) sin (0) + (y — n) cos (0))

Se la retina é sottoposta ad un singolo stimolo visivo unitario in un
punto (x, ), la risposta corticale e descritta della funzione ¢, se invece
lo stimolo visivo proiettato sulla retina € un’immagine descritta da una
funzione I(x,y), allora la cellula corticale provvedera ad integrare gli
stimoli che provengono dai diversi punti, con densita che dipende
dall'intensita dello stimolo visivo. L’output della cellula sara quindi in
generale descrivibile con un integrale:

2) 0.0 = [ ¢, o lle iy

Come si vede dalle immagini, si tratta di un meceanismo note-
volmente sensibile all’orientazione.

N\

Fig. 16. — La prima immagine rappresenta lo stimolo visivo. In mezzo la schema-
tizzazione di una cellula semplice. L’ultima, fissato 6 e la rappresentazione dell’out-
put O(&, n, 0) come funzione di due variabili (£, 7).

0 % 4 50 6 70 8 % 100

5. — Soppressione dei non massimali

Come abbiamo visto nel capitolo precedente, la circuiteria in-
tracorticale e in grado di selezionare la direzione di massima risposta
della cellula, ed eliminare tutte le altre. Questo meccanismo di sop-
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Fig. 17. — La funzione O(&, 5, 0), rappresentata come funzione delle variabili (¢, 7),
per diversi valori di 6 fissati. Rispettivamente 6 = 0, 0 = 3n/4, 0 = /2,0 = /4.

pressione dei non massimali, verra modellato come il massimo del-
I'output O al variare di 6 sulla fibra.

Viene quindi selezionato per ogni (¢,#) il valore che massimizza
O(&,n,0), al variare di 0. Indicheremo 0 il punto in cui & assunto il
massimo:

O(év n, 9) == W’LCL%{-)O(f, n, 0)

E possibile provare che

TEOREMA. -- Se l'immagine non ¢ localmente costante attorno ad
un punto (&, n) allora il vettore Y , valutato per 0 = 0, e ortogonale alle
linee di livello dell'tmmagine in quel punto.

Non diamo una dimostrazione formale di questa affermazione, ci
limitiamo a commentare la Figura 15. Possiamo supporre che I'im-
magine assuma i valori 0 (nella parte grigia), 1 (nella regione bianca),
mentre il filtro e dispari.

L’integrale (2) che definisce la funzione O e esteso alla sola regione
in cui 'immagine vale 1. Se 'asse Y e parallelo al bordo dell'immagine,
la restrizione del filtro all'insieme in cui 'immagine vale 1 € una fun-
zione dispari, e quindi ha integrale nullo. Se invece I'asse Y e ortogo-
nale al bordo, la restrizione del filtro all'insieme in cui 'immagine vale 1
e una funzione sempre positiva, e quindi il valore dell'integrale e
massimo. Infatti in ogni altro caso il filtro assumera sia valori positivi,
sia negativi sulla regione di integrazione.

In questo processo, in ogni punto (&, #) la funzione O(¢, 7, ) e con-
siderata come funzione della sola terza variabile §. E vengono de-
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Fig. 18. — Nella prima e seconda immagine I'asse Y e parallelo al bordo dell'imma-
gine. La prima rappresenta il filtro, e 1a seconda la restrizione dello stesso all'insieme
integrazione. Nella terza e quarta il filtro e la restrizione del filtro all'insieme di
integrazione, quando I'asse Y & ortogonale al bordo dell'immagine.

terminati eventuali punti # di massimo relativo forte. In ciascuno di
questi punti sara verificata la relazione:

890(57 1, 8) = Oa 830(67 , 0) <0
Quindi, al variare del punto (£, #), abbiamo identificato la superficie
(3) Z‘0 = {(éa , 9) : 8,90(6, n, 0) = 07 830(57 m, 9) < 0}

Questo insieme individua il massimo di attivita delle cellule semplici, e
sara modellato come una delta di Dirac concentrata sulla superficie
stessa:

O, n,0)05.

920 100

Fig. 19. - L’'immagine del cerchio dopo il processo di soppressione dei non massimali.
E individuata una superficie, intorno del bordo dell'immagine.
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6. — Il meccanismo di completamento

6.1 — Connessioni orrizontali e curve integrali

Il processo di lifting che abbiamo descritto opera un lifting di cia-
scun punto dell'immagine separatamente. La superficie liftata viene
invece sottoposta ad un processo integrativo di propagazione lungo le
connessioni a lungo raggio della corteccia.

Fig. 20. -- Una curva di livello e il suo lifting 3-dimensionale.

La geometria di questo processo puo essere descritta a partire
dall’osservazione che le linee di livello di ogni immagine sono ortogo-
nali al vettore Y. Pertanto dopo il lifting, le curve significative per la
superficie liftata apparterranno al piano ortogonale ad Y, che risulta
generato dai vettori

X1 = (cos(0), sin(0),0) X, =(0,0,1).

Al contrario curve integrali del campo vettoriale ¥ non sono pre-
senti neanche nel lifting. Una famiglia di curve integrali dei campi X7 e
X, uscenti da un punto fisso (&, #, 0), si scrive nella forma

(4) YY) = X1(p) + kXa(y), 9(0) = (& n,0),

al variare del parametro k in R. La soluzione del problema di Cauchy
verra indicata anche

exp (t(X1 + kX2)(C, 7, 0).
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06

Fig. 21. — Curve integrali dei campi X; X, uscenti da un medesimo punto. A sinistra
la proiezione sul piano bidimensionale.

Graficamente questa famiglia di curve si puo rappresentare come in
figura 21. Come si vede la geometria di curve e la stessa che viene
generata dagli esperimenti di Field, Heyes, Hess (figura 9) e in quello
di Bosking, in figura 13.

Le curve integrali dei campi verificano la cosiddetta proprieta di
connettivita. Infatti per ogni coppia di punti (¢, #,0), (&, 7, 0) esiste una
curvaintegrale dei campi che li congiunge. Questo fatto e notevole, perché
stiamo considerando curve integrali di soltanto due campi in uno spazio
tridimensionale, ed & dovuto alla non commutativita dell’esponenziale.
Infatti, partendo da un punto (&, %, 0), e muovendosi lungo le curve

y(t) = exp ( — tXy) exp ( — tX7) exp (tXz) exp (tX1)(E, 77, 0)
non torniamo al punto di partenza. Raggiungiamo invece un punto
exp (Y + o(t*))(&, 7, 0).

Questo implica che e possibile operare uno spostamento nella direzione
Y, con curve integrali dei campi X7, Xo. Quindi e possibile raggiungere
ogni punto dello spazio con curve integrali di questo tipo, che giustifica
la proprieta di connettivita.

La scelta di una famiglia di curve definisce una distanza. Infatti la
distanza fra due punti fissati e la minima lunghezza delle curve che
congiungono i due punti dati. In questo caso la distanza che definiremo
non sara una distanza euclidea, ma una distanza subriemanniana.
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Fig. 22. — La composizione di due curve integrali non & commutativa.

Infatti definiamo lunghezza di una curva definita come in (4)
1 1
i) = J 10|t = J 1+ k(bRdt.
0 0

e di conseguenza possiamo chiamare distanza

(5)  d((&,n,0),( 5,0) =inf{i(y) : y e una curva orizzontale
che connette(&, 7, 0)e(E, 7, 0)},
si veda [25]. Il minimo si dice curva geodetica. Nel caso euclideo si

tratta di un segmento e infatti la distanza fra due punti e la lun-
ghezza del segmento che li congiunge. Nel caso generale di una
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metrica subriemanniana le geodetiche non saranno segmenti, e la
distanza fra due punti e la lunghezza della curva geodetica che li
unisce.

6.2 — Calcolo differenziale in strutture subriemanniane

La diffusione lungo le curve integrali dei campi puo essere forma-
lizzata utilizzando una versione ‘subriemanniana’ del calcolo diffe-
renziale, in cui le derivazioni classiche sono sostituite da derivazioni
lungo le curve ([1]).

Si verifica che, se y € curva integrale del vettore X1, e f € una fun-
zione regolare delle variabili (&, 7, 0), allora f o y & derivabile, con de-
rivata

cos (0)0:f + sin (0)0,f.

Questa derivata si indica di solito X f perché ha gli stessi coefficienti
del vettore X;. Poiché le curve che sono significative per I'immagine
sono curve integrali di X; oppure Xz, chiameremo gradiente orizzon-
tale

Vxu = (Xju,Xsu) in R* x S
La direzione Y e legata alle altre da una relazione particolare:
(Xo Xy — X1 Xo)f = Yf.

Questa relazione esprime in forma differenziale la stessa nozione che
abbiamo espresso geometricamente quando abbiamo osservato che gli
esponenziali lungo le curve X; e Xs non commutano. La quantita
XoX1 — X1X; si chiama pertanto commutatore dei campi X; e X, e si
indica [ X7, Xz].

La diffusione lungo i campi si esprime con derivate seconde lungo i
campi. Si dice sublaplaciano I'operatore rappresentato formalmente
come un laplaciano, con le derivate seconde sostituite da derivazioni
lungo i campi:

Axu = Xou + Xau.
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Analogamente 'equazione di diffusione subcalorica sara rappresen-
tata nella forma:

&gu = AXu.

Benché I'operatore subcalorico diffonda nelle sole direzioni X; e X», la
diffusione si estende a tutti i punti dello spazio, per la condizione di
connettivita. Pertanto le soluzioni sono regolari in ogni direzione, e si
dimostra che la soluzione dell’equazione del sublaplaciano & C> (si
veda [10], [15], [16], [11]).

7. — Il modello di completamento

Il modello di completamento che proponiamo € un algoritmo in due
passi.

e Il primo é costituito da una diffusione lungo i campi vettoriali che
abbiamo individuato

{@u = Ayu per (&,n,0) € R% x S1,t € [0, k]

u(-,0) = updx,

e Il secondo passo e costituito dal meccanismo di soppressione dei
non massimali. Dopo la diffusione viene generata una nuova superficie,
sempre scegliendo il massimo in direzione . La determinazione del
massimo si puo fare imponendo che la derivata rispetto a 0 sia 0, e la
derivata seconda non nulla:

2 ={(&n0 : 0pul&, n0,t) =0,0u(,n,0,0) <0,t =h}

I due passi dell’algoritmo vengono applicati iterativamente.
Applicando i due passi dell’algoritmo alla superficie liftata 2 e alla
funzione wuo(&,n,0) = O, n,0) (definite alla fine della Sezione 4), si
ottengono una nuova funzione e una nuova superficie u;, 2. Dopo 7
applicazioni dell’algoritmo avremo una coppia u,,, 2. Si dimostra che
questo algoritmo approssima un moto per curvatura. La prova é con-
tenuta in [6], e per il caso euclideo, si faccia riferimento a [9], [3].
Asintoticamente, per t — + oo la superficie tende ad una superficie
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Fig. 23. - L’immagine originale é liftata nello spazio 3-dimensionale, ma alcune
informazioni sono perdute. Nell’'ultima immagine & visualizzato il completamento.

minima nella metrica, ovvero la superficie sara rappresentata come
insieme di livello di una funzione che verifica 'equazione differenziale

Xl?,l, Xg’LL
X X =0
1(|vxu|> - 2(|VXU|>

Le superfici minime della metrica hanno la proprieta notevole di es-
sere rigate in geodetiche (si veda definizione dopo la formula 5).

7.1 — Alcune prove

Il primo esempio numerico considerato riproduce il completamento
operato dalla corteccia delle informazioni perdute a causa della macula
cieca, una zona della retina in cui non sono presenti recettori. La parte
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dell'immagine che vi e proiettata deve essere completata dal sistema
visivo [18]. L'immagine originale (figura 20), in alto a sinistra) e liftata
nello spazio 3-dimensionale senza al centro le informazioni che sono
andate perdute (in alto a destra). Questa e completata con I'algoritmo
che abbiamo illustrato e si ottiene la superficie minima rispetto alla
metrica subriemanniana.

Infine abbiamo considerato i delfini di Kanizsa. Questa immagine &
stata studiata a lungo perché induce numerosi fenomeni percettivi. Le
teste sono completate in modo modale, e coprono le code, che invece
sono completate in modo amodale. Questo fenomeno impedisce di
utilizzare gli algoritmi di completamento che introducono un ordina-
mento in profondita degli oggetti, perché nessuno dei due delfini e
davanti all’altro. L’algoritmo qui presentato consente di operare il
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100

"o 2 4 e 8 10 120 140 160 180 200 0 20 4 6 80 10 120 140 160 18 200

Fig. 24. - E operato il completamento modale e amodale della figura 1. Sono fornite
due diverse viste del'immagine completata: la prima che & una vista dall’alto
permette di vedere il completamento modale, la seconda che & una vista dal basso
il completamento amodale.
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completamento modale e amodale contemporaneamente, e lo spazio
3D in cui avviene il completamento é sufficientemente grande per
permettere di rappresentare contemporaneamente le due immagini.
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