I Grandi Matematici Italiani online

CORRADO SEGRE

CORRADO SEGRE

Gli ordini delle varieta che annullano i determinanti dei
diversi gradi estratti da una data matrice

Rend. R. Acc. Naz. Lincei, Vol. 9 (1900), p. 253-260

in: Corrado Segre, Opere, a cura della Unione Matematica Italiana, Volume IV, Edizione
Cremonese, Roma, 1963, p. 179-187

<http://www.bdim.eu/item?id=GM _Segre CW 4 179>

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=GM_Segre_CW_4_179
http://www.bdim.eu/

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI

http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/

LXIX.

GLI ORDINI DELLE VARIETA
OHE ANNULLANO I DETERMINANTI
DEI DIVERSI GRADI ESTRATTI
DA UNA DATA MATRICE

« Atti della Reale Accademia dei Lincei »,
Rendiconti; Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali,
serie quinta, vol. IX, 1900-2° semestre, pp. 253-260.

Con questo scritto vorrei richiamare lattenzione sopra alcuni
numeri, che furono determinati, gia da qualche tempo, dal sig. H.
SOHUBERT, mu che finora sembrano esser passati inosservati.

1. Nel 1890 il sig. SOHUBERT ha intuito la seguente formola,
che pin tardi ha enunciata come certa (senza pubblicarne la dimo-
strazione) () : « Se si assoggettano due spazi S, rispettivamente alle °
« condizioni rappresentate, coi simboli di SOHUBERT, da (a, @, ... &),
« (b by ... by), ed inoltre alla condizione che esista fra essi una cor-
«relazione, per la quale siano coniugate le tracce [¢ -— 1] su essi
« rispettivamente di 2a | b -} q coppie date d’iperpiani; il nu-
«mero delle coppie di S,, che cosi si ottengono, vale:

(@ + Doday (@g + By)ag +or (@) =+ Dg)a,
(1) (@ + bo)a, (@ + by)ay oo (@) 4 Dg)ay |- _
(8g F Do)y (g + Bylay v (8 + Byl

« dove (come sempre nel seguito) si scrive (u), in luogo di
«ulffol(w—0v)!]».

(1) Ueber eine Verallgemeinerung der Aufgaben der abzihlenden Geometrie, Mit-
theil. der math. Gesellsch: Hamburg, III, 1891; Correlative Verwandtschaft in n
Dimensionen, Jahresber. der deutschen Math.-Verein., IV, 1894-95 (1897).

Informato dal sig. SCHUBERT che egli non intende ora pubblicare la sua
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Ora si ponga in particolare
Gg=m—¢q, ¢y =m—q-+1,..,a,=m,
by=n—4¢q, by =n—q+1,..,b,=mn.

Il determinante (1) si ridurra al prodotto di alcuni fattoriali per
un altro noto determinante di coefficienti binomiali, il quale vale 1.
Si otterra dunque il seguente corollario della formola di SCHUBERT:

11 numero delle coppie di [g], giacenti rispettivamente entro
due dati spazi S, , S, e tali che tra i due [¢] di una coppia esista
una correlazione nella quale sian coniugate le tracce [¢ — 1] di
(@ 4 1) (m + n) — ¢*> coppie date d’iperpiani di S, , S, &

112t ql]-[m+n—29!(m+4n—2¢4+1)!...(m4n—q)!

@) [(m—ag)!(m—gq+1)!.m!] - [m—q! (n—qg-+1)!..0l]

ossia, posto w — q == h,

(m—4n—29h (m +n—2¢ + Lo (M 41— g
(B)n (b 4 L)g eue ()

2 ®

2. Traduciamo analiticamente questa proposizione, cominciando
dal caso m = n, nel quale la formola precedente diventa :

. (@M (20 Do (0 B)y
Wi+ Dy

A tal fine ricordiamo (3) che una correlazione tra due [¢] di due
spazi 8, 8§’ di dimensione » pud riguardarsi come reciprocitd degenere

dimostrazione, ho incaricato il mio allieveo sig. G. Z. GIAMBELLI di ritrovarla e
di fare ulteriori ricerche in quel campo. Cid diede occasione a questo giovane di
spingermi, con una sua osservazione relativa al n® 3 di questo scritto, a dare ad
esso V'estensione attuale.

(* Non occorre avvertire che, facendo nell'uno dei due spazi §,,, §,, od in
entrambi, i cambiamenti di parole indicati dalla legge di dualitd, si possono in-
terpretare quei numeri in altri modi, ciod come relativi a forme collineari, od a
forme (duali degli Sq) reciproche.

(3) V. qui e nel seguito il § I della mia Memoria: Sulla teoria e sulla clas-
sificazione delle omografie, Mem. Acc. Lincei, (3) 19, 1884 [V. queste « Opere»,
III, pp. 304-333]. Esso si trova riprodotto nel § 17 dell’utile libro del sig. P.
MuTtH, Theorie und Anwendung der Elementartheiler, Leipzig, Teubner, 1899,
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di specie h =n — ¢q fra S, 8’: essendo coniugati in questa recipro-
cita due iperpiani che seghino i due [g] (singolari) secondo due
[¢ — 1] coniugati nella prima correlazione. Rappresentiamo la reci-
procitd tra S, 8’ con un’equazione bilineare :

Zag&n=0,

quella che lega due iperpiani &, % quando sono coniugati. Dire che
la reciprocitd & degenere di specie h equivale a dire che il determi-
nante | ay | ha nulli tutti i minori d’ordine m — h - 2. Dando poi
delle coppie d’iperpiani coniugati si vengono a dare altrettante e-
quazioni lineari fra le ay. Potremo dunque enunciare il risultato
precedente cosi:

Le reciprocita degeneri di specie h fra due S, costituiscono una
varietd di dimensione n® -4 2n — h? ¢ d’ordine (3). Od anche:

Uguagliando a zero tutti i determinanti di un dato ordine
n — h 4 2 estratti da una matrice quadrata |ag| (¢, k= 0,1,...,n),
si viene a porre, fra gli elementi a; di questa matrice, un sistema
di equazioni (equivalente ad h?® equazioni indipendenti) il cui ordine
¢ dato dalla formola (3).

Assumendo le a;; come coordinate omogenee di punti in uno
spazio [n® - 2n], abbiamo cosl ottenuto in questo spazio una serie
di n varietd V® (h=1,2,...,n) di dimensione n?® 4 2n — h? e d’ordine
(3); le quali, se i punti stessi si prendono come imagini delle reci-
procitd X ay; & n tra 8, 87, rappresenteranno le reciprocita degeneri
di specie h. Ciascuna di esse contiene le varietd seguenti. In par-
ticolare 1la VW, d’ordine n -+ 1, & definita dall’equazione

|aw|=0;

essa da V@, V@, .., V® come luoghi rispettivamente dei suoi
punti doppi, tripli, ..., n-pli. La V@™  di dimensione 2n e d’ordine
(2n),, & Vimagine del sistema delle forme bilineari riducibili (prodotti
di una forma delle £ per una forma delle %), ciod si rappresenta
parametricamente per mezzo delle formole (coi parametri indipen-
denti z, y)

Aigg = X; Y »

Gia nel 1891 io avevo considerato () queste due varietd e la rap-

(%) Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi, Rend.
Palermo, V. [V. queste « Opere», I, pp. 173-184]; Le rappresentazioni reali delle
forme complesse e gli enti iperalgebrici, Math., Ann., XL [V. queste « Opere », II,
pp. 338-395].
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presentazione delle reciprocitd tra due S, coi punti di [n% -+ 2n]:
rappresentazione che ottenevo anche geometricamente ricorrendo
alle due schiere oo™ di 8, giacenti nella V™ (3), Pil recentemente
il sig. S. KANTOR (6) ha introdotto tutte le »n varieta V ® (pur met-
tendo da parte la questione del loro ordine) per trattare il problema
dell’equivalenza (nel senso di WEIERSTRASS) di due sistemi, comun-
que infiniti, di forme bilineari (?). Come il sig. KANTOR osserva, la
V™ da il modo di costruire semplicemente le altre varieta: in fatti,
poiché una reciprocita degenere di specie h ¢ data da una forma bili-
neare che si pud rappresentare come somma di n — h -+ 1 forme
ridueibili (8), cost V® si pud definire come il Inogo degli spazi che
congiungono #n — h -+ 1 punti variabili di V®, Cioe V@D & il
luogo delle corde di V™, V®—2 il luogo dei piani trisecanti, ecc.

3. La formola (2), piu generale della (3), si pud, come questa,
interpretare algebricamente, in relazione con una matrice rettangolare

lag| (=0,1,.u,m; k=0,1,...,n)
Consideriamo un’equazione bilineare
S bine =0

tra iperpiani &, 9 (che diremo coniugati) di S, , 8,. Essa da luogo
ad una teoria perfettamente uguale a quella che per m = n & svolta
nel citato § I della mia Memoria sulle omografie. Possono anzitutto
esservi degl’iperpiani & di §,, singolari in quanto son coniugati a
tuttt gl’iperpiani di S,: son quelli che verificano le n 4 1 equazioni

2 i & =0,
P

Similmente si hanno in 8, gl'iperpiani singolari 7, pei quali

2 age = 0.
k

(%) Per n =1 & la rappresentazione delle omografie binarie coi punti dello
spazio ordinario, trattata da C. STfpHANOS, Math. Ann., XXII, 1883.

(8) Theorie der Aequivalenz wvon linearen oco*-Schaaren bilinearer Formen. Sit-
zungsberichte d. k. bay. Akad. Miinchen, 27, 1897; Theorie der Elementartheiler
hoherer Stufen, Monatshefte fiir Math. u. Physik, 11, 1900.

(") Al sig. KANTOR pare sia sfuggito lo studio che io gid avevo fatto
della 7™, '

(3) Proposizione ben nota: cfr. ad es, i1 n 5 della mia Memoria citata sulle
omografie.
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Se rappresentiamo con ¢ -+ 1 il rango (secondo FROBENIUS) della
matrice delle a (se cioeé son nulli tutti i suoi determinanti d’ordine
¢+ 2 e non tutti quelli d’ordine ¢ 4~ 1), gl’iperpiani singolari di
S» saranno quelli che passano per uno spazio [q] ben determinato;
e lo stesso accadra in 8,. Fra questi due [q] singolari esisterd una
correlazione non degenere: cosi che due iperpiani &, # di S,, S,
saranno coniugati per la data equazione bilineare, solo quando
passano per due [¢ — 1] coniugati della detta correlazione (%).

Ora, se vogliamo l'ordine del sistema di equazioni che si hanno
annullando tutti i determinanti d’ordine ¢ 4 2 estratti dalla matrice
delle a;;, bastera (come al n® 2) che cerchiamo il numero delle so-
luzioni, quando si aggiungano (¢ + 1) (m 4 n) — ¢* equazioni lineari
fra quelle indeterminate, del tipo X ay &inp =0, ove le & e 7 sian
date. Dunque, per quanto abbiamo detto prima, si trattera di vedere
quante sono le coppie di [¢], giacenti rispettivamente in S,, e §,,
tali che tra i due [¢g] di una coppia esista una correlazione per cui
siano coniugate le tracce [¢ — 1] di quelle coppie d’iperpiani dati
& n. E in base al n° 1 concludiamo che la (2) ¢ci dard quell’ordine;
cioe :

Scrivendo che una matrice di m -1 colonne ed n -} 1 linee é
del rango q -+ 1, si viene a porre fra i suoi elementi un sistema di
equazioni (equivalente a (m — q) (n — q) equazioni indipendenti) il cui
ordine € espresso dalla formola (2).

Anche qui, se le a;, si assumono come coordinate di punti in
uno [mn 4 m - n], si ottiene in questo spazio, se & ad es. m = n,
una serie di » varieta VW (h = 1,...,n), in tutto analoghe a quelle
del n® precedente, ma pitt generali. La V™, che si ha annullando
i determinanti di secondo ordine, cioé scrivendo che la forma lineare
2 ay, &y © riducibile, ® una varietd di dimensione m + n e d’ordine
(m + n),, , rappresentata parametricamente colle formole a;; = %; ¥, ,
e gia studiata da me nella citata Nota di Palermo. Le altre varieta
si deducono da essa rispettivamente come luoghi: delle sue corde,
dei suoi piani trisecanti, ..., dei suoi §,(q + 1)-secanti (*).

(®) Qui, come in altri casi, appare utile considerare reciprocitd o collinea-
zioni degeneri (definite con equazioni bilineari, cio® come connessi), anche tra
spazi di diverse dimensioni. v

(1% In fatti, se la matrice delle @y ha il rango ¢+ 1, la forma bilineare
corrispondente si pud rappresentare come somma di ¢ 4+ 1 forme riduecibili: cid
si vede ancora, come nel caso del n® 2, assumendo i due [q] singolari come spazi

fondamentali per le coordinate di 8, , S, .
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4. Invece di una matrice quadrata con elementi completamente
indeterminati, come 8’8 considerata al n® 2, si pud prendere una ma-
trice quadrata simmetrica, e fare per essa le ricerche analoghe alle
precedenti.

Percio ricorriamo ad un’altra formola del sig. SOHUBERT, enun-
ciata nel 1891 (1), e pit tardi dimostrata come corollario di una
pilt generale nell’importante Memoria relativa ai numeri delle qua-
driche di varie dimensioni soddisfacenti a date condizioni fondamen-
tali (?): « Il numero delle quadriche di dimensione ¢ — 1 giacenti
«in 8§, e tangenti a n(q + 1) — q(¢ — 1)/2 iperpiani & espresso da

. 279118 (g—1)!]-[(2n—2¢+2)! (2n—2¢+4)\...(2n—q)!]
W (q pari) ) (n_q_|_1)v m—q+2)!i(n—1)!n!
(q impari) [0!2!..(¢—1)!]-[(2n—2¢+1)! (2n—2q—|—3)' (2n—q)!]

m—@!m—q+1)!..(n— 1) n!

Ponendo ¢ =mn — h, possiamo anche dare a queste espressioni la
seguente forma :

%+mh%+4) (2 T
h—|—1h(h—|—-3 Ln— 1)’
(2h <4 1)s (2% 4 3} n+h
n(h + 2) ...(n———l) ’

(n — h pari) 2n

(4)

(n — kb impart)

oppure quest’altra :

+ 1) (n 4+ 8)p v (0 h)p
T2 O — 1)
(n —l— 2 1 (0 4)h+1 co (B4 Ry
(B 4+ Daga (b + 3ng1 ooe 2k — Dpyy

(h tmpars)

(4)

(b pari)

Ora abbiasi una matrice quadrata simmetrica, d’ordine » 4 1,

[, (= an)
e consideriamo lequazione quadratica, in coordinate d’iperpiani,

2 g & &, =0,

(1) Mitteil. aus d. abzihlenden Geom., Jahresb. der deutschen Math.-Verein.,
I, 1890-91.

(12) Allgemeine Anzahlfunctionen fiir Kegelschnitte,” Fldchen und Rdume zweiten
Grades in n Dimensionen, Math, Anu., XLV, 1894,
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Essa definisce come inviluppo una quadrica; la quale, se quella
matrice & di rango ¢ 1, degenera in una Mq2__1 (nucleo dell’inviluppo),
alla quale son tangenti gl’iperpiani che verificano quell’equazione.
Ne segue che la proposizione precedente potra enunciarsi cosi:

Scrivendo che un determinante simmetrico d’ordine n -+ 1 ha 4l
rango n —h -+ 1 si pone fra i suoi elementi un sistema di equazioni
(equivalenti ad h(h - 1)/2 indipendenti) il cui ordine é espresso
dalle formole (4). v

Nello spazio di dimensione n(n -4 3)/2 in cui le a; son le coor-
dinate di punti — spazio rappresentativo delle quadriche di S, —
possiamo considerare n varieta WO, .. W®™ analoghe alle V del
n° 2. La W® gia quella che rende il determinante del rango n —
— h -+ 1, cioé che rappresenta le quadriche degeneri di specie k.
Essa ha la dimensione n(n 4 3)/2 —h (h + 1)/2 e ordine dato dalle
formole (4). Siccome perdo queste suppongono h <Zn (cioe g > 0),
bisogna aggiungere che la W®, di dimensione n, ha l’ordine 27:
essa in fatti ha la rappresentazione parametrica

Wipe == X3y Xp;

(ossia & rappresentata in S, dal sistema lineare di tutte le quadriche-
luoghi Mf_l); 1 suoi punti son le imagini delle quadriche degene-
rate, come inviluppi, in punti doppi. Mediante W™ gi costruiscono
le altre varieta: la W® & il luogo degli spazi [n — h] che congiun-
gono n» — k4 1 punti variabili di W® (efr. la fine del n® 2 o 3).
D’altra parte le stesse varietd si possono evidentemente definire
partendo dalla W@, cioe dalla forma-discriminante

| i | =0,

come luoghi rispettivamente dei suoi punti doppi (W®), tripli
(W®), ..., n-pli (W®), Per n= 2 si ritrovano in 8 la superficie F*
e la varietd M. studiate dal sig. VERONESE e da me.

5. Le precedenti determinazioni di ordini possono applicarsi a
varieta rappresentate in modo analogo a quelle di cuisi & trattato,
ma colla differenza che le a; , invece dj essere variabili indipendenti,
sian legate fra loro in dato modo. Si pud dire che in tali casi si
hanno da segare le varieta V o W dei n! precedenti con varietd
definite dai dati legami tra le a. '

Cosl si supponga nel n® 3 che le a;; sian date forme lineari di
d 4 1 variabili indipendenti w,2, ...xq. Allora, annullando i deter-
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minanti d’ordine » 4 1 estratti dalla matrice !a,',, | di m 4 1 colonne
e n 4 1 linee, ove m = n, abbiamo nello §; dei punti # una varieta
di dimensione d —m ++ n — 1 (supposta > 0) e d’ordine (m -+ 1),.
E il tipo generale delle varictd generate con forme fondamentali
proiettive, studiate dal VERONESE (Math. Ann., 19), e ricomparse
anche ultimamente in vari casi particolari nelle ricerche del sig.
REYE sopra i sistemi lineari di forme fondamentali (di piani o sfere)
proiettive. Ma adesso, oltre a quell’ordine (m -+ 1),, che & ben no-
to (13), possiamo assegnare gli ordini delle varietd doppia, tripla, ...
che si hanno uguagliando a zero tutti i determinanti rispettivamente
d’ordine n, n — 1,... estratti dalla matrice. La varietd h-pla esistera
se il numero d — h(m — n -4 h) & =0, ed avra per dimensione ap-
punto questo numero; mentre il suo ordine, per quanto s’¢ visto al
n® 3, sard espresso dalla formola (2).

Piu in generale possiamo sostituire alle a; delle forme d’un
ordine qualunque u delle z,x, ... #4. Allora la varietd che si ottiene
scrivendo che la matrice |ag| & di rango n — h -1 avra ancora
la dimensione d — h(m — n 4 h); ma il suo ordine sara dato dal-
Despressione (2) moltiplicata per phm—n+h, In fatti si seghi la va-
rietd con uno spazio di dimensione h(m — n -} h); vale a dire al
posto delle x# si mettano delle forme lineari di h(m —n -+ &)} 1
nuove variabili y : con che gli elementi ay della matrice diventeranno
forme d’ordine u di queste y. I punti, in numero finito, che cosl
si avranno in 8;, corrisponderanno a quei punti’ dello spazio
[mn -+ m - n] considerato al n® 3, che sono intersezioni della V®
di 1a e della varietd di dimensione h(m — n -+ h) rappresentata
parametricamente col porre le coordinate a; uguali alle dette forme
d’ordine u delle y. Ora quest’ultima varietd & d’ordine gMm—nth)
mentre V& & d’ordine (2). Dunque & vero che il prodotto di (2)
per quella potenza di u da il numero cercato.

Se la matrice ]a,-k| & quadrata, d’ordine n 4 1, e ancora le ay
son forme d’ordine u delle coordinate di punti «,x, ...xs, si dovra
moltiplicare 1’espressione (3) per u* affine di avere l'ordine della
varietd h-pla, di dimensione d — h® (supposta = 0), per la forma
d’ordine (n 4 1) u definita dall’equazione

la,-k[=0.

(43) B caso particolare di una formola data, per induzione, da G. SALMON
nella 22 ed. (1866) della sua Higher Algebra, e poi dimostrata da S. ROBERTS,
Journal fiir Math., 67, 1867. Vedi anche le pid recenti dimostrazioni di K. Th.
VaHLEN (Journal fiir Math,, 113, 1894), e M. PierI (Rend., Palermo, 11, 1896),
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Ove poi le date forme a; sian tali che a;y = a;;, ciod si tratti
di una matrice quadrata simmetrica, la forma d’ordine (n 4 1)u
rappresentata da quell’equazione avra una varieta h-pla (che annulla
i determinanti d’ordine n — h -} 2) di dimensione maggiore che nel
caso generale, ciod d — h (h -4 1)/2, supposto che questo numero sia
= 0. Quanto all’ordine della detta varietd, si vede con ragionamento
del tutto analogo a prima che sara espresso dalla formola (4) mol-
tiplicata per uh(r+1)i2 (14),

Si puo far applicazione di ci0o alle wvarieta Hessiane successive
di una forma f(x, 2, ... #,) d’ordine » di §,. Chiamiamo cosi l’ordi-
naria forma Hessiana H®Y, determinante simmetrico d’ordine n 4 1,
i cui elementi sono ay = §%/0x; gz ; e poi anche le varieta H?,
H®,.., i cui punti annullano tutti i minori d’ordine n, n — 1, ...
di quel determinante. La H®, che riduce il determinante al rango
n— h 4+ 1, esiste se n — h (h + 1)/2 ¢ = 0, ed in tale ipotesi ha questo
numero come dimensione, e per ordine espressione (4) moltiplicata
per (y — 2)Ma+D/2, Hssa & varietd h-pla per la forma H®; ed & il
luogo dei punti le cui quadriche polari rispetto ad f sono coni di
specie h (15).

(*%) In particolare per h =2, d =3, si ha che nello spazio ordinario la su-
perficie rappresentata dal determinante simmetrico ha u3.(n + 2); punti doppi.
Cid rientra in una proposizione di G. SaLMON, 4dnal. Geom. of three Dimensions,
2d ed 1865. Cfr. anche CREMONA, Preliminari di una teoria geom. d. superficie, n°
131 (n® 157 dell’ed. tedesca) [Opere matematiche, II, pp. 379-380..

(43) E. ASCIONE, Sulla Hessiana di una wvarietd in S;, Giornale di matem.,
31, 1893, ha fatto cenno della serie di varietd H; dimostrando che in §, la curva
H® 3 di ordine 20 (v — 2)3 (cfr. la formola di SALMON citata dianzi, nella quale
si ponga n=4).



