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LXYV.

ALCUNE CONSIDERAZIONI ELEMENTARI
SULI’INCIDENZA DI RETTE E PIANI
NELLO SPAZIO A QUATTRO DIMENSIONI

« Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo »,
tomo II, 1888, pp. 45-52.

1. Nello spazio a quattro dimensioni (nel quale si supporranno
contenuti tutti gli enti di cui si dird in seguito) diconsi incidenti:
19 due rette aventi un punto comune, o, cid che & lo stesso, giacenti
in un piano; 2° due piani giacenti in uno spazio (sott. «a tre di-
mensioni »), ossia tagliantisi in una retta ; 3° una retta ed un piano
aventi un punto comune, vale a dire giacenti in uno stesso spazio.

B condizione semplice lincidenza per una retta ed un piano,
doppia invece per due rette o per due piani.

Le rette ed i piani sono oo®. Date tre rette indipendenti a, b, ¢
vi & una sola retta incidente ad esse ed & la retta comune ai tre
spazi be, ca, ab. Dati tre piani indipendenti a, f, y vi & in generale
un solo piano incidente ad essi ed & quello che congiunge i tre
punti By, yx, af in cui quei piani si tagliano a due a due. Perd se
«, B, y passano per uno stesso punto vi sono co! piani incidenti
ad essi, e cioé quelli che projettano da quel punto la schiera di rette
(Regelschaar) incidente alle tre rette in cui «, B, y son tagliati da uno
spazio qualunque; essi costituiscono una delle due schiere di piani
di una varieta conica quadratica.

2. Le rette incidenti a due piani indipendenti «, § formano una
cot tale che in ogni spazio ne giace una co? costituente una con-
gruenza lineare, mentre per ogni punto P ne passa un fascio gia-
cente in quel piano incidente ad «, f che passa per P (piano d’in-
tersezione dei due spazi Pa, Pf).
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Le rette incidenti a tre piani a, 8, p, i quali si taglino a due
a due in tre punti distinti formano un complesso co3 tale, che ogni
spazio ne contiene una schiera e che per ogni punto P ne passa
una, intersezione degli spazi Px, P8, Py. A questo fanno eccezione
i punti di «, f, y e del piano ¢’ incidente a Questi, giacche per
ciascuno di essi passa in generale un fascio di rette del complesso
ed in particolare pei tre punti By, ya, af (congiunti da §’) passano
stelle ordinarie di rette di quello; le rette del piano ¢’ sono tutte
contenute nel complesso.

Projettando questo su uno spazio X da un punto P si ottiene,
ove P non stia su alcuno dei piani «, f, y, 8/, un ordinario com-
plesso tetraedrale. Poichd le rette incidenti ad «, g, y tagliano questi
piani e lo spazio P4’ (vale a dire i quattro spazi di uno stesso fa-
scio ad’, po’, yé’, P§’) secondo quaterne di punti tutte projettive
fra loro, e quindi le loro projezioni su X da P taglieranno secondo
quaterne di punti projettive fra loro i quattro piani projezioni di
% By 7, 0.

Se P sta su ¢/, il complesso delle rette incidenti ad «, B, y si
projetta su 3 secondo un ordinario complesso lineare. Invero uno
spazio qualunque passante per P contiene una schiera di rette di
quello, la quale comprende ora una retta passante per P (e giacente
in ¢’) e si projetta quindi, non secondo le rette di un inviluppo
piano di 2* classe come in generale, ma secondo un fascio di rette.
Quelle rette poi del complesso oggettivo, le quali escono dai punti
di una retta passante per P, costituiscono la schiera giacente nello
spazio determinato da due di esse, e perd si projettano ancora se-
condo un fascio di rette. Il complesso projezione ha dunque in ogni
piano o per ogni punto di 3 un fascio di rette, ossia & lineare ().

3. Le rette incidenti a quattro piani indipendenti «, g,y,4d, i quali
si taglino a due a due in sei punti distinti, formano un sistema (co?),
tale che ogni spazio in generale ne contiene due. Diciamo «’, f/, y’, 8’
rispettivamente i quattro piani incidenti alle terne di piani fyd,

() Se a, B, y si tagliano a due a due in uno stesso punto, le rette incidenti
ad essi sono quelle giacenti nella schiera dei piani incidenti ad a, 8, y (v. alla
fine del n® 1) e sono anche incidenti a tutti gli altri co! piani dell’altra schiera
che & contenuta con quella nella stessa varietd quadratica. La projezione di
questo complesso di rette & ora il complesso delle tangenti di un ordinario cono
quadrico, oppure un complesso lineare speciale, secondo che il centro di projezione
non sta, ovvero sta, su quella varietd quadratica.
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yda, d0.p, afy. Projettando quel sistema di rette sullo spazio I dal
punto 86’ si avrd quel sistema di rette, che & contenuto nel com-
plesso lineare (n® 2) projezione del complesso delle rette incidenti
ad «, B, 7, e che si appoggia alla retta in cui ¢ incontra X, vale
a dire si avra una congruenza lineare avente questa retta per una
direttrice. Il piano ¢ che dal punto ¢’ projetta D’altra direttrice
sard evidentemente incontrato da tutte le rette del sistema conside-
rato incidente ad «, 8, y, 4. D’altronde esso coincide con & solo se
in quella congruenza lineare la retta 03 & direttrice doppia, cioe
se questa retta sta nel complesso lineare projezione del complesso
delle rette incidenti ad «, 5, y, vale a dire se i tre punti d’incontro
di § con a, B, y sono in linea retta. Ed ¢ coincide con « se « passa
pel punto 8¢, ciod se i tre punti di incontro di & con B, y, 4 sono
in linea retta; ed analoghe condizioni si hanno pel coincidere di &
con B o con y. Se dunque supponiamo, come faremo in seguito,
che @ piani a, B, y, & si taglino a due a due in sei punti tra i quali
non se me trovino tre in linea retta, il piano & sara diverso da quei
quattro ed avra luogo la seguente notevole proposizione: Le rette
incidenti ai quattro piani «, B, y, & incontrano pure un quinto piano e.

Ogni spazio passante per & taglia evidentemente «, f, y, 6 in
quattro rette di wna schiera, cioé contiene wuna schiera di rette del
sistema incidente ad a, ff, y, 6. Viceversa, ogni spazio che, senza
passare per alcuno di questi quatiro piani, contenga una schiera di
rette incidenti ad essi, avra nella sua retta d’intersezione con ¢’
una retta di questa schiera, retta che dovra percid incontrare 6 ;
sicché quello spazio conterra il punto 84’ ed analogamente i punti
aa’y BB’y yy’. Quindi collegando questo con le osservazioni precedenti
abbiamo che ogni spazio che tagli a, B, y, 0 in quatiro rette di una
schiera passa pel piano €; e che questo piano & contiene i quatiro
punti aa’y BB’y yy’, 08’ ed é Vunico piano al quale siano ancora in-
cidenti tutte le rette che incontrano ay B, 7, 9 (3.

La relazione fra i cinque piani «, 8, y, 6, ¢ & scambievole, es-
sendo ciascuno di essi definito dall’incontrare tutto il sistema delle
rette incidenti agli altri quattro. Chiameremo quei cinque piani:
piani associati.

(?) Che i punti aa/, 88’, yy’, 8’ stiano in uno stesso piano si pud anche
dimostrare osservando che nell’omografia involutoria (non omologia) definita dalle
tre coppie di punti omologhi af e ¥, ay e 88, «d e By ai piani «, S, y, § sono
rispettivamente omologhi «/, 8, ¥/, 8’ e quindi quelli e questi devono tagliare
negli stessi gquattro punti il piane direttore dell’involuzione. :
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4. Per dualita, dalle proposizioni precedenti si ha:

Se quattro rette a, b, ¢, d sono indipendenti e congiunte a due a
due da sei spazi, tra cut mon ve me siano tre passanti per uno stesso
piano, e ’indicano rispettivamente con a’, b’, ¢/, d’ le rette incidenti
alle terne di rette bed, cda, dab, abe, @ quattro spazi aa’, bb’, cc’,
dd’ passeranno per una stessa retta e. Le cinque rette a, b, ¢, d, e
(che diremo rette associate) sono in relazione scambievole tale che gli
co? piant incidenti a quatiro qualunque di esse imcomtrano pure la
rimanente. Ciascuna di quelle rette si pud anche definire come il luogo
geometrico di un punto dal quale le altre si projettano su uno spazio
secondo quatiro rette di una schiera. Mentre per un punto qualunque
passano in generale due soli piani del sistema co® mominato, per ogni
punto di ciascuna delle rette a, b, ¢, d, e ne passa una schiera.

5. Vi sono in generale tre rette incidenti a quattro piani indi-
pendentt dati «, B, y, 0 e ad una retta date r. Invero se la punteg-
giata r si projetta da «, B, y su 4 si ottengono in questo piano tre
fagei di raggi di centri «d, #d, yd riferiti projettivamente fra loro,
e dalla nota esistenza in generale di tre punti di § in ciascuno dei
quali concorrono tre raggi omologhi segue appunto l’esistenza delle
tre rette nominate (3).

Dalla proposizione cosi ottenuta segue, lasciando arbitrario &
oppure r, che le rette incidenti ai tre piani a, B, y ed alla retta r
Jormano una rigata cubica; e che il sistema delle rette incidenti ai
quattro piani o, B, v, 0 costituisce una varietd cubica.

Supposto che tra i sei punti d’incontro di «, B, y, 4 a due a
due non se ne trovino tre in linea retta, sicchd quel sistema di rette
sia ancor incidente ad un quinto piano & (n° 3), la varietd cubica,
lnogo di queste rette, conterra i piani «, 8, y, 4, & avra quindi 10
punti doppi mei punti in cui questi s’incontrano a due a due, ed
infine conterrd anche i 10 piani, ciascuno dei quali & incidente a
tre di quei cinque (). In una Nota « Sulla wvarietd cubica con dieci
punti doppt dello spazio a quatiro dimensioni» pubblicata negli Atti
dell’ Ace. di Torino (vol. XXII) ed in un lavoro pilt ampio che si

(3) Se i tre punti «d, B8, y0 stanno su una stessa retta g, ed  si prende
in guisa che incontri g, i tre fasci di raggi considerati diventano prospettivi e
si ottiene, all’infuori di g, una sola retta incidente ad «, 8, y, 8 ed 7.

(*) Invece nel caso escluso che p. e. i tre punti «d, §J, y8 siano su una
stessa retta g, segne dalla nota precedente che questa sard una retta doppia per
la varietd cubica.
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va stampando nelle Memorie della stessa Accademia [questo vol.,
pp: 88-98 e pp. 99-159], si trova studiata diffusamente quella va-
rietd cubica (i suoi sistemi di rette, i suoi contorni apparenti, ecc.).
La presente Nota dimostra per via pil elementare alcuni risultati
contenuti in quei lavori e ne sviluppa alcune conseguenze.

6. Date due terne di spazi, 1, 2, 3 e 4, 5, 6, e chiamando «,
‘B, y e 0, ¢ u i piani d’intersezione di 23, 31, 12 e di 56, 64, 45,
tutte le varietd cubiche del fascio determinato da quelle due terne
di spazi conterranno i nove piani d’intersezione degli spazi dell’una
terna con quelli dell’altra terna, ed avranno per punti doppi i nove
punti di intersezione dei piani «, 8, y con 4, & %. Nell’ultimo lavoro
citato si osserva che in quel fascio esiste una varietd avente un
decimo punto doppio ed allora dalla proprieta della configurazione
dei 10 punti doppi e dei 15 piani di una tal varieta (cio® che in
ogni piano vi sono quattro punti e che per ogni punto passano sei
piani) vien dedotta la proposizione seguente :

Se a, B, y sono tre piani passanti per una stessa vretta, ¢ 0, & n
tre piani passanti per uw’altra retta indipendente da quella, © sei
piani, ciascuno dei quali congiunge i tre punti d’intersezione di a, f, y
rispettivamente con una permutazione qualunque di 6, &, u, cioé i sei
piant congiungenti ¢ punti

) (28, Pe, ym), (xey By, y9), (an, B9, re);
(@8, Bn, ye), (g, BO, yy), (an, Pe 70),

passeranno per uno stesso punto.

Ora possiamo qui dimostrare la proposizione piii elementarmente,
osservando che quei sei piani sono tali che ciascuno di quelli della
prima terna & incidente a ciascuno di quelli della seconda terna.
Cos) i due piani («d, P¢, yn) e (ad, Py, y¢) hanno comuni il punto
ad e quello in cui si tagliano le due rette (fe, yy) e (fy, ye) (le quali
stanno nel piano comune ai due spazi Py ed ex), e perd hanno co-
mune la congiungente di quei due punti. Da queste relazioni fra le
due terne di piani segue subito D’asserto; poiché ciascun piano della
1* terna essendo incidente al 4° ed al 5° dovra passare pel punto
unico in cui questi si tagliano, e cosi il 6° piano dovra passare
pel punto stesso essendo incidente ai piani della 1* terna, i quali
si tagliano in questo. Si vede inoltre che i sei piani considerati
projettano dal loro punto comune due terne di generatrici di diverso
sistema di una quadrica ordinaria.
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Conservando le notazioni 1, 2,... per spazi fissate al principio
di questo n% e formando coi nove piani in cui gli spazi della terna
1, 2, 3 tagliano quelli della terna 4, 5, 6 i sei gruppi

(14, 25, 36), (15, 26, 34), (16, 24, 35);
(2)
(14, 26, 35), (15, 24, 36), (16, 25, 34),

si verifica immediatamente che il piano incidente al 1° di questi
gruppi, cioe ad 14, 25, 36, & precisamente il piano («d, Pz, y7), e
che in genere il piano incidente ai tre di uno qualunque dei gruppi
(2) & appunto il piano di ugual posto nella serie (1). La proposizione
precedente si pud dunque anche enunciare dicendo che passano per
uno stesso punto i piani incidenti rispettivamente ai sei gruppi (2).
Quindi i sei complessi composti rispettivamente dalle rette incidenti
a questi sei gruppi di piani sono projettati da quel punto (n° 2)
secondo sei complessi lineari. Infine si verifica anche subito che
ciascuno dei gruppi di tre piani (2) forma coi due piani di (1), se-
gnati sulla orizzontale corrispondente ma non nella corrispondente
verticale, un gruppo di cinque piani associati (%).

7. Dati cinque piani indipendenti e non associati, le rette ad
essi incidenti sono co! e costituiscono una rigata del 5° ordine,
giacch® uno qualunque di quei cinque piani taglia la varietd delle
rette incidenti agli altri quattro secondo una curva del 3° ordine,
ed uno spazio qualunque passante per esso contiene due di queste
rette, cioe due generatrici della rigata; od anche perche la rigata
determina su due di quei cinque piani due cubiche punteggiate
univocamente ed aventi un punto unito. Quindi un sesto piano
qualunque taglia la rigata in 5 punti; oppure & incontrato da tutte
le generatrici neglinfiniti punti di una curva, che sara del 3° ordine
come quella secondo cui la rigata incontra ciascuno dei primi cinque
piani. Tralasciando per ora questo caso particolare, e ricordando la
proposizione del n® 4, abbiamo :

Sei piant indipendenti sono nel caso pit generale incidenti a cin-
que rette determinate, le quali sono tra loro associate.

(5) Altre proprietd di questa notevole figura e della sua projezione dal punto
di concorso dei sei piani (1) si potrebbero avere osservando che uno qualunque
di questi ® direttore (luogo di punti doppi) per un’omografia involutoria che
scambia fra loro le due terne di spazi 1, 2, 3 e 4, 5, 6.
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E per dualita :
Date sei rette indipendenti vi sono, nel caso piw generale, cinque
determinati piani incidenti ad esse, e questi sono tra loro associati.

8. I piani incidenti a cinque date rette indipendenti non asso-
ciate formano una varieta del 5° ordine. Scelti tra questi co! piani,
cinque non associati ed un altro qualunque, come le cinque rette
date incidenti a tutti sei questi piani non sono tra loro associate,
cosl (n° 7) tutte le oo! rette incidenti ai primi cinque piani saranno
pure incidenti al sesto, ciod a tutti gli co! piani. Dunque:

Qli ool piani incidenti a cinque rette indipendenti non associate
sono incidenti ad ool rette; e dualmente le ool rette incidenti a cingue
piani indipendenti non associati sono incidenti ad ool piani. La rigata
costituita dalle ool rette e la warieta costituita dagli ool piani si
corrispondono tra loro per dualitd e sono entrambe del 5° ordine.
Ogni piano della wvarieta sega la rigata secondo una cubica; e per
ogni punto della rigata passano due piani della varietd, cioé due cu-
biche della rigata ; questa ¢, cioé, il luogo dei punti doppi della va-
rieta di piand.

La rigata e la serie infinita di piani sono entrambe ellittiche e
con lo stesso modulo (). Projettate da un punto qualunque danno,
nello spazio ordinario, una rigata ellittica del 5° ordine generale e
la sua sviluppabile bitangente che & pure ellittica e di 5* classe
(inviluppo dei piani delle cubiche contenute nella rigata).

Torino, Febbraio 1888.

(8) Le proprietd trovate della rigata rientrano in quelle delle rigate ellittiche
esposte in un altro mio lavoro (Atti Ace. Torino, XXI [V. queste « Opere», I,
pp. 56-77]). Tanto quella rigata quanto quella varietd di piani sono normali per lo
spazio a 4 dimensioni; vedi il n® 4 della mia Nota « Sulle varietd algebriche com-
poste di una serie semplicemente infinita di spazi » (Rend. Ace. Lincei, 3, 1887 [V. queste
« Opere », I, pp. 114-118]).



