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LIV.

SULL’ EQUILIBRIO DI UN CORPO RIGIDO
SOGGETTO A FORZE COSTANTI
IN DIREZIONE ED INTENSITA E SU
ALOUNE QUESTIONI GEOMETRICHE AFFINI [*]

«Memorie di matematica e di fisica della Societd Italiana delle Scienze (detta dei XL)»,
Serie terza, tomo VI, n. 3, 1887, pp. 1-35.

E noto che, dato un corpo rigido sollecitato da forze costanti
in intensita e direzione, e tenutone fisso un punto qualunque, esi-
stono in generale 4 posizioni d’equilibrio del corpo, le quali si ot-
tengono facendolo rotare intorno a certe quattro rette passapti pel
punto fisso. Il sistema di queste quattro rette fu gid studidto dal
prof. S1A00I, che ne trovo notevoli proprietd geometriche e gli diede
il nome di quaterna di assi statici (*). A quelle stesse propriéta noi
ginngeremo in modo alquanto diverso nel presente lavoro mediante
la considerazione di un certo fascio di quadriche che si presenta
usando una certa rappresentazione sui punti dello spazio delle rota-
zioni intorno ad assi passanti per un punto fisso. Ma con questo
metodo potremo anche risolvere, adoperando ragionamenti geometrici,
altre questioni che si presentavano spontaneamente sulla specie del-
Pequilibrio che si ha in ciascuna posizione, sul grado e sulle pro-
prieta del complesso degli assi statici corrispondenti ai vari punti
-dello spazio, su certi punti pei quali vi sono infinite posizioni di
equilibrio, ecc. Inoltre se, invece di tener fisso solo un punto del
corpo, si tien fissa una retta, si puod ancor domandare di trovare le

[*] Memoria presentata dal Socio FRANCESCO S1acci ed approvata dal Socio
‘E. FERGOLA.

(}) V. Le quaterne statiche mei sistemi di forma invariabile (Mem. Soc. ital.
Scienze, 1V, 1883), '
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posizioni d’equilibrio del corpo: si hanno allora due posizioni sim-
metriche rispetto alla retta e delle quali una & posizione d’equilibrio
stabile. Ma per ogni punto dello spazio passano due rette notevoli
in quanto che tenendo fissa una di esse e facendole rotare attorno
il corpo, questo si trova sempre in equilibrio. Tali rette hanno una
stretta relazione coi quattro assi statici uscenti dal punto stesso, e
formano, variando questo nello spazio, una congruenza quadratica
appartenente al complesso lineare noto delle rette rispetto a cui il
momento del sistema di forze & nullo, e appartenente nello stesso
tempo come congruenza di rette doppie al complesso degli assi sta-
tici. Si sa che, tenendo fissa una retta di quel complesso lineare, il
corpo si trova in equilibrio: ma si puo domandare se & in equili-
brio stabile oppure in equilibrio instabile. Ora il nostro metodo ci
conduce a distinguere perfettamente quelle rette del complesso per
cui equilibrio & stabile da quelle per cui e instabile, mediante la
considerazione di quella congruenza quadratica e della sua superficie
focale, superficie la cui forma presenta sempre, indipendentemente
dalla natura del corpo e delle forze che vi agiscono, alcuni caratteri
che determineremo. Questa stessa considerazione ci conduce pure a
dimostrare l’esistenza (reale) di due punti dello spazio, che presen-
tano particolaritd assai notevoli quando, tenendo fisso uno di essi,
8i cercano le posizioni d’equilibrio del corpo. Accenniamo ancora
come la considerazione di un certo sistema di rette, che si presenta
nello studio del complesso degli assi statici, e¢i condurra in un modo,
se non erriamo, assai notevole ad un noto teorema di MiNDING. Fi-
niremo questo lavoro mostrando come i nostri risultati non abbiano
solo importanza per lastatica, ma possano interpretarsi con poche
modificazioni come risultati relativi ad un problema puramente geo-
metrico.

L.

1. Sia dato un corpo o sistema rigido di punti, di cui un punto
qualunque abbia x, y, 2 per coordinate attuali (od iniziali) rispetto
ad un sistema rettangolare fisso e sia il punto d’applicazione di una
forza di componenti costanti X, Y, Z. Determinare le posizioni d’e-
quilibrio del corpo, assoggettato a condizioni qualunque date, signi-
fica trovare le posizioni per cui si ha

2(Xde+ Ydy + Zdz) =0,
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ossia, ponendo
1) U=23(Xx + Yy + Zz),
per cui si ha

alu = 0;
vale a dire quel problema equivale a cercare dove si annulla la va-
riazione della funzione U della posizione del corpo (momento del si-
stema di forze rispetto all’origine), variazione compatibile colle con-
dizioni date a cui & assoggettato il corpo.

Noi ci occuperemo dei casi in cui il corpo & solo libero di ro-
tare intorno ad un punto fisso o ad un asse fisso.

Ogni posizione che un corpo rigido assume movendosi attorno
ad un punto fisso O, che sceglieremo come origine del nostro siste-
ma cartesiano, si puo ottenere dalla posizione iniziale mediante una
rotazione determinata intorno ad un certo asse passante per 0. Di-
cendo © Pampiezza (col segno determinato da una nota convenzione)
di una tal rotazione ed I, m, n i coseni di direzione del suo asse, la
rotazione sard pienamente determinata quando si conosceranno le 4
quantita
wo——-cosl@ x =lsen-—1—-@ x =msen—-1—@ x =nsen—1—@‘

5 % 5 o T 5 o "3 9
o meglio i loro mutui rapporti, poiché queste quantitd sono eviden-
temente legate dalla relazione
(2) w}+ ot tal+al=1,
e d’altronde non cessano di individuare la stessa rotazione quando
vengano tutte cambiate di segno. Quindi ogni rotazione del corpo
intorno ad asse passante per O sard individuata dal punto le cui
coordinate cartesiane sono i rapporti x, :x,,x,: x,,x3: %, (0ssia
L tg (0/2), m tg (0/2), ntg(0/2), e di cui per conseguenza x,, &, s, ¥y
saranno le coordinate omogenee. Questo punto si costruira evidente-
mente portando sull’asse di rotazione a partire da O un segmento
uguale a tg (©/2) (tenendo conto del verso positivo di quell’asse):
esso ne sara laltro estremo. Cosi avremo come imagini delle varie
rotazioni intorno ad O e delle corrispondenti posizioni del corpo i
vari punti dello spazio, e noi diremo polo di ogni rotazione quel
punto del suo asse che ne & l'imagine. La relazione (2) permettera
di rendere omogenea ogni equazione nelle z,,z,,x,,2;, ¢ quindi
di considerare queste come vere coordinate omogenee di un polo (3.

(®) Questa rappresentazione delle rotazioni intorno ad assi passanti per un
punto fisso mediante i punti dello spazio non ® nuova. Essa ® gid contenuta im-
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Se si sposta il corpo dalla sua posizione attuale, tenendone
sempre fisso il punto O, in una nuova posizione qualunque le coor-
dinate di un punto del corpo saranno funzioni lineari delle coordi-
nate attuali del punto stesso aventi per coefficienti delle forme qua-
dratiche nelle corrispondenti x,,x, ,x,,x;; sicche la funzione lineare
U delle coordinate dei punti del corpo definita dalla (1) sard in cia-
scuna posizione del corpo una forma quadratica di quelle 4 quan-
tita, cioe

(3) U= 2 Qi T; T s (i, k= 0, 1, 2, 3)

dove i coefficienti a; = ay;, dei quali non c¢’importano per ora le
espressioni, sono costanti dipendenti soltanto dal dato sistema di
forze e dalla posizione iniziale del corpo.

Ai vari punti (x, #, z, x;) dello spazio, considerati come poli di
rotazioni, corrispondono cosi per la (3) vari valori per U, valori che
questa funzione della posizione del corpo prende in seguito alle ro-
tazioni di questo rappresentate da quei punti. I1 momento U & co-
stante ed uguale a w per tutti i punti dello spazio per cui

2 Qi Xy = U,
ossia, in virtu della (2)
(4) S i % — u S a2 = 0.

Quest’equazione quadratica omogenea nelle x; rappresenta col
variare di » le infinite quadriche di un fascio, contenente la sfera
S imaginaria Sz = 0 di centro O e raggio}/— 1 (3) e composto per
conseguenza di quadriche omocicliche. La considerazione di questo
fascio di quadriche sara la base della ricerca che intendiamo fare.

plicitamente nelle formule date da EULERO per le sostituzioni ortogonali terna-
rie ; fu applicata dal SoMOFF (Theoretische Mechanik, II. Theil, p. 375 e seg.) per
la risoluzione di alonne questioni di astaticn, nelle quali perd Vimportanza di
questa rappresentazione oi pare risulti assai meno che nelle questioni da noi
trattate; e recentemente fu studiata acouratamente (con applicazioni perd non
aventi alouna relazione colle nostre) dal sig. C. STEPHANOS nella 22 parte del
suo Mémoire sur la représentation des homographies binaires par des points de Uespace
avec application & Uétude des rotations sphériques, Math. Ann., XXII, 1883, pp. 299-367.

() Ci accadra pid volte in questo lavoro di parlare di imaginari, ma solo
per brevitd di linguaggio, non perchd essi siano indispensabili. Cosl alla sfera
imaginaria § si potrebbe sostituire la polarita reale, che essa determina tra punti
e piani dello spazio. Avvertiamo anche che, contrariamente all’uso seguito in re-
centi lavori di geometria superiore, a noi & convenuto qui di chiamare superficie
imaginarie quelle che, pur avendo equazioni a coefficienti reali, non hanno una
serie doppiamente infinita di punti reali.
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2. Percid & bene che esponiamo anzitutto alcune proprietd, in
parte dovute al prof. CREMONA ed in parte nuove, riguardanti que-
sto fascio (). Poiché esso contiene una quadrica imaginaria S, la
quale corrisponde ad w = oo, vi sara una serie di valori finiti di »
corrispondenti alle quadriche reali del fascio, e la serie dei valori
rimanenti (tra cui il valore oo) corrispondera alle quadriche imagi-
narie. Siano p, p’ il minimo ed il massimo dei valori di » della
prima serie: le quadriche corrispondenti P,, P; separeranno quadri-
che imaginarie da quadriche reali e saranno percio evidentemente
ellissoidi ridotti a punti P, P/, cioé coni imaginari aventi questi
punti per vertici. Oltre a questi due coni il fascio conterra due coni
quadrici reali ¢, @ di vertici ¢, @', corrispondenti a due altri va-
lori ¢, ¢’ di u, compresi tra p e p’ e dei quali sia, ad esempio, ¢ il
minore. Poiché la curva base del fascio & imaginaria, i due coni
@), , ), non potranno tagliarsi e saranno quindi esterni I’uno all’altro.

Facendo variare » in modo continuo crescendo da p a ¢, a ¢/,
a p’ si otterranno tutte le quadriche reali del fascio, ed & chiaro
che si avra P’andamento seguente nella specie di queste quadriche.
Crescendo u a partire da p la quadrica (4) da ellissoide ridotto ad
un punto P si estende ad ellissoide reale e poi, passando per un
paraboloide ellittico, diventa iperboloide a due falde, finche per
% = ¢ si riduce al cono reale @),. Crescendo ancor u la quadrica
diventa un iperboloide ad una falda (tutto esterno al cono @,, poi-
che non puo tagliarlo) che comprende anzitutto ¢, nel suo interno
e @, all’esterno, ma che poi, passando pel paraboloide iperbolico,
viene a comprendere ¢, all’interno e @, all’esterno ; fincheé per u = ¢’
Piperboloide ad una falda si ridurra al cono reale ;. Indi la qua-
drica diventa iperboloide a due falde e poi, passando di nuovo per
un paraboloide ellittico, ellissoide e finisce per ridursi ad un punto
P’, cioé al cono imaginario P; quando diventa » = p’. — Riflettendo
anche che per ogni punto dello spazio passa una sola quadrica reale
del fascio, sicché due quadriche reali non hanno comune alcun punto
reale, si scorge che le quadriche ellittiche (ellissoidi ed iperboloidi a
due falde, separati da paraboloidi ellittici) formano due serie distinte,
luna interna al cono ,, e Dlaltra interna a @, ed abbracciano
tutti i punti interni all’uno od all’altro cono, mentre le quadriche

by

iperboliche o rigate comprendono tutto lo spazio che & esterno ad

(#4) V. CREMONA : Mémoire de géoméirie pure sur les surfaces du 3¢ ordre,
u’ 169 (Crelle’s J., 68, p. 123), oppure Grundziige einer allgemeinen Theorie der
Oberflichen (Berlin 1870), p. 224,
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entrambi i coni @,, @;. Di qui segue che il punto P sta entro @, ,.
mentre P’ sta entro Q.

3. Cid premesso proponiamoci anzitutto di trovare le posizioni
d’equilibrio del corpo, supposto libero di muoversi comunque intorno:
al punto fisso O. Una tal posizione corrisponde, come vedemmo, a
dU = 0, essendo U espresso dalla (3) in funzione delle x;, quantita
legate in questo caso unicamente dall’equazione (2). Ne segue che
quella condizione si scinde nelle 4 seguenti '

aixiZaik Xy Ty — 2%% = 0,
essendo v un nuovo parametro. Ora confrontando queste equazioni
colla (4) si vede che esse esprimono che il punto (x;) & vertice di un
cono quadrico rappresentato dalla (4) per un valore conveniente di
u. Ma i coni del fascio (4) sono in generale 4 e, come vedemmo,
hanno tutti il vertice reale. Dunque: un corpo (°) libero di rotare
intorno ad un punto ha in generale quattro diverse posizioni d’equili-
brio. — I poli di queste quattro posizioni saranno i punti P, P’,
Q, @', vertici dei quattro coni del nostro fascio, e le rette che con-
giungono questi punti ad- O saranno gli assi delle rotazioni che por-
tano il corpo dalla posizione iniziale rispettivamente a quelle posi-
zioni d’equilibrio, cioé gli assi statici corrispondenti al punto fisso 0.
Indicheremo rispettivamente con (P), (P’), (@), (Q’) le 4 posizioni
d’equilibrio. Esse presentano tra loro diversita di carattere. In fatti
abbiamo visto al n® precedente come nella serie dei valori che U
od « in forza della (3) o (4) assume nei vari punti (x;) dello spazio.
il valore p assunto in P & il minimo ed il valore p’ assunto in P’/
¢ il massimo mentre i valori ¢, ¢’ corrispondenti ai punti @, @’ non
sono neé minimo né massimo. (Nelle vicinanze di @, ad esempio, il
cono (), separa punti in cui U & minore da punti in cui ¢ maggiore
di ¢). Ora & noto che l’equilibrio di un corpo qualunque in una
data posizione & instabile o stabile se in quella posizione la funzione
delle forze [3 (X dw + Y dy 4 Z dz) & minima o massima rispettiva-
mente ; altrimenti P’equilibrio non & né stabile né instabile, ossia e
indifferente (6). Nel nostro caso la funzione delle forze ¢ appunto

(5) Sottintenderemo sempre che il corpo & soggetto a forze costanti in di-
rezione ed intensita.

(®) E notevole il fatto (che il prof. Siacci ci fece osservare) che questa
proposizione, fondamentale per la distinzione delle varie specie d’equilibrio, ed
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quella che abbiamo chiamata U: noi vediamo dunque che delle 4
posizioni d’equilibrio la (P) & instabile, la (P’) & stabile, e le (@), (@)
sono indifferenti. Ossia :

Delle quattro posizioni d’equilibrio di un corpo mobile intorno a
un punto una é d’equilibrio stabile, un’altra d’equilibrio instabile, ¢ le
rimanentt due d’equilibrio indifferente (7).

4. GIli assi statici ed i loro quattro poli corrispondenti godono
di varie proprietd notevoli, che furono scoperte dal prof. S1Acor (8)
e che sono tutte incluse in questa, che il tetraedro di quei quattro
poli PP’QQ’, cioté dei vertici dei coni del nostro fascio di quadriche,
¢ (per una nota proposizione sui fasci di quadriche) proprio-coniu-
gato rispetto a queste e particolarmente rispetto alla polarita deter-
minata dalla sfera 8. Di qui si deduce, ad esempio, ricordando le
relazioni che in una tale polaritd legano un punto ed il suo piano
polare o due rette polari:

I poli delle quattro posiziont d’equilibrio del corpo somo wertici
di un tetraedro le cui altezze st tagliano mel punto fisso O e sono 1
quattro assi statict corrispondenti; due spigoli opposti qualunque di
questo tetraedro hanno direziont ortogonali. Quindi il piano di due
qualunque dei 4 assi statici é normale al piano degli altri due.

Ad ogni punto dello spazio corrispondono cosi, considerandolo
come un punto fisso rispetto al corpo, quattro assi statici aventi le
dette proprietd. Esiste dunque un complesso di assi statici definito
dal sistema di forze e dalla posizione iniziale del corpo: vedremo
piu tardi (n°® 21) che questo complesso & del 6° grado.

5. Abbiamo supposto nei due n! precedenti che il corpo fosse
affatto libero di rotare intorno al punto fisso 0. Poniamo ora invece

ammessa come vera da molto tempo, non fau ancora dimostrata completamente
in modo rigoroso. Solo nel caso in cui la fanzione delle forze ® massima fu di-
mostrato rigorosamente che vi & equilibrio stabile da LEJEUNE DIRICHLET
(Ueber die Stabilitit des Gleichgewichts, Crelle’s J., 32, p. 85). Perd nel nostro caso,
in oui le forze sono costanti, orediamo non sia difficile Passicurarsi della verita
della proposizione su cui ¢i basiamo.

(") Questo risultato, che oredevamo nuovo, si trova gid, almeno in parte,
nella Theorie der Bewegung und der Krifte dello SCHELL (20 Auflage, II. Band,
P. 276): perd la dimostrazione ivi data o¢i pare pitt complicata oche la nostra,
poich® si basa sulla teoria dell’ellissoide centrale.

(3) Memoria citata, § 4. — Le stesse proprietd furono poi dimostrate in
altro modo, forse meno elegante, dal prof. E. Papova nella Nota Intorno agli assi
-statici nei sistemi di forma invariabile (Atti Ist. Veneto, (6) 1, 1882-3).
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che esso non possa che rotare intorno ad un dato asse » passante
per O. Ad ogni punto di r come polo corrisponde una determinata
rotazione del corpo intorno ad » ed un determinato valore di U per
la posizione cosi assunta dal corpo, cioé quel valore di % che corri-
sponde alla quadrica del fascio passante pel punto stesso. Il fascio
di quadriche taglia r, com’® noto, secondo le coppie di punti di
un’involuzione ; e siccome nel fascio vi sono quadriche imaginarie
(p. e. la sfera S), cosi i due punti doppi di quell’involuzione sono
reali. Quindi le coppie dell’involuzione che si riducono a questi
punti doppi separeranno la serie delle coppie reali dalla serie di
coppie che, pur corrispondendo a valori reali del parametro u, sono
imaginarie, e quindi non corrispondono a rotazioni reali. Quindi i
valori che U assume per rotazioni del corpo intorno ad » hanno un
massimo ed un minimo corrispondenti alle rotazioni aventi per poli
i due punti doppi di quell’involuzione, cioé¢ i due punti in cui 7» &
toccata da quadriche del fascio. Dunque, per quanto dicemmo sopra
(n® 3), il corpo raggiungera con quelle rotazioni due posizioni di
equilibrio, di cui I’una stabile e Daltra instabile. Siccome poi quei
due poli, per una nota proprietd dell’involuzione, sono (coniugati
armonici rispetto ai due punti d’intersezione di » con 8, ossia) co-
niugati nellinversione di centro O e potenza — 1, cosi le tangenti
trigonometriche delle meta delle rotazioni corrispondenti intorno ad
» daranno per prodotto — 1, vale a dire quelle rotazioni differiranno
di . Conchiudiamo dunque:

Se il corpo é libero di rotare intorno ad un asse fisso, esso ha
due posizioni d’equilibrio, Vuna stabile, Valtra instabile, ¢ puo passarc
dalluna allaltra mediante una rotazione di mezzo giro.

6. In tal modo ad ogni asse passante per O corrispondono due
rotazioni intorno ad esso che producono equilibrio, ove 1’asse stesso
sia tenuto fisso, e quindi corrispondono, come poli di quelle rota-
zioni, due punti dell’asse coniugati rispetto all’inversione di centro
0 e potenza — 1.

Il cono circoscritto da O ad una quadrica del nostro fascio si
comporra di assi tali che per una delle due posizioni d’equilibrio,
che il corpo ha tenendo fisso successivamente ciascuno di essi, il
valore del momento U & lo stesso: vediamo dunque che tali assi
formano un cono quadrico e che i poli delle rotazioni corrispon-
denti formano una conica nel piano polare di O rispetto alla qua-
drica considerata. Aggiungiamo che variando il valore particolare
considerato di U il piano di quella conica si muove parallelamente
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# se stesso, poiche i piani polari di O rispetto al fascio di quadriche
(tra cui il piano polare rispetto ad 8§, cio¢ il piano all’infinito) for-
mano fascio; di qui si deduce anzi che gli assi di quella conica si
muovono parallelamente a se stessi col variare di U (?). Considerando
in particolare i valori p, p’ di U, cioé i due coni imaginari (P),
(P’) del fascio di quadriche, le coniche corrispondenti si ridurranno
ai punti P, P’; e poiché p e p’ sono valori minimo e massimo di
U non appartenenti ad altri punti dello spazio, segue che quelle 2
posizioni d’equilibrio instabile o stabile che avevamo trovato pel
corpo supponendolo affatto libero di rotare intorno ad O sono an-
cora posizioni d’equilibrio della stessa natura se si tien fisso 1’asse
statico corrispondente.

La cosa & diversa per le 2 posizioni d’equilibrio indifferente,
che vedemmo rappresentate dai punti @, @’. Qui bisogna distinguere
tre casi secondo che il punto O & esterno ai due coni (@), (Q’) del
fascio, ovvero interno all’'uno od all’altro, casi che avremo ancora
da distinguere in seguito (1°). Ricordando le cose esposte ai n' pre-
cedenti e particolarmente quelle riguardanti il variare di U nei
punti (x;) dello spazio, si hanno immediatamente i risultati seguenti.
Se O & esterno ad ambi i coni (@), ('), delle due posizioni d’equi-
librio indifferente del corpo libero di rotare intorno ad O l'una
(avente @ per polo) & d’equilibrio instabile se si tien fisso ’asse
statico corrispondente, mentre ’altra (avente @’ per polo) & d’equi-
librio stabile se si tien fisso Passe statico corrispondente. Se invece O
¢ interno al cono (¢)) entrambe quelle posizioni sono d’equilibrio stabile
quando si tengono fissi rispettivamente gli assi statici corrispondenti.
Se infine O & interno al cono (Q’) entrambe quelle posizioni diven-
tano d’equilibrio instabile tenendone fissi gli assi statici ecorrispon-
denti. — La conica poi che consideravamo per ogni quadrica del

(®) Il luogo di questa serie di coniche ® una superticie ciclide cubica, per la
quale § ® una delle cinque sfere direttrici e P, P/, Q, @ sono i centri delle altre.

(10) Che tutti tre questi casi si presentano effettivamente sard dimostrato
pit tardi; che possano presentarsi si pud vedere nel segnente modo. I centri
delle quadriche del nostro fascio formano una certa ourva (cubica sghemba), di
oui la parte che comprende i centri delle quadriche imaginarie forma un tratto
finito (poiche tra le quadriche imaginarie non vi sono paraboloidi) e continuo
avente per estremitd i due punti P, P’. Quindi, poich® P & interno al cono (Q)
e P’ & interno al cono (@'), e questi due coni sono esterni ’uno all’altro, segue
che quel tratto di curva avra punti interni a (@), punti interni a (Q’), e punti
esterni ad entrambi; sicch® il punto O, che & centro della quadrica imaginaria
8 del fascio, potra presentare i tre diversi casi suddetti.
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faseio si riduce per uno dei due coni (@), (@) al vertice oppure ad
una coppia di rette reali, secondo che O & interno od esterno a
quel cono.

7. Tra le quadriche del fascio ne esiste sempre una, ed una

pY

sola, passante per 0. Se O & esterno a (@), (¢’) essa & una qua-
drica rigata; se e interno all’'uno di quei due coni essa & ellittica.
Le tangenti in O a quella quadrica sono notevoli in quanto che,
tenendo fissa l'una di esse, ’'una delle due corrispondenti posizioni
d’equilibrio del corpo avra il polo in O (n° 5), e quindi Paltra avra
il polo all’infinito ; quindi delle due rotazioni che portano il corpo
in tali posizioni Puna sara d’ampiezza nulla e P’altra di mezzo giro.
Dunque:

Per ogni punto dello spazio passa un fascio di rette tali che,
tenuta fissa una qualunque di esse, il corpo si trova in equilibrio.
Le rette godenti di questa proprietd formano dunque un complesso
lineare.

Questo complesso lineare ¢ quello ben conosciuto, che fu sco-
perto da MOBIUS e CHASLES; ma il modo con cui ne abbiamo ora
provata D’esistenza ci pare notevole per eleganza e semplicita.

8. Se O & esterno ai coni (), (@’), il piano tangente in O alla
quadrica del fascio passante per questo punto la taglierd in due
rette reali notevolissime : ciascuna di esse si puo infatti riguardare
come tangente a quella quadrica in tutti i suoi punti (e non piu
nel solo punto 0). Considerando dunque ciascuno di quei punti co-
me polo d’una rotazione, si ha che ciascuna di quelle due rette gode
della proprietd che, facendo rotare il corpo intorno ad essa, il mo-
mento U non varia ed il corpo ¢ sempre in equilibrio se la retta
si tien fissa. Se O ¢ interno ad uno dei due coni (), (@) quelle
due rette diventano imaginarie.

Per ogni punto dello spazio passano due rette (reali od imagina-
rie) tali che temendo fissa una di esse il corpo é sempre in equilibrio,
comunque lo si sposti attorno alla retta stessa. Tali rette formano
una congruenza quadratica appartenente al complesso lineare considerato
precedentemente.

Vedremo piu tardi (n® 28) come esista realmente una porzione
di spazio per ciascun punto della quale passano due rette reali
aventi la proprieta detta. Tali rette chiameremo per brevita assi
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d’equilibrio costante (1!); indicheremo con I la congruenza quadratica
da esse costituita e con L il complesso lineare trovato al n? pre-
cedente, che contiene quella congruenza.

9. I due assi d’equilibrio costante r», r, uscenti dal punto O
godono di una proprietd notevole rispetto ai 4 assi statici corri-
spondenti ad O. In fatti si consideri il piano = tangente in O alla
quadrica del nostro fascio passante per O, piano che vedemmo ta-
gliare questa quadrica appunto in r, r,: essendo il tetraedro PP’
QQ’ proprio coniugato rispetto a tutto il fascio ed in particolare
rispetto a quella quadrica, i suoi spigoli opposti taglieranno =~ in
coppie di punti coniugati armonici rispetto ad », »,. Dunque:

I due assi d’equilibrio costante uscenti da un punto qualunque
dello spazio sono contugati armonici rispetto alle tre coppie di facce
opposte del quadrispigolo determinato dai quattro assi statici corrispon-
denti al punto considerato.

Questa proposizione mostra come, conoscendo il complesso li-
neare I, e gli assi statici corrispondenti ai vari punti dello spazio,
si possa costruire la congruenza I’ degli assi d’equilibrio costante.
Vedremo ora come anzi basti conoscere il complesso degli assi sta-
tici perché questa congrnenza (e quindi anche quel complesso lineare)
sia determinata.

10. Le due rette 7, 7, uscenti dal punto O e appartenenti ai
due sistemi di generatrici della quadrica del fascio passante per O
coincidono solo quando quella quadrica & un cono, cioé quando O
sta sull’uno dei due coni (@), (¢’) del fascio. In questo caso, che
appunto ci rimaneva ancora da considerare, la generatrice di quel cono
nella quale coincidono r, », & evidentemente un asse statico, poiche
congiunge O ad uno dei 4 punti P,P,Q,Q". Viceversa se una
delle due rette r, r, della congruenza I" uscenti da O & uno dei 4
assi statici corrispondenti ad O, la quadrica del fascio che la con-
tiene sara un cono e le due rette coincideranno (Lo stesso risulte-
rebbe del resto dalla proposizione del n° precedente). Dunque :

Per un punto tale che i due assi d’equilibrio costante passanti
per esso coincidano, vale a dire per ogni punto della superficie focale
della congruenza quadratica costituita dagli assi d’equilibrio costante,

(1Y) Questi assi non vanno confusi cogli assi d’equilibrio (Gleichgewichisaxen)
di MOBius, i gnali sono tali che il corpo rigido supposto libero rimane in equili-
brio rotando loro attorno.
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e solo per ogni tal punto, quell’asse ¢ un asse statico. — In altri
termini: il luogo geometrico di un punto, pel quale uno dei quattro
assi statici corrispondenti é asse d’equilibrio costante, é la superficie
focale della congruenza degli assi d’equilibrio costante.

In 'genera.le una retta del complesso degli assi statici & asse
statico per uno solo dei suoi punti(!®*). Ma una retta della con-
gruenza quadratica I' avendo, com’¢s noto, due fuochi, cioé essendo
tangente in due punti alla superficie focale di I, sara asse statico
per entrambi questi punti; e sara percio retta doppia pel complesso
degli assi statici. Dunque :

Ogni asse d’equilibrio costante ¢ asse statico pei due punti in cui
esso tocca la superficie focale della congruenza quadratica. Questa
congruenza degli assi d’equilibrio costante é uma congruenza doppia
pel complesso degli assi statici.

E poi chiaro che ogni asse d’equilibrio costante, considerato
come asse Statico pei suoi due fuochi, corrisponde ad una posizione
(’equilibrio indifferente pel corpo, supposto libero di muo versi at-
torno ad uno di questi.

11. Dal fatto che una quadrica del nostro fascio non puod esse-
re incontrata in punti reali da alcun’altra, segue che essa separa
due porzioni dello spazio in cui rispettivamente U & maggiore o mi-
nore del valore che questa funzione assume nei punti della quadrica
stessa. Applicando questo alla quadrica passante per O nell’ipotesi
che essa sia rigata, e quindi le due rette r, r, d’intersezione col piano
7 siano reali, noi vediamo che nel fascio delle rette giacenti in = e
nscenti da O le », r, separano quelle, pei cui punti il valore di U
¢ maggiore di quello assunto in O, da quelle pei cui punti & mino-
re. Abbiamo cosl il seguente risultato, che completeremo piu tardi:

Se per un punto dello spazio passano due assi reali d’equilibrio
costante, essi separano quelle rette del loro fascio per le quali, tenute
Jisse, la posizione atiuale del corpo é d’equilibrio stabile da quelle per
cui essa € d’equilibrio instabile. — Invece per un punto pel quale non
passano assi d’equilibrio costante (reali) il fascio corrispondente delle
rette per cui, tenute fisse, la posizione attuale del corpo é d’equilibrio
st compone tutto di rette per cui Uequilibrio é stabile, oppure tutto di

N\

rette per le quali Vequilibrio é instabile.

(1?) Quest’asserzione, di cui si potrebbe dnbitare, si pud dimostrare rigoro-
samente servendosi delle formule e dei ragionamenti che si esporranno in se-
gaito (V. n° 18).
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Se poi per un punto passano due assi d’equilibrio costante
coincidenti, fatta astrazione da questa retta, accadra lo stesso che
nel secondo caso.

12. Oltre alla congruenza quadratica I'di rette doppie del com-
plesso di 6° grado degli assi statici, questo avra comune col com-
plesso lineare L un’altra congruenza quadratica: vogliamo vedere
di quale proprietad godono le sue rette. Se il punto O e tale che il
piano = tangente in O alla quadrica del fascio passante per esso
contenga uno dei 4 assi statici [relativi] ad O, cioé contenga uno
dei 4 punti P, P/, Q, @ senza che quella quadrica sia uno dei coni,
questo punto sard, in virtd di proposizioni viste, all’infinito(!3); e
reciprocamente. In tal caso gli altri tre di quei 4 vertici saranno
in un piano paséante per O e perpendicolare alla direzione di quel
punto all’infinito; ece. ece. Dunque:

Quegli assi statici pei quali la corrispondente rotazione del corpo
¢ di mezzo giro (sicché temendoli fissi il corpo é attualmente in equi-
librio) formano una congruenza quadratica. Se ad un punto dello spazio
corrisponde un tal asse statico, gli altri tre assi statici stanno in un
piano perpendicolare a quell’asse ed hanno per poli i vertici di un
triangolo per cui il punto considerato é il punto delle altezze. Il pri-

mo asse statico € una bisettrice degli angoli dei due assi d’equilibrio
costante uscentt dal punto considerato.

13. In un fascio (reale) di quadriche, in cui esistano quadriche
imaginarie, qual’é appunto il nostro, non possono due dei 4 coni venir
a coincidere senza degenerare nello stesso tempo in una coppia di
piani (reali, oppure imaginari coniugati); perché quando due coni
vengono a coincidere in un cono non degenere i loro vertici, che
erano coniugati rispetto alle quadriche del fascio, coincideranno in

(13) Noi escludiamo gni ed escladeremo sempre nel seguito il caso partico-
lare in cui O sia appunto uno dei 4 vertici P, P/, @, @', nel qual caso gli altri
tre sono all’infinito in direzioni formanti una terna ortogonale. In tal caso il
corpo si troverebbe gid inizialmente in equilibrio, se il punto O & fisso; vale a
dire il sistema di forze si ridurrebbe ad una risultante unica (passante per 0):
caso appunto che non vogliamo esaminare (almeno nel presente lavoro), sia per
non dilungarci troppo, sia perche esso fu studiato finora assai pid che non il ca-
so generale. Perd il nostro metodo si presterebbe benissimo a questo esame :
esso oi darebbe gia, come si vede, la nota proposizione che il corpo passa da una
posizione di equilibrio alle altre tre rotando di mezzo giro intorno agli assi di
una terna ortogonale passaute per O.
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un punto comune a queste quadriche e che quindi dovrebbe pure
appartenere alle quadriche imaginarie del fascio, il che non pud es-
sere, poiché quel punto & reale (!4). Ora nel nostro caso, ricordando
le denominazioni introdotte, possono coincidere i coni (P) e (@) op-
pure (Q) e (Q’), oppure (¢’) e (P’). Nel 1° caso e nel 3° coincidendo
un cono reale con un cono imaginario, essi si ridurranno ad una
coppia di piani imaginari coniugati, aventi quindi una retta reale
comune : una delle due serie di quadriche ellittiche sara scomparsa
e ne rimarra ancor una, oltre alla serie di quadriche rigate. Nel 2°
caso inveee i due coni reali (Q),(Q’) coincideranno in una coppia di
piani reali : la serie delle quadriche rigate del fascio scomparira e
questo conterra solo pin quadriche ellittiche formanti due serie, di
cui 'nna compresa entro una coppia di diedri opposti formati da
quella coppia di piani, e altra compresa entro Valtra coppia. Di
qui segue che i due punti P, P’ si troveranno in due diedri adia-
centi di quella coppia di piani; il che risulta anche direttamente
dal fatto che essi devono essere separati armonicamente da questi
piani. Applicando inoltre le proposizioni prima viste, avremo :

Se ad un punto dello spazio, tenuto fisso, corrispondono pin di
quattro posizioni d’equilibrio del corpo, gliene corrisponderanno in-
finite, ¢ eui poli avranno per luogo una retta ed i cut assi static
formeranno percid un fascio. Inoltre vi saranro ancora in generale
due posizioni isolate d’equilibrio e gli assi statici corrispondenti saran-
no in un piano perpendicolare al piano del fascio, mentre la congiun-
gente i due poli corrispondenti avra direzione normale alla retta luo-
go dei poli di quel fascio. Quest’ultima retta & parallela al piano dei
due asst d’equilibrio costante wuscenti dal punto considerato, cioé al
piano che corrisponde a questo punto rispetio al complesso lineare L
questo piano taglia il fascio di asst statict in un asse statico che pre-

(*%) Questo concetto pud estendersi facilmente allo spazio ad n dimensioni
e fornisce una dimostrazione sintetica notevole dell’importante teorema di WE-
IERSTRASS ¢ il determinante di un fascio di forme quadratiche (ad wn numero qualun-
que di variabili) in cui esista una forma definita ha tutti i divisori elementari del 1°
grado. In tale dimostrazione si osservi anzitutto che i vertici dei coni di un fascio
di quadriche, in cui esista una quadrica imaginaria, sono tutti reali, poiche se
due di essi fossero imaginari coniugati la loro congiungente taglierebbe quella
quadrica in due punti imaginari coningatie armonioci rispetto a quelli, il ohe non
pud essere, per uua nota proprietd dei gruppi armonici. Con ¢d resta pure di-
mostrato che tutti quei divisori elementari sono reali, cio® che tutti i coni del
fascio di quadriche hanno equazioni reali, se si osserva che nox possono esservi
due tali coni i quali siano imaginari coniugati, ma col vertice comune reale.
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senta le particolarita considerate al n® 12. — Gli assi statici del fa-
scto corrispondono a posizioni d’equilibrio della stessa specie, e i due
asst statict isolati ad equilibrio rispettivamente delle altre due specie.
Se gli asst statici del fascio corrispondono ad equilibrio indifferente,
allora pel punto considerato mon passano certamente assi d’equilibrio
costante reali; in caso contrario pud accadere che passino tali assi
reali ed i loro angoli saranmo allora bisecati dal piano del fascio di
asst statici e dal piano dei due assi statici isolati.

Vedremo poi (n° 23) che i punti dello spazio a cui corrispon-
dono infinite posizioni d’equilibrio del corpo costituiscono un’ellisse
ed un’iperbole.

14. Se nelle ipotesi del n° precedente la coppia di piani del fa-
scio di quadriche & reale, esiste nel fascio questa sola quadrica ri-
gata e noi possiamo supporre che il punto O cada appunto su uno
dei due piani: abbiamo allora un’eccezione all’ultimo enunciato, pe-
rocche per O passerd un fascio di assi d’equilibrio costante posti in
quel piano e costituenti nello stesso tempo un fascio di assi statici
corrispondenti ad 0. Viceversa se per O passa un fascio di assi
(’equilibrio costante & chiaro (n° 8) che saremo appunto in quel
aso. Duunque :

Se per un punto dello spazio esiste un fascio di assi statici cor-
rispondenti ad equilibrio indifferente ed esiste inoltre un asse d’equili-
brio costante veale, questo apparterra mnecessariamente a quel fascio ;
anzi tutto il fascio di assi statici sara composto di assi d’equilibrio
costante. Viceversa ogni fascio di assi d’equilibrio costante sard un
Jascio di assi statict corrispondenti al swo centro. Per questo punto
passeranno ancora due assi statici corrispondenti, ecc. ecc., come al nu-
mero precedente.

Vedremo pin tardi che esistono sempre in generale nello spazio
due tali fasci e quindi anche due punti aventi le dette proprieta
(V. n® 23).

Oltre ai casi particolari considerati finora ne rimarrebbero altri
piu particolari da considerare, come quelli in cui il fascio di qua-
driche comprende due coppie di piani oppure un piano doppio, casi
ai quali il nostro metodo si presterebbe colla massima facilita. Ma
appunto per questo ed anche per ragione di brevita noi li tralasce-
remo ; tanto pu che in generale non esistono punti dello spazio per
eul tali casi pilt particolari si presentino.
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II.

15. Finora le nostre ricerche si rivolsero principalmente agli as-
si passanti per uno stesso punto arbitrario dello spazio ed alle loro
relazioni col corpo dato. Ora dovremo invece occuparei con maggior
cura dei sistemi formati nello spazio da quelli notevoli tra gli assi
stessi, e particolarmente del complesso degli assi statici e della con-
gruenza degli assi d’equilibrio costante. Percid0 mentre prima noi
prendevamo lorigine del sistema di riferimento nel punto che vole-
vamo considerare, d’or innanzi supporremo fissato ad arbitrio un si-
stema di riferimento il quale non variera né col muoversi del corpo
(come prima), ne col variare del punto considerato.

Nelle ipotesi del n® 1, se nell’espressione (1) del momento del
sistema di forze rispetto all’origine O si sostituiscono alle coordinate
Z, ¥, 2 di un punto del corpo i valori che esse hanno dopo una ro-
tazione (x,x, r, r3) attorno ad O, cioe i valori

s ' = (-’l'g + w% - wg - w,z;) *+ 2 (wxwz - xom?) y+2 ('Blw:" —|—x0w2)z
(8) 1y =2, + a@)o+ (o — 2]+ &) — @)y + 2(@p, —aw) s
2 =2 (@, @, — w7, @ +2 (2, + wowl) y+ (.vg — af — xi + wfﬁ) 2y

si ottiene per espressione di quel momento dopo questa rotazione la

(3), dove i coefficienti a; hanno i seguenti valori, che solo ora ¢’im-
portano (15) :

agp=2(Xe+ Yy Zz

)
6) a =3 (Xo—Yy—2z), ayy=2(Yy—Zz—Xu), ay3= 2 (Zz— Xr—Xy),
ay =0, =2(Zy— Yz), agy=0,,=23(X2—2x), ay3=0a3,=2(Yo—Xy),

Qgy=03y=2(ZYy+Y2), ag)=0t,3=2(X2+-2), @ g=0p,=2Z(V&+-Xy).

\,

Questi valori sono costanti note, poiché (non & male ripeterlo) z, y.
z sono le coordinate di un punto del corpo nella sua posizione ini-
ziale riferito al sistema cartesiano fisso. Ma se vogliamo considerare
rotazioni non piu intorno all’origine O, ma intorno ad un punto qua-
lunque O’ dello spazio, di coordinate a, b, ¢, noi potremo anzitutto-
determinare ancora ogni tal rotazione mediante 4 numeri x; legati
dalla relazione

(2) @2+ @2 - a2 4 22 =1,

(15) V. S1accy, loe. cit., § 1.
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€ cio precisamente nello stesso modo indicato al n® 1, scegliendo 0’
come origine di un sistema di assi paralleli agli assi fissi: il punto
avente rispetto a questi assi nuovi per coordinate x, : &, ®,: 7, 3: ¥,
sara il polo di quella rotazione (e stard sul suo asse); ma noi con-
sidereremo anche come imagine della rotazione o della posizione
che essa fa prendere al corpo il punto avente quei rapporti
per coordinate rispetto agli assi fissi, sicché per ogni rotazione in-
torno ad 0’ il segmento (dell’asse di rotazione) che va da 0’ al polo
sara equipollente al segmento che va da O all’imagine della rotazio-
ne, cioe al raggio vettore di quest’imagine. Ogni rotazione del corpo
(e la posizione che questo prende in conseguenza) sard cosl determi-
nata da due punti: il centro di rotazione ed il polo, ovvero Vima-
gine della rotazione. Cio posto 1’espressione del momento del sistema
rispetto al punto O’(a, b, c) dopo una rotazione (x, x, v, x;) del corpo
intorno a questo punto sara data da

U’=Eaékw,-wk,

dove aj si ottiene da a; ponendo in luogo di «, y, z rispettivamente
¥ —a,y — b,z — c. Facendo effettivamente questi cambiamenti nelle
formole (6) e sostituendo i valori cosi ottenuti delle a;; nella espres-
sione di U’, ponendo inoltre per brevita

(7 2X=L, ZY=M, ZZ = N,
e ritenendo sempre le a; definite dalla (6), si otterra facilmente
g U'=2a,xz —Lei+ Lol — Lai— Lal—2 Nz x,+2Mx x,-+2Nw o, +2Mx x,)
8) —b(Ma—Max?+Mal—Mal—2 Lz x,~+ 2Nw @ +2 La x,+ 2Nz,
.'\ —(Nzj—Nao?—Na2+ Nai—2Mw v, +2 Lo x, + 2Mx,x,+ 2 La x,).

16. Poniamo ora che si cerchino le posizioni d’equilibrio del
corpo tenendone fisso il punto arbitrario O'. Esse corrisponderanno
a dU’ = 0, ossia in forza della (2), a

oU’
(9.’1‘,;
Le quattro equazioni qui compendiate ci mostrano che il punto (x;)

imagine di una posizione d’equilibrio & vertice di un cono del fascio
di quadriche

(9) U —uwZx?=0,

— 2w @; =0, (i=0,1,23)

I

fascio che congiunge la quadrica U’ = 0 definita dalla (8) alla sfera
S di centro O e raggio J— 1. Ora la (8) ci mostra che variando il
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punto O’ (a, b, ¢) nello spazio, la corrispondente quadrica U’ = 0 de-
scrive un sistema lineare tre volte infinito di quadriche (lineare in
quanto queste si considerano come luoghi di punti), il quale & rap-
presentato linearmente dallo spazio dei punti O’: noi indicheremo
con (V) questo sistema di quadriche. Da cid segue poi che il fascio
di quadriche rappresentato dalla (9) descrive col variare del punto
0’ un sistema lineare quatiro volte infinito di quadriche, che noi in-
dicheremo con (W). Noi abbiamo cosi il seguente metodo per trova-
re le 4 posizioni d’equilibrio corrispondenti ai vari punti dello spazio
e per costruire in conseguenza il complesso degli assi statici:

Per avere le 4 posizioni d’equilibrio corrispondenti ad un punto
qualunque O’ dello spazio considerato come fisso 8i congiunga la qua-
drica corrispondente ad O’ nel sistema (V) alla sfera fissa S: il fa-
scto di quadriche cosi ottenuto conterra in generale 4 coni i cui ver-
tici rappresenteranno quelle posizioni d’equilibrio ; perocché conducen-
do da O’ segmenti equipollenti a quelli che vanno dal punto fisso O
a quei 4 wvertici, i loro estremi saranno ¢ poli di quelle 4 posizioni e
quindt le loro rette saranno i 4 assi statici corrispondenti.

17. Introduciamo le abbreviazioni seguentiﬁ

[ ay=  Lx + Mzx, 4 Nz,

10) s o, = — Lxy 4 Nxy, — Mz,
oy = — Mz, — Nx, 4 Laxg
(a3=—Nw0+N1x,-Lx2,

da cui segue

(11) Lo &g + ®y 0y - Ty o | ¥y g = 0.
Allora le 4 equazioni
1 98U

2 (9.’3,:

—u x; =0,

in cui U’ & definito dalla (8) diverranno

g Zaok 2 + aay + bay + caz — w'ry =0

(12) 2ty T — Aoy + bag — cay — u'x; = 0
(( Zagk Xy — A0y — bao + coy — %'3’2 =0

Sagy X + acyg — boy — couy — w23 =20.

Esse ¢i danno quei punti (x;) che sono vertici di coni del sistema
(W). Ora moltiplicando queste 4 equazioni rispettivamente per «,,
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%, &y, &3 € sommandole, si ha, tenendo conto della (11),
(13) oy o o = 0.

Quelle 4 equazioni presentano dunque la particolaritd che da esse
si possono eliminare le 4 variabili a, b, ¢, ’. La (13), in cui le
a; S’intendano espresse dalle (10), rappresenta una quadrica. Abbia-
mo dunque la seguente importante proposizione :

Se per ciascun punto dello spazio st consideramo i poli delle 4
corrispondenti posizioni d’equilibrio e per un punto arbitrario dello
spazio O si conducono segmenti equipollenti a quelli che congiungono
ciascun punto ai 4 poli corrispondenti, © loro estremi hanno per luogo
una quadrica.

La definizione che cosi si ha di questa quadrica mostra che
quando il punto O si muove nello spazio, essa non fa altro che
muoversi con esso per traslazioni, senza mutare affatto di forma.
La sua considerazione ha molta importanza nella teoria di cui ci
occupiamo. Noi chiameremo F quella quadrica. La sua equazione
(13) ha coefficienti reali; si pud anzi dimostrare con un semplice
ragionamento geometrico che la quadrica F ¢é sempre reale e rigata,
fatto su cui avremo da appoggiarci in seguito (19),

18. Vogliansi trovare nel complesso degli assi statici quegli assi
statici che hanno una data direzione (e corrispondono, come noi
sempre supponiamo, a punti a distanza finita). Dal punto O dovremo

(46) Che la quadrioa F sia reale risulta gia dalla proposizione precedente,
ricordando che per ciascun punto dello spazio considerato come fisso i poli delle
4 oorrispondenti posizioni d’equilibrio sono reali. Ma possiamo anche provarloe e
dimostrare nello stesso tempo il fatto enunciato che F ® rigata mediante le se-
gunenti considerazioni geometriche. Le equazioni (10) stabiliscono, come si puod
verificare immediatamente, tra i punti di coordinate omogenee ; e «; una cor-
rispondenza projettiva involutoria, dotata di due rette luoghi di punti aniti r ¢’
le oui equazioni sono appunto le (16) del seguito di questo lavoro e mostrano
che r, ' sonorette imaginarie coningate e sghembe. La (13) poi, la quale esprime
che il punto (z;) appartiene ad F dice pure che i due punti (x;) ed («;) sono oconiu-
zati rispetto alla quadrica Zay x;x, = 0; laonde F si pud definire come il lnogo
delle coppie di punti coniugati rispetto a questa quadrica e separati armonioa-
mente dalle rette r, r'. Di qui segue che F & reale e che rispetto ad essa »,1’
sono rette polari reciproche: quindi le 2 coppie di punti in cui F ? tagliata da
r,r’ sono cougiunte tra loro da 4 generatrici della superficie. Ma poichd r, »' sono
imaginarie coniugate, ai due punti imaginari in oni r taglia ¥ sono ooniugati
rispettivamente i due punti imaginari in oui »’ taglia F e quindi le due rette
che congiungono quelli rispettivamente a questi sono reali. Dunque la quadrica
reale F ha due generatrici reali ed ® quindi una quadrica rigata.
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condurre una parallela a quella direzione: essa incontrera la qua-.
drica F in due punti, che supporremo anzitutto reali, e che rap-
presenteranno due serie di assi statici. Sia (x;) un punto di F con-
siderato come imagine di assi statici: per esso verificandosi la
equazione (13), le (12) si ridurranno a sole tre distinte e determi-
neranno a, b, ¢ (ed w’) in funzioni lineari di un parametro, p. e. di
w’ (funzioni che determineremo piu tardi). Dunque il luogo dei punti
O’ (@, b,c) per cui il punto fisso (r;) di ¥ & imagine di una posi-
zione d’equilibrio, cioé di un asse statico, ¢ una retta. Ai punti O’
di questa retta corrisponderanno nel sistema (V) di quadriche me-
diante la (8) un fascio di quadriche, ciascuna delle quali & congiunta
ad S mediante un fascio contenente un cono col vertice in (2;); e
glinfiniti eoni di vertice (x;) cos. ottenuti formano a loro volta un
fascio (come si scorge considerando due soli di essi ed il fascio che
li congiunge, fascio che apparterri necessariamente al sistema lineare
doppiamente infinito di quadriche che congiunge S al primo fascio
di quadriche considerato). Poiche ¥ & rigata, si pud sempre eir-
coscriverle da O un cono reale, il quale separera quelle rette
uscenti da O che tagliano realmeate F da quelle che non la
tagliano. Dunque:

Per un punto qualunque O esce un cono quadrico (circoscritto
alle corrispondente quadrica I) le cui vette esterne uscenti da O danno
le dirveziont di tutti gli asst statici, mentre le rette interne mon sono
parallele ad alcun asse statico. In altri termini esiste sul piano allo
infinito una conica reale (la conica all’infinito di quel cono) pei cui
punti interni non passano assi statici. Invece per ctascun punto allo
infinito esterno a quella conica passano duz fasci di assi statici pa-
ralleli corrispondenti vispettivamente ai punti di due linee rette ¢
(aventi i poli su due parallele a queste rett:, cioé) corrispondenti ri-
spettivamente a dwe ampiezze di rotazione cestanti, Per ciascun punto
poi di quella conica i due fasci di assi :tatici che ne escono sono
coincidenti.

In generale & chiaro che le due rette luoghi dei punti a cui
corrispondono assi statici aventi una data drezione non stanno in
un piano, ed a maggior ragione che i due fasci corrispondenti di
assi statici paralleli sono distinti; sicche nel complesso degli assi
statici una retta qualunque & in generale asse statico per uno solo
dei suoi punti. Perdo quei due fasci di rette d:l complesso passanti
per uno stesso punto all’infinito avranno conune una retta, che
sard doppia pel complesso e sara asse statico per entrambi i punti
in cui essa incontra le due rette dianzi considerate. Ma questa retta
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doppia dovra necessariamente appartenere alla congruenza quadratica
I', che noi vedemmo (n° 10) comporsi di rette doppie del complesso
degli assi statici. Quindi poiché per ogni punto all’infinito passa
una sola retta di I", il piano all’infinito conterra un fascio di rette
di I': risultato che verra confermato nelio studio diretto di questa
congruenza (17).

19. Nelle cose esposte ultimamente noi supponevamo sempre
che gli assi statici considerati corrispondessero a punti a distanza
finita. Senza questa osservazione si potrebbe pensare alla seguente
obbiezione : in generale un sistema lineare 4 volte infinito di qua-
driche gode della proprieta che ogni punto dello spazio ¢ doppio
per una quadrica del sistema ; or com’® che pel nostro sistema (W)
abbiamo trovato al n® 17 che i puati doppi di quadriche del sistema
riempiono, non gia tutto lo spszio, ma solo la quadrica F?% Per
rispondere a quest’obbiezione ricordiamo che noi siamo giunti a quel
risultato mediante eliminazione dalle equazioni (12). Ora se in queste
alle coordinate cartesiane non omogenee a, b, ¢ (ed al parametro u’)
noi sostituiamo i rapporti a:d,b:d,c:d (e v :d), in modo che
d,a,b,c diventino le coordinste omogenee dello stesso punto 0’
prima considerato, e moltiplickiamo le (12) per d (sicché esse assu-
meranno la stessa forma di prima, colla sola differenza che le di-
verse somme saranno ora meltiplicate per d), indi operiamo su esse
come prima, otterremo in lvogo della (13)

dZaikaiaﬂk:———O.

Quindi se il punto (x;) non sta sulla quadrica F sara d = 0. vale
a dire il punto O’ sara al’infinito; e viceversa.

Vediamo dunque anztutto che veramente noi avevamo trascu-
rato soltanto gli assi sfatici corrispondenti ai punti all’ infinito,
assi che riempiono 4 volte, come vedremo, il piano all’infinito, e
che certamente non hanno vera importanza. Se poi nelle equazioni
(12) trasformate nel mods detto poniamo d = 0, corrispondentemente
all’ipotesi che il punto O’ sia all’infinito, esse equivarranno solo

(17) In questo lavore noi ei siamoe occupati solo di una particolare con-
gruenza contenuta nel complesso degli assi statici, cio® di I', perch® essa pre-
senta molta importanza dai due punti di vista geometrico e meccanico. Perd
sarebbe forse interessante di esaminare anche quella particolare congruenza che
& costitnita dagli assi ststioi paralleli alle generatrici del cono circoscritto da
O alla quadrica F.



SULL’EQUILIBRIO DI UN CORPO RIGIDO ECC. 527

pilt a tre distinte, qualunque sia il punto (x;), e, dato questo, deter-
mineranno univocamente i rapporti «:b:c:%’, e quindi la direzione
del punto all’infinito O’. Quelle equazioni si riducono evidentemente
ad esprimere che (x;) e punto doppio per la quadrica

(14) V,+u3ai=0,
essendo
s Vo= a(Licy -+ L} — La — Ly — 2 Niwyx, + 2 Mgy -+ 2Naywy -+ 2 My xs)
(5) ' 4 b(Mad — Ma? - Mad— Mk — 2 Layws + 2Nwgw, 42 Laywy+2 Navgs)
+ o(Nwg-— Nt — N + Nat — 2Muyx, + 2 Laegwy + 2Mwyas+2 Loys) .

I’equazione V, = 0 rappresenta, col variare dei rapporti di a,b,c,
le quadriche di un sistema lineare doppiamente infinito contenuto
in (V), e che noi rappresenteremo con (V,). Facendo anche variare
#’ la (14) rappresenta le quadriche di quel sistema lineare triplamente
infinito (T') che congiunge (V) alla sfera S. Noi abbiamo visto che
ogni punto dello spazio (x;) & doppio per una quadrica di questo
sistema triplamente infinito (7'); d’altronde & chiaro che questo non si
compone tutto di coni: dunque esso dovrd contenere oco® coppie di
piani, s che per ogni punto passi una retta doppia di una tal cop- '
pia. Cid conduce a pensare che il sistema (7') possa esser costituito
da quadriche passanti per due rette fisse sghembe, giacché in un
sistema triplamente infinito di quadriche cosl definito non vi sono
coni, ma bensi oc? coppie di piani aventi per rette doppie le rette
della congruenza lineare che ha per direttrici quelle due rette fisse.
Ed effettivamente si pud verificare che tutte le quadriche di (7),
cioe rappresentate dall’equazione (14), contengono le due rette »,+’
definite rispettivamente da due delle equazioni

QJ&O ~+ Lz, + Mz, + Nxg =0
— Lz, + ox, 4 Nxy — Mxy=0
— Mxy,— Nz, + 0wy + Lwg =0
— Ny + M, — Loy + ov3 =0,

nelle quali per ¢ si pongano successivamente le due radici della
equazione

17 0t = —(L*+ M? 4 N?).

Queste equazioni (16) e (17) mostrano che quelle due rette r, r’
sono imaginarie coniugate e di 2* specie, vale a dire in posizione
sghemba. — Ad ogni punto O’ all’infinito corrisponde in (V) una

(16)
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quadrica di (V,), la quale & congiunta ad § mediante un fascio
appartenente a (7') in cui non vi sono coni propriamente detti, ma
solo due coppie di piani (imaginari coniugati) le cui rette doppie si
appoggiano su r, 7’.

(C'importava giungere a questi risultati affine di poter escludere
nel seguito quelle soluzioni estranee che proverrebbero da assi sta-
tici impropriamente detti, cioe¢ situati all’infinito.

20. Proponiamoci, ad esempio, di trovare la curva che sulla
quadrica F & formata dalle imagini delle quaterne di assi statici
corrispondenti ai vari pnnti O’ (a distanza finita) di una retta qua-
lunque data ¢g. A tal fine notiamo che, in causa della corrispondenza
lineare tra i punti O’ (a, b, ¢) dello spazio e le quadriche del si-
stema (V), al punti di ¢ corrisponderanno in questo sistema le
quadriche di un fascio: i vertici dei coni degl’infiniti fasci che con-
giungono ogni quadrica di questo alla quadrica fissa S sono appunto
le imagini degli assi statici corrispondenti ai punti di ¢, e costi-
tuiseono la curva Jacobiana della rete che congiunge il primo fascio
di quadriche ad §. La carva Jacobiana di una rete di quadriche
¢, come si sa, del 6° ordine. Ma nel nostro caso quel fascio contiene
una quadrica di (V) (corrispondente al punto all’infinito di g), la
quale & congiunta ad 8§ (n® 19) da un fascio di quadriche conte-
nente due coppie di piani: le due rette doppie di queste coppie
faranno parte della curva Jacobiana. Escludendole, e notando che
esse saranno in posizione sghemba, si avra come parte rimanente
di quella curva una curva sghemba di 4° ordine e 1% specie (18).
Dungque :

Le posiziont d’equilibrio o gli assi statici corrispondenti ai punti
di una retta hanno per imagini sulla quadrica definita nel teorema
del n° 16 ¢ punti di una quartica di 1% specie.

Consideriamo un piano arbitrario ¢ passante per la retta arbi-
traria ¢ . Il piano condotto da O parallelamente a o taglia la quar-
tica di F, che vedemmo rappresentare gli assi statici corrispondenti
ai punti di g, in 4 punti i quali saranno le imagini di quelli tra
«questi assi statici che stanno sul piano o. Vediamo cosi che su

(48) In generale quando la curva di 6° ordine generata nel modo mnoto da
tre spazi sovrapposti collineari viene a contenere dune rette sghembe, 1a rimanente
curva di 40 ordine & di 1% specie. Veggasi ad esempio: NOTHER, FEindeutige
Raumtransformationen (Math, Ann., III, p. 565). CrREMONA, Ueber die Abbildung
algebraischer Flichen (Gottinger Nachr., 1871, Nr. 5; oppure Math. Ann,, IV, p. 218).
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ogni piano vi sono quattro assi statici corrispondenti a punti di una
sua retta data. Donde segue, osservando che per ogni punto di ¢
passano pure 4 assi statici corrispondenti al punto stesso :

Gli assi statici corrispondenti ai punti di una retta formano una
rigata di 8° grado avente quella retta per retta quadrupla.

21. Possiamo ora determinare assai facilmente il grado del com-
plesso degli assi statici. A tal fine dovremo trovare quanti assi
statici stanno in un dato piano ¢ e passano per un suo punto Q.
Nel piano o stanno infiniti assi statici: conduciamo da G la retta
¢ che va al punto a cui corrisponde uno di quegli assi e la paral-
lela ¢’ all’asse stesso; avremo nel fascio di rette G'¢ una corrispon-
denza tale tra g e ¢’ che, ove due rette corrispondenti coincidano,
e solo allora, esse danno luogo ad un asse statico appartenente a
quel fascio. Ora, data ¢, vi sono, come vedemmo dianzi (n® 20),
nel piano ¢ 4 assi statici corrispondenti a punti di ¢, e quindi 4
rette g’ parallele a questi assi condotte da G . Viceversa, data g¢’,
gli assi statici paralleli ad essa corrispondono ai punti di due di-
verse rette (n° 18), le quali tagliano ¢ in due punti congiunti a @
mediante 2 rette ¢ corrispondenti a ¢g’. Dunque la corrispondenza
considerata tra ¢, ¢’ & una corrispondenza (4,2). D’altronde la sua
natura ci mostra che in generale essa non ha coincidenze multiple;
dunque, pel principio di corrispondenza, vi saranno 4 4 2=206 rette
in cui coincidono due corrispondenti g, g’, ossia 6 assi statici ap-
partenenti al fascio considerato Go.

Il complesso degli assi statici é di sesto grado.

Considerando adunque gli assi statici passanti per un punto
dato, essi formeranno un cono di 6° ordine passante pei 4 assi sta-
tici che corrispondono a quel punto. Ne segue tosto che: I punti
dello spazio at quali corrispondono assi statict passanti per un punto
fisso formano una curva d’ordine 10 avente un punto quadruplo in
quel punto fisso ; le tangenti alla curva in questo punto sono i 4 assi
statict corrispondenti ad esso.

22, Nel considerare gli assi statici che hanno una data dire-
zione, abbiamo incontrato (n® 18) certe rette tali che per tutti i
punti di ciascuna di esse uno dei 4 assi statici corrispondenti ha
direzione fissa (e I’ampiezza di rotazione corrispondente costante).
Rivolgeremo ora la nostra attenzione su queste rette, e cosl giun-
geremo per una via affatto nuova ad uno dei risultati pitt celebri
dell’astatica.

34
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Tali rette formano una congruenza, che indicheremo con A, e
che & evidentemente del 4° ordine, perocch® ad un punto qualunque
dello spazio corrispondono 4 assi statici e quindi per esso passano
4 rette di A luoghi dei punti a cui corrispondono assi statici ri-
spettivamente paralleli a quelli ed aventi la stessa ampiezza di ro-
tazione. Gli assi statici paralleli corrispondenti ai punti di una retta
di A4 hanno tutti per imagine uno stesso punto della quadrica F,
punto che si pud considerare adunque come imagine di quella retta
di 4: questa congruenza & cosi rappresentata univocamente sulla
quadrica F. Orbene, proponiamoci anzitutto di trovare le equazioni
di quella retta di 4 che ha per imagine un dato punto (x;) di F
(od in altri termini, che corrisponde ad una data direzione di asse
statico e ad una data ampiezza di rotazione corrispondente, direzione
ed ampiezza legate dall’equazione (13)). Le a, b, ¢ indicando le coor-
dinate di un punto qualunque di quella retta, avranno luogo le
equazioni (12), di cui solo 3 saranno indipendenti, in forza della
(13). Ora dalle (12) possiamo eliminare facilmente b e ¢ moltiplican-
dole rispettivamente per o«,, — a,, — o3, @y € Sommando ; si ha cosi

2
o t+aZo+uw (—xga + 2 0y 05 —w50) =0,

dove ¢, (e cosi in seguito ¢,, @;) indica una certa forma quadratica
nelle z;, che non c¢’importa sviluppare. Sostituendo in quest’equa-
zione alle a le loro espressioni (10) e scrivendo anche le due equa-
zioni ottenute operando in modo analogo, avremo

Saia=— o1—u’ (Lxg —+- Lo — Lacs —sz— 2Nxgwy+2Mxyxy+2Nwxs-+2Mza
Sa; «b=— @y—u’(Mawg— Mz} + Mari— Mxy— 2 Laryrs+2N: w2y +2 Ly s+ 2 Natyx
Suzec=— @z—u'(Nas—N: w? —Nuws ~+N: w§—2Mwow1+2onwz+2Mx2w3+ 2Lz

Queste equazioni (nei cui primi membri in luogo di Zu; si po-
trebbe in forza delle (10) mettere L® 4 M? - N2) rappresentano ap-
punto la retta cercata di A, esprimendo le coordinate di un suo
punto qualunque in funzione di un parametro u’. Cid che c¢’importa
considerare sovratutto in esse sono quelle tre forme quadratiche nelle
x; che nei secondi membri moltiplicano appunto %’ (forme che gia
comparivano nella (8)): esse saranno evidentemente proporzionali ai
coseni direttivi di quella retta. Ora esse si ottengono immediata-
mente dalle tre quantita L, M, N applicando a queste la sostituzione
ortogonale inversa della (5). D’altronde L, M, N in causa delle (7)
sono proporzionali ai coseni direttivi dell’asse principale del nostro.
sistema di forze, asse che non muta direzione quando si fa muovere
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il corpo. Se g & quella retta di 4 e si dad al corpo intorno ad un
punto qualunque fisso 0’ di g, la rotazione rappresentata da (x;), il
corpo verra in posizione d’equilibrio, cioe il sistema di forze verra
a ridursi ad una risultante unica (parallela sempre alla direzione
fissa dell’asse principale) passante per 0’. E poiche le formule (5) si
applicano appunto a quella rotazione (finché si tratta solo di trasfor-
mare direziont), cosl 1’osservazione precedente ci dice che se poi si
fa la rotazione inversa intorno ad O’, cioé si riporta il corpo alla
posizione iniziale, quella risultante unica diverra appunto la retta g.
Concludiamo dunque che la congruenza A é costituita da quelle rette
del corpo nella sua posizione iniziale, le qualt con vari movimenti di
quello diventano risultanti uniche del sistema di forze.

Questo risultato si poteva anche ottenere senza calcoli, appli-
cando la nota proposizione, che rotazioni di uguali ampiezze intorno
ad assi paralleli equivalgono ad una qualunque di esse seguita da

traslazioni.

23. Ottenuta cosi una nuova definizione della congruenza A,
noi Papplicheremo insieme con la primitiva e coi metodi finora usati
a trovare la vera costituzione geometrica (e mon piut meccanica) di A.
Sia ancora g una retta qualunque di 4 : come gia dicemmo al n° 18,
ad ogni suo punto O’ corrisponde nel sistema (V) una quadrica di
un determinato fascio corrispondente a g, e questa quadrica & con-
giunta ad S mediante un fascio, di cui un cono ha il vertice nel
punto (x;) di F. Variande O’ su g questo cono quadrico conserva
questo vertice ma descrive un certo fascio, in cui vi saranno, com’®
noto, 3 coppie di piani. I’una di queste coppie si compone dei due
piani imaginari-coniugati che congiungono il punto (z;) alle due rette
r, v’ ; essa appartiene al sistema (T) di quadriche e corrisponde al
punto allinfinito di ¢ (n® 19). Le altre due coppie di piani corri-
sponderanno a punti a distanza finita di g e non apparterranno a (T):
ma i punti doppi di quadriche del sistema 4 volte infinito (W) non
appartenenti al sistema triplamente infinito (7') contenuto in questo
stanno sempre, come vedemmo, sulla quadrica rigata F; dunque le
rette doppie di quelle due coppie di piani sono le due generatrici di
F che passano pel punto (x;). Nel fascio di coni le 3 coppie di piani
hanno dunque le rette doppie reali, ma la prima coppia & imaginaria :
quindi le 4 rette comuni al fascio sono imaginarie, e sara reale quella
sola coppia che si compone dei piani congiungenti quelle tra queste
4 rette che sono imaginarie coniugate. Notando ancora che le gene-
ratrici di F formano due sistemi ben distinti, noi vediamo che la
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congruenza A ha due curve focali, le quali sono i luoghi dei punti
ai quali corrispondono fasei di assi statici, cio® ai quali, considerati
come fissi, corrispondono infinite posizioni d’equilibrio del corpo;
Puna di quelle curve & luogo di quei punti per cui le infinite posi-
zioni d’equilibrio sono d’equilibrio indifferente, 1’altra luogo di quelli
per cui queste posizioni sono d’equilibrio stabile oppure instabile
(V. n° 13).

Cerchiamo ora che cosa sono quelle due curve focali. Anzitutto
poiché esse non hanno punti comuni e per ogni punto dello spazio
passano solo 4 rette di A, cioé 4 rette che le taglino entrambe, e
inoltre la loro definizione geometrica mostra che esse devono essere
dello stesso ordine, & chiaro che esse saranno del 2° ordine, cioe
saranno due coniche. Ma possiamo ritrovare questo e¢ vedere nello
stesso tempo come sono disposte le due curve 'una rispetto all’altra
nel seguente modo. Consideriamo un punto qualunque O’ dell’una
curva ed il cono di rette di A uscenti da 0’, cio& il cono che pro-
jetta da O’ Paltra curva; ad O’ corrisponde un fascio di assi statici
e consideriamo intorno a questi le rotazioni inverse a quelle che por-
tano il corpo fisso in O’ nelle varie posizioni d’equilibrio: come
queste, cosl quelle inverse avranno i loro poli su una certa retta s.
Conrlucendo da O’ la parallela % all’asse principale del sistema di
forze, segue da quanto abbiamo visto al n° precedente che il cono
considerato delle rette di A uscenti da O’ si compone delle varie
posizioni che riceve kh in seguito alle suddette rotazioni inverse, cioe
alle rotazioni intorno ad O’ aventi per poli i punti di una retta s.
Quindi il trovare la specie di quel cono si riduce ad un problema
di cinematica affatto elementare. Per risolverlo si conduca per O’
quel piano che & normale al piano 0’s e che passa per la parallela
ad s condotta da O’ e in esso si tiri quella retta ¢ che fa con que-
sta parallela (in un verso conveniente) 1’angolo la cui tangente &
data dalla distanza di O’ da s. Il noto teorema sulla composizione
delle rotazioni intorno ad assi passanti per un punto mostra allora
immediatamente, ricordando la definizione del polo di una rotazione,
che ogni rotazione avente il polo su s equivale ad una fissa, scelta
ad arbitrio, di queste rotazioni seguita da una rotazione (d’ampiezza
variabile) intorno all’asse costruito ¢. Applicando questo fatto alla
retta h, vediamo che essa, in seguito alle rotazioni aventi per poli
i punti di 8, descrive un cono di rivoluzione avente per asse t.
Dunque i coni che proiettano P'una curva focale dai punti dell’altra
sono coni quadrici di rivoluzione e quindi, per un noto teorema
geometrico, le due curve saranno un’ellisse ed un’iperbole focali
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Puna dell’altra. — Riassumendo i risultati ottenuti ultimamente, noi
siamo cosi giunti al noto teorema di MINDING (19):

Dato un corpo rigido soggetto a forze costanti in direzione ed in-
tensita (il cui sistema non i riduca ad wna coppia unica), quelle rette
del corpo che per posizioni convenienti di questo diventano risultanti
uniche del sistema di forze costitwiscono la congruenza delle retie ap-
poggiate su un’ellisse ed un’iperbole focali Vuna dell’altra.

Di pitt possiamo aggiungere in seguito ai ragionamenti fatti:

In una determinata posizione del corpo quelle due coniche sono il
luogo di un punto, tenendo fisso il quale e lasciando il corpo libero
di rotargli attorno, esso pud assumere infinite posizioni d’equilibrio.
Ma pei punti dell’ellissc queste posizioni sono di equilibrio indifferente,
mentre pei punti dei due rami dell’iperbole esse sono rispettivamente
d’equilibrio stabile ed instabile (20),

I11.

24. Lo scopo principale di questa 3* parte del nostro lavoro
sard lo studio della congruenza quadratica I' degli assi d’equilibrio
costante, congruenza che vedemmo esser composta di rette doppie
del complesso degli assi statici. Dovremo percio far uso di conside-
razioni diverse da quelle che ci servirono nelle due parti precedenti.

Siano ancora z,y, z le coordinate di un punto qualunque del
corpo nella posizione attuale rispetto ad una terna di assi rettan-
golari fissi e X, Y, Z le componenti secondo questi della forza ap-
plicata al punto stesso. Siano I, m, n i coseni direttivi di una retta
r uscente dall’origine O: facendo rotare il corpo intorno ad 7 di un
angolo 6 (nel verso definito dalla direzione positiva di 7), il punto

(19) V. Ueber den Ort simmilicher Resultanten eines der Drehung unlerworfenen
Systemes von Kréiften (Crelle’s J., 15, 1836, pp. 27-38). Nell’enunciato di MINDING,
a vero dire, il corpo d supposto fisso e sono le direzioni delle forze che si fanno
mutare in modo da far sempre tra loro gli stessi angoli e da conservare gli stessi
punti di applicazione; perd d noto (e MINDING stesso fu forse il primo ad osser-
varlo) ohe cid non differisce in sostanza dal muovere il corpo lasciando fisse le
direzioni delle forze. .

(2°) Come si vede, questo enunociato, che completa il teorema di MINDING,
fa da noi dimostrato interamente, tranne che per la parte rignardante la distin-
zione tra i due rami dell’iperbole; quanto a guesta parte del nostro enunciato
dobbiamo avvertire che finora non ne abbiamo ancor trovato una dimostrazione
rigorosa.
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( y 2) verra ad avere per nuove coordinate :
; x’=[1*} (1—1?) cosB] x-}- [lm—1lm cos6—n senB] y+- [ln—In cosO-+m senb)z
(19)  y'= [lm—Imcosd-{-nsend]x—-[m2-|(1—m?)cosbly—-[{mn—mncosd—Isenb]z
( 2’= [In —Incosf—msend] x-} [mn—mncosf-+Isendly+ [n>+(1—n?) coslz.

Sara dunque

Z(Xa' + Yy’ + Z2') = 3 (o + my + n2) (IX + mY + nZ) +
+ c088 [ 3 (Xo+ Yy-+Z2)— 123 Xo—m23 Yy—n2ZSZz—Iim3(Xy-+ Yu)
— In 2 (Xz 4+ Zxr) — mn 2 (X2 + Zy)] +
+sen 6l 2 (Zy — Yz) 4+ m 2 (X2 — Zz) + n 2 (Yo — Xy)).
Cio posto, supponiamo che il corpo sia solo libero di rotare in-

torno all’asse fisso », sicche la sola quantita variabile sia 6. Per le
posizioni d’equilibrio sara
d
@2 (Xo’ + Yy’ + Z2’) = 0.

Nell’espressione di 2 (X&” + Yy’ 4 Zz’) indichiamo per brevita
con @ (Imn) il coefficiente di sen 6, che & una forma lineare in I, m, n,
e con D (Imn) il coefficiente di cos 0, che sara una forma quadra-
tica in queste quantitd se converremo che in esso si moltiplichi la
parte indipendente da esse 3 (Xx - Yy -+ Zz) per (I -+ m? 4 n?), che
vale 1. Allora quell’equazione d’equilibrio diverra

%(tpcose-{—q?sene)_—_—(),
ossia
— ®@senf 4 pcosH =0,
donde
(20) cot 0 = 2.
@

Quest’equazione determinando cot #, e dando quindi per 6 due
valori che differiscono di =, ci fa ritrovare il risultato del n° 5 sulle-
due posizioni d’equilibrio corrispondenti a ciascun asse r uscente da
0. L’equazione ¢ = 0 ci determina in particolare un fascio di rette
r per cui @ = 0, oppure 0 = x, cioe¢ il fascio uscente da O di rette
del complesso lineare L trovato al n® 7. L’equazione @ = 0 ¢i mo-
stra che la rotazione da eseguire per raggiungere una posizione d’e-
quilibrio & di un angolo retto per tutte le rette » di un cono qua-
drico uscente da O. E in generale per un dato valore di 0 Vequa-
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zione (20), cioé (rendendola omogenea in !, m, n):
(20%) D% — cot? 0 . @? (I* 4+ m? -+ n%) = 0,

rappresenta un cono di 4° ordine costituito dalle rette » per cui
Pampiezza 6 della rotazione corrispondente ad una posizione d’equi-
librio ha il valor dato. Variando 6, quel cono di 4° ordine descrive
un fascio, le cui particolaritd si leggono nell’ultima equazione : prin-
cipale quella di aver tutti i coni del fascio come rette doppie le due
rette date dalle equazioni

D =0, ¢ =0.

Per ciascuna di queste due rette l’equazione (20), ossia la con-
dizione d’equilibrio del corpo, & soddisfatta qualunque valore si dia
a 0. Dunque esse non sono altro che i due assi d’equilibrio costan-
te uscenti da O, di cui dimostrammo altrimenti Pesistenza al n® 8.
Del resto il metodo,, di cui ivi facevamo uso, condurrebbe pure
facilmente al fascio di coni di 4° ordine ora considerato.

25. Consideriamo ora gli assi r uscenti non piu dall’origine, ma da
un punto qualunque (x,y,2, dello spazio. Basterd a tal fine nelle
equazioni del n° precedente porre x — x,, y — ¥,, ? — #, in luogo
di x,9, 2. Con cido diverrd:

D=4 m?+n?) [ (X + Yy+ Z2) — 0y ZX — y, ZY — 2, ZZ| —
— B 3Xe — m2 ZYy— n*3Zz + Pay SX + m?y, 2Y + 0?2, 27 —
— m 3 (Xy + Yo) — In 3 (X2 + Zx) — mn 2 (Y2 4 Zy)+ lmy, S X+
S+ mxy ZY + Inzg ZX + Inxy ZZ +mnzy ZY + mny, 2Z,

g = 13 (Zy — Y2) + mZ (X2 — Zz) + n2 (Yo — Xy) +
+ (nyy — mzy) ZX + (l2y — nwg) Y + (mxy — ly,) ZZ.

Introduciamo di nuovo le abbreviazioni (6) e (7), e poniamo
inoltre

(21) o= nyY, —mzy, f=Ilzgz—nx,, y=mz,—1ly,,
sicche sard identicamente
(22) la + mB 4 ny =0,

ed 1, m,n, a, B, y saranno le coordinate pliickeriane della retta r pas-
sante per (x,,9,,%, ed avente i coseni direttivi I, m,n. Avremo
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allora :
2D = (agy — ay,) ¥ 4 (ag9 — @g5) M?* 4 (@gy — agq) 0% — 24,5 I —
(23) — 2a,4ln — 2a,smn—+-2L(nf—my) + 2M(ly—na) +-2N(ma—If)

¢ =ay l4+ ap,m-+ ayn 4 Lo+ MBS+ Ny.

Vediamo cosi che l’equazione del complesso lineare L delle rette
per le quali, tenute fisse, il corpo si trova attualmente in equilibrio, &

o L4 age m + aggn + Lo + MB + Ny =0,

fatto ben noto. Inoltre vediamo che quelle rette, intorno a cui ro-
tando di un angolo retto e tenendole fisse il corpo viene ad essere
in equilibrio formano un complesso quadratico di equazione @ — 0,
dove @ & dato dalla (23). Aggiungendo a quest’equazione la (22)
moltiplicata per un’indeterminata s e formando il determinante del-
I’equazione quadratica cosl ottenuta si trova che esso vale

8 (s 4 I2 4 M2 4 N?P,

donde si deduce facilmente che la superficie singolare di quel com-
plesso si scinde nel piano all’infinito ed una superficie di 3° ordine
e 4* classe (reciproca della superficie romana di STEINER) contenente
quelle due rette all’infinito del complesso lineare L, le quali sono
tangenti all’assoluto, ed inoltre la congiungente dei loro punti di
contatto : queste tre rette sono doppie pel complesso quadratico ().
Cosi sostituendo nell’equazione (20”) a ¢ e P le loro espressioni (23),
8i ha un fascio di complessi di 4° grado, per ciascuno dei quali 8
ha un valor dato; ecc. ecc.

26. La congruenza quadratica I” degli assi d’equilibrio costante
® Vintersezione del complesso lineare I col complesso quadratico
® = 0; quindi essa ha per rette doppie quelle due rette all’infinito
di L che vedemmo essere doppie per questo complesso quadratico.

(?!) Inoltre si deduoce che quel complesso quadratico appartiene a quella
categoria particolare che, insieme col nostro amico D." LoRia, abbiamo studiato
nella Memoria Sur les différentes espéces de complexes du 3° degré des droites qui
coupent harmoniquement deux surfaces du second ordre (Math. Ann., XXIII, pp. 21%-
284 [questo volume p. 1]). — Veggasi anche per le proposizioni sulle congru-
enge quadratiche e sui complessi quadratici, di cui faremo uso, la nostra Memo-
ria Sulla geomeiria della retta ¢ delle sue serie quadratiche (Mem. Aco. Torino, (2)
36, 1884 [questo volume, p. 127]).
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Ma a noi importa anche il vedere se la congruenza I’ presenta altre:
particolaritd projettive all’infuori di queste rette doppie.

A tal fine c¢i conviene far qui un’eccezione al metodo usato in
tutto il lavoro, cioé fare una scelta particolare del sistema di rife-
rimento affine di evitare lunghi calcoli. Supporremo che si sia preso-
per asse delle z Passe principale del sistema di forze, cioé 1’asse del
complesso lineare L. Allora ’equazione di questo dovra, com’e noto,.
prendere la forma

(24) : y = kn.
Quindi confrontando coll’espressione di ¢, si vede che sara
ay, =0y, =L=M=0,
ed inoltre

— _ %03
k — —A-f .
Sostituendo dunque nell’equazione @ = 0 (23) ed eliminando inoi-
tre y, 81 da questa che dalla (22) mediante la (24), esse diverranno-
rispettivamente

(@go — @yy) BB 4 (@gy — @pg) M? + (@gy — Gyg) n° — 2@, Im — 20,5 In —
— 2a,3 mn + 2N (mae — 1) =0,
lo +mp 4 kn*=0.

Queste due equazioni quadratiche tra le sole 5 variabili I m n
o § rappresentano la congruenza /. Da esse deduciamo tutte le par-
ticolaritd che questa presenta nel seguente modo: sottragghiamo la
prima dalla seconda moltiplicata per 2s e formiamo il determinante
dell’equazione quadratica cosl ottenuta. Esso sara

ayq — %o Qg2 a3 8 N
1z Gog — Qg ®o3 —N 8
Qg dog  Ogg— oo + 2ks 0 0 | == (2ks + agg — ay,)(8* + N3)?
8 — N 0 0 0
N 8 0 0 0

Come funzione di s questo determinante ha dunque due radici
doppie imaginarie coniugate -+ N¢ ed una radice semplice reale
(@go — @g3)/2k ; le due radici doppie non appartengono a tutti i sub-
determinanti di 4° ordine, ed il rapporto anarmonico delle 3 radici e
del numero oo non ha un valor numerico particolare. Da tutto que-
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sto deduciamo che la congruenza quadratica I" ha per caratteristica
[221] ed ® affatto generale (dal punto di vista projettivo) tra quelle
aventi questa caratteristica. Quindi essa avra appunto due sole rette
-doppie : le loro coordinate !m n a § saranno rispettivamente propor-
zionali ai valori che i subdeterminanii complementari degli elementi
di una linea qualunque di quel determinante prendono per s = -+ N,
donde si deduce immediatamente che esse sono precisamente, come
:gia trovammo in altro modo, quelle due rette all’infinito di L, le
-quali toccano l’assoluto. — La superficie focale della congruenza I’
avra poi queste due rette per rette doppie e sara la superficie sin-
golare di una serie omofocale generale di complessi quadratici aventi
per caratteristica [2211](%*).

27. Da questi risultati possiamo ottenere un concetto abbastanza
completo della forma di quella superficie focale con puri ragiona-
menti geometrici: 1'uso dell’equazione della superficie per questo
-8copo condurrebbe a calcoli assai complicati.

La superficie ha un solo punto reale all’infinito: il punto d’in-
tersezione delle due rette doppie (cioé il punto che corrisponde al
piano all’infinito rispetto al complesso lineare L, vale a dire il punto
allinfinito dell’asse di questo complesso). Le tangenti in quel punto
alla superficie coprono doppiamente il piano all’infinito, cio® in quel
punto si toccano due falde della superficie. Si vede facilmente che
quel punto non & isolato, cioe che queste due falde sono reali ed
inoltre che esse sono da parti opposte rispetto al piano allinfinito.
Quindi mentre una sezione piana qualunque della superficie & una
linea chiusa, ogni sezione piana parallela alla direzione del punto
all’infinito, cioé parallela all’asse principale, si estenderd all’infinito
in due versi opposti con due parti paraboliche.

Ricordiamo poi che in generale la superficie singolare di un
complesso quadratico [2211| ha 4 punti doppi e 4 piani tangenti

(*%) V. oltre alla nostra Memoria citata per ultimo il noto lavoro del sig.
WEILER : Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades (Math. Ann.,
VII, pp. 145-207), — Abbiamo svolto completamente i ragionamenti del n® 26,
perch?®, se non erriamo, ® questa la prima volta che viene applicato ad un caso
partiocolare il metodo dei divisori elementari per riconoscere le particolaritad pro-
jettive della congruenza quadratica determinata da un complesso lineare ed un
complesso quadratico dati. — Aggiungiamo ohe 1’equazione della superficie focale
di I' si avrebbe immediatamente scrivendo ohe il cono quadrico ed il piano di
D=0 e =0 uscenti dal punto (xy #) si toccano, e mostrerebbe che quella su-
perficie ha per rette doppie quelle due rette all’infinito, per cui % 4 y2=0.
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doppi che corrispondono a quei punti rispetto a ciascuno dei due
complessi lineari (non speciali) fondamentali di quella superficie; i
4 punti doppi determinano, presi in ordine conveniente, un quadri-
latero sghembo, di cui due lati opposti tagliano l’'una retta doppia
e gli altri due Paltra. Ora nel nostro caso le due rette doppie della
nostra superficie stanno in un piano reale (all’infinito) ma sono ima-
ginarie-coniugate; quindi i lati di quel quadrilatero saranno imagi-
nari, ed ai due che tagliano una retta doppia saranno rispettivamente
coniugati i due che tagliano Paltra (poiché la congruenza I" avendo
equazioni reali, anche la sua superficie focale avra ’equazione reale).
Dunque due lati adiacenti sono imaginari-coniugati e gli altri due
lati, pure adiacenti, saranno pure imaginari coniugati; quindi due
vertici, ciod due punti doppi della nostra superficie, saranno reali,
mentre gli altri due punti doppi saranno imaginari-coniugati e quindi
congiunti, come quelli, da una diagonale reale. I piani che passano
per Puna o laltra diagonale del quadrilatero formano due serie di
piani reali taglianti la superficie in coppie di coniche. — Siano D
e D’ i due punti doppi reali. Il complesso lineare reale I essendo
uno dei due complessi lineari fondamentali per la nostra superficie,
segue che dei 4 piani tangenti doppi due saranno imaginari ed altri
due 9, 8’, corrispondenti a D e D’ rispetto ad L, saranno reali e
passeranno (com’® facile vedere) per la retta DD’. Ciascuno di que-
sti due piani tangenti doppi J, 6’ tocchera la superficie lungo una
conica, la quale dovendo passare per D e )’ sara necessariamente re-
ale. Correlativamente i coni nodali dei punti doppi D,.D’ saranno
reali ; essi toccano d e ¢’ lungo le tangenti rispettivamente in D; D’
alle coniche di contatto di quei piani.

Facciamo ora rotare un piano intorno alla retta DD’ partendo
dalla posizione é e andando alla posizione 4’ entro quella coppia
d’angoli diedri opposti determinati da §, 6’ entro la quale sta, ad
esempio, il cono nodale di D : lintersezione del piano colla superfi-
cie si scindera in due coniche aventi nel punto reale D due tangenti
reali e distinte, ciod le due generatrici d’intersezione del piano con
quel cono. Dunque quelle due coniche, non potendo essere imagina-
rie coniugate, saranno reali, ed avranno per conseguenza in D’ tan-
genti reali: quindi il cono nodale di D’ stard entro gli stessi due
diedri di 6, ' che quellodi D. Se il piano mobile passa negli altri
diedri, le due coniche d’intersezione colla superficie coincidono e poi
divengono imaginarie (coniugate). Dunque la superficie ¢ tutta rac-
chiusa entro la prima coppia di diedri opposti determinati da 9,6’
(coppia di diedri che d’or innanzi indicheremo semplicemente con
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4 d’): entro essa stard anche la direzione del punto reale all’intinito
della superficie. — Cid posto, ogni piano compreso nella coppia di
diedri 04’ taglia la superficie in due ellissi passanti per D e D’, tranne
quello che va al punto all’infinito e che quindi taglia in due para-
bole passanti pei 2 punti stessi e rivolgenti le loro concavita per
versi opposti; ora il luogo di tutti gli archi d’ellissi (o parabole)
posti da una parte della retta DD’ (rispetto ad un piano passante
per DD’ e giacente nei diedri adiacenti a 46’) & una falda della
superficie, e il luogo degli altri archi delle stesse curve e un’altra
falda. La superficie si compone adunque di due falde indefinite toc-
cantisi soltanto nei due punti doppi D, D’ (e all’infinito). Su ciascuna
di esse si hanno due archi d’ellissi di contatto rispetto ai piani dop-
pi 6,0”; questi due archi costituiscono la eurva parabolica della falda
e comprendono la regione iperbolica di questa, mentre la parte in-
definita che sta al di 1a dei due archi & a curvatura ellittica e si
pud paragonare per la forma ad un paraboloide ellittico. Cio risulta
assai chiaramente dalla considerazione fatta delle ellissi e parabole
poste nei piani per DD’.

La nostra superficie divide cosi lo spazio in 3 porzioni: una
interna all’una falda (il paragone col paraboloide ellittico spiega
senz’altro che cosa intendiamo qui per interno), una interna all’altra
ed infine la parte di spazio esterna alle due falde.

28. Da queste proposizioni, riguardanti la forma della superti-
cie focale della congruenza I' degli assi d’equilibrio costante, pos-
siamo ora dedurne altre riguardanti sia questa congruenza stessa,
sia il complesso lineare I che la contiene, considerati ’una e Valtro
dal punto di vista meccanico.

Anzitutto & chiaro, che siccome le rette passanti per un punto
interno ad una falda di quella superticie tagliano tutte questa falda
in due punti reali e distinti almeno, cosl per un tal punto non pas-
seranno tangenti doppie reali della superficie, cioé non passeranno
rette reali di I'. D’altronde siccome le due rette di questa congru-
enza uscenti da un punto non possono da imaginarie divenir reali
o viceversa che coincidendo, cioe che quando il punto attraversa la
superficie focale, cosi per ogni punto esterno alle due falde passe-
ranno due rette reali di I. Dunque (n° 11) il fascio di rette del com-
plesso lineare L passanti per un punto interno all’una falda si com-
pone tutto di rette, per ciascuna delle quali, tenuta fissa, la posizio-
ne attuale del corpo & d’equilibrio stabile, oppure tutto di rette, per
cui VPequilibrio del corpo & instabile; mentre nel fascio di rette di
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L uscenti da un punto esterno ad ambe le falde i due assi d’equi-
librio costante separano quelle rette per cui ’equilibrio del corpo
¢ stabile da quelle per cui & instabile.

I due fasci di rette Dé e D’@ sono i soli fasci reali di rette
di I, cioé di assi di equilibrio costante (oltre al fascio di rette all’in-
finito del complesso lineare ). Dunque (n° 14) a ciascuno dei due
punti D, ¥, considerato come fisso, corrispondono infinite posizioni
d’equilibrio indifferente del corpo (posizioni i cui corrispondenti assi
statici formano precisamente quei due fasci di assi d’equilibrio co-
stante), siccheé (n® 23) Dellisse di MINDING passerd per D e D’. Sic-
come poi per ogni punto di quest’ellisse non passano assi d’equilibrio
costante reali (n° 13), cosi noi vediamo anche come uno dei due
archi dell’ellisse separati da D, D’ sard interno all’una falda della
superficie tfocale di I" e D’altro sarda interno allaltra falda. — Ima-
ginando che un punto passi dalla regione interna all’'una falda a
quella interna all’altra, movendosi, ad esempio, su quell’ellisse, ed
osservando che un fascio di rette di L corrispondenti tutte ad equi-
librio stabile del corpo nella posizione attuale si muta in un fascio
di rette di L corrispondenti tutte ad equilibrio instabile solo quando
quel fascio movendosi con continuita passa per un fascio di assi
d’equilibrio costante, si giunge facilmente a questa conclusione, che
completa un risultato precedente: il fascio di rette del complesso
lineare L passanti per un punto interno all’una falda si compone
tutto di rette per cui, tenute fisse, la posizione attuale del corpo &
d’equilibrio stabile, mentre per le rette uscenti da un punto interno
all’altra falda la posizione attuale del corpo & d’equilibrio instabile (23).

Non esistono rette del complesso 1. le quali taglino entrambe
le falde della superficie focale di I'. Per le rette di L che tagliano
una delle due falde questa c’indica se esse, tenute fisse, corrispon-
dono ad equilibrio stabile oppure ad equilibrio instabile per la po-
sizione attuale del corpo. Quanto poi a quelle rette di L che non
tagliano alcuna delle due falde, per distinguere se una data di esse
corrisponde ad equilibrio stabile o ad equilibrio instabile si consi-
derino le due rette di /' che escono da un suo punto qualunque

(*3) La dimostrazione qni data di questo fatto non & perfettamente rigoro-
sa. Si otterrebbe forse una dimostrazione rigorosa ricorrendo a considerazioni
(che qui abbiamo voluto evitare) intorno alla rigata delle tangenti quadripunte
della superficie focale di I" ed alle tangenti doppie di wna curva piana di 40
ordine dotata di due punti doppi.
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(tangenti doppie, che possono anche essere isolate, della nostra su-
perficie) : esse comprenderanno in due angoli adiacenti le due falde
della superficie, e secondo che la retta data sta nell’angolo che com-
prende la falda tagliata da rette di L corrispondenti ad equilibrio
stabile, oppure nell’altro angolo, essa corrispondera pure, tenuta fissa,
ad equilibrio stabile attuale del corpo, oppure ad equilibrio instabile.

Con cio e risoluta la principale questione che si potesse fare
intorno alla distinzione delle rette del complesso lineare I per le
loro proprieta statiche rispetto al corpo.

1V.

29. Prima di finire vogliamo far notare come le nostre ricerche
si possano interpretare come studii di due diversi problemi geome-
trici. In sostanza noi abbiamo supposto dato un sistema rigido di
punti (v, y,2) e delle costanti corrispondenti X, Y, Z, e c¢i siamo oc-
cupati di trovare quelle posizioni del sistema per cui & nulla la va-
riazione della funzione lineare delle coordinate di quei punti

2 (Xx + Yy + Z2),

sia quando il sistema & fisso in un punto, sia quando & fisso ad una
retta, di distinguere quali tra quelle posizioni corrispondono a mas-
simo od a minimo di quella funzione e di porre in relazione tra loro
le diverse posizioni e i movimenti (rotazioni) con cui esse si otten-
gono dalla posizione iniziale del sistema. Ora, aggiungendo a quella
funzione una costante indeterminata, possiamo dire che essa esprime
la somma delle distanze dei punti del sistema da piani qualunque
fissi corrispondenti ai punti moltiplicate per costanti qualunque date.
Dunque la teoria svolta si pud considerare come riguardante il se-
guente problema :

Dato un sistema rigido mobile di punti ed un sistema fisso di pia-
nt rispettivamente corrispondenti a quei punti, studiare quelle posizioni
del sistema di punti per cui ¢ nulla la variazione della somma dei
prodotti di costanti date per le distanze dei punti dai piani dati (¢
quindi quelle posiziont per cui questa somma ¢ massima o minima),
sia quando il sistema é solo libero di rotare intorno ad un punto fisso
arbitrario dello spazio, sia quando é solo libero di rotare intorno ad
un asse arbitrario.

Tutti, senza eccezione, i risultati ottenuti si potranno tradurre
come risultati riguardanti questo problema. Il complesso lineare L,
la congruenza quadratica I, il complesso di 6° grado degli assi sta-
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tici, Dellisse e V’iperbole di MINDING, ecc. ecc., avranno tutti un si-

_ gnificato per questo nuovo problema ; bastera invece che posizioni
d’equilibrio stabile, instabile, od indifferente, dire posizioni del si-
stema rigido per cui quella tal somma & massima o minima, od ha
la variazione nulla senza essere ne massima ne minima. La cosa é
cosl evidente che crediamo inutile dilungarci su essa.

30. Un’altra applicazione, meno immediata pero, trovano i nostri
risultati al seguente problema :

Dati due sistemi rigidi d’equal numero di punti corrispondentisi
tra loro e di cut Puno si constdera come fisso e Valtro come mobile
o intorno ad un punto fisso arbitrario o intorno ad una retta arbitra-
ria, studiare quelle posizioni del sistema mobile per cui é nulla la va-
riazione della somma dei prodotti di costanti date pei quadrati delle
distanze dei punti di questo sistema dai punti corrispondenti del siste-
ma fisso (distinguendo quelle posizioni per cui questa somma é mas-
sima 0 minima,).

Sia infatti (#y2) un punto del sistema mobile, (x, y, 2,) il punto
corrispondente del sistema fisso ed m la costante corrispondente.

Allora quella somma sara
Sm(w— o) 4 — 3, 4 — 2,2 = Zm @24 g2 4 ) +
+ Zm (@2 4yt 4 2%) + 2 (— 2mae,w — 2myy — 2mz,2).

Quindi, se lorigine si suppone fissa, sicche il sistema mobile sia
golo libero di rotare o intorno all’origine o intorno ad un asse pas-
sante per essa, la sola parte variabile in quella somma sard

2 (— 2mxx — 2my,y — 2mz,2),

che & appunto del tipo di 2 (Xx 4 Yy -} Zz). I risultati ottenuti
nella 1* parte di questo lavoro, quando consideravamo solo gli assi
passanti per un punto fisso, si applicheranno dunque ancora perfet-
tamente a questo problema; vi saranno ancora per ogni punto dello
spazio 4 assi corrispondenti analoghi agli assi statici e presentanti
le stesse relazioni mutue di questi(3?); esisteranno un complesso li-
neare ed una congruenza quadratica analoghi rispettivamente ad I,
e I', ecc. ece. — Ma i risultati delle parti seguenti non saranno piit
veri in generale, tradotti per questo problema ; perocché quelle sup-

(*¢) Dobbiamo al prof. Sraccr l'osservazione che i risultati da esso ottenuti
intorno alle quaterne di assi statici si potevano applicare al problema in cui si
tratta di render nulla la variazione della somma dei quadrati delle distanze tra
i panti corrispondenti di due sistemi rigidi.
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ponevano che cambiando il punto fisso nello spazio la somma, la
cui variazione si doveva render nulla, rimanesse sempre la stessa
(a meno di una costante), le quantitd X, Y,Z restando immutate ;
fatto che non si presenta pilt nel nuovo problema. Quindi il com-
plesso degli assi statici non possiamo pill asserire che si conservi
-del 6° grado; né possiamo asserire che le curve analoghe alle due
coniche focali di MINDING saranno ancora due tali coniche, ecc. Noi
usciremmo dai limiti che c¢i siamo imposti, cercando quali modi-
ficazioni subisce la nostra teoria per questo nuovo problema ; altri
potra farlo seguendo gli stessi procedimenti da noi usati (29).

(%) Anche nella ricerca di astatioa, che principalmente oi ocoupd in questo
lavoro, rimarrebbero varie questioni da trattare. Cosl vi sarebbero da studiare
le proprietd meccaniche dei punti posti sul piano di una delle due coniche di
MINDING o sull’asse comune ad entrambe, vi sarebbe da cercare la natura di un
sistema rigido tale che quelle due ooniche si riducano a due parabole, ecc. Ma
noi abbiamo dovato limitarci, per mancanza di tempo, a oid che ci parve pid
importante; anzi abbiamo dovuto per quella stessa ragione dare (come notammo a
suo luogo) due dei nostri risultati senza dimostrazione o con dimostrazione peco
rigorosa (il che ¢i parve preferibile al sopprimere quei risultati).

Torine, 20 Agosto 1884.



