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LI.

ETUDE DES DIFFERENTES SURFACES
DU 4° ORDRE A OONIQUE DOUBLE
OU CUSPIDALE (GENERALE OU DECOMPOSEE)
CONSIDEREES COMME DES PROJECTIONS
DE I’INTERSECTION DE DRUX
VARIETES QUADRATIQUES
DE I’ESPACE A QUATRE DIMENSIONS

« Mathematische Annalen », Band XXIV, 1884, pp. 313-444.

On peut dire que les recherches sur les surfaces du 4° ordre a
conique double ont commencé avec le Mémoire de M. KUMMER de
1863 sur les surfaces du 4° ordre contenant des séries de coniques (%),
bien qu’on en et déja étudié depuis longtemps quelques cas parti-
culiers, comme le tore, la cyclide de DuUPIN, etc. M. KUMMER éta-
blissait dans un paragraphe de ce Mémoire le fait qu’une surface
générale du 4° ordre a conique double est coupée par les plans tan-
gents de 5 cones quadriques suivant des couples de coniques: ces
plans étant les plans bitangents de la surface. Il remarquait aussi
que lorsque la surface acquiert un point double (outre ceux de la
conique double), celui-ci est le sommet d’un coéne quadrique tangent
ailleurs & la surface (et non plus bitangent) dont les plans tangents
coupent encore celle-ci en des couples de coniques; et que, lorsque
la surface a deux points doubles joints par une droite qui n’appar-
tient pas & la surface, les plans qui passent par cette droite coupent
la surface en des couples de coniques. L’année suivante 1864 M.
MoUTARD (?) se proposant I’étude des surfaces du 3° et du 4° ordre a-
nallagmatiques, c’est-a-dire ne changeant pas par une inversion (trans-

() Ueber die Flichen vierten Grades, auf welchen Schaaren von Kegelschnitien
liegen, Monatsber. Akad. Berlin, 1863, pp. 324-336; ou bien CrELLE’S J., 64, pp.
66-76.

(®) Note sur la transformation par rayons vecteurs réciproques et Sur les surfaces
anallagmatiques du quatriéme ordre, Nouv. Ann. Math., (2) 3, 1864 pp. 306-309 et
pp. 536-539.
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formation par rayons vecteurs réciproques), était porté a remarquer
que les anallagmatiques du 4° ordre sont les surfaces de cet ordre
ayant le cercle imaginaire & I’infini pour ligne double et qu’une telle
surface est anallagmatique par rapport & 5 inversions différentes :
il trouva en outre que les centres de ces inversions sont les sommets
des cones de KUMMER, que la surface est ’enveloppe des co? sphéres
orthogonales & 'une des 5 spheres d’inversion et ayant leurs centres
sur une quadrique, que les 5 quadriques que ’on obtient ainsi sont
homofocales et coupent respectivement ces 5 spheres suivant les 5
quartiques focales qu’a une telle surface du 4° ordre; enfin il s’oc-
cupa du systéme de co! anallagmatiques du 4° ordre homofocales, et
il trouva que ces surfaces forment un systéme triple orthogonal.
Peu de jours avant qu’il fit cette derniére découverte, M. DARBOUX
la faisait de son coté (3) et des lors ces espéces de surfaces (aux-
quelles il étendit le nom de cyclides) occuperent avec fruit ce savant
dans une suite de travaux (%) dont il réunit les principaux résultats
dans son ouvrage Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces
algébriques (5). En Angleterre M. CASEY s’occupant aussi plus tard
de ces especes de surfaces publiait en 1871 le long Mémoire On Cy-
clides and Sphero-Quartics (°), qui en contenait aussi presque toutes
les propriétés connues et quelques autres.

En 1868 CLEBSCH, qui, comme l'on sait, occupait alors son
grand talent dans les recherches sur la représentation des surfaces

(®) Dans la séance du ler Aoat 1864 M. SERRET et M. BONNET communi-
quaient 'un apreés Pautre & I’ Académie des sciences ces découvertes de M. DaRr-
BOUX et de M. MOUTARD (Voir le tome 59 des Comptes-rendus, pp. 240-243 et 243-244).
I1 est vrai que les surfaces considérées par M. DARBOUX ont trois plans de sy-
métrie, mais on en obtiendrait les anallagmatiques plus générales de M. MOUTARD
par une inversion. (On remarque aussi dans la Note de M. DARBOUX quelques
inexactitudes sur le nombre des droites et sur les focales de ses surfaces, mais on
ne les trouve plus dans les travaunx postérieurs de ce savant).

(4) Voir surtout les Recherches sur les surfaces orthogonales dans les Annales
de I’Ecole Normale supérieure de 1865 (et années suivantes) et le Mémoire sur les
surfaces cyclides dans le tome de 1872 de ces mémes Annales.

(5) Paris, Gauthier- Villars, 1873, Le contenu du texte de cet ouvrage for-
mait un Mémoire présenté en 1869 & I’Académie des sciences. — Nous pourrions en-
core citer d’autres travaux sur les cyclides, par exemple ceux de M. LAGUERRE
(dans les Nouv. Ann. et le Bulletin de la Société philomatique de Paris); mais
nous devons nous borner & parler des recherches qui ont le plus d’importance
pour la théorie de ces surfaces et surtout pour le but de notre travail. On trou-
vera d’ailleurs une liste assez compldte de ces travaux dans louvrage cité de M.
DarBoux.

(®) Phil. Trans., 161, 1871, pp. 585-781.
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sur un plan, continuait 1’étude, que M. KUMMER avait commencée,
des surfaces du 4° ordre & conique double générales en partant de
la représentation plane d’une telle surface, et il établissait ainsi toute
la géométrie des courbes tracées sur cette surface (7). Il retrouvait
les 16 droites de la surface (qui avaient déja été trouvées quatre
années auparavant par M. DARBOUX), et en étudiait la disposition,
il découvrait les deux séries de coniques dans lesquelles se décom-
pose chacun des systémes qui correspondent aux 5 cones de Kum-
MER, les cubiques et les quartiques gauches de la surface, etc., et
les relations qui lient toutes ces courbes entre elles et avec la co-
nique double. Et ’année suivante M. JORDAN ayant remarqué (8) le
lien qu’il y a entre le groupe des droites de cefte surface et celui
de la surface cubique générale, M. GEISER montrait (°) la raison de
ce lien soit en comparant les représentations planes des deux sur-
faces, soit en montrant comment on peut toujours obtenir 'une de
ces surfaces de l’autre par une inversion (1), résultat auquel était
arrivé en méme temps M. DARBOUX a propos des cyclides du 4° et
du 3° ordre.

Les mémes raisonnements et les mémes calculs que CLEBSCH
avait faits pour la surface générale du 4° ordre A conique double
étaient pas-a-pas appliqués en 1868 et années suivantes par M.
KORNDORFER a la représentation plane de quelques cas particu-
liers de cette surface, soit lorsque la conique double est générale,
soit lorsqu’elle se décompose en deux droites distinctes ou coinci-
dentes (!1). Les propriétés de quelques-unes de ces espéces particu-

(") Ueber die Flichen wvierter Ordnung, welche eine Doppelourve zweiten Grades
besitzen, Crelle’s J., 69, pp. 142-184.

(8) Sur les équations de la géométrie, Comptes rendus, 68, Mars 1869, pp. 656-
659 (voir a la p. 659).

(°) Ueber die Flichen vierten Grades, welche eine Doppelcurve zweiten Grades ha-
ben, Crelle’s J., 70, pp. 249-257.

(1% C’est-a-dire une correspondance entre deux points de l’espace qui soient
alignés avec un point fixe (centre de l'inversion) et conjugués par rapport & une
quadrique fixe (quadrique directrice). C’est dans ce sens général (introduit, comme
VYon sait, dans la science par des travaux de BeELrLAvITIS, HIRST, GEISER) que
nous userons dorénavant le mot inversion.

(1) Voir: Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit einer Doppelcurve
zweiten Grades und einem oder mehreren Knotenpunkten, Math. Ann., I, pp. 592-626,
et II, pp. 41-64. — Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit zwei sich schneiden-
den Doppelgeraden, 111, pp. 496-523. — Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit
einer Doppelcurve zweiten Grades, welche aus zwei sich schneidenden unendlich nahen
Geraden besteht, IV, pp. 117-134.
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lidres de surfaces avaient déja été trouvées auparavant, comme nous
Pavons dit au commencement, par KUMMER, et d’autres espeéces par-
ticulieres étaient rencontrées en méme temps par MM. DARBOUX
et CASEY. Aprés ces travaux nous ne trouvons plus de vraiment
importants que ceux plus récents de M. ZEUTHEN sur les propriétés
et sur la forme de la surface générale du 4° ordre & conique double,
et de MM. CRONE et TOTOSSY sur celle & conique cuspidale (12) (surface
qui avait déja été étudiée par M. CREMONA (!3)); et nous arrivons
ainsi & la dissertation pour le doctorat de notre ami le Dr. GINO
LoRIA, écrite ’année passée (14).

Dans ses travaux sur les cyclides M. DARBOUX avait introduit
une conception trés importante: la considération des points de le-
space comme déterminés par 5 coordonnées homogenes (pentasphéri-
ques) liées par une relation quadratique. Une cyclide était alors dé-
terminée par une nouvelle équation quadratique ajoutée & celle-ci et
M. DARBOUX appliquait trés-heureusement cette représentation des
cyclides & D’étude de leurs propriétés (1°). Peu de temps aprés MM.
LIk (1%) et KLEIN () généralisaient cette conception et y ajoutaient

(%) ZEUTHEN: Om Flader af fjerde Orden med Dobbeltkeglesnit, Kopenhagen,
1879. — CRONE: Om Fladerne af fjerde Orden wmed Tilbagegangskeglesnit og deres Kon-
turer, med saerligt Hensyn til Realitetsegenskaberne, Kopenhagen 1881, — ToTHssY : Ue-
ber die Fliche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt, Math. Ann., XIX, pp. 291-322.
La difficulté de la langue dans laquelle ils sont écrits nous a empéché de prendre
connaissance directe des travaux de MM. ZEUTHEN et CRONE.

(!3) Rappresentazione piana di alcune superficie algebriche dotate di curve cuspi-
dali, Mem. Acc. Bologna, (3) 2, 1872, pp. 117-128.

(44) Ricerche sulla Geomeiria della sfera e loro applicazione allo studio ed alla
classificazione delle superficie di 4° ordine aventi per linea doppia il cerchio immagi-
nario all'infinito. Cette dissertation va paraitre dans les Mémoires de 1’Académie
de Turin de la présente année [(2) 36, 1884].

(*5) Voir, par exemple, les notes X et suivantes de louvrage cité Sur une
classe remarquable ete. — Qu’il nous soit permis d’ajouter que nous avons fait ré-
cemment une nouvelle application de la détermination d’un point par 5 coordon-
nées satisfaisant & une relation quadratique & trouver des liens trés remarquables,
et qui n’avaient pas encore été apercgus, entre les géométries métriques (euclidien-
nes) des complexes linéaires et des spheres: la géométrie métrique des sphdres
n’est & ce point de vue qu’'un cas particulier de la géométrie métrique des com-
plexes linéaires. (Voir notre Note Sulle geometrie metriche dei complessi lineari e delle
sfere e sulle loro mutue analogic dans les Atti Acc. Torino, XIX [v. questo volume,
p. 262]).

(48) V. Ueber Complexe, insbesondere Linien-und Kugel-Complexe, etc., Math. Ann.,
V, pp. 145-256. On trouve, par exemple, dans ce travail, qui est certainement le
premier dans lequel la sphere soit considérée comme 1’élément d’un espace, la
proposition importante (p. 248) que les points-sphdres d’un systdéme homofocal de
complexes quadratiques de spheres forment un systdme homofocal de cyclides.

(*7) V. Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Ann., V, pp. 257-277;
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de nouveaux résultats. Enfin il y a quelques années M. REYE (!8)
avait étudié les complexes quadratiques de sphéres et ensuite les
cyclides comme intersections de tels complexes avec le complexe
quadratique des points-spheres, et avait déduit de cette maniére de
voir (qui, comme nous ’avons dit, se trouvait déja dans les recher-
ches citées) plusieurs des propriétés connues de la cyclide générale.
Or M. Loria reprit dans sa dissertation ces idées mais en les dé-
veloppant plus complétement et les adressant & un but nouveau. En
effet apres avoir exposé plusieurs recherches intéressantes sur la
géométrie des spheres et de leurs complexes et congruences linéai-
res et quadratiques, il passe & ’étude de la cyclide considérée comme
la congruence commune & un faisceau de complexes quadratiques de
spheéres, parmi lesquels il y a le complexe des points-spheéres; et
non seulement il établit par cette méthode une théorie de la cyclide
générale, mais cette méthode méme lui donne une classification com-
plete (dans la géométrie des rayons réciproques) des cyclides au
moyen des diviseurs élémentaires et en appliquant dans chacun des
cas que ceux-ci peuvent présenter le couple d’équations canoniques
données par M. WEIERSTRASS. Il trouve par 1a 18 espeéces différen-
tes de cyclides, parmi lesquelles il y a toutes les espeéces connues
jusqu’a-présent et plusieurs especes nouvelles : M. LORIA donne pour
toutes le nombre et 1’espéce des points singuliers, le nombre et la
disposition des droites, les cones de KUMMER, les spheres directrices,
les courbes focales et les foyers, etc.

Mais dans son travail notre ami n’a appliqué sa méthode qu’aux
cyclides, ou, si Pon veut, aux surfaces du 4° ordre A conique double
non décomposée et il a laissé de coté celles a conique cuspidale et
celles dont la conique double ou cuspidale se décompose. Et peut-
étre sa méthode ne serait pas applicable, selon nous, & ces derniéres
especes de surfaces, car elle repose surtout sur la géométrie des sphe-
res, sur les relations entre des sphéres orthogonales dont une ou
plusieurs se réduisent & des points, etc., de sorte qu’il faudrait voir
comment ces relations se modifient lorsqu’aux spheres on substitue
des quadriques coupant un plan suivant deux droites fixes ou des

et aussi le Mémoire Ueber einen liniengeometrischen Satz, Gottinger Nachrichten,
20 Mirz 1872 (réimprimé dans le tome XXII des Math. Ann., pp. 234-241).

(!8) Voir le dernier paragraphe de Pouvrage Synthetische Geometrie der Kugeln
und linearen Kugelsysteme, Leipzig, Teubney, 1879, et le Mémoire qui en est la suite
Ueber quadratische Kugelcomplexe und confocale Cycliden, Coll. Math. in mem. CHE-
LINI, pp. 241-257.
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cones quadriques se touchant le long d’une génératrice fixe, et nous
ne sommes pas sirs que ces relations ainsi modifiées lui donneraient
encore les propriétés des différentes espeéces de surfaces. En outre
il nous semble qu’il n’y ait pas dans ce travail toute 'unité de mé-
thode désirable, de sorte que certaines questions, comme celles sur
les droites et sur les points singuliers des différentes surfaces, sont
traitées d’une maniére qui a peu de relations avec la pure géométrie
des spheéres. Remarquons enfin que la voie suivie par M. LORIA
s’applique surtout a ’étude de celles parmi les propriétés des cyclides,
qui ne changent pas par une transformation par rayons réciproques,
et qu’ainsi il a dit exclure de sa considération les particularités de
la conique double.

Nous nous sommes proposé dans le Mémoire qui suit de faire
une étude suffisamment compléte des propriétés de toutes les espéces
de surfaces que nous avons nommées par l’application d’une seule
méthode trés féconde, qui sert & résoudre avec la plus grande faci-
lité toutes les questions que l’on peut se poser sur ces surfaces.

Cette méthode consiste dans la considération des surfaces du 4°
ordre a conique double ou cuspidale, générale ou décomposée, comme
des projections centrales sur l’espace ordinaire de l’intersection de
deux variétés quadratiques & 3 dimensions de l’espace linéaire 3 4
dimensions. I’idée d’obtenir la géométrie de ’espace ordinaire comme
une projection (stéréographique) d’une variété quadratique a 3 di-
mensions est due & M. DARBOUX, qui cependant ne put I’exposer
dans ses travaux, car alors on ne parlait presque pas encore de
géométrie projective des espaces a plusieurs dimensions (!9). M. KLEIN
étudia aussi et avec plus de détails cet argument dans son Mémoire
de 1871 déja cité Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie ; et
I’année suivante dans la Note aussi citée Ueber einen liniengeome-
trischen Satz il démontrait un théoréme dont on peut tirer comme
cas particulier la proposition suivante: chaque surface du 4° ordre
a conique double (ou cuspidale) générale ou décomposée en deux droites
peut étre considérée comme une projection centrale de intersection de
deux variétés quadratiques & 3 dimensions de Vespace & 4 dimensions.

(49) Voir, par exemple, I'ouvrage cité, p. 164, ot il dit: « Comme on n’a
pas d’espace & quatre dimensions, les méthodes de projection ne s’étendent pas
4 la géométrie de l’espace ». Maintenant nous faisons usage de l’espace & quatre
dimensions sans nous préoccuper de la question de son existence, que nous re-
gardons comme une question tout-a-fait sécondaire, et personne ne pense gqu’on
vienne ainsi & perdre de la riguneur.
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Cette proposition nous assurait que par notre méthode nous aurions
pu obtenir toutes les espeéces de surfaces du 4° ordre que nous avions
en vue, sans aucune exception ; de sorte qu’il suffisait d’étudier les
propriétés de lintersection F3? de deux variétés quadratiques de
Despace & 4 dimensions dans les différents cas qu’elle peut présenter
et ensuite en déduire les propriétés de sa projection suivant les
différentes positions qu’on peut donner au centre de projection.

De cette maniére on trouve toutes les propriétés connues et
d’autres inconnues jusqu’a-présent de celles parmi nos surfaces que
Pon connaissait déja et de celles qui sont nouvelles, avec la plus
grande simplicité, sans aucun calcul, sans aucun artifice: et cette
méthode nous donne méme, pour ainsi dire, la raison intime de plu-
sieurs propriétés que l’on avait déja trouvées, mais non pas com-
plétement expliquées (*°).

Nous allons citer quelques exemples. M. KORNDORFER dans
ses travaux apres avoir étudié 5 especes de surfaces & conique dou-
ble générale passe & 6 espeéces de surfaces & conique double décom-
posée en deux droites distinctes et, en refaisant pour chacune tous
les calculs, il obtient pour ces derniéres espéces des résultats que le
lecteur peut remarquer correspondre parfaitement & ceux obtenus
pour les 5 premidres espeéces et a ceux de CLEBSCH pour la surface
générale : quelle est la raison de cela? C’est que celles-ci et celles-
13 ne sont que les projections des 6 mémes especes de F3? faites
par des centres de projection différents. De méme les 3 espéces de
surfaces & deux droites doubles coincidentes étudiées par M. KORN-
DORFER sont des projections de 3 de ces mémes F2% et de 1a les

(20) Nous devons aussi rappeler ici comme contenant des applications trés
importantes de la méthode de la projection dans les espaces 4 plusieurs dimen-
sions (et méme le premier dans lequel cette méthode soit développée avec soin
et recoive une large et féconde preuve de sa grande importance) le travail connu
de M. VERONESE : Behandlung der projectivischen Verhdlinisse der Riume von ver-
schiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens und Schneidens, Math. Ann.,
XIX, pp. 161-234. — Nous nous permettrons encore de citer une autre application
que nous avons faite de cette méthode dans une Note Sulle rigate razionali in uno
spazio lineare qualunque (Atti Acc. Torino, XIX [queste Opere, I, p. 1]) : cette applica-
tion consiste dans la démonstration du fait que les représentations planes données par
CLEBSCH (Math. Ann., V, pp. 1-26) des surfaces réglées rationnelles et la classification
qu’il en a déduite de ces surfaces s’obtiennent immédiatement par des projections.
De méme nous verrons que la représentation plane des surfaces du 4e ordre &
conique double étudiée par CLEBSCH (et en conséquence celle des surfaces du 3e
ordre) n’est qu’une projection d’une surface de l'espace & 4 dimensions faite par
une droite sur un plan.
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analogies qu’elles présentent avec des espéces de surfaces précé-
demment étudiées. De la méme maniére on voit le lien étroit qu’il
y a entre les surfaces & une droite double et une droite cuspidale,
a conique cuspidale, et & deux droites cuspidales, et respectivement
les surfaces 2° 3° et 4° de celles a conique double générale (ou bien
3% 4° et 5° de celles & deux droites doubles) des Mémoires de M.
KORNDORFER. — Dans le Mémoire de CLEBSCH on voit que la conique
double de la surface générale semble fonctionner comme appartenant
au systéeme de quartiques gauches de 1° espeéce de la surface: son
image dans la représentation plane de la surface est une cubique
appartenant au systeme des cubiques images de ce systéme de quar-
tiques, etc.; quelle est la raison intime de cela? C’est que cette co-
nique est justement la projection d’une quartique gauche de I’espace
a 4 dimensions. — Enfin, pour donner encore un exemple, en étudiant
les deux séries de coniques de la surface a conique double qui cor-
respondent &4 un méme cdne de KUMMER on trouve qu’il passe entre
elles des relations ayant une étroite analogie avec les relations qui
lient les deux séries de génératrices d’une quadrique (2!): la raison
de ce fait sera aussi parfaitement expliquée dans la suite.

Dans ce travail nous nous sommes donc proposé, comme nous
Pavons déja dit, d’obtenir par la méthode de la projection une théo-
rie suffisamment compléte de toutes les espeéces de surfaces nommées.
Nous retrouverons ainsi par notre méthode (qu’on pourrait appeler
synthétique en ce sens, qu’elle ne fait pas usage d’équations) toutes
les propriétés les plus importantes que I’on connaissait déja sur ces
surfaces en rattachant les résultats projectifs des travaux allemands
a ceux métriques sur la cyclide des géometres frangais et anglais et
de notre ami LoORIA (*%); nous trouverons d’autres propriétés qui sont
nouvelles et nous ajouterons aux especes déja connues de ces sur-
faces un nombre a-peu-prés égal de surfaces nouvelles, de fagon que
notre classification embrassera plus de 70 especes de surfaces. Ainsi
outre les 18 espeéces de surfaces a conique double générale nous
trouverons parmi nos surfaces toutes les cinq especes différentes de
surfaces du 4° ordre et de la 3° classe; nous verrons plusieurs e-

(®') M. LAGUERRE est le premier qui ait remarqué cette analogie (sans en
donner l'explication) dans sa Note Sur les sections circulaires des surfaces anallag-
matiques (Bull. Soc. Philomatique, V, mars 1868, pp. 48-52).

(*?) Les détails historiques dans lesquels nous sommes entrés dans cette in-
troduction nous permettront de ne pas nous arréter & indiquer toujours pour
chacune de ces propriétés & qui elle est due ou bien si elle est nouvelle.
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speces de surfaces & conique cuspidale (dont on peut dire qu’on n’a
étudié jusqu’a-présent que la plus générale), lesquelles ne sont que
des cas particuliers de surfaces & conique double douée de deux
points de contact de deux nappes; nous verrons aussi une série
nombreuse de surfaces 3 deux droites doubles non considérées par
M. KORNDORFER, par exemple toutes celles qui ont dans le point
de rencontre des deux droites doubles un point triple et dont il
semble qu’on ne connaisse qu’un seul cas particulier: la surface de
STEINER. Ni les surfaces & une droite double et une droite cuspi-
dale, ni celles a deux droites cuspidales ne semblent non plus avoir
occupé jusqu’a-présent les géometres et elles se présenteront naturel-
lement dans notre recherche. Pour chacune de ces différentes espéces
de surfaces nous verrons le nombre et la disposition des droites, les
séries de coniques, etc., et nous montrerons comment on en obtient
la représentation plane de l’ordre moindre. Nous indiquerons pour
chaque espéce combien il y a d’inversions qui transforment la sur-
face en elleméme (inversions fondamentales). Comme on connait
aujourd’hui (méme pour la théorie des fonctions) l'importance des
transformations qui changent en soi-méme un étre quelconque (géomé-
trique ou analytique) on ne trouvera pas que nous nous sommes trop
étendus en donnant ces inversions pour chacune des différentes espé-
ces de surfaces: d’ailleurs lorsque la surface a parmi les transforma-
tions qui la changent en elle-méme des homologies, comme il arrive
pour les surfaces & conique cuspidale, nous trouverons (toujours par
notre méthode) ces homologies parmi les inversions fondamentales.
Nous étudiérons aussi avec quelques soins les différentes especes de
points singuliers qui se présentent dans nos surfaces, car notre mé-
thode, nous donnant les sections planes de celles-ci comme projec-
tions de quartiques gauches de 1° espéce, nous montre immédia-
tement quelle singularité présente en un point singulier de la sur-
face une section plane quelconque passant par ce point. De cette
maniére nous pourrons obtenir directement toutes les propriétés
connues (voir, par exemple, le travail de M. ZEUTHEN que nous
citerons bientdét) des points-pinces de la conique double, des points-
clos de la conique (ou d’une droite) cuspidale, d’un point de contact
de deux nappes, etc.

Quant aux cyclides nous donnerons pour les différentes especes
les quartiques focales et les foyers par l’application d’un théoréme
trés général relatif &4 un espace & un nombre quelconque de dimen-
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sions (3), et de la on aura les particularités que présentent les qua-
driques (ou les coniques) déférentes par rapport aux sphéres direc-
trices correspondantes (ou aux cercles directeurs correspondants),
et en conséquence le moyen de construire chaque espéce de cyclides
comme l’enveloppe de oco? ou de co! sphéres. Notre méthode nous
indiquera aussi immédiatement pour chaque espéce de cyclide, et en
général pour chaque espéce de surface (méme 3 conique double ou
cuspidale décomposée), par quelle espdce de quadriques on peut
Pobtenir avec une inversion (lorsqu’une telle transformation est pos-
sible, comme il arrive dans la plupart des cas; et pour toutes les
cyclides, celle générale exceptée), ce qui a déja été fait pour quel-
ques espéces de cyclides par MM. CASEY et DARBOUX, et qui a pour
but de donner une méthode élémentaire (I’inversion) pour déduire
les propriétés des différentes espeéces de nos surfaces de celles des
quadriques.

Apres avoir étudié des propriétés communes & toutes nos sur-
faces nous passerons a leur classification (dont on peut voir un ta-
bleau & la fin du travail) et & leurs propriétés particulieres; mais
dans le dernier paragraphe nous reviendrons a la théorie générale
et nous trouverons une propriété, qui nous semble trés remarquable,
sur une polarité par rapport aux cyclides, propriété qui donne en
méme temps tous les invariants absolus de chaque espéce de cyclides
dans la géométrie des inversions. Nous finirons en montrant (sans
entrer dans beaucoup de détails sur les questions de réalité, qui
nous auraient porté trop loin) comment parmi les 18 espéces de
cyclides il y en a seulement 10 qui sont réelles, et la démons-
tration la plus simple que l’on puisse donner de cette proposi-
tion consiste dans l’application d’un théoréme analytique important
dit &8 M. KLEIN.

(33) Ce théoréme, que Von trouvera au n® 160 de notre Mémoire Sulla geo-
metria della retta e delle sue serie quadratiche (Mem. Ace. Torino, (2) 36 [v. questo volu-
me, p. 25]), a déja 6t6 appliqué par nous dans ce Mémoire 3 montrer comment la classi-
fication des complexes quadratiques puisse se déduire de celle des congruences qua-
dratiques, ou vice-versa. — Quant aux quartiques focales et aux foyers M. LORIA les a
déja trouvés dans son travail pour toutes les cyclides, mais comme la plupart de ses
résultats la-dessus ne sont qu’énoncés, et comme d’ailleurs ce n’était pas seulement
des découvertes nouvelles que nous nous proposions d’exposer, mais aussi une
méthode nouvelle pour étudier nos surfaces, nous avons cru qu’il était bien de
revenir dans notre travail sur cette question.
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La surface quartique & conique double générale ou décomposée
en deux droites. Points-pineces de cette conique.

1. Dans un espace linéaire & 4 dimensions R, deux variétés
quadratiques (*4), c’est-a-dire deux F§, se coupent en une surface du
4¢ ordre F2? par laquelle passe un faisceau de ces variétés. Une
telle surface quartique I" jouit de propriétés trés simples analogues
a celles des courbes quartiques de 1° espéce: mous en énoncerons
ici quelques-unes dont la démonstration est des plus faciles (%5).

Parmi les variétés quadratiques qui passent par I' il y a dans
le cas le plus général 5 cones de 1° espéce, ou variétés composées
de co? droites passant par un point (sommet) et que on peut obtenir
en projetant par ce point des quadriques générales de R;. Mais il
peut arriver que quelques-uns de ces cones coincident, et aussi qu’il
Y ait dans le faisceau un ou deux cénes de 2° espéce, variétés com-
posées de oo! plans passant par une droite (aréte) et que ’on obtient
en projetant par cette droite des coniques de R,; ou enfin que toutes
les variétés du faisceau soient des comes. Nous examinerons sépa-
rément plus tard tous ces cas.

Un point quelconque de R, a pour espaces polaires relative-
ment au faisceau de F3 les espaces d’un faisceau, dont le soutien
est un plan, qu’on peut appeler le plan polaire du point par rapport
& I. Par ce point passe en général une seule variété du faisceau
et Pespace qui lui est tangent en ce point est celui qui le joint &
son plan polaire. Si le point appartient & I’ ce plan devient le plan
tangent & I' dans le méme point, c’est-a-dire I'intersection des espaces
tangents en ce point aux variétés du faisceau, et en conséquence
le lien des droites tangentes en ce point aux courbes tracées sur
I et passant par ce point.

Si le point est le sommet de 1'un des cones de 1° espéce (ou un
point quelconque de l’aréte d’un cone de 2° espéce) du faisceau, ses
espaces polaires par rapport aux variétés de celui-ci coincident ; de

(*4) Par bridveté dans les dénominations des é&tres de 1’espace linéaire & 4
dimensions nous nommerons simplement variété, surface, courbe les espaces respec-
tivement & 3, 2, 1 dimensions contenus dans celui-ci. La variété, surface, courbe
du ler ordre #’appellera respectivement espace (ordinaire), plan, droite.

(®5) On pourra d’ailleurs trouver la théorie de l’intersection de deux .l’f‘f‘_1
du R, dans notre Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualun-
que di dimensioni (Mem. Acc. Torino, (2) 36 [V. questo volume, p. 25]).



350 CORRADO SKGRE

sorte que le point n’a plus seulement un plan, mais un espace po-
laire. Cet espace contient les sommets (et les arétes) des autres
cones du faisceau.

2. Maintenant si par un point quelconque P de R, on projette
la surface quartique I', avec ses plans tangents, sur un espace R,
contenu dans E,, on obtient une nouvelle surface quartique S, avec
ses plans tangents. Soit ¢ la variété quadratique contenant I" et
passant par P. L’espace n tangent en P & ¢ coupera ¢ méme en un
cone quadrique ordinaire (ou & deux dimensions), qui sera coupé en
général par Vune quelconque des variétés quadratiques de notre fai-
sceau (et par toutes les autres) suivant une courbe du 4° ordre
et de 1° espdce (*6) k* appartenant & I" et dont les couples de points
situés sur les génératrices du cdne quadrique seront projetés en les
points d’une conique y* de R, placée dans le plan d’intersection de
R, avec n. Donc la surface S projection de I' dans Ry est une surface
du 4° ordre ayant une conique double y®. Pour chaque point de cette
conique les deux plans tangents & § seront les projections des plans
tangents & I" dans les deux points de k* dont ce point est la projec-
tion : ces deux points de k* représentent le méme point de la conique
double y* respectivement dans ’une et dans I’autre des deux nappes
de § qui y passent.

3. Parmi les génératrices du cone np il y en a quatre en gé-
néral qui touchent la courbe k* située dans ce cone: leurs points
de contact sont les 4 points d’intersection de %* avec le plan polaire
p de P par rapport a I' (plan qui est aussi le plan polaire de P
par rapport a toutes les quadriques d’intersection de = avec le fai-
sceau de variétés quadratiques considéré, c’est-a-dire a toutes les
quadriques de l’espace = qui passent par k%). Donc il y a sur la
conique double de S quatre points dans lesquels les deux mappes se
confondent, c’est-a-dire quatre points-pinces. Pour en trouver les plans
tangents il ne suffit plus de projeter par P les plans tangents
a I' dans ces 4 points de k*: car, puisque ces points se trou-
vent sur le plan polaire p de P par rapport a I', leurs plans
tangents passeront tous les quatre par P et n’auront pour projec-
tions sur Ry que quatre droites passant par les points-pinces et
rencontrant S chacune en 4 points confondus dans le point-pince
correspondant (puisque les 4 points de rencontre de chaque plan

(®®) N’ayant jamais 3 considérer les courbes du 4e ordre de la 2e espdce,
nous indiquerons souvent avec quartique tout-court une quartique de 1e espace.
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tangent & I’ coincident dans le point de contact): ces 4 droites sont
donc (comme nous nous assurerons aussi par d’autres propriétés) les
tangentes singuliéres relatives aux 4 points-pinces (37). Soit A I'un
quelconque des 4 points d’intersection de p avec I'et A’ sa projec-
tion sur Ry, qui sera un point-pince de y*®: chaque espace passant
par le plan a tangent en A & I' est lui-méme tangent en A & I et coupe
cette surface suivant une quartique ayant en 4 un point double dont
les deux tangentes appartiennent & a. Or ce méme espace coupe E,
suivant ’'un queleconque des plans qui passent par la tangente singu-
liere du point-pince A’ : donc lintersection d’un tel plan avec S est la
projection de cette quartique faite par le point P qui est dans le plan
a des deux tangentes en A a la quartique. Un plan qui passe par la
tangente singuliere en un point-pince de la conique double de S coupe
cette surface swivant une courbe (du 4° ordre) ayant en ce point-pince
un point de contact de deux branches avec cette tangente singuliére pour
tangente (8).

(") V. ZEUTHEN, Révision et extension des formules numériques de la théorie des
surfaces réciproques, n® 15, Math. Ann., X, pp. 446-546. — Nous retrouvons ci-dessus
des propriétés des points-pinces qui ont ét6 données pour des surfaces algébriques
quelconques dans ce Mémoire.

(*8) Effectivement la projection plane d’une courbe gauche & point double
par un point du plan des deux tangentes présente en général un point de contact
de deux branches (Selbstberiihrungspunkt) dans la projection de ce point double.
De méme on peut démontrer que tandis que chaque section de S passant par un
point-pince y a en général un jwint de rebroussement de 1© espéce, chaque section faite
par un plan passant par la tangente & la conique double en ce point-pince y a un point
de rebroussement de 2¢ espéce. Car un espace quelconque passant par P4 coupe I’
suivant une quartique tangente en 4 a cette droite et ayant en conséquence pour
projection une quartique & point de rebroussement de 1¢ espdce en 4’; mais si
cet espace passe en outre par le plan tangent & ¢ (ou au cdne sngp) le long de
P4, alors sa quartique d’intersection avec I' non seulement aura P4 pour tan-
gente en 4, mais aura un contact quadriponctuel en 4 avec le plan nommé et
la projection de cette quartique aura donc vraiment en 4’ un point de rebrous-
sement de 2¢ espdce avec la tangente & la conique double pour tangente (singulidre).

Comme nous aurons encore besoin de nous y appuyer, il est bon que
nous rappellions ici les différents cas que peut présenter la projection plane d’une
quartique gauche de 1 espdce, suivant la position du centre de projection P
(que nous supposerons d’ailleurs n’appartenir pas & la courbe, de sorte que la
projection soit aussi du 4e ordre), ne pouvant pas citer un autre lien ol ils soient
tous exposés compldtement. Ces différents cas sont d’ailleurs trds intéressants par
eux-mémes, car ils donnent lieu & presque toutes les formes les plus remaquables
de points singuliers dont le degré de multiplicité ne surpasse pas 3. Il y a, comme
on sait, trois différentes sortes de ces quartiques: celle générale, celle qui a un
point double et celle qui a un point de rebroussement. La projection plane d’une
quartique générale est une courbe du 4e ordre & deux points doubles, qui sont
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Mais si l’espace mené par le plan a est celui tangent en A a
la variété ¢, alors le centre de projection P se trouvera sur l’une
des deux tangentes en A a la quartique d’intersection de cet espace
avec I', et la projection de cette quartique aura en conséquence en

les points de rencontre du plan avec les deux génératrices se croisant en P de
la quadrique qui passe par P et qui appartient au faisceau ayant pour soutien
12 quartique donnée. Mais comme dans chacun des deux systdmes de génératrices
de cette quadrique il y en a 4 qui touchent la quartique, si P se trouve sur
'ane de ces 8 génératrices ou bien sur l'un de leurs 16 points d’intersection,
alors ’un des deux points doubles de la projection ou tous les deux se changeront
en des points stationnaires (points de rebroussement de 1° espdce). Si la quadrique
du faisceau passant par P devient un céne alors, comme les deux génératrices
passant par P coincident, les deux points doubles de la courbe projection coinci-
dent en un point de contact de deux branches; mais si en outre P se trouve
sur 'une des 4 génératrices du cbéne tangentes & la quartique, alors (comme nous
avons déja vu) la projection de celle-ci aura un point de rebroussement de 2e espace.

La projection d’une quartique & point double, lorsque la quadrique du fai-
sceau passant par P est générale, a trois points doubles, dont Pun D est la pro-
jection du point double M de la quartique. Des deux autres l’un ou tous les
deux deviennent stationnaires si P vient & étre sur une ou sur deux génératrices
tangentes & la quartique. Si P vient & &tre sur Yune des deux génératrices de la
quadrique qui passent par M, c’est-d-dire s’il vient & &tre sur le plan tangent en
M a celle-ci (plan des deux tangentes en M & la quartique), alors la projection
D de M devient un point de contact de deux branches, et il y aura encore un
autre point double, qui pourra aussi devenir stationnaire. Comme dans le faisceau
de quadriques déterminé par la quartique il y a dans ce cas un cdne ayant le
sommet en M et deux autres cones, il faudra encore considérer séparément le
cas ol P se trouve sur le premier coéne et celui ol il se trouve sur 'un des deux
autres. Dans le premier cas la projection de la quartique a en D un point triple
dans lequel se croisent en général trois branches distinctes (les projections des
deux branches de la quartique qui passent par M et de la branche qui rencontre
en un point différent de M la droite PM); mais si le centre de projection P se
trouve sur Pune de ces deux génératrices du céme qui sont les tangentes & la
quartiqne en M, alors deux des branches passant par le point triple D se con-
fondent en une seule et ce point triple vient se composer d’un point stationnaire
ayant une certaine tangente et par lequel passe une autre branche ayant en ce
point une autre tangente. Dans le second cas la projection de la quartique a en
D un point double ordinaire et ailleurs un point de contact de deux branches,
qui se change en un point de rebroussement de 2¢ espdce lorsque P vient sur I'une
des deux génératrices tangentes 24 la quartique, qu’il y a dans ce cas sur le c6ne
quadrique passant par P; mais si le centre de projection P se trouve sur la
génératrice de ce cone qui passe par M, alors évidemment dans le point D de
1a projection se confondront un point de contact de deux branches et un point
double ordinaire, ¢’est-a-dire on aura un point d’osculation de deux branches (point
dans lequel se confondent trois points doubles dont les droites qui les joignent
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A’ un point triple par lequel passent une branche ayant en ce point
un point de rebroussement de 1° espéce dont la tangente est l’inter-
section de R; avec le plan tangent le long de la génératrice PA au
cone d’intersection de 1’espace avee ¢ (plan qui sera donc tangent
le long de PA a ¢ et en conséquence aussi au cdne np, de sorte
qu’il coupera R, suivant la tangente en A’ & 92) et une autre branche
dont la tangente en A’ est lintersection de R; avec le plan a des
tangentes en A’ a la quartique considérée, c’est-a-dire est la tangente
singuliére en A’. Donc: Parmi les plans qui passent par la tangente
singuliére en un point-pince celut qui contient ausst la tangente en ce
point & la conique double coupe la surface S suivant une courbe ayant
en ce point-pince un point triple, ow il y a un point de rebroussement
dont la tangente est cette tangente a la conique double et par lequel
passe une autre branche ayant pour tangemte la tangente singuliére du
point-pince. — Ce plan, qui est évidemment le lieu des droites ren-
contrant dans le point-pince trois fois la surface 8, s’appelle, pour
le distinguer des autres plans passant par la tangente singulieére et
qui peuvent tous étre considérés comme des plans tangents dans le
point-pince, le plan tangent singulier de ce point.

tendent vers une méme limite).

Si Ia quartique gauche a un point stationnaire M et le centre de projection
P est un point quelconque d’une quadrique générale du faisceaum, la projection
aura aussi un point stationnaire dans la projection D de M et aura en outre
deux points doubles dont 'un on tous les deux deviendront aussi des points de
rebroussement de 1¢ espeéce si P se trouve sur nne ou deux génératrices tangentes
& la quartique. Mais si P se trouve sur l'une des deux génératrices qui passent
par M, alors dans le point stationnaire D viendra coincider ’'un des deux points
doubles, c’est-d-dire D deviendra un point de rebroussement de 2e espece pour
1a courbe projection et celle-ci aura encore un point double (ou stationnaire). Si
la quadrique du faisceau qui passe par P est le cOne qui a le sommet en M, alors
la projection de la quartique aura en D un point triple provenant d’un point
stationnaire par lequel passe une autre branche de la courbe; mais si P est ju-
stement sur celle des génératrices de ce cone qui est tangente en M A la quar-
tique, alors cette branche vient se confondre avec celle qui contient le point
stationnaire et on a un point triple dont les trois tangentes coincident (et dont
Papparence est presque, comme Pon sait, celle d’un point ordinaire). Si enfin P
se trouve sur Pautre coéne du faisceau, alors la projection aura en D un point
stationnaire, et ailleurs un point de contact de deux branches, qui viendra coin-
cider avec D si P se porte sur la génératrice passant par M: dans ce dernier
cas le point D deviendra pour la courbe un point de rebroussement de 3e espéce,
c’est-3-dire un point singulier provenant de la coincidence d’un peoint de rebrous-
sement de 2e espdce avec un point double. )

23
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Nous voyons done que les 4 plans tangents singuliers qui ap-
partiennent aux 4 points-pinces de y® sont les intersections de R,
avec les espaces tangents a ¢ dans les 4 points d’intersection de p
avec I. Or ces espaces se coupent suivant une droite passant par
P (la droite polaire du plan p par rapport & ¢) puisque ces points
sont dans un plan p appartenant & z: donc les 4 plans tangents
singuliers se coupent dans le point d’intersection de cette droite
avec Ry. Les plans tangents singuliers des 4 points-pinces de la conique
double de S passent par un méme point.

4. Si la variété quadratique ¢ du faisceau, qui passe par le
centre de projection P, est un cone de 1° espece, alors il se présente
quelques particularités dans ce que nous avons dit. L’espace = qui
Iui est tangent en P coupera ce cone ¢ en deux plans se coupant
suivant la droite joignant P au sommet de ce cone, et la quartique
k* d’intersection de cet espace m avec I' se décomposera en deux
coniques kf, k; de ces plans, lesquelles auront deux points communs
et seront projetées par P sur R, suivant deux droites d,, d, se cou-
pant en un point, et dans lesquelles se décompose en ce cas la co-
nique y*: comme chaque point de 1'une de ces droites est la projec-
tion de deux points de la conique correspondante, la surface S aura
d,,d, pour droites doubles, c’est-a-dire la conique double de S se
décomposera en deux droites. Par le point P passent deux tangentes
a chacune des coniques % , ks : donc sur chaque droite double de notre
surface il y a deux points-pinces. Ces points auront encore des tan-
gentes singuliéres, que ’on trouvera de la maniere vue, et les plans
passant par ces tangentes jouiront encore des mémes propriétés que
dans le cas général; le plan tangent singulier qui correspond a l'un
de ces points-pinces sera le plan qui joint sa tangente smguhére a
la droite double sur laquelle il se trouve.

Le point de rencontre des plans tangents singuliers des 4 points-
pinces se réduit dans ce cas au point de rencontre des deux droites
doubles, comme le montre d’ailleurs la construction que nous en
avons donnée. La méme méthode, dont nous nous sommes servis
pour reconnaitre la nature des sections de 8 faites par des plans qui
passent par un point-pince, montre que la section faite par un plan
qui passe par le point de rencontre des deux droites doubles (projection
d’une quartique gauche par un point P d’un ebéne quadrique — ap-
partenant & ¢ — qui la contient) a dans ce point un contact de
deux branches avec une droite du faisceau déterminé par d, , d, pour
tangente commune. D’ailleurs cela résulte aussi du fait que pour
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une telle section coincident les deux points doubles qu’une section
plane quelconque a sur d, et d, .

Nous verrons plus tard comment les deux droites doubles d,,d,
viennent coincider lorsque la variété ¢ devient un cone de 2° espeéce.

Séries de coniques de la surface; cones de Kummer.

5. Chacun des cones quadriques passant par I’ contient oo!
plans générateurs, et 8’il est de 1° espece ces plans forment deux
séries : deux plans d’une méme série ne se coupent que dans le
sommet, tandis que deux plans de différentes séries se coupent sui-
vant une droite génératrice du cone (car on obtient tous ces plans
générateurs en projetant les deux séries de génératrices d’une qua-
drique par un point extérieur & ’espace qui contient celle-ci). Or
chaque plan générateur d’un tel cone est coupé par une autre va-
riété quelconque de notre faisceau (et en conséquence par toutes
ces variétés) suivant une conique appartenant & I'. Vice-versa chaque
conique de I" est sur un plan générateur d’un céone du faisceau puisque
la variété du faisceau, qui passe par un point quelconque de ce plan
placé hors de la conique, devra contenir tout ce plan et en conséquence
se réduire & un cone. Donc la surface I" contient co! coniques, qui for-
ment autant de systémes qu’il y a de cones dans le faisceau, et chaque
systéme se compose, 8’il correspond & un cone de 1° espece, de deux
séries différentes. Comme deux plans générateurs de deux cones dif-
férents du faisceau se coupent en général en un point qui appartien-
dra & T, nous voyons que deux coniques de I' appartenant & des
systemes différents se coupent en un seul point. Au contraire il
suit de ce que nous avens dit que deux coniques appartenant au
méme systéme correspondant & un coéne de 1° espeéce se coupent en
deux points si elles sont de deux séries différentes, tandis qu’elles
ne se coupent pas (ou se coupent seulement dans le sommet du c¢one
correspondant, si ce sommet appartient a I") lorsqu’elles sont de la
méme série. — Dans le cas le plus général il y aura donc sur I’
(v. n® 1) 5 systémes de coniques décomposés chacun en deux séries,
et correspondants aux 5 cones de 1° espéce du faisceau (dont aucun
n’a alors le sommet sur I7).

En projetant par un point quelconque P sur R,, les plans des
coniques de I se projettent au moyen d’espaces passant par P et
respectivement par les différents sommets des cones du faisceau. Un
tel espace passant par P et par un plan générateur de 'un de ces
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cones contiendra aussi un plan générateur de différente série, sur
lequel il y aura une autre conique de I': cet espace sera tangent au
cone le long de la droite d’intersection de ces deux plans générateurs
(droite sur laquelle se coupent en deux points les deux coniques de
I" appartenant & ces plans), et cette droite se trouvera en conséquence
dans Pintersection de ce cone avec 1’espace polaire de P par rapport
a lui, intersection qui se compose d’un céne quadrique ordinaire,
dont les plans tangents appartiennent aux espaces tangents considé-
rés menés par P au conme & 3 dimensions. Mais si P appartient ju-
stement a celui-ci (n° 4), ce cdne quadrique ordinaire se réduit au
couple de plans générateurs qui passent par P et qui coupent R,,
comme nous avons vu, suivant les deux droites doubles d, , d, de 8.
Les espaces tangents menés par P au cone F coupent donc dans
ce cas K, suivant les deux faisceaux des plans passant par d,,d,;
et des deux coniques de I, que chacun d’eux contient, 1’une est fixe
(k3 ou kj) et se projette suivant d, ou d,, et seulement l'autre varie.
Done, en supposant successivement que le centre de projection
P ait une position tout-a-fait générale par rapport & I'et qu’il soit
pris sur lPun des coénes du faisceau, nous avons les propositions
suivantes.

La surface générale du 4° ordre o conique double contient 5 couples
de séries de co! comiques. Les plans des coniques des deux séries dun
méme couple enveloppent un céne quadrique, dont chaque plan tangent
coupe la surface suivant deux coniques appartenant respectivement aux
deux séries du couple et se coupant (outre que dans deux points de la
conique double) en dewxr points situés sur la génératrice de contact de
ce plan avec le cOne. Les génératrices de ces 5 cones et leurs plans
tangents sont donc doublement tangents & la surface ; nous appellerons
ces cones les comes de KUMMER de la surface. — Deux coniques de
celle-ci ne se coupent pas si elles appartiennent & une méme série, se
coupent en deux points st elles appartiennent aux deuxr séries d’un
méme couple et se coupent en un seul point si elles appartiennent &
des séries de différents couples.

Les mémes choses valent parfaitement si la conique double de la
surface se décompose en deux droites ; seulement alors au liew de 5 il
n’y aura que 4 cénes de KUMMER proprement dits, le cinquiéme se
réduisant au couple des deux droites doubles considérées comme enveloppes
de plans, car outre les 4 couples de séries de coniques qui correspon-
dent aux 4 cones de KUMMER proprement dits il y a sur la surface
deux autres séries de coniques situées dans les plans passant par les
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deux droites doubles. Ces 5 couples de séries de coniques présentent les
mémes relations que dans le cas précédent (*9).

6. Nous pouvons établir facilement une proposition remarquable
qui lie les sommets des cones de KUMMER avec les points pinces de
la conique double. Considérons le lieu des droites polaires du plan p
(polaire de P relativement & I') par rapport aux variétés quadrati-
ques de notre faisceau. Puisque par rapport a une quelconque de
ces variétés le point P a un espace polaire passant par p, les droites
polaires de p passeront toutes par P et formeront en conséquence
un cone. Un espace quelconque mené par p coupe le faisceau de F§
suivant un faisceau ordinaire de quadriques et les péles de p par
rapport a celles-ci forment, comme ’on sait, une cubique gauche dont
les cordes sont les droites polaires des points de p par rapport & ce
faisceau. Donc nous concluons que le lieu des droites polaires du
plan p par rapport au faisceau de F3 est un cone cubique ayant P
pour sommet (3°) et qui est coupé suivant deux génératrices par
chacun des plans polaires par rapport & I" des points de p, parmi
lesquels il y a les 4 plans tangents & I" dans les points d’intersec-
tion de p avec I' (ou avec k%). En outre comme les droites polaires
de p par rapport aux cOnes de notre faisceau passent par leurs
sommets, ce cone cubique passera aussi par ceux-ci. Et les 3 points
d’intersection de ce cone avee p seront des points de contact de ce
plan p avec des variétés du faisceaun, c’est-a-dire ils seront les trois
points diagonaux du quadrangle déterminé dans le plan p par les 4
points d’intersection avec I. En coupant donc le cone cubique consi-
déré aver R, nous avons pour la surface S le théoréme suivant:

Les sommets des cones de KUMMER, les points diagonaux du qua-
drangle des points-pinces de la conique double, et le point d’intersection
des plans tangents singuliers de ces points-pinces sont sur une méme

(®%) Dans ce cas, od la variété @ qui passe par P est un cdne, les coniques
de I' placées dans les plans générateurs de ¢ de méme systdme que le plan con-
tenant kg coupent k% en deux points en ligne droite avec le sommet de ¢ : comme

par ce sommnet passent deux seules tangentes & kf on a que parmt les plans qui
passent par une droite double de notre surface il y en a deux pour lesquels la conique
d’intersection avec la surface est tangente a cefte droite double.

(3%) A la méme conclusion on parviendrait en remarquant que le coéne dont
il gagit est le cone qui projette par le point P la courbe lieu des poles de I'e-
space m par rapport aux variétés du faisceau et cette courbe est, comme on voit
facilement, une courbe du 4e ordre passant par P (et normale pour R,).
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cubique gauche. Cette cubique a pour 4 cordes les tangentes singuliéres
de ces points (31).

Si la surface 8 est générale et sa conique double ne se décom-
pose pas, on a ainsi 9 points et 4 cordes d’une cubique; si la co-
nique double se décompose, I’'un des sommets des cones de KUMMER,
Pun des points diagonaux du quadrangle des points-pinces et le point
d’intersection des plans tangents singuliers de ces points se confon-
dent en le point d’intersection des deux droites doubles, de sorte
qu’on a seulement plus 7 points et 4 cordes d’une cubique. — Nous
verrons plus tard deux propriétés communes respectivement aux dif-
férents points et aux différentes cordes de cette cubique.

Droites et cubiques de la surface.

7. Cherchons a présent les droites de I'. Soit » une droite de
I': comme elle appartiendra aussi & un cone quelconque f de notre
faisceau de Fg sans passer par son sommet (il peut arriver qu’elle
passe par le sommet seulement dans des cas particuliers que nous
considérerons plus tard), le plan qui la joint & ce sommet appartien-
dra lui-méme au céne f; et puisque ce plan coupe I" suivant la
droite r il la coupera encore suivant une autre droite »’ et sera en
conséquence tangent dans le point d’intersection de ces deux droites
a toutes les Fj du faisceau. L’espace polaire du sommet de f par
rapport a tout ce faisceau coupe donc f suivant une quadrique telle
que la génératrice qui passe par le point rr’ et qui est lintersec-
tion du plan rr’ avec cet espace sera tangente aux quadriques d’in-
tersection du méme espace avec les F§ du faisceau, c’est-a-dire tan-
gente a la quartique (commune & toutes ces quadriques) d’intersec-
tion de cet espace polaire et de I. Vice-versa si en un point de
cette quartique la tangente & celle-ci est une génératrice de la pre-
miére quadrique, le plan générateur de f qui la contient sera tan-
gent aux autres F§ du faisceau dans ce point et coupera en consé-
quence I' suivant deux droites r, »’ se croisant en ce point. Or on
sait que dans une quadrique il y a en général pour chaque série

(3!) La premidre partie de cette proposition est due, pour le cas le plus
général, & CLEBSCH (Mém.cité, p. 165), tandis que la seconde parait nouvelle. No-
tre démonstration montre aussi comment on devra modifier Yénoncé dans des cas
plus particuliers, pour quelques-uns desquels M. KORNDORFER a étendu le théo-
réme de CLEBSCH par des calculs identiques & ceux de ce savant,
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de génératrices 4 génératrices tangentes & une quartique (de 1° espece)
tracée sur cette quadrique. Nous concluons donc:

Dans le cas le plus général la surface I" contient 16 droites
telles que chacune est coupée par d’autres 5 d’entre elles. Par rap-
port & l’'un quelconque des 5 cones du faisceau de F'? ces 16 droi-
tes se divisent en 8 couples, chaque couple se composant de deux
droites appartenant & un plan générateur de ce cone, quatre couples
a4 4 plans générateurs d’une série et les autres quatre a 4 plans
générateurs de l’autre série. — En projetant par un point quelcon-
que nous avons pour la surface §:

Une surface du 4° ordre générale, a conique double générale ou
décomposée en deux droites, contient 16 droites (simples) dont chacune
est coupée par d’autres 5, et qui forment 5.8 couples de droites se
coupant, de maniére que chaque cone de KUMMER a 8 plans tangents
contenant chacun Uun de ces couples : 4 des couples ainsi obtenus for-
ment des coniques de Vume série et les auires 4 des coniques de la
série conjuguée dans le couple de séries de coniques de la surface qui
correspondent au céne de KXUMMER. De la on tire toutes les relations
qui lient les 40 couples de droites entre eux et avec les 10 séries de
contques. Ainsi des deux quatraines de ces couples de droites qui cor-
respondent & un méme coéme de KUMMER deuxr couples d’une méme
quatraine nw’ont pas de points communs, tandis que deux couples de
différentes quatraines se coupent en deux points. Htc. etc. (*2).

Si la conique double est décomposée en deux droites on a comme
cas particulier que par chacune de ces droites passent 4 plans conte-
nant 4 couples de droites (simples) de la surface, de sorte que S de
ces droites remcontrent ume droite double et les autres 8 remcontrent
Pautre.

Nous ne nous arréterons pas sur les autres manieres de grouper
entre elles les 16 droites, car celle que nous avons vue est la plus
importante.

8. Proposons-nous maintenant de trouver les cubiques de I'. On
sait qu’une cubique est toujours contenue dans un espace (au moins).
Or un espace qui contienne une cubique de I' devra encore couper
I’ suivant une droite et vice-versa chaque espace qui passe par une
droite de I" coupe encore cette surface suivant une cubique, appuyée
en deux points & cette droite (car la cubique et la droite doivent

(3%) V. CLeBscH, loe. cit,, p. 145.
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former une quartique de 1° espece). Comme par une droite il passe
oo? espaces, il y aura donc sur I" 16 systémes de oo? cubiques, dont
chaque systéme correspondra & l'une des 16 droites de la surface.
L’espace qui contient une de ces cubiques, et en conséquence la
droite correspondante, est coupé par une autre droite de la surface
en un point qui appartient & la cubique 8’il n’appartient pas a la
premiere droite. Donc en projetant sur E; par un point quelconque
P et en remarquant que dans chaque systéme de oco? cubiques de
I'il y en a oco! placées dans des espaces qui passent par P:

Dans une surface générale du 4° ordre @ conique double, générale
ou décomposée en deux droites, il y a 16 systémes de oo? cubiques
gauches qui correspondent aur 16 droites de la surface : dans le systéme
qui correspond & Pune de ces droites il y a co' cubiques planes situées
dans des plans passant par cette droite. Les co® cubiques gauches de
ce systéme coupent en deux points cette droite correspondante, en aucun
point les 5 droites de la surface qui s’appuient sur celle-ci et en un
point les autres 10 droites de la surface.

Deux cubiques quelconques de méme systéme se coupent en un seul
point, de sorte que par deux points de la surface passe une cubique
bien déterminée de chaque systéme. Deux cubiques de systémes différents
ont trois ou deux points communs suwivant que les deux droites corre-
spondantes & ces systémes se coupent ou non (33). — En effet considérons
dans R, P’espace qui contient une cubique de I" et en conséquence
aussi une droite r: on voit tout-de-suite que cet espace (et par con-
séquent cette cubique) sera déterminé si on V’assujettit & passer, outre
que par r, par deux points quelconques donnés de I'. En outre une
autre cubique du méme systéme coupera cet espace en 3 points dont
deux seront sur r et un, en conséquence, sur la premiere cubique.
Au contraire si ’on considére avec celle-ci une cubique d’un autre
systéme correspondant & une droite coupant ou ne coupant pas r,
alors comme cette nouvelle cubique ne coupera pas ou bien coupera
en un point r, elle coupera encore l’espace contenant la premiére
cubique, c¢’est-a-dire celle-ci méme en 3 ou respectivement en 2 points.
Cela prouve justement (en projetant sur E;) notre dernier énoncé.

Remarquons que le fait que les co? cubiques d’un systéme sur
I', ou bien sur 'une quelconque de ses projections dans Ry, jouissent
de la propriété que deux d’entre elles se coupent en un point et
qu’il y en a une déterminée qui passe par deux points donnés de

(33) V. CLEBsCH, loc. cit., p. 155.
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la surface nous prouve que toute la géométrie plane projective vaut
pour cette surface, pourvu qu’aux droites du plan on substitue ce
systéme de cubiques sur la surface. Ainsi on pourra établir un sy-
stéeme de coordonnées (projectives en un sens nouveau) de points sur
la surface et on peut obtenir de cette maniére tres simplement une
représentation de la surface sur un plan, & laquelle nous parvien-
drons plus tard avec autant de simplicité par une projection.

Quartiques de la surface et quadriques
doublement tangentes.

9. Chacun des oc? espaces contenus dans R, coupe [’ suivant
une quartique de 1° espece. Deux de ces quartiques se coupent en
4 points, placés dans le plan d’intersection des deux espaces qui
les contiennent, et par lesquels passent co! autres quartiques (ap-
partenant au faisceau des espaces qui passent par ce plan). Mais
par 4 points quelconques de I il ne passe en général qu’un espace
déterminé et en conséquence aussi une seule quartique. — Les
espaces de R, coupent la variété quadratique ¢ du faisceau qui passe
par P dans des quadriques, qui sont projetées par P sur R,
suivant des quadriques passant par la conique double de 8. Donc:

Sur chaque surface du 4° ordre a conique double, générale ou
décomposée, S il y a oco* quartiques de 1° espéce, qui sont U intersec-
tion de S avec les co* quadriques passant par la conique double. Par
4 points quelconques de S il passe une quartique bien déterminée, mais
deux quartiques quelconques se coupent em 4 points (placés dans un
plan) par lesquels il en passe encore ool, et dont trois déterminent
parfaitement le quatriéme.

Un espace quelconque coupe la quartique (générale ou décom-
posée en deux coniques) k¢, dont la projection est la conique double
de 8, en 4 points situés dans le plan d’intersection de cet espace
avec lespace n qui contient k*: les 4 autres points de k* placés
avec ceux-ly respectivement en ligne droite avec P seront aussi sur
un plan (car ils correspondent & ceux-la dans une homologie har-
monique de l’espace n, ayant P pour centre et p pour plan d’ho-
mologie), et il passera en conséquence par les uns et par les autres
deux faisceaux d’espaces, c’est-d-dire deux systémes de oo! quar-
tiques. Donc:

Chacune des oco* quartiques de 1° espéce de S coupe la conique
double en 4 points dont 3 suffisent pour déterminer le quatriéme ;
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et par 4 tels points sur les mémes nappes de la surface passent ool
de ces quartiques, tandis que par les 4 mémes points, mais sur
les autres mnappes passant par eux, passe un autre systéme de ool
quartiques (34).

10. Parmi les espaces de K, ceux qui touchent I’un quelconque
des cones quadriques passant par I' coupent ce cone en deux plans
et I' en deux coniques de ces plans, dans lesquelles se décompose
la quartique de I’ située dans un tel espace: les deux points com-
muns & ces deux coniques sont des points de contact d’un tel
espace avec I et ils sont sur une méme génératrice du cone con-
sidéré et en conséquence sur une méme droite avec le sommet de
ce cone. En projetant par un point quelconque sur E,:

A chaque come de KUMMER de la surface correspond, parmi les
oot quadriques passant par la conique double, un systéme de co? qua-
driques doublement tangentes a S: Pune quelconque de ces quadriques
touche S en deux points alignés avec le sommet du céme de KUMMER
correspondant et coupe en conséquence S en deux coniques se coupant
en ces points et appartenant respectivement aux deux séries de coni-
ques de la surface qui correspondent a ce céne. Réciproquement, si
Pon prend dans les deux séries de coniques de S quti correspondent a
un méme cone de KUMMER deux coniques quelconques, elles appar-
tiendront a une quadrique passant par la conique double de S (et
doublement tangente a S) (3%).

11. Nous avons considéré au n°® précédent un cas dans lequel
une des oo? quartiques de I’ acquiert deux points doubles et nous
avions déja examiné au n’ 8 lautre cas dans lequel cela arrive.
Considérons maintenant les quartiques qui ont un seul point double.
En un point quelconque M de I' il y a, comme nous avons déja
dit, un plan tangent m, qui est 1’intersection du faisceau des espa-
ces tangents en M aux variétés du faisceau des Fg passant par I.
Un tel espace coupe la variété correspondante en un céne quadrique

ordinaire ayant M pour sommet et les autres variétés en un faisceau

(3%) V. CLEBsCH, loc. oit., p. 162.

(3%) Il est bien entendn que ces propriétés, comme presque toutes celles
que nous trouvons (tant que nous n’avertissons pas du ocontraire), ont lieu,
comme le montre leur démonstration, non seulement pour la surface S la plus
générale, mais aussi pour tous les cas partioculiers, soit que sa conique double
soit générale, soit qu’elle se décompose.
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de quadriques ayant m pour plan tangent en M ; donc il coupe I’
en une quartique ayant en M un point double dont les tangentes
sont les droites d’intersection de m avec la variété quadratique
considérée. En faisant varier celle-ci et en conséquence son espace
tangent en M on voit que le faisceau des espaces passant par m
coupe I" suivant oco! quartiques ayant en M un point double et que
les couples des tangentes en ce point a ces courbes sont les couples
de droites d’une involution, dans lesquels le plan m coupe le fai-
soeau de F3. Dans cette involution il y a deux droites doubles qui cor-
respondent & deux variétés tangentes a m le long de ces deux droites.
En remarquant encore que dans le faisceau d’espaces passant par
m il y en a qui passent par les sommets des cones du faisceau de
Fg, il y en a un qui touche en M la variété ¢ passant par le
centre de projection P et il y en a un enfin qui passe par P, et
en se rappelant en outre que le faisceau des espaces tangents aux
F3 en un point quelconque de I' correspond projectivement aun fai-
sceau de ces variétés nous concluons que:

Un point quelconque M de la surface S est double pour oot
quartiques de 1° espéce de la surface, qui sont U’ intersection de celle-ci
avec un faisceaw de quadriques passant par la conique double et tan-
gentes en M & S: les couples de tangentes en M & ces quartiques
forment dans le plan tangent en M & S une involution dont les deux
droites doubles sont les tanmgentes aux dewx quartiques qui ont en M
un point de rebroussement. A cette involution appartiennent les couples
de tangentes aux couples de coniques de la surface (des différents
couples de séries) qui passent par M, en outre le couple des droites
qui s’appuient sur la conique double, et le couple des tangentes &
Vintersection de la surface avec son plan tangent en M (c’est-a-dire
des tangentes principales relatives & ce point). — Tous ces couples
de Vinvolution, excepté le dernier, forment un groupe de couples qui
reste projectif & soi-méme lorsqw’on fait varier le point M sur S. En
d’autres termes si en un point quelconque M de S on méne les dif-
férentes qimdriques passant par la conique double et tangentes en ce
point et en un autre & S, elles formeront avec le cone qui a M pour
sommet et qui passe par la conique double un groupe de quadriques
d’un faisceau et les rapports anharmoniques de ce groupe sont les
mémes, quel que soit le point M de la surface (%9).

(%) La premiare partie de ce théordme est due & CLEBscH (loo. ¢it., p. 161);
1a seconde n’est qu’une modification d’un théordme de M. DARBOUX sur les nor-
males aux cyclides (V. le M¢émoire sur les surfaces cyclides, Ann. école norm.



364 CORRADO SKGRK

Ce théoreme a lieu quelle que soit la surface S. Si elle est
tout-a-fait générale et si sa conique double ne se décompose pas,
on a ainsi des groupes de 6 éléments qui restent projectifs entre
eux, c’est-a-dire ’on a ainsi 3 rapports anharmoniques indépendants
qui seront des invariants absolus de la surface. Si la conique dou-
ble se décompose en deux droites, au lieu de 5 il y aura seulement
plus 4 quadriques (proprement dites) doublement tangentes 2 la
surface ; c’est-a-dire dans 1’involution des tangentes aux dix coni-
ques de § qui passent par un point quelconque de cette surface
le couple des tangentes aux deux coniques placées dans des plans
passant par les droites doubles de la surface est aussi le couple,
que nous considérions aussi, des deux droites qui s’appuient sur la
conique double: au lieu de 6 éléments d’un groupe on en a seule-
ment plus 5 et on a de cette maniére seulement 2 invariants ab-
solus de la surface.

12. Les quadriques doublement tangentes nous donnent une
maniére de construire la surface § au moyen de faisceaux projectifs
de quadriques. En effet dans R, I’un quelconque des cones du fai-
sceau de Fg est le lieu des plans d’intersection des espaces correspon-
dants de deux faisceaux projectifs dont les soutiens sont deux plans
générateurs de l’autre systéme du cdne. Or ces espaces coupent ¢
suivant des quadriques qui seront projetées sur R; suivant des
quadriques doublement tangentes a S et passant par sa conique
double. On trouve ainsi le théoréme suivant :

Si dans la surface a conique double S quelconque on prend deux
coniques appartenant a la méme série, on peut considérer S comme le
liew des coniques d’intersection des surfaces correspondantes de deux
Sfaisceaux projectifs de quadriques passant par la conique double
et ayant pour soutiens (outre celle-ci) respectivement ces deux coniques.

sup., (2) 1, p. 277; ou bien Vounvrage cité, p. 281). — Nous pouvons retrouver
ioi par nos méthodes un auntre résultat dd & CLEBSCH. Proposons-nous de cher-
cher le lien @’un point de S, ou bien de I, pour lequel les deux droites donbles
de Yinvolution oconsidérée, c’est-d-dire les denx tangentes en ce point A des
quartiques y ayant un point de rebroussement, coincident. La droite dans la-
quelle ces deux droites doubles coincident devra appartenir & chaque couple de
Pinvolution, et comme ces couples se composent des droites d’intersection du
plan tangent & I" dans le point considéré avec les Fg du faisceaun, cette droite

devra appartenir & ces F§ et en conséquence aussi & I. Donc senlement pour
les points situés sur les droites de I" ou de § il arrive que les deux tangentes
cuspidales considérées coincident.
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Les oo! coniques qu’on obtient ainsi forment la série conjuguée &
celle qui contient celles-ci, et les quadriques des deux faisceaux ap-
partiennent au systéme correspondant de quadriques doublement tan-
gentes a S et passant par la conique double (37).

On voit bien quelles légéres modifications il faut faire & cet
énoncé dans les cas particuliers ou 8§ est la projection d’une surface
I' contenue dans un cdne quadrique de 2° espéce, cas sur lesquels
nous reviendrons d’ailleurs plus tard. Il s’ensuit que toutes les
surfaces appartenant & la catégorie qui nous occupe peuvent étre
construites au moyen de deux faisceaux projectifs de quadriques.
Et vice-versa deux faisceaux projectifs de quadriques ayant une
conique commune donnent toujours lieu par les intersections des
quadriques correspondantes & 'une de nos surfaces.

Quadriques inscrites dans la surface.
Inversions fondamentales.

13. Le centre de projection P a par rapport aux variétés du
faisceau de F§ des espaces polaires qui forment un faisceau dont
le soutien est le plan p. Soit f l'une quelconque de ces variétés:
I’espace polaire de P par rapport a elle la coupe suivant une qua-
drique qui coupe I’ suivant la quartique d’intersection de cet
espace avec I. Dans un point quelconque de cette quartique le
plan tangent 4 la quadrique appartient a DIespace tangent dans le
méme point & f, espace qui passe par P et dans lequel est aussi
le plan tangent dans ce point & I': donc ces deux plans sont pro-
jetés par P sur R, suivant un méme plan. C’est-d-dire la projection
de cette quadrique est une quadrique touchant la surface & conique
double S le long d’une quartique. Cette quadrique et cette quartique
passent par les 4 points-pinces de la conique double, puisque dans

(37) La possibilité de construire une surface du 4e ordre 2 conique double
au moyen de deux faisceaux projectifs de quadriques semble avoir été remar-
quée pour la premiere fois par M. H. DURRANDE (Sur les surfaces du quatriéme
ordre, Comptes-rendus, 70, 1870, pp. 920—922). Voir aussi le n® 23 da Mémoire
de M. SturMm: Ucber Flichen mit einer endlichen Zahl von Geraden, Math. Ann.,
IV, pp. 249-283. — Mais il est étrange que 'on n’ait pas encore pensé & déduire
de cette construction par les méthodes de la géométrie de position une théerie
synthétique complate de cette -espdce de surfaces: il nous semble qu'une telle
étude n’aunrait pas manqué d’intérét.
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R, Vespace polaire de P par rapport & f passe par le plan p dont
les 4 points d’intersection avec I" ont pour projections ces points-
pinces. — Remarquons aussi que cet espace polaire coupe ¢ en une
quadrique qui est projetée sur R; suivant une quadrique passant
par la quartique considérée et contenant la conique double. Le péle
du plan de celle-ci par rapport & cette quadrique est la projection
du pdle de p par rapport 4 la premiére quadrique, c’est-d-dire 1’in-
tersection de R; avec la droite polaire du plan p par rapport a ¢,
car cette droite passe par P et contient ce pdle. Or cette droite ne
varie pas si f varie dans le faisceau de F> et elle coupe E; dans
le point de rencontre des plans singuliers des 4 points-pinces de S
(voir & la fin du n° 3). Donc:

A la surface S sont inscrites ool quadriques, qui la touchent le
long de ool quartiques passant par les 4 points-pinces de la conique
double, et dont il passe une seule par chaque point de la surface.
Ces quartiques appartiennent & ool quadriques passant par la conique
double et par rapport auxquelles le plan de celle-ci a pour péle le
point de rencontre des plans tangents singuliers dans les 4 points-
pinces de la conique double (38).

Cette proposition reste quelle que soit ’espéce de la surface S:
cependant si la conique double se décompose en deux droites la
derniére remarque devient inutile, car il est bien évident que par
rapport aux quadriques passant par ces deux droites le plan de
celles-ci a pour pdle leur point d’intersection.

Si pour la variété f on prend successivement les différents
conmes du faisceau de F; on trouve de nouveau, comme quadriques
inscrites dans S, les différents cones de KUMMER, dont nous
voyons ainsi qu’ils passent par les 4 points-pinces de la conique

(38) Aussi pour cette proposition (dans le cas odr la surface S est générale)
la premidre partie est due & CrLesscH (loc. cit, p. 163) et la deuxidme a M.
DarBOUX (ouvr. cité, p. 110). On peunt encore établir une autre propriété des
quadriques inscrites dans § due & ce dernier savant. Considérons une quadrique
inscrite dans une quelconque de ces oco! quadriques (celle qui correspond 2 la
variété f dans R,): elle sera projetée par P am moyen d’un cbne guadrique (i
3 dimensions) qui touchera f tout le long d’une conique (dont la projection est
la conique de contact des deux quadriques de K;), dont le plan sera en oconsé-
quence le plan double d’an couple d’espaces passant par lintersection de ce
obne avec f; donc cette intersection se décomposera en deux quadriques cou-
pant I' suivant deux quartiques. En projetant de nouveau sur E; nous avons
que: chaque quadrique inscrite dans lune quelconque des quadriques inscrites dans la
surface S coupe cette surface suivant dewx quartiques.
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double et que les points de contact avec la surface S forment sur
chacun d’eux une quartique appartenant au systéme considéré.

On peut se demander avec CLEBSOH quel est le lieu des points
dans lesquels deux coniques de la surface appartenant aux deux
géries d’un méme couple se touchent: cela équivaut & se demander
quel est le lieu des points de contact de S avec les tangentes sim-
ples qu’on peut lui mener par le sommet d’un cone de KUMMER.
Or dans R, parmi les génératrices de 'un des cones du faisceau de
F3 celles qui touchent I" la touchent dans les points dans lesquels
elle est coupée par l’espace polaire du sommet du cone relativement
a tout le faisceau, c¢’est-a-dire dans les points d’une quartique. On voit
donc que dans la surface S le liew cherché est aussi une quartique.

14. Considérons encore l’espace polaire du sommet d’un cone
du faisceau des F3: cet espace coupe ¢ suivant une quadrique qui
est projetée par P sur R, suivant une quadrique passant par la
conique double de § et ayant pour pdle du plan de cette conique
la projection du sommet considéré ; cette quadrique coupe S suivant
la quartique jadis considérée et a une autre propriété importante
par rapport & 8. Un plan quelconque mené par P et par le som-
met du cone coupe ¢ suivant une conique sur laquelle les deux
points d’intersection avec ’espace polaire de ce sommet sont conju-
gués harmoniquement par rapport aux deux couples des points
d’intersection avec les deux génératrices du cone contenues dans
ce plan. Comme cette conique est projetée sur R, suivant une droite
passant par le sommet du cone de KUMMER correspondant au cone
F? considéré nous avons que :

A chaque céne de KUMMER de S correspond une inversion, dans
laquelle cette surface S se transforme en soi-méme : cette inversion a
pour quadrique directrice une quadrique passant par la conique double
et ayant pour péle du plan de celle-ci le sommet du cone de KUMMER
correspondant et a pour centre &’ inversion ce sommet méme. Sur
chaque droite passant par ce sommet les 4 points d’intersection avec
la surface S forment deux couples de points d’une involution dont les
points doubles sont les points @ intersection avec cette quadrique (39).

(39) Si le centre de projection P de I' se trouve sur l’espace polaire da
sommet d’un c6ne du faisceau, la projection de la quadrique d’intersection de
cet espace avec ¢ se réduit 2 un plan et la surface S a I'inversion fondamentale
correspondante réduite & nne homologie harmonique ayant ce plan et son pdle
par rapport & la conique double pour plan et poar centre de 1’homologie (ce
point du plan de la conigue double est le sommet d’un obne de KUMMER).
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Nous appellerons inversions fondamentales pour la surface S les
inversions qui la transforment en elle-méme. Pour la surface géné-
rale, soit que sa conique double soit générale, soit qu’elle se dé-
compose en deux droites, il y a donc 5 inversions fondamentales.
Mais dans ce dernier cas le raisonnement méme que nous avons
tenu nous prouve qu’on a les particularités suivantes :

8i la conique double de S se décompose en deux droites, alors 4
des inversions fondamentales ont pour quadriques directrices des cones
contenant ces droites (et ayant en conséquence pour sommet lewr point
d’intersection) et pour centres d’inversion les sommets des 4 cénes de
KUMMER proprement dits (ces cemtres ayant emcore pour plan polaire
relativement awx cénes directeurs correspondants le plan de la conique
double) ; tandis que la cinquiéme inversion fondamentale a pour qua-
drique directrice une quadrique générale passant par les droites doubles
et pour centre d’inversion le point d’intersection de celles-ci (c’est-a-
dire un point de la quadrique directrice).

Représentation de la surface sur un plan ().

15. Pour avoir une représentation plane univoque de la surface
8 il suffit évidemment de faire la représentation sur un plan de la
surface I dont elle est la projection. La méthode que mnous expo-
serons & présent est générale et sert pour tous les cas: ici nous
considérerons avant tout le cas dans lequel I' soit tout-a-fait géné-
rale, de sorte que par sa projection § sur R elle nous donne les
surfaces les plus générales du 4° ordre & conique double générale
ou décomposée en deux droites. _

Cette méthode consiste & projeter I' par 'une quelconque de
ses droites sur un plan R, Soit d cette droite: chaque plan pas-
sant par d coupe deux Fg quelconques de notre faisceau en deux
droites (outre d) qui se coupent en un point de I'; c’est-a-dire

(49) Tous les résultats que nous tronverons dans ce paragraphe s’accordent
parfaitement avec ceux de CLEBSCH : mais nous les obtenons d’une manidre 6évi-
demment plus générale (& notre point de vue) et plus simple. Que ’on remar-
que, par exemple, aves quelle facilité on a la représentation de la conique
double et les propriétés de ocette représentation sans faire auncun usage de
fonctions elliptiques (ce qui se rattache d’ailleurs & la méthode connue pour
étudier les cubiques planes, qui consiste & les considérer comme proiections de
quartiques gauches de 1 espece).
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chaque plan par d coupe encore I’ en un point, et il coupe d’ailleurs
aussi B, en un point. En faisant correspondre entre eux ces deux
points nous aurons la représentation plane univoque de I" et de la
surface 8. Les 5 droites de I' qui coupent d seront projetées par
autant de plans en 5 points fondamentauxr de R,; les autres 10
droites seront projetées par d suivant des droites au moyen d’espa-
ces dont chacun, contenant deux droites de I' qui ne se coupent
pas, contiendra encore 2 autres droites de I’ coupant celles-ci: done
les projections des 10 droites considérées de I' sont les droites qui
joignent deux-a-deux les 5 points fondamentaux de RE,. Quant a la
droite d méme sa projection sur R,, ou, pour mieux dire, la pro-
jection de l’ensemble de ses points infiniment voisins sur I, sera
une courbe passant par les 5 points fondamentaux et dont ’ordre
est le nombre des points de I' infiniment voisins & d situés dans
un espace passant par d: or comme un tel espace coupe I' suivant
une quartique de 1° espece décomposée en cette droite et en une
cubique qui la coupe en deux points, il y a dans cette intersection
deux de ces points infiniment voisins & d. Donc PVimage de d
dans R, est la conique qui passe par les 5 points fondamentaux.
De méme pour la surface S une droite aura dans le plan R, pour
image cette conique, les 5 droites qui la coupent auront pour images
les b points fondamentaux, et les autres 10 droites auront pouwr images
les droites qut joignent ces points fondamentaux deux-a-deux.

16. Nous avons déja remarqué que les espaces passant par d
coupent I" suivant les co® cubiques d’un systéme. Donc dans notre
représentation aux droites du plan correspondent dans la surface S
(ou I') les oo? cubiques d’um systéme.

Un espace quelconque coupe I’ dans une quartique qui ren-
contre en un point d et chacune des 5 droites appuyées sur d;
donc aux oo quartiques de 1° espéce de la surface S correspondent
sur le plan les oot cubiques passant par les 5 points fondamentauzx.
Cela s’accorde avec le fait que Dl’espace contenant une quartique
quelconque de I (et cette quartique méme en conséquence) coupe
chaque cubique en 3 points.

Parmi les espaces de R, ceux qui passent par le point P cou-
pent I' suivant les quartiques qui correspondent aux sections planes
de 8§, et ce systéme de oo? quartiques sur I" est tel que par 3 points
quelconques de I' il en passe une bien déterminée; donc parmi les
oco* cubiques de R, passant par les b points fondamentaux il y en a
une série lindaire de oo® qui sont les images des sections planes de S.

24
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Les coniques de I' sont projetées par d sur R, suivant des co-
niques si elles ne coupent pas d, suivant des droites si elles cou-
pent d. Or pour l'un quelconque des cones du faisceau de Fid
forme avec l’'une des 5 droites qui la coupent une conique apparte-
nant & un plan générateur du cone: les coniques appartenant aux
autres plans générateurs de la méme série ne coupent pas ces deux
droites, tandis que celles-ci sont coupées par les coniques apparte-
nant aux plans générateurs de l’autre série. En remarquant en outre
que ces coniques-ci ne coupent pas les 4 autres droites appuyées
sur d, tandis que celles-la les coupent nous concluons que: & cha-
que couple de séries de comiques de la surface S correspondent dans
R, respectivement les coniques passant par 4 des 5 points fondamen-
taux et les droites passant par le cinquiéme.

Ajoutons que si la conique double de 8 se décompose en deux
droites les coniques dans lesquelles S est coupée par les plans qui
passent par 'une ou lautre de ces droites forment ’un des 5 couples
de séries de coniques, de sorte qu’aux coniques placées dans les plans
qui passent par une droite double correspondent les droites qui
passent par un certain parmi les 5 points fondamentaux et aux co-
niques des plans qui passent par Pautre droite double correspondent
dans R, les coniques qui passent par les 4 autres points fonda-
mentaux.

Nous avons vu que les cubiques de I appartenant au systéme
qui correspond & d ont pour images les droites de R,. Les cubi-
ques du systéme, qui correspond & l'une des 5 droites coupant d,
ne coupent en aucun point d et coupent en un point les autres 4
de ces 5 droites (n® 8), et sont en conséquence projetées sur R, par
d suivant des cubiques ayant un point double dans un des 5 points
fondamentaux et passant par les 4 autres. Enfin les cubiques du
systeme qui correspond & l'une quelconque des autres 10 droites de
I' ne coupent pas les deux droites appuyées sur celle-ci et sur d,
mais coupent d et les autres 3 droites appuyées sur d: donc elles
sont projetées sur R, suivant des coniques passant par 3 points
fondamentaux. On a donc ainsi les images de toutes les cubiques
appartenant a I, c’est-a-dire de toutes les cubiques appartenant &
la surface 8.

17. Mais passons a étudier ’image de la conique double de 8.
Supposons avant tout que cette conique ne se décompose pas.
Alors la conique double est, comme nous avons vu, la projection
faite par le point P de la quartique %k* d’intersection de I' avec
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Pespace = tangent en P & la variété quadratique . Donc¢ en se
rappelant ce que nous avons trouvé pour images des quartiques de
I" appartenant & des espaces passant par P dans le plan R, : limage
de la conique double de S est une cubique passant par les 5 points
Jondamentaux et appartenant & la série linéaire des oo cubiques
images des sections planes de S. — Les couples de points de k* qui
correspondent aux points de la conique double (sur deux nappes)
sont en ligne droite avec P: si donc P’ est le point d’intersection
de R, avec le plan dP, point qui sera l'image de Pautre point d’in-
tersection avec k* de la droite qui joint P au point dz, nous aurons
que: sur la cubique de R, qui est image de la conique double de S
deux points, qui soient les images d’um méme point de cette conique
double dans les deux nappes qui y passent, sont en ligne droite avec
un point fixe P’ de la cubique, point qui est Vimage du point d’inter-
section de la droite correspondant a d avec la conique double mais
considéré dans la nappe de S qui me passe pas par cette droite.

Deux couples de points de k* alignés avec P sont dans un plan
passant par P et par lequel passe un faisceau d’espaces coupant [’
suivant un systéme de quartiques projetées par P suivant des quar-
tiques planes de S et par d suivant des cubiques de R,. Donc:
deux couples de points de la cubique image de la conique double ali-
gnés avec P’ forment avec les 5 points fondamentaux un systéme de
9 points d’intersection d’un faisceau de cubiques appartenant aw systéme
linéaire des oo® cubiques images des sections planes de S.

Aux 4 points d’intersection de k* avec p correspondent les 4
points-pinces de la conique double; donc: les 4 tangentes menées
par le point P’ a la cubique image de la conique double la touchent
dans les 4 points images des points-pinces de la conique double.
Ete. ete.

Supposons maintenant que la conique double se décompose en
deux droites d,, d,, de maniére que, comme nous avons vu, l'un
des cinq points fondamentaux, 1, soit le centre d’un faisceau de
droites images des coniques de la surface § situées dans les plans
qui passent par Vune d, des droites doubles, tandis que les coniques
passant par les quatre autres points fondamentaux 2, 3, 4, 5 seront
les images des coniques de 8 situées dans les plans par d,. Nous
avons vu que d,, d, sont les projections par P des deux coniques
K}, k) dans lesquelles se décompose dans ce cas la quartique %%,
Or la droite d de I' coupe dans nos hypothéses kZ et ne coupe pas
k. Donc la projection de k; sur R, est une certaine droite 7, pas-
sant par le point 1 et la projection de k: est une conique ¢, par 2,
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3, 4, 5. Les couples de points de %5 ou de k? alignés avec P ont pour
projections sur R, des couples de points de r, et de ¢, formant
deux involutions dont la derniére a le pole sur r,, puisque ces in-
volutions ont commun un couple qui correspond aux deux points
(alignés avec P) d’intersection de %: et ki. Donc: Pimage de la droite
double d, de S est une certaine droite r, passant par le point fondamental
1 et celle de la droite double d, est une conique ¢, passant par les
quatre autres points fondamentaux : & chaque point de d, ou de d,
correspondent deux points conjugués dans une involution sur c¢, ow
sur Ty et ces deux imvolutions contiennent le couple des points d’in-
tersection de ¢, et r,, couple qui correspond au point d’intersection
des deux droites doubles d, et dy; les points doubles de ces deux
involutions sur c, et sur r, correspondent aux points-pinces de d,

et de d,.

18. En supposant que le plan R, soit dans 1’espace R; on voit
en projetant la construction, par laquelle nous obtenions la repré-
sentation plane de I' et en conséquence de 8, par le point P sur
E; qu’on peut obtenir cette représentation plane de S sans sortir
du RB; qui la contient en faisant correspondre un point de cette sur-
face § et un point du plan représentatif R, lorsque la droite qui
les joint coupe la conique double et une droite fixe (la projection
de d) de la surface; ou, dans le cas ou cette conique se décompose
en deux droites, lorsque la droite qui joint ces deux points coupe
I’'une des deux droites doubles et une droite fixe de la surface qui
ne s’appuie pas sur cette droite double (#!). Cependant il y a des
cas particuliers de nos surfaces dans lesquels cette méthode n’est
plus applicable (par exemple pour la représentation de la surface de
STEINER), tandis que notre méthode s’applique toujours.

Cyclides et leurs séries homofocales. Spheres directrices et
quadriques déférentes (**).

19. Supposons que la variété ¢ qui passe par le centre de pro-
jection P ne soit pas un cdne, c’est-a-dire que la conique double de
la surface S ne se décompose pas en deux droites. Alors dans I’espa-

(#Y) V. CLEBsCH, Ueber die dbbildung algebraischer Flichen, Math. Ann., I,
p. 256.

(42) Presque tous les résultats que Pon trouveras dans ce paragraphe
étaient déja contenus dans les travaux cités, et réunis surtont dans louvra-
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ce R; nous prendrons cette conique pour absolu euclidien, et nous
appellerons cyclide cette surface 8, sphére chaque quadrique passant
par cette conique, plan a Vinfini le plan de celle-ci, etc. etc. Nous
pourrons alors énoncer plus simplement plusieurs des résultats ob-
tenus. Ainsi la cyclide 8 contiendra en général 5 couples de séries
conjuguées de cercles, et 4 chaque couple correspondra un systéme
de co? spheéres doublement tangentes a la surface et coupant celle-ci
suivant deux cercles. Il y aura oo! quadriques inscrites dans &,
parmi lesquelles les 5 cones de KUMMER, et toutes ces surfaces
seront homocycliques, car elles couperont I’absolu dans ses 4 points-
pinces relatifs a S: les quartiques de contact de ces co! quadriques
avec S appartiendront respectivement a oo! spheres ayant pour cen-
tre commun le point de rencontre des plans tangents singuliers de
ces points-pinces. I1 y aura en général 5 inversions ordinaires par
rapport auxquelles la cyclide correspond a soi-méme et les centres
(des spheres directrices) de ces inversions seront les sommets des 5
cones de KumMMER. Ete. ete.

Les sphéres de R, pourront étre considérées comme les projec-
tions faites par P des sections de ¢ déterminées par les espaces de
R,. Le centre d’une sphére est la projection du pdle de Despace
correspondant par rapport & @. Deux spheres sont orthogonales,
c’est-a-dire conjuguées harmoniquement relativement aux deux sphe-
res nulles (cones) de leur faisceau, lorsque les deux espaces cor-
respondants seront conjugués par rapport a ¢, c’est-a-dire lorsque
un de ces espaces contiendra le pole de 'autre.

Or les sommets des cones quadriques passant par I sont con-
jugués deux-a-deux par rapport a ¢, de sorte que l’espace polaire de
chacun d’eux passe par tous les autres; d’ailleurs cet espace coupe
¢ en une quadrique dont la projection est (n°® 14) une sphére direc-
trice de la cyclide S (c’est-a-dire d’une inversion fondamentale pour
8). Donc: Les sphéres directrices de S sont deux-a-deux orthogonales
entre elles.

De plus les sphéres doublement tangentes d’un systéme étant
la projection des intersections de ¢ avec les espaces passant par le
sommet de 'un de ces cones et tangents a ce cOne, espaces qui se-
ront en conséquence conjugués a lespace polaire de ce sommet par

ge de M. DARBOUX et dans le Mémoire de M. CasgY. Mais on verra encore ioi
1a bonté de notre méthode, qui nous fera retrouver en peu de pages presque
toute la théorie exposée dans ces travaunX.
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rapport & @, nous avons que: les oo® sphéres doublement tangentes &
la cyclide appartenant & un méme systéme sont orthogonales & la sphére
directrice correspondante.

Le lieu des péles de ces espaces tangents au cOne par rapport
a @ est une quadrique (la quadrique polaire du céne par rapport 3
@), dont la projection est le lieu des centres des sphéres considé-
rées. Donc: Le liew des centres des sphéres doublement tangentes & la
cyclide appartenant & un méme systéeme est une quadrique. On a ainsi
pour la cyclide générale 5 quadriques qu’on appelle déférentes; en
d’autres termes: La cyclide générale peut étre considérée de 5 ma-
niéres diverses comme Uenveloppe des oo sphéres orthogonales & une
sphére fixe (directrice) et ayant les centres sur wume quadrique fize
(déférente).

20. Passons maintenant aux cyclides homofocales. Si Von prend
les variétés polaires des Fg d’un faisceau contenant ¢ par rapport
A @ méme on aura un systéme de oco! F2 ayant pour espaces tangents
communs une série d’espaces doublement infinie et de la 4° classe,
que nous indiquerons par 4 et qui se compose des espaces tan-
gents & ¢ dans les points de la base du faisceau. Toutes les pro-
priétés de ce systéme de F3 s’obtiennent de celles connues du fai-
sceau. Ainsi le lieu des pdles d’un espace quelconque par rapport 3
ce systeme de variétés est une droite. Il y a en général dans le
systéme une seule variété qui touche un espace donné, mais 4 qui
passent par un point donné. Il y a dans le cas le plus général 5
variétés du systéme se réduisant comme lieux de points & 5 espa-
ces doubles et comme enveloppes d’espaces tangents a 5 quadriques
situées dans ces espaces (corrélatif aux 5 cones de 1° espece d’un
faisceau général); cependant il peut arriver que quelques-unes de ces
variétés coincident, ou bien qu’il y ait aussi une ou deux coniques
dans le systéme {corrélatif aux cones de 2° espéce qui peuvent se
présenter dans un faisceau). Etc.

Les variétés du systéme coupent ¢ en oo! surfaces F§'2, parmi
lesquelles est la base 'du faisceau de F: dont ce systéme est le sy-
stéme polaire (3). Ces surfaces sont projetées par P sur R, suivant

(#3) Voir & ce propos le dernier paragraphe de notre Mémoire cité an nf 1,
ol nous avons étudié un systdme analogue de ool F?*_z_z sur une Fi__l du B,. La
démonstration directe du fait qu’un tel systéme peut étre obtenu de oo! manidres
différentes comme P’intersection de cette Fi_l aveo le systéme des F?:—-I polaires
par tapport & elle de ocelles d’un faisceau ayant pour base 1’une quelcon-
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un systéme de cyclides dont nous allons étudier les propriétés.
Chacun des oo® espaces de A touche les variétés du systéme (parmi
lesquelles il y a @) dans les points d’une droite et les co® droites
que Pon a ainsi forment une wvariété développable (circonscrite au
systéme des variétés quadratiques) que nous indiquerons aussi par
4. On reconnait immédiatement (par exemple au moyen du principe
de correspondance sur une droite quelconque de R,) que cette va-
riété est dans le cas le plus général de Vordre 12 et on voit en
outre qu’elle touche chacune des variétés quadratiques du systeme,
par exemple ¢, suivant la F3? Q’intersection avec la variété infini-
.ment voisine dans le systéme, et la coupe en outre suivant une sur-
face qui dans le cas le plus général est de l'ordre 2.12 — 2.4 =16
et qui se compose évidemment de oco! droites. Considérons I’une
quelconque de ces droites: elle est le lieu des points de contact des
variétés du systéme avec un certain espace; done la surface d’in-
tersection de ¢ avec la variété qui a un point quelconque de cette
droite pour point de contact a pour plan tangent en ce point le plan
d’intersection de ’espace tangent en ce point & ¢ avec l’espace con-
sidéré (tangent dans le méme point & cette variété), espace qui est
tangent & ¢, comme nous Pavons dit, en un autre point de cette
droite : ce plan est donc le plan tangent a ¢ tout le long de cette
droite. Donc pour chacune des oo! droites d’intersection de la va-
riété A avec ¢ il y a un méme plan tangent aux surfaces d’inter-
section de @ avec les variétés du systeme dans les points de contact
de ces surfaces avec cette droite. Mais les plans qui touchent ¢ le
long d’une droite sont projetés par P sur R; suivant des plans
tangents a labsolu, car un tel plan coupe l’espace n suivant une
droite tangente an coéne np dans le point dans lequel la droite de
contact coupe n. Donc nous concluons que le systéme des cyclides
qui sont les projections des intersections de ¢ avec le systéme con-
sidéré de variétés quadratiques est un systéme de surfaces homofo-
cales, c’est-a-dire inscrites dans une méme développable avec 1’ab-
solu: chaque plan de cette développable touche I’absolu et le syste-
me des cyclides dans les points d’une droite. Dans le cas le plus
général Pordre de la surface lieu de ces droites (projection de la
série de oco! droites d’intersection de ¢ avec la variété A), c’est-a-
dire Vordre de la développable focale, est 16.

que de ces Fﬁ_z_)l a ét6 donnée plus tard pour l'espace ordinaire dans notre Note
Su una trasformazione irrazionale dello spazio, eco. (Giornale di matem., XXI [Vedi
questo vol., p. 234]) par une méthode qui s’étend immédiatement au cas de =
gqueleonque,
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Dans R, la surface réglée d’intersection de ¢ avec la variété 4
touche 'une quelconque des variétés quadratiques du systéme dans
les points qu’elle a communs avec la variété du systéme qui lui est
infiniment voisine et avec ¢, points qui forment une courbe de
Pordre 8, et ne peut encore couper la variété méme que dans des
droites, dont le nombre sera en général 2.16 — 2.8 = 16. Donc la
développable focale circonscrite & un systéme de cyclides homofocales
coupe chacune de celles-ct dans ses 16 droites, c’est-a-dire elle est le

liew des droites contenues dans ces cyclides.

21. La variété développable A circonscrite au systéme des
F} a les quadriques appartenant & ce systéme pour quadriques dou-
bles, c’est-a-dire par chaque point d’une telle quadrique passent deux
génératrices de cette variété ; car par le plan tangent en ce point &
la quadrique passent deux espaces tangents & une autre variété du
systéme et en conséquence & toutes. Si par exception il y a parmi
les F3 du systdme une qui se réduise comme enveloppe d’espaces 2
une conique, alors celle-ci est aussi double pour 4, mais dans cet
autre sens que par chacun de ses points passent oco! génératrices
de 4, lesquelles forment un céne quadrique ordinaire (comme on
voit de la méme maniére). Chaque quadrique double coupe la va-
riété @ suivant une quartique dont la projection sur R, sera une
quartique située sur une sphere directrice et double pour la déve-
loppable focale du systéme de cyclides, c’est-d-dire une courbe dans
chaque point de laquelle se croisent deux génératrices de cette dé-
veloppable : nous Pappellerons quartique focale des différentes cycli-
des. 8’1 y a aussi dans la variété développable une conique double,
elle coupera ¢ suivant 4 points (dont quelques-uns peuvent coinci-
der et) dont les projections sur R; seront 4 points d’un cercle
(directeur) tels que par chacun d’eux passent co! génératrices de la
développable focale formant le cone quadrique qui par ce point
projette D’absolu, c’est-ad-dire la développable se décomposera en 4
cénes quadriques et en une autre développable; nous appellerons
ces 4 points foyers des différentes cyclides (‘%) — Dans le cas le

(4) Foyer sera donc pour nous un point tel que la sphdre nulle dont il est
le centre soit tangente a la surface le long d’une courbe ; tandis que M. DARBOUX
et d’autres savants appellent foyer le centre d’une sphdre nulle ayant seulement
deux points de contact avec la surface, c’est-d-dire un point quelconque des
courbes focales de la surface.
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plus général une cyclide (et toutes celles du systéme homofocal
qui la contient) a 5 quartiques focales et n’a pas de foyers: cepen-
dant il y a, comme nous verrons, des cyclides particuliéres pour
lesquelles ces quartiques focales coincident ou pour lesquelles il y
a un ou deux quaternes de foyers,

Les quadriques appartenant a notre systéme de F2 (doubles
pour A4) sont les surfaces polaires des cdnes quadriques passant par
’'une (quelconque) de nos F 3> et ont en conséquence pour projections
les quadriques déférentes de la cyclide projection de celle-ci (n® 19).
Donc en se rappelant en outre ce que nous avons vu jadis et au
commencement du n® 20 on a que:

Toutes les cyclides d’un systéme homofocal ont les mémes spheéres
directrices, formant elles-mémes (comptées deux fois) des cyclides du
systéme : chaque quartique focale est Uintersection de Pune de ces
sphéres avec les quadriques déférentes correspondantes pour les cycli-
des du systéme, de sorte que toutes ces quadriques déférentes forment
un faisceau.

22. Les quadriques polaires des cdnes quadriques passant par
I’ appartiennent, comme nous avons vu, & un systéme de variétés
quadratiques inscrites dans la méme variété développable 4 avec g,
c’est-d-dire dans la variété enveloppée par les espaces tangents 4 ¢
dans les points de I': par le point P passe une série de la 4° classe
de oo! de ces espaces et les espaces qui la composent sont tangents
a toutes les variétés de ce systeme et en conséquence aussi aux
quadriques, touchent ¢ dans les points d’intersection de I' avec
Pespace = et ils touchent en conséquence la quartique k. Or comme
les projections de ces quadriques polaires faites par P sont les qua-
driques déférentes de la cyclide projection de I’ nous aurons que:
les quadriques déférentes d’ume méme cyclide sont homofocales, étant
ingcrites dans une méme développable avec Vabsolu, c’est-a-dire dans
la développable des plans tangents a la cyclide dans les points de
Pabsolu (45).

On peut aussi établir une autre propriété des quadriques dé-
férentes. Dans R, sur lespace polaire du sommet de ’un des cones
passant par I" sont les sommets des autres 4 cones, lesquels sont

(45) En conséguence les coniques focales communes aux quadriques déféren-
tes sont des conrbes focales singulidres on doubles pour la oyclide. (V. Casgky, loc.
oit.,, p. 635; et DARBOUX, loo. cit.,, p. 152).
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conjugués deux-a-deux par rapport & toutes les variétés du faisceau,
et en conséquence aussi par rapport & ¢, c’est-d-dire & l'intersection
de ¢ avec cet espace, et par rapport au premier cdne et & sa qua-
drique polaire relativement & ¢. Donc en projetant sur Ry: Les
centres de 4 quelconques des sphéres directrices d’ume cyclide générale
forment un tétraédre conjugué par rapport & la cinquiéme sphére di-
rectrice et a sa quadrique déférente. — On voit bien quelles modifi-
cations on devra apporter & ce théoréme lorsque la cyclide n’est
plus générale, de sorte qu’il n’y a plus 5 spheres directrices (et
quadriques déférentes) distinctes. Ce méme théoréme résulterait
d’ailleurs aussi du fait que ces 4 centres de spheres directrices sont
les sommets des cones quadriques passant par la quartique inter-
section de la cinquiéme sphére et de sa quadrique déférente,
puisqu’une inversion déterminée par 1'une des 4 premidres sphéres
doit changer en elle-méme cette quartique focale (48).

(46) Pour montrer encore par un exemple comment notre méthode nous
permet de résoudre toutes les questious que 1’on peut poser sur les oyoclides pro-
posons-nous de déterminer le lieu des centres des sphares qui coupent la eyclide
projection de la surface I' de @, non pas en une quartique quelconque (outre
I’absolu) mais en une conique sphérique. I’espace 7 coupant ¢ dans une quadri-
que dont la projection soit nne telle sphére devra étre tel que la projection du
sommet de 'un des cOnes quadriques ordinaires qui passent par la quartique
I'z, o’est-A-dire de Vun 7' des (4) points de contact de z avec une variété du
faisceau (I'), soit le centre de cette sphére, o’est-d-dire coincide avec la projection
du pdle T/ de z par rapport & @ : en d’autres termes il faut que les trois points
PTT’ soient en ligne droite. Done les espaces polaires de ces 3 points par rapport
3 @ appartiendront & un faiscean, o’est-d-dire P’espace polaire de T' par rapport
& @ passe par le plan zmz. Or 'espace polaire (tangent) de T par rapport & une
autre variété du faisceau (I') est par hypothdse 7, donc = est aussi V’espace po-
laire de T par rapport A une variété de ce faisceau, de sorte que 7' est un point
de la courbe guartique normale gui est le lieu des podles de ’espace = par rap-
port & toutes les variétés du faiscean et dont la projection sur Ry est une cubi-
que gauche dont nous avons déjd vu plusieurs propriétés (v. n® 6). Donc en se
rappelant aussi ces propriétés nous voyons que: le liew des centres des sphéres
coupant la cyclide suivant des coniques sphériques est ume cubique gauche qui passe
par les centres des sphéres directrices, par le centre et par les points & Vinfini des axes
des quadriques déférentes, ete. (V. DarBoux, loc. cit., p. 168, ou bien le Mémoire
sur les surfaces cyolides déja oité, p. 281).

Nous pouvons aussi trouver une propriété remarquable et que nous croyons
nouvelle, commune aux cordes de cette cubigue. Nous avons va en effet an n® 6
que oes cordes sont les intersections de R3 avec les plans polaires (par rapport
& I') des points du plan polaire de P. Que Ion considdre ’un quelconque de ces
points et son plan polaire: l’espace qui les joint coupera I suivant une quar-
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23. Revenons & notre systeme de variétés quadratiques inscrites
dans la méme variété développable. Par chaque point de R, il en
passe en général 4 dont les espaces tangents en ce point sont con-
jugués par rapport & toutes les variétés du systéme. En particulier
donc par un point de ¢ il passe 3 des F:f,'z d’intersection de ¢ avec
les variétés du systéme et leurs plans tangents, qui appartiennent
A Despace tangent en ce point & ¢, seront comjugués par rapport 3
¢, c’est-a-dire au cone quadrique d’intersection de cet espace avec
@. Donc en projetant sur Ry: Par chaque point de Vespace il passe
3 cyclides d’un systéme homofocal et leurs plans tangents en ce point
sont deux-a-deux orthogonaux.

De 1a il suivrait, & cause du théoreme de DUPIN, que chaque
cyclide d'un systéme homofocal est coupée par les autres suivant ses
lignes de courbure. Mais nous n’avons pas méme besoin de recourir
A ce théoréme pour prouver cette proposition. Car, si f, f/, f’/ sont
les autres variétés quadratiques du systéme qui dans R, passent
par un point de ¢, il suit de ce que nous avons dit que le plan
tangent en ce point & la surface fo est coupé par les plans tangents
au méme point aux surfaces f’e,f’’¢ en deux droites conjuguées
par rapport & f et & ¢, et en conséquence aussi par rapport aux
autres variétés quadratiques du faisceau. Les projections de ces
deux droites seront (comme nous avons déja eu l'occasion de le re-
marquer au n° 11) deux droites tungentes en un point & la cyclide
projection de fe et conjuguées harmoniques .soit par rapport aux
tangentes principales, soit par rapport aux tangentes qui coupent
Pabsolu, c’est-d-dire orthogonales. Donc ces deux droites seront les
tangentes aux deux lignes de courbure de cette cyclide qui passent
par ce point. Mais elles sont aussi les tangentes en ce point aux
deux courbes d’intersection de cette cyclide avec les deux cyclides
homofocales qui y passent (projections de f’g, f’’¢): donc notre

tigue par rapport & laquelle ce point et ce plan sont pdle et polaire. Donc la
projection de cette quartique par P, qui est un point de ce plan, sera une quar-
tique plane homologique harmonique par rapport & Ia projection du pdle et & la
droite d’intersection de Ry avec le plan polaire comme centre et axe d’homo-
Jogie. Ou en d’autres termes: il ¥ a sur chaque cyclide oo® seciions planes symé-
iriques par rapport & un axe, et les co® axes de symétrie que Von oblient ainsi somt
les cordes de notre cubique. (Il est d’ailleurs facile de voir qu’il n’y a pas d’autres
sections planes symétriques et que celles-ci sont produnites par des plans, enve-
loppant en général une surface de la 12¢ classe et appartenant & nn complexe
de 12¢ degré de sphdres coupant la cyclide suivant des courbes ayant un plan de
symétrie),
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proposition est prouvée. — En particulier chaque cyclide du systéme
est coupée suivant une ligne de courbure par toutes les sphéres
directrices.

Remarquons pour finir que par le centre de projection P pas-
seront aussi en général trois des F3? d’intersection de ¢ avec les
variétés du systdme. Les projections de ces trois F3* sur R, seront
des ecyclides cubiques (*). Comme les coénes quadriques passant

(*#7) De ces espdces de oyolides, c¢’est-d-dire en général des surfaces du
4e ordre A conique double décomposées en surfaces cubiques avec le plan de celle-
ci nous ne nous occuperons jamsis, pour plns de bridveté. Nons supposerons done
tonjours que le centre de projeotion des Fg‘z que nous considérons ne soit pas sur
celles-ci. (

Cependant la méthode d’étudier les surfaces cubiques qui oconsisterait & les
considérer comme projections sur R, des Fg'z de R, faites par un point de cel-
les-ci présenterait plusieurs avantages dignes de remarque. Ainsi la représen-
tation plane, que nous avons donnée aux nos 15 et suiv., de la F§.2 générale
donnerait immédiatement la représentation plane connue, & six points fon-
damentaux, de la surface cubique. La oclassification que nous ferons des
F§.2 donnerait immédiatement, en prenant le centre de projection en des posi-
tions différentes sur ces surfaces, la classification compléte des surfaces cubiques;
par exemple pour la F§'2 générale, suivant qu’on prendrait le centre de projec-
tion dans un guelconque de ses points, ou bien sur ’une de ses droites, ou sur
un peint commun & deux de ses droites, on obtiendrait pour projection la sur-
face cubique générale ou bien celles & un ou & denx points coniques (espdces I,
IT et IV dans la olassification de M. ScHLAFrLI). L’6tude, que nous avons faite
dans le cas général et que nous ferons dans les oas particuliers, de la disposition
des droites contenues dans la Fg‘z nous donnerait la disposition des droites con-
tenues dans les différentes surfaces cubiques. Notre méthode serait féconde par-
ticulidrement dans ces propriétés des surfaces cubiques qui ont égard & une droite
déterminée de la surface. Nous donnerons quelques exemples de telles propriétés
déduites de ocette maniére, en nous bornant ocependant aux surfaces cubiques
géunérales.

Soit done I' la Fg'z générale et § la surface cubique générale qui en est
la projection, faite par un point quelconque P de I. Il est eclair qu’ountre les
projections des 16 droites de I, S ne contiendra d’autres droites que l’intersec-
tion d du plan p tangent en P & I' avec R; et les interseotions de R; avec les
b ocouples de plans générateurs passant par P des 5 cobnes du faisceau (I'). La
surface S a done 16 + 1 4 10 =27 droites. De plus les 10 dernidres (projections
des coniques de I" placées dans ces 10 plans générateurs) se trouvent par couples
dans 5 plans passant par d, c’est-a-dire dans les plans d’intersection de R, avec
les espaces tangents en P aux 5 c6nes nommés, car ces espaces (qui passent tous
par p) contiennent justement les 5 couples de plans générateurs de ces c6nes qui
passent par P. Les sommets A; de ces c6nes auront pour projections les 5 points
C; d’intersection des 5 couples de droites de S situées dans des plans passant
par d: or ces 5 points C; jouissent par rapport A la surface oubique S de pro-
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par Pune de ces ¥ 3‘2, et en conséquence par P, ont leurs quadri-
ques polaires par rapport a ¢ tangentes & =, les projections de
celles-ci sur RE; seront tangentes au plan 3 DVinfini, c’est-a-dire:
Dans un systéme de cyclides homofocales il y a en général 3 cyclides
cubiques. Les quadriques déférentes d’une cyclide cubique sont toutes
des parabolotdes. Ete. etc.

Classification des surfaces du 4° ordre a conique double.

24. Une F2*? quelconque de K, a une caractéristique qui en
donne les particularités projectives les plus importantes et qui se
compose des degrés des diviseurs élémentaires du déterminant d’une

priétés trds-remarquables, qui se déduisent facilement de celles des points M.
Un espace quelcongque passant par p coupe I" en nne quartique ayant un point
double en P et projetée suivant une conique d’intersection de § avec un plan
quelconque passant par d. Le oc6ne ordinaire projetant cette quartique par P est
Vintersection de l’espace considéré avee l’'une des variétés du faisceau (I7). Or
les 5 points M; forment un systdme polaire de soi-méme par rapport & chacune
de ces variétés: donc I’espace considéré est coupé par la droite M, M, et parle
plan M, M M _ (od iklmn sont les 5 indices différents dans un ordre guelconque)
en un point et une droite qui sont conjugués par rapport au dit cOne quadrique
ordinaire. En projetant: Les 5 points C; de la surface cubique S sont tels que dans
chaque plan passant par la droite d les intersections avec la droite joignant deux quel-
conques de ces poinis et avec le plan joignant les trois autres sont pdle et polaire par
rapport & la conique d’intersection avec S. Cette proposition est due, comme l’on
sait, & M. PicQUET (Voir aussi STURM: Zur ZT'heorie der Fifichen dritter Ordnung,
Crelle's J., 88). -

L’espace passant par M, M; M M, 6 coupe I' en une quartique, située dans
des cOnes ayant ces points pour sommets, et le long de laquelle I" est touchée
par des tangentes passant par M;. Dono: Les cines circonscrits & la surface cu-

bique par les 5 points C; la touchent respectivement le long de 5 quartiques ci4 doni
chacune appartient & des cones quadriques ayant les sommets dans les 4 poinis now
correspondants parmi les 5 C;. — Un espace quelconque est coupé par les b
espaces joignant quatre-d-quatre les 5 points M, suivant 5 plans qui déterminent
un pentaédre conjugué par rapport & chacune des quadriques d’intersection de
ce premier espace avec l’'ine quelconque des variétés du faisceau (I') (en enten-
dant par pentaddre comjugué par rapport & une quadrique un pentaddre tel que
chacnn des 10 sommets ait le plan polaire par rapport & celle-ci passant par
Paréte opposée). De 12 on a en projetant sur Rg: Une quelconque des oot quar-
tiques (de 1 espéce) de la surface cubique S qui correspondent & la droite d (c’est-d-
dire qui ne la coupent pas) coupe les 5 quartiques particuliéres oi‘ en 5 quaternes de
poinis situés respectivement en 5 plans qui déterminent un peniaddre conjugué par rap-
port & toutes les quadriques passant par la quartique comsidérée. (En variant celle
quartique ce pentaédre change aussi, mais ses 10 sommels sont toujours sur les 10
droites C; C,). — Cette proposition remarquable parait étre nouvelle.
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F? indéterminée du faisceau des variétés quadratiques passant par
cette surface (en supposant avant tout que ce déterminant ne soit
pas identiquement nul). Ces diviseurs élémentaires correspondent
aux cones de ce faisceau; la somme de leurs degrés est égale a 5.
A un cone de 1° espéce correspond un seul diviseur élémentaire et
en conséquence un seul degré de la caractéristique, tandis qu’a un
cone de 2° espéce correspondent deux diviseurs élémentaires et deux
degrés que nous mettrons entre crochets (*%). En projetant cette
F3? sur Ry par un point P on obtient une surface du 4° ordre a
conique double, & laquelle nous donnerons la méme caractéristique ;
seulement si la variété ¢ du faisceau qui passe par P est un cone
de 1° ou de 2° espéce nous mettrons une barre horizontale au-dessus
du degré ou du couple de degrés qui correspond a ce cone dans la
caractéristique (*?). De cette maniére, p. e., la caractéristique
(11111] appartiendra a la surface 4 conique double la plus géné-
rale, et [T 1111] & la surface générale parmi celles dont la conique
double se décompose en deux droites. Chaque espéce de F3? nous
donne différentes espéces de nos surfaces a conique double suivant
la position que Pon donne au centre P de projection, et en parti-
culier suivant que la variété ¢ passant par P n’est pas un cone,
ou bien est tel ou tel autre des cones du faisceau. Une surface
quelconque ne change pas d’espéce lorsqu’on la transforme par une
inversion, dont la quadrique directrice est coupée suivant la conique
double de la surface donnée par le plan polaire du centre de l’in-
version par rapport A elle (car une F32? ne change pas d’espdce par
une homologie harmonique).

25. Si @ n’est pas un cone, la projection de la F;? par P peut
étre considérée comme une cyclide et on peut parler de ses focales,
de ses foyers et de son systéme homofocal. On voit immédiatement
que les cyclides d’un systéme homofocal ont la méme caractéristi-
que. Quant aux quartiques focales et aux foyers, comme chaque
quartique est Dintersection d’un faisceau de quadriques, parmi

(48) Nous excluerons toujours de notre considération les cas dans lesquels la
surface du 4 ordre se décommpose en deux quadriques; en conséquence dans le
faisceau des Fg il ne pourra pas y avoir de couple d’espaces.

(49) Avec cette notation les surfaces étudiées par KORNDORFER (ayant égard
surtout & leur représentation plane) sont les suivantes: [2111], [221], [_( 11)111]
[@neg1,[anani);[Trre1][1311),[T22], Ty 11], 11?2,
[Tayay); @111, [A121], [T a1)1]
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lesquelles il y a la sphére directrice correspondante (et sa quadri-
que déférente), et comme chaque quaterne de foyers est I’intersection
d’un faisceau de coniques, parmi lesquelles il y a le cercle directeur
correspondant (et sa conique déférente, v. n® 64), on peut donner
soit & la quartique, soit au quaterne de foyers, une caractéristique
dont le sens est tout-a-fait analogue & celui déja expliqué de la
caractéristique d’une F2? et que l'on sait déja interpréter géométri-
quement (3°). Dans cette caractéristique, dans laquelle la somme des
degrés est respectivement 4 ou 3, nous mettrons une barre sur le
degré ou couple de degrés qui correspond & la sphére directrice ou au
cercle directeur (si la sphére dégénére en un cdne, ou le cercle en
un couple de droites), Cela posé lon a le théoreme suivant que
nous ne nous arréterons pas a démontrer, car il est contenu dans
un théoréme plus général relatif & un espace & n dimensions, que
nous avons donné ailleurs (5!).

La caractéristique d’une quartique focale d’une cyclide s’oblient
de la caractéristique de celle-ci en y diminuant d’une unité et en bar-
rant le degré qui correspond & la sphére directrice contenant cette
quartique. — La caractéristique d’un quaterne de foyers d’une cyclide
s’obtient de la caractéristique de celle-ci en y diminuant d’une unité
chacun des deux degrés du couple qui correspond au cercle directeur
contenant ce quaterme. — Dans la caractéristique de la quartique
focale ou du quaterne de foyers les degrés mon barrés correspondent
a des cones quadriques ow respectivement couples de droites (contemant
cette quartique ou ce quaterne de foyers) ayant leurs sommets précisé-
ment dans les centres des sphéres directrices qui correspondaient & ces
mémes degrés dans la caractéristique de la cyclide.

26. Nous commencerons par considérer tous les cas dans
lesquels par la F3? I' il ne passe aucun cone quadrique de 2° espe-
ce, c’est-a-dire dans les caractéristiques il n’y a aucun couple de
degrés, mais seulement des degrés isolés. Quant a la signification
de ces degrés contenus dans la caractéristique nous nous appuierons
sur des propositions établies ailleurs pour les F22, du R, (®%)). Un
degré différent de 1 correspond & un point double M de I, qui est le

(3%) Voir par exemple la 3e édition de I’dnalytische Geometrie des Raumes de
Hessk, p. 518 (note de M. GUNDELFINGER).

(51) V. le n® 160 du Mémoire cité dans la note (*3) & la p. 349.

(52) V. le § 3 de la 2e Partie du Mémoire cité dans la seconde note
au n° 1 [note (35)].
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sommet du cone f du faisceau qui correspond & ce degré. Ce point
double de la surface I' a un cone quadrique ordinaire tangent, qui est
Vintersection de f avec ’espace tangent commun en ce point & tou-
tes les variétés du faisceau. Si le degré dont il s’agit est 2, ce
cone tangent est général, mais s’il est > 2 alors ce cone se décom-
pose en deux plans, car f devient aussi tangent & cet espace: le
point double M de I' devient biplanaire. Si le degré est 3, il n’y a
pas d’autres particularités, mais w’il est 4, alors la droite d’inter-
section de ces deux plans vient appartenir & I, et s’il est 5 il se
présente en outre le fait que ’un de ces deux plans est tangent a
@, et en conséquence 3 I, tout le long de cette droite d’intersection
des deux plans. — Pour les projections § de I" sur R, on a ainsi
immédiatement les différents cas, car le cone quadrique tangent &
I’ en un point double a pour projection le cone tangent dans le
point double correspondant de 8.

Remarquons aussi que par un tel point double de I' passent
en général 4 droites de I' (distinctes ou non) car l’espace tangent
en ce point aux variétés du faisceau coupe celles-ci en un faisceau
de cones quadriques ordinaires ayant ce point pour sommet (et parmi
lesquels il y a le cone tangent & I' dans ce point): les 4 généra-
trices communes & ces cones sont justement les 4 droites de I” pas-
sant par ce point double. — En projetant sur E; on voit qu’aussi
par un point double de § passent 4 droites (distinctes ou coinci-
dentes) de cette surface.

On peut demander si (outre ces 4 droites) il passe par le point
double de S des droites ayant un contact quadriponctuel dans ce
point avec la surface. Cela équivaut & demander si dans R, par la
droite qui joint P au sommet M de f il passe des plans dont les 4
points d’intersection avec I' coincident en M. Un plan passant par
P et par une génératrice du coéne quadrique tangent en M & I’
coupe f en cette génératrice et une autre droite qui rencontre ¢
dans le quatriéme point d’intersection de ce plan avec I" (les autres
3 coincidant en M): pour que ce point coincide aussi avec M il
faut donc que cette seconde génératrice de f coincide avec la pre-
midre, c’est-a-dire que le plan touche f le long de cette génératrice.
L’espace polaire de P par rapport & f coupe donc le cone tangent
& I'dans les deux seules génératrices dont les plans tangents & f
satisfassent aux conditions imposées. Il y a donc en général deux
tangentes quadriponctuelles, qu’on construit de la maniére dite.
En se rappelant en outre que le cone de KUMMER ayant la projec-
tion de M pour sommet est la projection du céone d’intersection de
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'f avec lespace polaire de P par rapport & f méme, on voit immé-
diatement que: le point double de S a un cone tangent qui est touché
par le cone de KUMMER dont ce point est le sommet le long de deux
droites qui sont des tangenmtes quadriponctuelles a S en ce point,
Lorsqu’il y a dans la surface 8 deux points doubles correspon-
dants & deux degrés (ou groupes de degrés) de la caractéristique,
la droite qui les joint appartient & la surface, car la méme chose
arrive dans la surface I" pour les deux points doubles dont ceux-la
sont les projections (puisqu’ils sont conjugués par rapport a toutes
les F: du faisceau et sont en comséquence joints par une droite
appartenant & toutes ces variétés). En outre il y a le long de cette
droite de 8, ou de la droite correspondante de I', un plan tangent
fixe: en effet les deux espaces qui touchent dans les deux points
doubles considérés de I" toutes les F; du faisceau se coupent en
un plan tangent le long de la droite joignant ces points & chacune

\

de ces variétés et en conséquence aussi & I.

27. Ce que nous avons trouvé dans le n® précédent a lieu
quelle que soit la variété ¢ qui passe par P, et doit étre modifié
seulement si celle-ci est précisément le cone f correspondant & un
degré > 1 de la caractéristique et ayant en conséquence pour som-
met un point double M de I. Dans ce cas la projection de ce point
M sera le point de rencontre D des deux droites doubles de S, et
ce point sera maintenant triple pour S, car un plan passant par P
et par M coupe le cone ¢ en deux droites dont une seule mobile,
qui contient outre M un seul autre point de I'; ce point mobile
coincidant aussi avec M si cette droite mobile appartient au cone
tangent en M & I': en conséquence dans Rj chaque droite passant
par le point D coupe S trois fois en ce point et une seule fois
ailleurs. Nous voyons en outre que le céne cubique tangent & S dans
le point triple D (cone des tangentes quadriponctuelles) se décompose
dans le plan des deux droites doubles (v. n° 4) et un céne quadri-
que contenant les deux droites doubles et les 4 droites simples de S
qui passent par D; ce cobne quadrique est la projection du cdne
quadrique tangent en M & I

28. Si Von fait abstraction des points de la conique double, il
est clair que chaque point double de la surface S, projection quel-
conque de I, doit étre la projection d’un point double de I'. D’ail-
leurs chaque point double de I" est le sommet d’un cdéne de
1¢ espece du faisceau des F > passant par I, ou bien un point de

25
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Paréte d’un cone de 2° espeéce de ce faisceau; car le cone qui pro-
jette I' par un point double n’a dans chaque plan passant par ce
point que deux génératrices, c’est-d-dire il est un cone quadrique
(du faisceau), de 1° ou de 2° espéce.

Nous allons appliquer tout de-suite cette proposition. Mais com-
me nous aurons & considérer souvent dorénavant les transformées
de nos surfaces du 4° ordre par des inversions ayant toujours des
quadriques directrices passant par la conique double (générale ou
décomposée) de celles-ci et par rapport auxquelles le centre de l’in-
version est le pdle du plan de cette conique, nous entendrons tou-
jours que les inversions pour lesquelles nous ne dirons pas le con-
traire satisfassent & cette condition. Cela posé, considérons une
F3? quelconque I’ sur la variété quadratique ¢ et supposons seule-
ment qu’elle ne soit pas de l’espéce la plus générale, c’est-a-dire
qu’elle ait un point double M. En projetant I' par un point P de
@ sur R; nous avons une surface du 4° ordre & conique double 8,
laquelle aura en outre un point double D, projection de M. Quel
effet a sur § une inversion ayant D pour centre? Comme nous
avons vu (n° 14) cela équivaut & trouver la surface correspondant
a I' dans I’homologie harmonique qui transforme ¢ en soi-méme et
qui a un certain point de la droite PM pour centre, et ensuite &
projeter la nouvelle surface par P sur R;. Or cette méme homolo-
gie harmonique transforme dans le cone (& 3 dimensions) qui pro-
jette cette nouvelle surface par P le cone qui projette I" par M,
d’ou il suit que (comme Despace E; ne passe ni par P ni par M,
comme nous pouvons évidemment supposer) ces deux cones coupent
R, suivant deux figures projectives (°}). Donc¢ puisque, par ce que

(53) Nous avons ainsi en méme temps démontré que : lorsqu’on considére dans
Vespace & 3 (ow & n— 1) dimensions deux figures qui soient les projections d’une
méme figure d’une variété quadratique de Vespace & 4 (ou & n) dimensions failes par
deux points différents de celte variété comme cenires, on peut obtenir lune de ces fi-
gures de Uautre au moyen d’une inversion et d’une homographie, que U’on peut méme
supposer étre une homologie harmonique ayant le méme centre que Vinversion. — M.
KLEIN avait déja vu l'effet d’un changement du ocentre de projection lorsqu’on

considdre la géométrie da B, _, comme la projection de la géométrie sur une

M fl_l da R, (Liniengeometrie und metrische Geomeirie, Math. Ann., V, p. 266);
mais nous avons aimé A retrouver synthétiquement ce qu’il avait prouvé analy-
tiqguement. Il nous semble en outre qu’il n’ait pas bien reconnu que dans la
transformation considérée il y a non seulement une inversion, mais la combi-
paison d’une inversion avec une homographie (qui ne change pas en général 1’ab-
solu de l’inversion en soi-méme).
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nous avons dit au commencement, le cone qui projette I' par M
est un céne quadrique, et puisque les propriétés des figures qui
nous importent sont celles projectives, nous concluons que: 1° la
transformée de S par ume inversion ayant le point double D pour
centre est une quadrique; 2° toutes les particularités de cette quadri-
que en elle-méme et par rapport a la conique double de S peuvent 8’0b-
tenir en considérant cette quadrique et cette conique comme UVinter-
section de Ry avec le cone du faisceaw déterminé par I' ayant M pour
sommet (ow pouwr un point de Varéte) et avec le cone quadrique ordi-
naire d’intersection de @ avec son espace tangent en M. — Ainsi
pour chaque espéce de surface S en méme temps que nous recon-
paitrons les particularités d’un quelconque D de ses points singu-
liers par l’examen du cdne du faisceau des F? qui a pour sommet
(ou pour un point de Varéte) le point singulier correspondant de I’
nous verrons aussi quelles particularités présente une quadrique par
laquelle on puisse obtenir § au moyen d’une inversion ayant D
pour centre (°%)

29. La nature des diviseurs élémentaires montre que les pro-
priétés des différentes espéces de surfaces peuvent se déduire les
unes des autres par des considérations de limites, en supposant que
deux racines correspondant & deux diviseurs élémentaires différents
pour une espece viennent coincider, de sorte que la nouvelle espéce
aura un diviseur élémentaire de degré somme des degrés de ceux-la,
etc. Cependant cette méthode des limites ne meéne pas toujours fa-
cilement aux résultats, de sorte que nous nous bornerons & en faire
application & la détermination de la classe des différentes surfa-
ces. — La classe de la surface § est le nombre des espaces tan-
gents & I' que on peut mener par un plan quelconque passant par
P: ce nombre correspond par dualité & ordre de la développable
A circonserite 3 un systtme de F3, que nous considérions au
n® 20. Et comme nous avons vu alors que dans le cas général cet
ordre est 12, de méme nous concluons que: La surface générale du

(54) Nos raisonnements montrent quw’il faut seulement excepter le cas dans
lequel, @ étant un cbéne, M en serait le sommet (om un point de I'aréte), oar
alors les inversions dont il #’agit deviennent illusoires. Cela signifie que seule-
ment pour les surfaces du 4¢ ordre qui, outre la conique double, générale ou dé-
composée en deux droites (se coupant ou non en un point triple, et distinctes
ou coincidantes), n’ont pas d’autres points doubles, on ne peut pas les obtenir
en transformant par des inversions convenables des quadriques convenables.
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4° ordre a conique double générale ou décomposée en deux droites est
de la classe 12 (%),

Mais si la surface S n’est plus générale, mais acquiert des
points doubles, c’est-a-dire si sa caractéristique n’est plus [11111]
ni ﬁ 1111]), alors la classe de 8 n’est plus 12, mais elle diminue
en correspondance. Un point conique et un point biplanaire ordi-
naire (ou de 1° espéce) correspondent, comme nous avons vu, aux
degrés 2 et 3 de la caractéristique et ils abaissent, comme on sait, la
classe de 2 et respectivement de 3 unités. Et de 1a il suit que, comme
un degré 4 ou 5 peut étre considéré comme provenant de la coinci-
dence des racines correspondantes & deux degrés 2, 2 ou bien 2,
3, ils correspondront & des points biplanaires qui abaissent la classe
de § de 4 ou respectivement de 5 unités (et que nous appellerons de 2°
ou de¢ 3° espéce). De méme nous verrons qu’au groupe (11) de deux
degrés appartenant & une méme racine correspondent deux points
coniques de S et en conséquence un abaissement de 4 unités pour
la classe; et qu’au groupe (2 1) correspond un point biplanaire pro-
venant de la coincidence de ces deux points coniques et abaissant
en conséquence aussi la classe de 4 unités, c’est-d-dire de la 2¢
espeéce. Enfin nous verrons qu’aux groupes (3 1) et (4 1) correspon-
dent des points uniplanaires de §; et puisque ces groupes peuvent
étre considérés comme provenant de la coincidence des racines cor-
respondant aux degrés 2 et (11), ou 3 et (1 1), ces points unipla-
naires (dont le premier sera donc équivalent & trois points doubles
coniques coincidents, et le second & deux points coniques et un
point biplanaire de 1° espece) produiront un abaissement de la classe
respectivement de 6 ou de 7 unités (et nous les appellerons respecti-
vement de 1° et de 2° espéce). Ete. ete. (°5).

11 est indispensable de se rappeler ces remarques pour com-
prendre de quelle maniére nous avons pu, dans la classification que
nous ferons de nos surfaces, assigner tout-de-suite, sans aucun cal-

(3%) Puisque l'ordre de 4 coincide toujours aveo la classe de notre surface
S ou voit en répétant le raisonnement fait an n® 20 snr l'intersection de A aveo
@ qu’on a la proposition suivante: pour une cyclide quelconque de classe n la dé-
veloppable focale ¢st de Uordre 2n — &,

(36) Nous no savons pas si I’on a déja remarqué ce fait étrange que M. CASEY
dans son Mémoire (loc. cit., pp. 660-661) trouve par un raisonnemeunt tout-a-fait
inexact que la oyoclide générale [11111] est de la classe 16 et qu'en consé-
quence les cyelides [2111], [311], et [221], [(11) 111] sont respectivement
des olasses 14, 13 et 12.
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cul, pour chaque espéce la classe correspondante. Ajoutons encore
la remarque suivante, dont nous ferons aussi tacitement un usage
continuel. Nous avons dit que la classe de la projection de I' faite
par P est égale au nombre des espaces tangents & I', que Von peut
mener par un plan quelconque passant par I’. De 14 il suit que
toutes les surfaces obtenues en projetant I' par les points d’un
plan, ayant une position générale par rapport & I, ont la méme
classe. Done, bien que la classe de la projection de I' puisse dimi-
nuer en donnant au centre de projection P des positions particulie-
res par rapport a I, toutefois nous serons siirs que la classe ne
diminue pas lorsque les conditions imposées a P sont telles que dans
chaque plan de R, il y ait quelque point qui les satisfasse, c’est-a-
dire lorsqu’on astreind P seulement a appartenir & une variété ou
a une surface quelconques données. Par exemple si, au lieu de
prendre P quelconque (auquel cas l’on aurait une surface quartique
a conique double), on le prend sur 'un des coénes contenant I' (de
sorte que la conique double se décompose) ou bien sur I' méme
(de sorte que Pon obtient une surface cubique), la surface obtenue
ainsi aura la méme classe que dans le premier cas. Ce principe
nous a donné les classes de presque toutes nos surfaces.

30. I1 faut encore que nous fassions une remarque générale
pour toutes les espeéces de surfaces que nous allons étudier séparé-
ment. Nous avons vu qu’en général une surface quelconque parmi
celles dont nous nous occupons a dans la conique double 4 points-
pinces ; mais il peut trés bien arriver que quelques-uns de ceux-ci
coincident entre eux. Lorsqu’on transforme par inversion une § de
nos surfaces (en prenant, bien entendu, la quadrique directrice de
la maniére dite au n° 28) on obtient une autre surface 8, de la
méme espece, dont les points-pinces de la conique double correspon-
dent aux 4 points dans lesquels la quartique d’intersection de S8
avec le cone projetant la conique double par le centre de I'inversion
coupe le plan polaire de ce centre par rapport au faisceau des qua-
driques passant par cette quartique (les couples de points de cette
quartique alignés avec le centre de linversion se transformant dans
les points de la conique double de S,). De la il suit que si l'on
prend le centre de linversion en un point quelconque de la déve-
loppable circonscrite & S et a4 sa conique double (développable fo-
cale), ou en un point des courbes doubles de cette développable, ou
en un point de sa courbe de rebroussement, ou enfin en un point
stationnaire de cette courbe, des 4 points-pinces de 8, deux coinci-
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deront, ou bien ils coincideront deux-a-deux en deux points, ou bien
trois de ces 4 points, ou enfin tous les quatre, coincideront en un
seul. On voit ainsi en méme temps que toutes les propriétés de 8
qui n’ont pas de relation immédiate avec les points-pinces de la co-
nique double ne cesseront d’avoir lieu pour 8,: nous pourrons done
nous dispenser de considérer les particularisations de nos surfaces
qui ne dépendent que des points-pinces et nous nous bornerons 3
reconnaitre ici quelles singularités ultérieures présente un point A’
~ dans lequel soient venus coincider deux ou trois points-pinces. Dans
ces cas la quartique k%, dont la projection par P sur R, est la co-
nique double de notre surface, aura un point A double ou station-
naire (dont la projection sera A’) et le plan tangent au cdne ngp le
long de PA sera justement le plan tangent en A a I. Donc (v.
n® 3) pour le point-pince A’ la tangente éinguliére coincide avec la
tangente a la conique double. Un espace quelconque passant par ce
plan sera tangent en A & une variété du faisceau et il coupera I’
en une quartique ayant en A un point double avec les deux tan-
gentes dans ce plan et appartenant & un cone quadrique ayant ce
plan pour plan tangent le long de la génératrice PA (le cone d’in-
tersection de cet espace avec ¢). Parmi ces espaces il y en a deux
qui coupent I' en des quartiques & point stationnaire en A: P'un
de ces deux espaces est évidemment celui qui touche en A4 la va-
riété @ et qui coupe en conséquence I' en une quartique ayant en
A un point stationnaire dont la tangente est PdA ; Pautre de ces
deux espaces est m dans le second des cas que nous étudions. Done
(en appliquant quelques-unes des propositions de la dernieére note au
n® 3) nous avons que: Chaque plan passant par la tangente singu-
liére aw point-pince particulier A’ coupe la surface suivant une quar-
tique ayant en A’ un point d’osculation de deux branches avec cette
droite pour tangente commune. Parmi ces plans le plan tangent sin-
gulier coupe la surface en wune courbe ayant en A’ un point triple a
trois tangentes coincidentes, et un autre plan détermine une section
ayant en A’ un point de rebroussement de 3° espéce. Mais ce dernier
plan coincide avec le plan de la conique double dans le second des
deux cas considérés.

Ajoutons enfin que lorsque les points-pinces coincident deux-a-
deux (ou lorsqu’ils coincident tous les quatre) le plan de la conique
double est tangent a 1'un des cones de KUMMER le long de la droite
joignant les deux points-pinces distinets et la conique double appar-
tient aux deux séries de coniques qui correspondent & ce cone; car
dans ce cas k* se décompose en deux coniques.
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31. Le cas {11111}(%) pour I, qui donne les surfaces les
plus générales a conique double générale ou décomposée en deux
droites, a déja été étudié complétement dans les paragraphes précé-
dents. Nous passerons donc aux autres cas, et comme plusieurs
des propriétés de ces surfaces générales ont encore lieu, comme
nous avons prouvé, pour celles qu’on obtient dans ces cas, nous
nous bornerons aux propriétés qui se modifient de 'un cas a I'autre :
les méthodes que nous avons développées, et les avertissements que
nous avons donnés dans les différents n° de ce paragraphe nous
donneront d’aillenrs immédiatement ces propriétés. Ainsi nous avons
déja vu comment on peut étudier les points doubles des nouvelles
espéces de surfaces en considérant les points correspondants de I'.
Ainsi les inversions fondamentales s’obtiennent encore immédiatement
pour ces différentes surfaces, car elles correspondent aux points
ayant le méme espace polaire par rapport aux F; passant par I
c’est-a-dire aux sommets des cones quadriques passant par ['; on
peut cependant exclure ces sommets qui sont des points doubles
de I' car on voit bien que linversion provenant d’un tel point sera
illusoire. Nous verrons aussi comment dans chaque cas on détermine
les droites de I' et leur distribution par des considérations analo-
gues & celles qui nous ont permis d’étudier les 16 droites du cas
général, mais encore plus faciles: de 13 nous aurons donc les droi-
tes des surfaces projections de I' dans les différents cas. De méme
la méthode pour obtenir les représentations planes des différentes
surfaces nous servirait encore: seulement il faudra remarquer que
généralement ’on pourra prendre de plusieurs maniéres diverses la
droite de I' par laquelle on projette I’ sur un plan et qu’en consé-
quence lon obtiendra autant de représentations planes différentes.
Nous nous bornerons en conséquence pour ne pas trop allonger ce
travail a donner encore les représentations planes dans deux ou

trois cas.
{2 11 1}.

32. Dans le cas {2111} la surface I' a un point double M,
sommet d’un céne f du faisceau de F32, lequel se trouve sur toutes
ces variétés. Par ce point passent, comme nous avons vu (n° 26),
4 droites de I' contenues dans le cdone quadrique ordinaire tangent
en ce point & I. Si dans I'" il y a une autre droite, le plan qui la

(37) Pour distinguer les caractéristiques des F22'2F de celles des surfaces
S de B; qui en sont les projections nous mettrons celles-ci entre [ ], et celles-1a

entre {|.
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joint & M devra appartenir au céne f et il coupera une autre va-
riété du faisceau, et en conséquence I' méme, dans cette droite et
dans une autre droite, qui devra nécessairement passer par M, Cette
considération mous montre immédiatement, soit dans ce cas, soit dans
ceux qui swivront, quelles sont les droites de la surface I" (qui ne
passent pas par M). Par chacune des 4 droites passant par M pas-
sent deux plans générateurs de f: sur chacun d’eux il y aura
encore une droite de I. Donc I’ contient encore 8 droites qui
deux-d-deux coupent les 4 droites passant par M. — Dans le fai-
sceau il y a encore, outre f, 3 autres cones qui auront en M pour
espace tangent l’espace tangent commun & toutes les variétés du
faisceau. Pour 'un quelconque de ces cdnes le plan qui en joint le
sommet & une des droites de I sera un plan générateur et devra
en conséquence contenir encore une autre de ces droites: donc
dans chacun des deux systémes de plans générateurs il y a un
plan qui contient deux des 4 droites de I' passant par M et il y en
a deux autres dont chacun contient 2 des autres 8 droites de I.
On voit ainsi quelle est la distribution des droites de I': chacune
des 4 qui passent par M est coupée par les autres trois et par
deux des 8 autres, chacune de ces 8 est coupée par une des 4 et
par trois des 8. — En projetant par un point P sur E; nous avons
la distribution des droites de la projection S de I

pY

33. [21 1 1] Surface de la 10° classe & conique double générale
et un point double conique. On obtient cette surface § comme pro-
jection de I' si la variété ¢ qui passe par P n’est pas un cdne. Ce
point conique D est la projection du point double M de I': il passe
par lui 4 droites de S, et il y a en outre sur § d’autres 8 droites
liées & ces 4 de la maniére que nous avons déja dite. — Cette sur-
face 8 a 4 cones de KuMMER dont un singulier (°8) ayant le sommet
en D: pour les 3 cones non singuliers les couples de séries de coni-
ques de S présentent les mémes relations qu’en général et il y a dans

(58) Nous appelons céne de KuMMERr ohaque obne quadrique dont les plans
tangents coupent une de nos surfaces suivant des couples de coniques, soit que
ce cbne soit bitangent & la surface, soit lorsqn’il a pour sommet un point singu-
lier de la surface et ne lui est plus que simplement tangent (car, comme nous
Yavons dit an commencement, M. KUMMER a anssi considéré ces dernidres espdces
de c6nes); mais dans ce dernier cas nous appellerons singulier le c6ne de Kum-
MER. — Lorsqu’un c6ne de KUMMER est singulier les co? quadriques qui passent
par la conique double (générale ou décomposée) et par deux coniques appartenant
respectivement aux deux séries qui correspondent & ce c6ne ne sont plus doublement
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chacune de ces séries une conique décomposée en 2 droites passant
par le point D et deux coniques décomposées chacune en 2 droites
ne passant pas par D; pour le cone de KuMMER singulier les coni-
ques des deux séries présentent cette particularité qu’elles passent
toutes par le point double D de la surface et il y a dans chaque série 4
coniques décomposées en une droite passant par D et une autre
droite.

A chacune des 4-}-8 droites de § correspond encore, comme dans
le cas général, une série de oc® cubiques (coupant en deux points
cette droite). Les cubiques qui correspondent aux droites passant par
le point double D passent aussi par D (°9).

tangentes & la snrface § mais simplement tangentes, car I’un de leurs deux points
de contact aveo celle-ci est venu dans le point double qui est le sommet dn
cOne de KuMMER. — Dans I'étude des différentes espdces de nos surfaces nous
n’aarous pas besoin d’énumérer pour chaque espdee les systémes de co® quadri-
ques passant par la conique double et par deux autres comniques (et en consé-
quence les manidres de générer la surface par deux faisceaux projectifs de qua-
driques), car lorsque nouns aunrons donné les différents conples de séries de coni-
ques nous aunrons en méme temps donné ces systémes de quadriques.

(59) Si le centre de projection P de I' est sur l’espace tangent en M aun
faisceau, la projection D de M ira sur la conique double; et comme chaque
espace passant par PM coupera I en une quartique ayant M pour point double
et I’intersection avec l'espace tangent en M pour plan des tangentes (plan qui
passera en oconséquence par P), on voit que le point D de la conique double
(dans lequel se oconfondront 2 des 4 points-pinces) sera un point de conlact de
deux nappes de la surface, car chaque plan passant par D coupera la surface en
une courbe ayant en D un point de contact de deux branches. Les tangentes en
D A ces courbes forment le plan tangent (ou, pour mieux dire, le plan des tan-
gentes quadriponctuelles) en D a la surface; ce plan est 'intersection de R; avec
Yespace tangent en M au faisceau, et, comme cet espace coupe I' en 4 droites
passant par M et contient les sommets des 3 c6unes du faisceau gui n’ont pas M
pour sommet, ce plan coupera la surface smivant 4 droites passant par D (ce qui
suivait aussi du fait que D devait 8tre, d’aprés ce que nous avens dit, un point
quadruple pour lintersection du plan avec la surface) et il contiendra en outre
les sommets des 3 cones de KUMMER non singuliers. On retrouve ainsi immé-
diatement les propriétés de cette saurface qui ont é6t6 données par M. CREMONA
(Sulla superficie di quart’ordine dotata di una conica doppia, Rend. Ist. Lombardo, (2) 4,
1871, pp. 169-162). D’ailleurs cette surface s’obtient de la surface générale [2 11 1]
par une inversion au moyen de laquelle le point conique va se poser sur la co-
nigne double. On pourrait aussi dans les espdces de surfaces que nous considé-
rons ensuite supposer qu’un quelconque des points doubles (ou plusieurs d’entre
eux) aillent se poser sur la conigque double, mais cet exemple que nous avons
donné suffira pour montrer au lecteur quelles particularisations recevraient par
oela les propriétés de la surface, et nous nous bornerons a considérer encore dans
la suite deux ou trois cas dans lesquels les particularisations qu’on obtient ainsi
sont encore plus remarquables.
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Si on considére la surface S comme une cyclide, alors elle aura
correspondentement aux 3 cones de KUMMER non singuliers 3 sphéres
directrices d’inversions fondamentales pour S proprement dites, et
correspondentement au cone de KUMMER singulier une sphere directrice
singuliére, c’est-a-dire réduite & un cone dont le point double D de
S est le sommet: la correspondance de S & soi-méme par rapport a
une inversion ayant une telle sphere directrice n’a plus aucun sens.
Quant aux focales de la cyclide (v. n° 25), celles qui appartiennent
aux 3 sphéres directrices propres sont des quartiques [2 1 1], c’est-
a-dire ayant un point double en D (point par lequel passent ces
spheres) et appartenant chacune & deux cones quadriques ayant les
sommets dans les centres des deux spheres directrices propres sur
lesquelles elle ne se trouve pas; et celle qui appartient a la sphere
singuliére est une quartique [f 1 1 1], c’est-a-dire une quartique tout-
a-fait générale placée dans 3 autres cones ayant pour sommets les
centres des 3 premieres spheres.

Il suit de 1a que les quadriques déférentes des 3 premieres
spheres les touchent dans le point double D de S (tandis que la
quadrique déférente de la sphere directrice nulle a une position
tout-a-fait générale par rapport i celle-ci). On peut aussi prouver
cela en remarquant que comme dans R, un des cones du faiscean
différents de f touche en M V’espace tangent en ce point a ¢, l’es-
pace polaire de son sommet par rapport au faisceau coupe ¢ en
une quadrique passant par M et la quadrique polaire du méme
cone par rapport & ¢ appartiendra a cet espace polaire et aura en
M pour plan tangent lintersection de cet espace avec l’espace
tangent & ¢, c’est-a-dire le méme plan tangent que la premiere
quadrique. Or les projections de ces deux quadriques sont respecti-
vement une spheére directrice et sa quadrique déférente: donc ces
deux surfaces se toucheront dans la projection D de M. — Ainsi
les oo? spheéres dont la cyclide S peut étre considérée comme l’en-
veloppe forment 4 séries, dont 3 se composent chacune des spheres
orthogonales 4 une sphere fixe et ayant leurs centres sur une qua-
drique tangente & cette sphere, et dont une se compose de spheres
passant par un point fixe et ayant leurs centres sur une quadrique
fixe.

Cette cyclide s’obtient par une inversion faite sur une quadri-
que générale a centre (v. n® 28).

34. [1211] Surface de la 10° classe & deux droites doubles et
un point conique. (En disant deux droites doubles nous sous-enten-
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drons toujours qu’elles se coupent). Nous obtenons cette surface
en supposant que ¢ soit un des 3 cones différents de f du faisceau
(I'"). La distribution des droites simples sera donc encore la méme
que pour la surface précédente; en outre chacune des droites dou-
bles sera coupée par 2 des 4 droites sortant par le point conique
et par 4 des 8 autres, lesquelles 4 seront par couples sur 2 plans
passant par cette droite double. Les cones de KUMMER non singu-
liers de la surface sont seulement plus 2 (outre celui qui se décom-
pose dans les deux droites doubles comme enveloppes de plans).
Quant aux inversions fondamentales de cette surface, on voit de la
méme maniére que pour la surface générale & deux droites doubles
qu’il y en a 2 dont les centres sont les sommets des 2 cones de
KUMMER non singuliers et dont les quadriques directrices sont deux
cOnes (passant par les deux droites doubles), tandis qu’il y en a
une dont le centre est le point d’intersection des deux droites dou-
bles et dont la quadrique directrice est une quadrique générale
(contenant ces deux droites) passant avec ces deux coOnes directeurs
par le point conique de la surface. — On obtient une telle surface
en transformant une quadrique par une inversion & coOne directeur.

Pour cette surface et pour toutes celles, que nous rencontrerons
dans la suite, ayant deux droites doubles et des points doubles, il
Yy a un cas particulier remarquable: celui dans lequel un point
double va coincider avec le point de rencontre des deux droites
doubles (nous avons déja examiné dans la derniére note le cas plus
général dans lequel ce point double va sur I’une des droites dou-
bles). Dans notre cas cela équivaut & projeter la surface I' par un
point P qui soit en ligne droite avec M et un des 3 autres som-
mets de cones du faisceau. Un espace passant par cette droite
coupe I' en une quartique ayant un point double en M, et le cen-
tre de projection P se trouve en ligne droite avec ce point double
et un autre sommet de cdne quadrique ordinaire passant par cette
quartique. Done (v. la note au n° 3) dans ce cas: chaque plan pas-
sant par le point D d’intersection des deux droites doubles coupe la
surface S en une quartique ayant en D non plus seulement un point
de contact de deux branmches, mais bien un point d’osculation de deux
branches, avec la tangente singuliére dans le plan des droites doubles (5°).

(6%) On voit aussi que dans ce cas les 4 points-pinces des deux droites dou-
bles coincident dans le point d’intersection de celles-ci. Réciproquement notre
méthode nous montre immédiatement que, si dans la surface générale a deux
droites doubles les 4 points-pinces coincident, on aura justement la surface par-
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Parmi ces plans ceux qui touchent un certain cbéne quadrique (de
KUMMER) ayant le sommet en D coupent la surface en des couples
de coniques s’osculant en ce point. Toutes les propriétés de cette
surface s’obtiennent d’ailleurs, comme nous ’avons dit, comme cas
particuliers de celles de la surface générale [1211]: les 4 droites
de celle-ci sortant du point conique viennent maintenant coincider
par couples avec les deux droites doubles, de sorte que notre sur-
face n’a plus, outre celles-ci, que 8 droites. Ete.

35. [—2-1 11] Surface de la 10° classe & deux droites doubles se
croisant en un point triple. Cette surface correspond au cas dans
lequel le centre de projection F de I" se trouve sur le cone f du
faiscean correspondant au degré 2 (8!). Elle a, comme nous avons déja
remarqué (n° 27), un coéne quadrique de tangentes quadriponctuelles
dans le point triple (outre le plan des droites doubles) et ce cone
contient les deux droites doubles et les 4 autres droites de la surface
passant par ce point. Outre celles-ci la surface contient 8 droites,
dont chacune est dans un plan avec I’une des deux droites doubles
et Pune des 4 premieres droites simples. La surface a encore 3
cones de KUMMER (non singuliers) & chacun desquels correspondent
deux séries conjuguées de coniques ayant entre elles les relations
connues. A chacune de ces séries de coniques appartient un couple
de droites parmi les 4 droites qui passent par le point triple et
deux couples de droites parmi les autres 8. La surface a 3 inver-
sions fondamentales ayant pour centres les sommets des 3 cones

ticulidre considérée ci-dessus; tandis que pour la surface générale & conique double
nous avons vu (n° 30) que la coincidence des 4 points-pinces n’entrainait pas un
abaissement dans la classe.

(61) On voit donc que cette surface n’est pas un cas particulier de la surface
& deux droites doubles [T2 11]. On aurait pu penser que cette surface & point
triple pouvait étre obtenue en faisant venir dans le point d’intersection des
deux droites doubles un ou plasieurs points coniques d’nne surfice quelconque
a deux droites doubles; mais cela n’est pas, car nons avons vu au contraire au n°
précédent qu’en faisant coincider le point conique de la surface [_1_2 11] du [=avecle]
point d’intersection des droites doubles, ce point devient un point d’osculation
de deux nappes (dénomination expliquée par ce que nous avons dit précédem-
ment). Les deux surfaces [1211] et [211 1] sont tont-a-fait différentes entre el-
les (idemtiques seulement en ce sens, qu'elles sont les projections d’une méme
F22'2) et elles ne peuvent pas se rattacher comme cas particulier 'une a l’au-
tre. — Les mémes choses valent pour tous les cas analogues qui se présenteront
dans la suite.
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de KUMMER et ayant des cones quadriques directeurs. Elle n’est pas
la transformée par inversion d’une quadrique.

On obtient aussi pour cette surface un cas particulier remar-
quable en faisant coincider (dans le point triple) les 3 points-pinces
des droites doubles. En se rappelant notre méthode pour détermi-
ner ces points-pinces, on voit que cela arrive lorsqu’on prend P
sur lintersection de f avec l’espace tangent en M au faisceau,
c’est-a-dire sur le céne quadrique ordinaire tangent en M a I. Donc
alors la projection de ce cone se réduit & un plan. Chaque espace
passant par PM coupe I’ en une quartique ayant en M un point
double [dont] PM est une tangente. Donc : lorsque les 4 points-pinces
coincident, le cone tangent dans le point triple se décompose dans le plan
des droites doubles compté deux fois et un autre plan contenant les 4
droites simples de la surface qui passent par ce point triple ; de sorte
que chaque section plane passant par ce point y a un point stationnai-
re, avec la tangente dans le premier plan, par lequel passe une autre
branche tangente au second plan.

36. Pour avoir la représentation des 3 surfaces ainsi obtenues
dans les trois n° précédents sur un plan R, projetons I" sur celui-ci
par 'une des droites de I': nous obtiendrons deux représentations
différentes suivant que cette droite passe ou ne passe pas par le
point double M de I

Dans le premier cas, les 3 autres droites passant par M seront
projetées en trois points 1, 2, 3 du plan situés en ligne droite,
puisque elles sont dans un espace passant par ’axe de projection ;
les deux autres droites de I' coupant cet axe auront pour images
deux autres points quelconques 4, 5 du plan, et les autres six droi-
tes de I" auront pour images dans le plan les six droites qui joignent
ces deux points fondamentaux 4, 5 aux trois premiers 1, 2, 3. La
droite 1 2 3 joignant ceux-ci est image du point conique M de [’
ou bien des points coniques des différentes surfaces considérées,
car elle est la projection du cone tangent en M a I'. Dans chaque
espace passant par ’axe de projection il y a outre M un seul point
de I' infiniment voisin & cet axe: donc l'image de cette droite
de la surface est la droite joignant les points fondamentaux 4, 5,
outre la droite 12 3 comme image du point conique. Les 3 couples
de séries de coniques ne passant pas par ce point ont pour images
les faisceaux de droites de centres 1, 2, 3 avec les faisceaux de
coniques passant par 2345, 1345, 1245 respectivement. Le
couple de séries de coniques passant par le point conique a pour
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image le couple de faisceaux de droites ayant les deux points 4 et
5 pour centres. — Nous avons ainsi en méme temps les représen-
tations planes des 3 espeéces de surfaces ; on verrait aussi sans dif-
ficulté ce que sont les images de leurs cubiques, quartiques, ete.

Quant aux images des lignes doubles, pour la surface [211 1],
dont la conique double ne se décompose pas, I’image de celle-ci
sera, comme en général, une cubique passant par les points fonda-
mentaux (comme projection d’une quartique de I') et dont les
points sont conjugués deux-a-deux de la méme maniére. Pour la
surface ﬁ 211} dont la conique double se décompose en deux
droites les coniques placées dans les plans passant par ces droites
doubles ont pour images, p. e., le faisceau 1 de droites et le
faiscean 23 45 de coniques, et les deux droites doubles une droite
et une conique de ces faisceaux respectivement, etc. Enfin pour la
surface [—2— 111] & point triple dans lequel se croisent deux droites
doubles les deux séries de coniques passant par ce point et appar-
tenant en conséquence a des plans passant par ces droites ont pour
images les deux faisceaux de droites 4 et 5: une droite de chacun
de ces faisceaux est l'image d’une droite double de la surface (en
vy ajoutant, si Pon veut, la droite 123, qui est I'image du point
triple).

Si pour axe de projection de I' on prend une droite de I" ne
passant pas par le point double M, alors comme elle est coupée par
une droite passant par ce point et par d’autres trois droites nous
aurons sur R, quatre points fondamentaux 1, 2, 3, 4 correspondants
a ces quatre droites. I’espace tangent a f le long de la droite
représentée par 1 contient aussi l’axe de projection et coupe R,
suivant une droite 11 passant par 1, droite qui contient les images
des points de I' infiniment voisins a la droite représentée par 1
(images qui coincident dans le point de cette droite qui est infini-
ment voisin & 1 et que nous représenterons aussi par 1) et qui est
en méme temps l'image de la droite de I’ appuyée sur celle-ci mais
différente de I’axe de projection et de celles qui passent par M. Il
s’ensuit que les images des quartiques de 1° espéce de I’ (ou de
8) touchent la droite 11 dans le point 1, ou, comme nous dirons
plus brievement, passent par 1, 1. Le point 1 est en méme temps
Pimage du point conique. Les autres trois droites passant par ce
point ont pour images les droites 12, 13, 14; la droite qui sert
comme axe de projection a pour image la conique 11234; et
enfin les trois droites restantes ont pour images les droites 23, 24,
34. — L’une des deux séries de coniques passant par le point



SURFACES DU 4® ORDRE A CONIQUE DOUBLE 399

double a pour images les droites passant par 1 et 'autre les coni-
ques passant par 1234 ; les autres trois couples de séries de
coniques ont pour images les faisceaux de droites 2, 3, 4 et les
faisceaux de coniques 1134, 1124, 1123 respectivement.

Pour la surfaces [2111] 'image de la conique double est une
cubique par 112 3 4. Pour la surface [1211] les deux droites dou-
bles ont pour images une droite et une conique des faisceaux 2 et
1134, par exemple: ces deux faisceaux sont les images des coni-
ques placées dans des plans passant par ces droites doubles. Pour
la surface [2111] les deux droites doubles ont pour images une
droite et une conique des faisceaux 1 et 1234, qui sont pour
cette surface les images des deux séries de coniques placées dans des
plans passant par les droites doubles. Le point d’intersection autre
que 1 de cette droite et de cette conique forme avec le point 1 I'image
du point triple de la surface, en ce sens que les points de R, qui lui
sont infiniment voisins représentent les points de la surface infiniment
voisins au point triple et appartenant & la nappe tangente au plan
des deux droites doubles, tandis que les points du plan infiniment
voisins & 1 représentent les points de la surface infiniment voisins
au point triple et appartenant a la nappe qui a dans ce point le
cone quadrique tangent. On voit tout cela par la projection.

(221).

37. Dans ce cas la surface I' de R, a deux points doubles M,
M’, qui sont les sommets de deux cones f,f’ du faisceau de Fy .
(Un tel faisceau est précisément déterminé par deux coOnes de 1°¢
espéce dont chacun passe par le sommet de l’autre). La droite MM’
appartient & I" et le long d’elle cette surface a un seul plan tangent
qui est l’intersection des espaces tangents en M et M’ & toutes
ces variétés (v. 3 la fin du n°® 26). L’espace tangent en M coupe
les variétés en un faisceau de coOnes quadriques ordinaires ayant
le sommet en M: le cone f/ du faisceau de F; et le troisidéme cone
v du méme faisceau seront donc coupés par cet espace suivant
les deux couples de plans de ce faisceau de coOnes ordinaires,
cones qui ont le long de ’aréte MM’ du premier couple de plans
un méme plan tangent (le plan tangent a I'), lequel appar-
tiendra au second couple de plans. De 14 il suit que par M
passent, outre la droite MM’, seulement 2 autres droites de I'; et
de méme on verrait que par M’ passent, outre MM’, seulement 2
autres droites de I. Les 2 plans générateurs de f’ qui passent par
MM’ coupent encore I’ respectivement suivant les deux autres
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droites passant par M; mais chacun des plans générateurs de f’
qui passent par l’une ou Vautre des deux autres droites passant par
M’ coupe encore I' suivant une autre droite ne passant ni par M
ni par M’. Donc I contient, outre les 5 droites déja considérées,
4 autres droites, dont deux coupent 'une et deux ’autre des droites
passant par M’ et différentes de MM’; et de méme elles forment
deux autres couples de droites coupant respectivement ’une et ’autre
des droites, différentes de MM’, qui passent par M. Enfin elles for-
ment encore deux couples de droites se coupant mutuellement, car
elles appartiennent par couples & deux plans générateurs du cone y
de méme systéme que le plan générateur qui est tangent a I" le long
de MM’, tandis que le couple des droites (différentes de MM’) qui
passent par M et le couple de celles qui passent par M’ appartiennent
a deux plans générateurs de y de lautre systéme. On a ainsi la
distribution des droites de I'et en conséquence aussi de ses projec-
tions §.

38. [221] Surface de la 8° classe & conique double générale et
deux points coniques. Elle a deux points coniques D, D’ (projections
de M, M’) joints par une droite qui lui appartient. Par chacun de
ces points passent encore 2 droites de la surface S, et il y a en
outre sur celle-ci d’autres 4 droites liées & ces 5 et entre elles comme
les droites de I' entre elles. Les deux points coniques D, D’ sont
les sommets de deux cones de KUMMER singuliers, auxquels corre-
spondent deux couples de séries de coniques passant respectivement
par ces points, et il y a en outre un cone de KUMMER non singulier
auquel correspondent deux séries de coniques jouissant entre elles
et par rapport & celles-la des propriétés que nous avons vues en
général. Le cOne tangent en D ou en D’ touche encore le cone de
KUMMER correspondant dans les deux tangentes quadriponctuelles
de ce point conique : ces deux cones tangents & S se touchent aussi
entre eux le long de la droite DD’, car le long de celle-ci la surface S
(est développable, c’est-a-dire) a un seul plan tangent, qui la coupe
encore en une conique. Ce plan tangent appartient au cone de Kum-
MER non singulier, et cette conique avec cette droite DD’ de S
comptée deux fois respectivement aux deux séries de coniques de §
qui lui correspondent.

En considérant cette surface comme une cyclide, au coéne de
KUMMER non singulier correspond une sphére directrice d’une in-
version fondamentale proprement dite, qui coupe sa quadrique dé-
férente suivant la quartique focale correspondante, laquelle ayant
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pour caractéristique [2 2] se décomposera dans la droite DD’ et une
cubique passant aussi par les deux points coniques. Aux deux cones
de KUMMER singuliers correspondent deux spheéres directrices nulles
(ou cones projetant 1’absolu) sur lesquelles les quartiques focales,
intersections avec leurs quadriques déférentes, ont pour caractéristi-
que [TZ 1], c’est-a-dire ont chacune un point double dans le point
conique de 8 qui ne lui correspond pas. De 1a on a les 3 manieres
différentes de construire cette cyclide comme Denveloppe de oo?
spheres, etc. — Cette surface est la transformée par inversion d’une
quadrique tangente & la conique qui forme l’absolu (6%).

39, [122] Surface de la 8° classe & deux droites doubles et deux
points coniques. La droite qui joint ces deux points coniques D, D’
appartient 3 la surface et celle-ci contient encore comme dans le
cas précédent 2 autres droites par chacun de ces points et d’autres
4 droites. On voit par ce que nous avons dit a la fin du n° 37, et
en se rappelant que le centre de projection P se trouve a présent
sur le cone vy, dont les deux plans générateurs passant par P cou-
pent I' dans les deux coniques dont les projections sont les droites
doubles de 8, que dans deux plans passant par une droite double il y
a respectivement les deux droites qui passent seulement par le point
conique D et celles qui passent seulement par D’, tandis qu’un plan
passant par Vautre droite double touche la surface le long de la
droite DD’, et dans deux autres plans passant par cette derniére
droite double sont les deux autres couples de droites de § (ne pas-
sant ni par D, ni par D’). Il n’y a pas de cone de KUMMER non
singulier, mais seulement deux cdnes de KUMMER singuliers ayant
leurs sommets dans les deux points coniques D, D’: il leur correspond
deux couples de séries de coniques de 8. La surface a une inversion

(6?) Si cet absolu est Pabsolu euclidien ordinaire, cette quadrique sera ima-
ginaire et notre cyclide sera en conséguence imaginaire (ce qui résulte aussi dun
fait que la droite DD’ qui coupe l'absolu est imaginaire): mémes remarques
pourront é&tre faites dans plusieurs des cas qui suivront. Mais il importe de se
rappeler tonjours que nous n’avons introduit les dénominations métriques que
pour simplifier les énoncés, de sorte que pour nous l’absoln est une conique
queleconque, imaginaire ou réelle. — Dorénavant pour abréger nous appellerons
absolu (’une inversion la conique &’intersection de la quadrique directrice de
Pinversion avec le plan polaire par rapport & celle du centre de l’inversion, méme
lorsqu’elle se décompose, et nous appellerons ce plan plan d’inversion. Une inversion
dont la quadrique directrice se rédunit & un céone ou & un couple de plans sera
appelée inversion conique ou respectivement biplanaire.

26
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fondamentale, dont le centre est le point d’intersection des droites
doubles et dont la quadrique directrice passe par la droite DD’.
Elle s’obtiendrait par inversion conique d’une quadrique tangente
a Pune des deux droites formant ’absolu de Vinversion.

40. Surface de la 8° classe & une droite double et une droite cu-
spidale. La surface du 4° ordre a une droite double et une droite
cuspidale (se coupant mutuellement) est un cas particulier de la
surface a deux droites doubles étudiée au n° précédent. En effet
rappelons-nous que la projection 8 d’une Fy? quelconque I" a deux
droites doubles d,,d, lorsque la variété ¢ du faisceau déterminé
par I, laquelle passe par le centre de projection P est un cone de
1° espeéce : ’espace n tangent en P & ¢ coupe alors ce cdne suivant
deux plans et coupe I" suivant deux coniques ki, ki situées dans
ces plans et dont les projections sont justement les deux droites
d,,d,, qui seront doubles pour 8§, car chaque point de l'une d’elles
est la projection de deux points de la conique correspondante. On
voit donc que I'une d de ces deux droites deviendra une droite cu-
spidale si la conique correspondante k* se réduit & une droite r
comptée deux fois et seulement alors; dans ce cas le plan de cette
conique devient un plan tangent & I' tout le long de la droite 7,
et vice-versa si I' a un tel plan qui la touche le long d’une droite
r et on projette I" par un point quelconque P de ce plan (plan
qui appartiendra nécessairement & un cone de 1° espece du faisceau),
la surface projection § aura une droite cuspidale d dans la projec-
tion de cette droite (comme on peut encore se convainecre en remar-
quant qu’un espace quelconque mené par P coupera /' en une quar-
tique ayant dans le point d’intersection avec » une tangente qui
passe par P, de sorte que dans R; chaque plan coupera S en une
quartique ayant sur d un point stationnaire). Or on voit facilement
que I' ne peut avoir un tel plan tangent le long d’une droite que
lorsqu’elle a deux points doubles (distincts ou coincidents) joints
par cette droite. Chacun de ces deux points sera le sommet d’un
cone de 1° espece du faisceau, ou bien un point de Daréte d’un
cone de 2° espece: d’ou il suit que le cas le plus général dans lequel
ce fait a lieu est celui dans lequel I' a la caractéristique {221},
mais qu’en outre cela arrive dans les cas plus particuliers {3 2},
(41}, (5}, (1 1) 2 1), (1 D3], (2 D 2}, (B 1), (D), (1A, 21)
(1 1),

Quant a la classe de chacune des surfaces a droite cuspidale,
que nous obtiendrons ainsi, comme pour les obtenir il suffit de
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prendre le centre de projection sur un certain plan, nous voyons
(en appliquant le principe exposé & la fin du n® 29) que la classe
sera la méme que pour la projection la plus générale de la Ff’z que
Pon consideére ; c¢’est-a-dire le fait qu’une conique double se décom-
pose en deux droites ne produit aucun abaissement de classe, méme
lorsque 'une de ces droites devient cuspidale.

Dans notre cas {2 2 1} la droite » de I', qui joint les deux points
doubles de cette surface M, M’, a en effet un plan tangent qui,
comme nous avons vu (n® 37), appartient au cone v, de sorte qu’en
prenant P sur ce plan, la surface § & droite cuspidale d (projection
de 7) que on obtiendra sera un cas particulier de la surface [I2 2]
étudiée au n° précédent, et précisément le cas particulier que 1’on
obtient en supposant que la droite joignant les deux points coniques
de cette surface aille coincider avec celle des deux droites doubles
qu’elle ne coupe pas, dans lequel cas cette droite double devient
une droite cuspidale. Les deux points D, D’ de cette droite cuspidale
d de notre surface 8, qui sont les projections de M, M’, jouiront de
la propriété que chaque plan passant par Pun d’eux coupera § en
une quartique ayant en ce point non plus seulement un point sta-
tionnaire, mais un point de contact de deux branches, car une telle
courbe est la projection de l’intersection de I' avec un espace pas-
sant par PM (ou PM’), intersection qui a évidemment un point
double en M avec les deux tangentes dans un plan par PM, c’est-
a-dire dans le plan d’intersection de cet espace avec l’espace tangent
en M A toutes les variétés du faisceau. Cet espace fixe coupe I en
la droite r et en deux autres droites passant par M. Donc: les deux
points singuliers D, D’ de la droite cuspidale d de S sont tels que
chaque plan passant par Vun d’eux coupe la surface em une courbe
ayant en ce point un point de contact de deux branches, dont la tan-
gente appartient & un plan singulier de ce point, plan qui coupe la
surface suivant la droite d et deux autres droites passant par ce point.
En conséquence D et D’ sont deux points-clos de la droite cuspidale
d. Un autre point remarquable de cette droite est le point d’inter-
section avec la droite double: chaque section plane de § passant
par ce point y a un point de rebroussement de 2° espéce. — Quant
3 la droite double elle n’a outre celui-ci qu’un seul point remarquable
(point-pince), car ’un. de ses deux points-pinces est venu coincider
dans ce cas avec le point d’intersection des deux droites singuliéres:
en effet 'une des tangentes menées par P & la conique de I' dont
cette droite double de S est la projection coincide avec la généra-
trice de v passant par P.
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En un point quelconque de la droite cuspidale d le plan tangent,
c’est-a-dire le plan des tangentes triponctuelles, passe par d et coupe
encore § en une conique tangente en ce point & d (comme on voit
en remarquant que ce plan est lintersection de R; avec lespace
tangent & vy dans le point correspondant de r): les points et les
plans de d se correspondent ainsi projectivement, et les plans con-
tiennent une série de coniques de 8; la série conjuguée se trouve
dans les plans passant par la droite double. Enfin les points-clos
D, D’ sont les sommets de deux cones de KUMMER singuliers aux-
quels correspondent deux autres couples de séries de coniques. Outre
les droites déja nommées la surface S contient deux autres couples
de droites dans deux plans passant par la droite double.

41. [2 2 1] Surface de la 8° classe & point conique et deux droites
doubles se croisant en un point triple. Par le point triple passent 3
droites simples de la surface dont une joignant ce point au point
conique, et le long de laquelle la surface a un plan tangent constant.
Par le point conique passent deux autres droites de la surface, qui
sont respectivement dans les deux plans qui joignent les droites
doubles au point conique; et la surface contient encore d’autres 4
droites qui sont dans les plans joignant les droites doubles aux deux
droites qui passent par le point triple sans passer par le point co-
nique. I1 y a deux coénes de KUMMER, dont l’un singulier ayant le
sommet dans le point conique de la surface, et dont ’autre n’est
pas singulier et a son sommet en un point du plan tangent a la
surface le long de la droite joignant le point triple et le point co-
nique (et est tangent & ce plan). La surface a une inversion fonda-
mentale dont le centre est le sommet du come de KUMMER non
singulier et dont la quadrique directrice est un cone passant par le
point conique de la surface. Elle est la transformée par inversion
conique d’une quadrique passant par le sommet du coéne directeur
de cette inversion.

Notre méthode nous donnerait 3 espéces de représentations
planes des quatre surfaces que nous avons obtenues de la surface
I" ayant pour caractéristique {2 2 1}, car pour projeter I” sur un plan
nous pouvons choisir comme axe de projection ou la droite qui joint
ses deux points coniques, ou une autre droite passant par l'un de
ces points, ou enfin une droite de I' ne passant par aucun point
double. Mais nous nous abstiendrons dorénavant de donner les re-
présentations des différentes surfaces que nous étudiérons, car cela



SURFACKS DU 4° ORDRE A CONIQUE DOUBLE 405

allongerait outre mesure notre travail et d’ailleurs nous avons déja
montré assez par les représentations planes que nous avons faites
des surfaces [11111),(11111},[2111],{1211], [211 1] comment
notre méthode s’applique facilement a trouver ces représentations :
cependant nous donnerons & la fin les représentations de trois surfaces
(dont la plus générale est celle de STEINER), dont la représentation
plane n’est plus que du second ordre.

{311).

42, Nous avons vu (n® 26) que pour la surface [ ayant cette
caractéristique il y a un point double M, sommet d’un cdéne f du
faisceau tel que l’espace tangent en M a toutes les variétés de ce
faisceau touche aussi f le long d’une génératrice et le coupe en con-
séquence en deux plans génératenrs u,, u,, dans lesquels se décom-
posera donc dans ce cas le cone quadrique ordinaire tangent en M
a I'. Chacun de ces plans coupe (une et en conséquence toutes) les
variétés du faiscean en deux droites, de sorte que par M passent
4 droites de I'" dont deux, 7;r;, sont dans Vun yu; de ces plans, et
deux, 7,75, dans lautre plan u,. Par r,, r; passent deux plans gé-
nérateurs de f de méme systéme que u,, et par r;, ry passent deux
plans générateurs de méme systeme que u,: ces 4 plans coupent
encore I suivant 4 droites ne passant plus par M et que nous ap-
pellerons respectivement s;,s; et s,,s;. Comme ces deux couples
de plans générateurs de f sont de différents systémes on voit que
chacune des droites s;,s; coupera chacune des droites s;,s;. La
surface I" contient donc 8 droites. Les deux autres cones du faisceaun
touchent aussi en M le méme espace et ont les plans »r 7y, r;72,
$; 85, 818 pour Pun, et les plans r; rz, i 72, 8 82, 81 82 pour lautre,
pour plans générateurs.

43. [311] Surface de la 9° classe a conique double générale et
un point biplanaire de la 1° espéce. Par le point biplanaire D pas-
seront deux couples de droites de la surface appartenant respective-
ment aux deux plans nodaux de D (plans des tangentes triponctuel-
les): et la surface contiendra encore deux autres couples de droites
coupant respectivement celles-ci et se coupant mutuellement de la
méme manieére que les droites de I Il y aura deux cones de Kum-
MER non singuliers avec deux couples de séries de coniques de la
surface : dans chacune de ces séries de coniques il y en aura une
décomposée en deux droites passant par D et une autre décomposée
dans les deux droites de la surface qui ne coupent pas celles-ci. Il
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Yy a en outre un cone de KUMMER singulier ayant le sommet en D
et qui touche les deux plans nodaux dans les deux tangentes qua-
driponctuelles du point D. Dans chacune des deux séries de coniques
qui lui correspondent il y en a une décomposée dans les deux droites
d’un plan nodal et deux décomposées en une droite de I’autre plan
nodal et la droite qui la coupe sans passer par D. Ces deux séries
de coniques passent par D et y touchent respectivement les deux
plans nodaux.

Considérée comme une cyclide, cette surface a deux spheéres
directrices d’inversions fondamentales proprement dites (ayant leurs
centres dans les sommets des deux cones de KUMMER non singuliers)
et une spheére directrice réduite & un céne ayant le sommet en D.
Des 3 quartiques focales les deux qui appartiennent aux premiéres
spheres ont pour caractéristique [3 1], c’est-d-dire ont un point de
rebroussement en D, tandis que Vautre ayant pour caractéristique
[Z), 11} a seulement un point double en D. Les quadriques déférentes
des deux premieres les osculent donc en 1), tandis que la quadrique
déférente de autre sphere ne fait que passer par D. — Cette cy-
clide s’obtient par inversion d’un paraboloide.

44. [131] Surface de la 9° classe & deux droites doubles et um
point biplanaire de la 1° espéce. Par le point biplanaire D passent
encore deux couples de droites r;,r; et ry, r; dans les deux plans
nodaux, et r, ,r,, par exemple, coupent une droite double, tandis
que 7, r; coupent lautre droite double. Des autres 4 droites de la
surface, deux, s,, s,, coupent la seconde droite double (et respectivement
ry,7y) et les deux autres s;, s; la premiére (et respectivement »j, 73).
I y a un cone de KUMMER non singulier et un singulier ayant le
sommet en D. La surface a deux inversions fondamentales, dont 'une
a pour centre le sommet du premier cone de KUMMER et pour qua-
drique directrice un coéne passant par D, et Vautre a pour centre
le point d’intersection des deux droites doubles et pour quadrique
directrice une quadrique passant aussi par D (et, comme toujours,
sans que nous nous arrétions a le dire, par ces droites doubles).
On obtient une telle surface en transformant par inversion conique
une quadrique tangente au plan de D’absolu de cette inversion.

45. [31 1] Surface de la 9° classe & deux droites doubles se croisant
en un point triplanaire. Cette surface s’obtient, comme le montre sa
caractéristique, en projetant /" par un point du cone f. Les tangentes
quadriponctuelles dans le point triple D (projection de M) d’intersec-
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tion des deux droites doubles d,, d, appartiennent au plan de celles-
ci, ou bien & deux autres plans qui passent respectivement: par ces
droites doubles et sont les projections de u,, u,: c’est pour cela
que nous appelons ¢riplanaire ce point triple (nous rencontrerons
d’ailleurs plusieurs especes de points triples dont le cone tangent
du 3° ordre se décompose en 3 plans). Dans ces deux autres plans
il y a deux autres couples de droites de la surface r, r; et ry r3 pas-
sant par D, et la surface contient encore 4 autres droites s; s; et s, 8}
dans les plans qui joignent d, & »;,7; et d, & r,, 7. Les coniques
de la surface situées dans les plans passant par d, ou par d, passent
toutes par le point triple et y touchent respectivement les deux
plans singuliers nommés qui contiennent d, et d, . 11 y a deux cones
de KUMMER non singuliers et en conséquence deux couples de séries
de coniques sur la surface (outre les séries des coniques appartenant
aux plans qui passent par d, ou par d,). Il y a deux inversions
coniques fondamentales ayant pour centres les sommets des deux
cones de KUMMER.
{32}.

46. La surface I" ayant cette caractéristique a deux points dou-
bles M, M’, dont Pun M est le sommet d’un coéne f du faiscean
tangent & l’espace qui touche en M toutes les variétés du faisceau,
tandis que M’ est le sommet de Vautre coéne f’ du faisceau et ne
fait que se trouver sur les autres variétés. Il s’ensuit que le cone
quadrique ordinaire tangent a I"en M’ ne se décompose pas, tandis
que le cone tangent en M se décompose en deux plans u,,u,. Et
comme la droite MM’ est contenue dans [’ et en conséquence dans
'un u, de ces deux plans, et espace tangent en M au faisceau
touche s/ le long de MM’ et le coupe en conséquence suivant deux
plans passant par MM’ et coupant encore u, en deux droites, il
s’ensuit que par le point M passent la droite MM’, le long de laquelle
I" a un plan tangent fixe u,, et deux autres droites r r, de la surface
I' situées dans le plan u,; et de méme on voit que par M’ passe
seulement une autre droite  de I" outre MM'. Le plan générateur
de f de méme systéme que u, et qui passe par MM’ contient la
droite 7'; les plans générateurs de f de méme systéme que u, et
qui passent par r et r, contiendront encore deux droites s et s, de
T, lesquelles seront aussi dans les deux plans générateurs de f’
qui passent par r’. Ce sont 13 toutes les droites de I

47. [3 2] Surface de la 7° classe & conique double générale, un
point conique et un point biplanaire de la 1° espéce. La droite qui
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joint ces deux points doubles appartient a la surface et a dans tous
ses points un méme plan tangent, qui est un plan nodal pour le
point biplanaire : Pautre plan nodal contient les deux autres droites
de la surface qui passent par ce point. Par le point conique il ne
passe plus qu’une autre droite de la surface; celle-ci contient en
outre deux autres droites coupant cette derniére droite et respecti-
vement ces deux-la. Il y a seulement deux cones de KUMMER sin-
guliers ayant leurs sommets dans les deux points doubles (et tou-
chant toujours le cone nodal et le couple de plans nodaux de ces
deux points dans leurs couples de tangentes quadriponctuelles), et
a chacun desquels correspond un couple de séries de coniques de la
surface ; et on voit par ce que nous avons dit au n° précédent combien
de coniques décomposées en deux droites il y a dans chaque série.

Considérée comme cyclide, cette surface n’a pas d’inversions
fondamentales propres; mais dans les deux sphéres (directrices) nulles
ayant leurs centres dans le point biplanaire et dans le point conique
il y a les deux quartiques focales de la surface, qui auront pour
caractéristiques [2 2] et [3 1] et seront en conséquence l'une décom-
posée en une droite et une cubique passant toutes les deux par les
deux points doubles, l’autre une quartique ayant un point de re-
broussement dans le point biplanaire. On voit par 14 quelles positions
particuliéres auront les deux quadriques déférentes qui correspondent
a ces spheres nulles, puisqu’elles les coupent justement dans ces
quartiques. — Cette cyclide est la transformée par inversion d’une
quadrique osculant l’absolu (c’est-d-dire coupant le plan a Dlinfini
suivant une conique ayant un contact triponctuel avec 1’absolu), et
aussi d’un paraboloide dont une des génératrices a l'infini soit tan-
gente & P’absolu.

48. [2 3] Surface de la 7° classe & point biplanaire de la 1° espéce
et deux droites doubles se croisant en un point triple. Le point triple
a, outre le plan des droites doubles, un céne quadrique de tangentes
quadriponctuelles : ce cone contient la droite de la surface joignant
ce point triple au point Dbiplanaire et en outre une autre droite
simple de la surface. La surface a le long de la premiere droite un
seul plan tangent, qui est un plan nodal pour le point biplanaire :
Pautre plan nodal contient deux autres droites de la surface pas-
sant par ce point et coupant respectivement les deux droites doubles.
Les plans qui joignent celles-ci & la seconde droite simple passant
par le point triple coupent encore la surface en deux autres droites.
11 y a un cone de KUMMER singulier ayant le sommet dans le point
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biplanaire et auquel correspondent deux séries de coniques de la
surface ; il n’y a pas d’inversions fondamentales. On a cette surface
par une inversion conique sur une quadrique passant par le sommet
du coéne directeur et tangente (ailleurs) au plan d’inversion.

49. [§2] Surface de la 7° classe & point conique et deux droites
doubles se croisant en un point triplanaire. Dans le point triple D
(projection de M) les tangentes quadriponctuelles forment outre le
plan des deux droites doubles d,,d, deux plans d,,d, passant re-
spectivement par celles-ci et dont I’'un J, touche la surface le long
de la droite qui joint D au point conique D’ (projection de M’) et
Pautre 0, contient deux autres droites »r, de la surface passant
par D. Le plan joignant la droite DD’ & la droite double d, coupe
encore la surface en une autre droite »’ passant par D’ ; les plans
d,r, d,r, contiennent enfin les deux dernieéres droites de la surface.
Celle-ci a un cone de KUMMER singulier dont le sommet est dans
le point conique D’. Elle est la transformée par inversion conique
d’une quadrique tangente dans le sommet du cdéne directeur a 'une
des deux génératrices de ce cone formant P’absolu de l’inversion.

50. Surface de la 7° classe a droite double et droite cuspidale se
croisant en uwn point triple. On obtient (v. n° 40) cette surface 8, qui
est un cas particulier de celle considérée au n® précédent (le cas
dans lequel la droite DD’ joignant le point conique avec le point
triple va coincider avec la droite double d,), en projetant I' par un
point P du plan g, tangent & I' le long de la droite MM’. Alors
cette droite sera projetée suivant la droite cuspidale de §, le point
M’ suivant un point-clos de cette droite et M suivant le point triple
(dans lequel se confondra lautre point-clos de la droite cuspidale
de la surface générale, étudiée an n® 40, douée d’une droite double
et une droite cuspidale). Le premier point aura un plan singulier
coupant la surface en la droite cuspidale comptée 3 fois et en une
droite simple passant par ce point: dans ce plan coincident donc &
présent les plans tangents & la surface dans les différents points de
la droite cuspidale (ce que Pon peut aussi voir directement par no-
tre méthode). Quant au point triple, remarquons qu’un espace quel-
conque passant par PM coupe I' en une quartique ayant en M un
point double dont une tangente est sur u,, c’est-ad-dire est PM
méme, et autre est sur u,, de sorte qu’en projetant nous avons
que : chaque section plane de S passant par le point triple a dans ce
point un point triple, par lequel passe une branche formant un point
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stationnaire dont la tangente appartient aw plan des deux droites dou-
bles, et une autre branche simple dont la tangente appartient & un plan
singulier qui passe par la droite cuspidale et coupe encore la surface
suivant deux droites passant par le point triple. Toutes les coniques
de § dans les plans qui passent par la droite double ont en ce point
pour tangentes les droites de ce plan singulier; et toutes les coni-
ques de S dans les plans qui passent par la droite cuspidale sont

tangentes a cette droite dans le point triple de la surface. Outre
les droites nommées la surface contient encore 2 droites, ete.

(41).

51. Le point double M de la surface I' ayant cette caractéri-
stique est le sommet d’un coéne f du faisceau tel que I’espace tangent
en M a toutes les variétés de celui-ci touche aussi ce cone f le long
d’une droite r appartenant & [’ et coupe en conséquence ce cone
dans les deux plans générateurs u, , u, , qui passent par cette droite :
ceux-ci seront les deux plans tangents & I' dans ce point double et
couperont encore I’ respectivement suivant deux droites r,, r, pas-
sant par M, de sorte que par M passent 3 droites r et »,, r», de
I'. Dans les deux autres plans générateurs de f qui passent par
ry,7, il y aura encore 2 droites s, ,s, de I' se coupant entre elles.
I’autre coéne du faisceau a un plan générateur tangent a I' le long
de la droite r, un autre, du méme systeme, contenant les deux droi-
_tes s,,8, et un troisiéme, de l’autre systéme, contenant r,,7,.

52, [41] Surface de la 8° classe & conique double générale et un
point biplanaire de la 2° espéce. Outre que par P’abaissement qu’il
produit dans la classe de la surface, le point biplanaire D de cette
surface et de la surface que nous considérerons ensuite differe de
ceux des surfaces [311], [1 31] en ce que par ce point D il ne passe
plus 4 droites de la surface, mais seulement 3, 'une desquelles est
Pintersection » des deux plans nodaux, tandis que les autres sont
deux droites r,,r, appartenant respectivement & ces deux plans. La
surface a un seul plan tangent le long de r, et elle contient encore
2 droites s,,s, coupant respectivement r,,r, et se coupant entre
elles. 11 y a un cone de KUMMER singulier ayant le sommet dans
le point biplanaire (et tangent aux deux plans nodaux dans les tan-
gentes quadriponctuelles): parmi les deux séries de coniques qui lui
correspondent 1’'une contient les couples de droites rr, et ry8,,
Pautre contient les couples rr, et r, 8,. Il y a encore un cone de
KUMMER non singulier, qui est tangent au plan touchant la surface
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le long de r et auquel correspondent deux séries de coniques, dont
’une contient la droite r comptée deux fois et le couple de droites
8, 85, tandis que lautre contient seulement le couple r, 7, .

Comme cyclide cette surface a une sphére directrice d’une in-
version fondamentale proprement dite ayant le centre dans le som-
met de ce dernier cone de KUMMER et coupant sa quadrique défé-
rente suivant une quartique focale, dont la caractéristique est [4]
et qui se décompose en conséquence dans la droite r et une cubique
tangente en D) a r. Le point biplanaire D est le centre d’une autre
sphére directrice nulle, qui coupe sa quadrique déférente en une
quartique focale [3 1], c’est-d-dire ayant un point de rebroussement
en D. — On obtient cette cyclide en transformant par inversion un
paraboloide dont le point de contact avec le plan a Pinfini soit sur
Pabsolu.

53. [1 4] Surface de la 8° classe & point biplanaire de la 2° e-
spéce et deux droites doubles. Par le point biplanaire passent encore
3 droites de la surface, dont ’une a un seul plan tangent, qui passe
par une droite double, et les deux autres sont dans un méme plan
avec lautre droite double. Par la premiere droite double passe en-
core un plan coupant la surface en deux droites qui s’appuient re-
spectivement sur ces deux-la. Il y a seulement un cone de KUMMER
singulier ayant le sommet dans le point biplanaire, et une inversion
fondamentale dont la quadrique directrice passe par ce point et dont
le centre est le point d’intersection des droites doubles. — Cette
surface est la transformée par inversion conique d’une quadrique
tangente au plan d’inversion en un point de l'une des deux droites
qui forment I’absolu.

Si I'" est projetée par un point du plan tangent le long de 7,
on obtient comme cas particulier de la surface [T 4] une surface de
la 8° classe & une droite double et une droite cuspidale, qui s’obtient
de celle générale étudiée au n® 40 en supposant que les deux points-
clos ordinaires DD’ de la droite cuspidale de cette surface-la coin-
cident en un seul. Alors le plan singulier de ce point coupe la surface
en deux droites passant par ce point méme et la surface n’a plus
que deux autres droites situées dans un plan qui passe par la droite
double. Il y a un céne de KuMMER ayant le sommet dans ce point-
clos, etc.

54. [41] Surface de la 8° classe & deux droites doubles se croi-
sant en un point triplanaire. Le point triple de cette surface se di-
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stingue de celui de la surface [73 11] par exemple, en ce qu’il a,
outre le plan des deux droites doubles d, , d,, deux autres plans de
tangentes quadriponctuelles passant respectivement par celles-ci et se
coupant en une droite » de la surface: ces deux plans contiennent
encore respectivement deux droites r, ,r, de la surface, et les plans
d,r,, d,ry coupent encore celle-ci suivant deux droites s,,s, se
coupant entre elles. La surface a un cone de KUMMER non singu-
lier et dans les deux séries de coniques qui lui correspondent 'une
contient la droite » comptée deux fois (dans un plan qui touche la
surface le long de r) et le couple de droites s, s,, 'autre série con-
tient le couple r, r,. La surface a une inversion conique fondamentale
dont le centre est le sommet de ce cone de KUMMER.

{5} .

55. La surface I' ayant cette caractéristique appartient & un
seul cone quadrique f, qui touche l’espace tangent dans son sommet
M A toutes les variétés quadratiques du faisceau (I') le long d’une
droite r de I' et le coupe en outre en deux plans u,, u, passant par
r et dont l’un u, touche I' tout le long de cette droite r, tandis
que lautre u, coupe encore I' suivant une autre droite »” passant
par M. Par celle-ci il passe encore un autre plan générateur de f
(de méme systéme que u,), lequel coupera encore I' suivant une
autre droite s qui ne passe pas par M. La surface I' n’a que ces
3 droites r, 7/, s. |

56. [5] Surface de la 7° classe a conique double générale et un
point biplanaire de la 3° espéce. Le point biplanaire D de cette sur-
face a non seulement, comme le point biplanaire de la surface [41],
une droite r de la surface pour intersection des deux plans nodaux,
mais en outre pour l'un de ces deux plans le plan tangent & la
surface le long de r. Seulement ’autre plan nodal contient encore
une droite r’ passant par D ; la surface a enfin une troisieme droite
s qui coupe 7’. Elle n’a qu'un cdéne de KUMMER singulier dont le
sommet est le point biplanaire : des deux séries de coniques qui lui
correspondent 1’une contient la droite » comptée deux fois et le couple
r’s, tandis que l’autre contient seulement le couple rr’.

Comme cyclide cette surface n’a qu’une quartique focale sur la
sphere nulle ayant le centre en D : cette quartique ayant la carac-
téristique [4—] se décompose en la droite » et une cubique qui la
touche en D. Il n’y a pas d’inversion fondamentale, mais cette sphére
(directrice) a une quadrique déférente contenant cette quartique focale
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et qui est, comme en général, le lieu des centres des spheéres pas-
sant par D et coupant la cyclide suivant des couples de cercles.
On obtient cette cyclide en transformant par inversion un parabo-
loide dont une des génératrices & l'infini touche Pabsolu dans le
point d’intersection avec D’autre.

57. [g] Surface de la 7° classe & deux droites doubles se croisant
en un point triplanaire. Des deux plans de tangentes quadriponctuelles
dans le point triple de cette surface, autres que le plan des deux
droites doubles, I'un passe par une droite double d, et touche la
surface le long d’une autre droite r passant par le point triple, tandis
que Pautre joint la seconde droite double d, & r et coupe encore la
surface en une autre droite r’ passant par ce point. Le plan d,r’
coupe enfin la surface en une troisiéme droite simple s. Cette sur-
face n’a aucun coéne de KUMMER et ne contient en conséquence
d’autres coniques que celles qui appartiennent aux plans passant
par 'une ou Vautre des deux droites doubles.

Comme cas particulier de cette surface on a, en supposant que
le centre de projection de I’ soit pris sur u,, une surface de la 7°
classe & droite double et droite cuspidale se coupant en un point triple;
surface qui n’est qu’un cas particulier de celle étudiée au n° 50;
le cas dans lequel le point-clos qu’il y avait sur la droite cuspidale
se confond avec le point triple. Ce point triple jouira encore des
mémes propriétés, mais le plan singulier dont nous parlions alors
coupera maintenant la surface dans la droite cuspidale comptée 3
fois (le long de laquelle il sera donc le plan tangent constant) et
une droite simple passant par le point triple. Dans le plan qui joint
cette droite a la droite double il y aura encore une deuxieme droite
simple de la surface. -

Nous avons ainsi fini d’étudier toutes les especes de surfaces
qui sont des projections de F2? contenues dans des faisceaux de
variétés quadratiques dans lesquels tous les cones sont de 1° espece.
Nous allons maintenant nous occuper des autres espéces de surfaces.

Propriétés des especes de surfaces douées
de couples de points doubles ().

58. Considérons les projections de ces surfaces I, qui sont l’in-
tersection d’un faisceau de variétés quadratiques dans lequel il y a

(53) Par couple de points doubles nous entendrons deux points doubles (di-
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un cone de 2° espeéce, et dont la caractéristique contient en conséquence
un couple d’exposants de diviseurs élémentaires correspondant tous
les deux a ce coOne.

Un cone de 2° espéce f contient oo! plans générateurs formant
un seul systéme et passant tous par la droite double ou aréte de
ce cone. Ces plans coupent une autre variété du faisceau, et en
conséquence aussi la surface I' en oo! coniques formant une seule
série (tandis que les plans générateurs d’un come de 1° espece du
faisceau donnent lieu & deux séries de coniques): toutes ces coniques
passent par les points d’intersection de l’aréte du cdne avec une
autre variété du faisceau, c’est-a-dire avec I'. Ces points d’intersec-
tion sont deux si le groupe de la caractéristique qui correspond &
ce cone est (11), ils coincident en un seul si ce groupe est (2 1),
(31), ou (41), et enfin ils sont tous les points de D’aréte lorsque la
caractéristique est {(2 2) 1} ou bien {(3 2)} (%). Dans ces deux derniers
cas Varéte étant contenue dans I, tous les plans générateurs du
cone coupent I' en cette aréte et en une autre droite, de sorte que
la surface I' contient (non plus oco! coniques proprement dites mais)
co! droites appuyées sur Daréte, c’est-a-dire elle est réglée. Dans
les autres eas an contraire on voit facilement que le nombre des
droites contenues dans I’ est fini et on peut aussi construire ces
droites sans peine.

En effet remarquons avant tout qu’un point de D’aréte qui ap-
partienne aussi & I' en sera un point double; d’ou il suit que les
surfaces réglées {(2 2) 1} et {(3 2)} ont une droite double et que toutes
les autres surfaces I, dont nous nous occupons & présent, ont sur
Paréte du céne de 2° espece un couple de points doubles, qui peu-
vent aussi devenir infiniment voisins. Or une droite de I' doit né-
cessairement couper cette aréte, car autrement ’espace qui la joindrait
& Paréte appartiendrait a ce cone f, c’est-a-dire celui-ci se décompo-
serait en deux espaces, ce que nous excluons. Donc dans les cas
{(2 2)1}, {(3 2)] nous pouvons dire que toutes les droites de la surface
I', saps exceptions, couperont sa droite double; dans les autres cas
que toutes les droites de I' passent par l'un ou Pautre des deux

stinets ou coincidents) joints par une droite qui n’appartient pas 3 la surface:
nous verrons qu’en effet deux tels points doubles s’obtiennent ensemble, comme
couple de points.

(¢*) Nous renverrons encore pour cette proposition et pour d’autres, que
nous énoncerons bientdét et dont la démounstration ne présente d’ailleurs aucune
diffioulté, & notre Mémoire Studio sulle quadriche, etc. déjd cité.
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points doubles situés sur l’aréte du cone de 2° espeéce. Soit M 'un
de ces deux points: les droites de I' qui y passent s’obtiennent
encore comme lorsqu’il s’agissait d’un point double de I appartenant
comme sommet & un cone de 1° espéce du faisceau. L’espace tangent
en M commun & toutes les variétés du faisceau les coupe en un
faisceau de cones ordinaires ayant le sommet en M: les 4 génératrices,
distinctes ou non, communes & ces cénes seront les droites de [’
qui passent par M. Parmi ces cones celui d’intersection de cet espace
tangent avec f est le céne quadrique tangent en M a I. Nous voyons
donc que, excepté dans les cas {(22) 1}, {(3 2)}, que nous excluerons
dorénavant, la surface I' ne peut avoir plus que 8 droites, et que
chaque droite de I' doit passer par l'un ou par Pautre des deux
points doubles de I’ situés sur Paréte de f, de maniére que par
chacun de ceux-ci il en passe en général et au plus 4. Ajoutons
que les droites de 'un et de l’autre groupe sont par couples sur
autant de plans générateurs de f et forment dans la série de coni-
ques de I, que nous avions considérée, autant de coniques décom-
posées en des couples de droites.

59. En projetant ces surfaces I" sur E; nous obtenons des sur-
faces S8 du 4° ordre ayant deux points doubles, distinets ou coinci-
dents, tels que la droite qui les joint (projection de Paréte a de f)
n’appartient pas a ces surfaces (tandis que pour les deux points
doubles des surfaces [2 2 1], [3 2], etc. nous avons vu que la droite
qui les joint appartient & celles-ci). Ces surfaces § auront une conique
double générale ou bien décomposée en deux droites suivant que
le centre de projection P est sur une variété quelconque du faisceau
(I') ou bien sur un cone de 1° espece. Mais ici il se présente encore
un autre cas que nous n’avions pas a considérer pour les especes
de surfaces déja étudiées: celui dans lequel le centre de projection
P se trouve sur un codne de 2° espece f du faisceau. Dans ce cas
par le point P il ne passe plus qu’un seul plan générateur de f:
le plan qui le joint & l’aréte a de f. Ce plan coupe I’ suivant une
conique qui est projetée par P sur K, suivant une droite d de 8,
droite dont chaque point correspondra a deux points de cette conique
et qui sera en conséquence double pour 8. Pour mieux voir le ca-
ractere de cette droite double d de § cherchons lintersection de S avec
un plan quelconque de R,: elle est la projection de D’intersection
de I' avec un espace quelconque passant par P. Un tel espace coupe
S suivant un céne quadrique ordinaire passant par P, et I" suivant une
quartique de 1° espéce située dans ce cone. La génératrice de ce cone
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qui passe par P coupe la quartique en deux points dont les tan-
gentes a cette courbe sont dans le plan tangent a ce cone le long
de cette génératrice, plan qui appartient a ’espace n tangent & f
en P (c’est-a-dire le long du plan générateur Pa): donc la projection
de cette quartique est une courbe plane du 4° ordre ayant dans le
point d’intersection de son plan avec d un point de contact de deux
branches, dans lequel la tangente commune aux deux branches ap-
partient & un plan fixe o passant par d (le plan d’intersection de
Pespace n avec R;). Cela nous montre que la droite double d de S
est la limite de deux droites doubles qui dans le plan g viennent
coincider l'une avec Pautre: ce qui nous est confirmé par ce fait
que lorsque le centre P de projection est sur un cone de 1° espece
la surface § projection de I' a deux droites doubles, intersections
de R, avec les deux plans générateurs de ce cdne qui passent par
P, et que si ce cone devient de 2° espéce les deux systémes de plans
générateurs, et en conséquence aussi ces deux plans passant par P,
viennent coincider, et les deux droites doubles de S coincideront
aussi entre elles. Nous appellerons en conséquence et pour abréger
bidouble 1a droite double particuliere d de S.

Elle contient deux points triples, distincts ou coincidents, qui
sont les projections des deux points doubles de I’ appartenant &
Paréte ¢ de f. Comme les plans générateurs de f coupent I” suivant
des coniques passant par ces deux points, de méme les plans menés
par la droite bidouble d coupent S, outre que dans cette droite,
suivant des coniques passant par les deux points triples; pour le
plan ¢ tangent a 8 le long de d Dlintersection avec la surface se
compose de la droite d comptée 4 fois. Parmi les plans passant par
d il y en a 4 dans le cas le plus général [(im—l) 11 1] qui coupent
S en des coniques décomposées en deux droites.

Outre les deux points triples il y a encore sur d deux points
remarquables : ceux dans lesquels R, est coupé par les tangentes
menées de P a la conique d’intersection de I" avec le plan Pa.
Chaque espace passant par 'une de ces tangentes coupe I' en une
(quartique située sur un coéne ordinaire dont cette droite est une
génératrice tangente a la quartique; donc en projetant: il y a sur
la droite bidouble de S deux points-pinces tels que chaque section plane
passant par Pun d’euxr y a un point de rebroussement de 2° espéce.
Ces deux points-pinces coincident si P est sur 'un des plans géné-
rateurs de f qui coupent I' en un couple de droites: alors deux
droites de § se confondent avec d.
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60. En supposant maintenant que le centre de projection P soit
sur une variété ¢ du faisceau générale ou réduite & un coéne de 1°
ou de 2° espece nous appellerons M”, M’/ les deux points d’intersection
(distincts ou coincidents) de Varéte a de f avec I' et D’, D’/ leurs
projections sur Ry, qui sont des points doubles (ou triples) de 8,
points qui sont joints par une droite d qui ne cesse d’étre déterminée,
méme lorsqu’ils viennent coincider, puisque cette droite est la projec-
tion de l’aréte a. Cela posé remarquons que le systéme des oo?
espaces tangents 4 une Fy qui soit un cone se réduit, lorsque ce
cone passe de la 1° espéce & la 2° au systéme des espaces passant
par l’aréte de ce cone, car chacun de ces espaces coupe le cone de
2° espece en un couple de ses plans générateurs. Les co! espaces
tangents (en un sens plus étroit) au cone de la 2° espéce f le coupent
chacun en un plan générateur compté deux fois et touchent en
conséquence la surface /' le long de coniques. En considérant
donc les intersections de ces systémes de oo? et de oco! espaces
avec ¢ et avec I' et en projetant par P nous voyons que, comme
pour chaque cone quadrique de 1° espece passant par I' on obtient
dans R, une série de oo® quadriques passant par la conique
double et doublement tangentes & S, ou, pour mieux dire, coupant
encore S suivant des couples de coniques, de méme pour un
cone quadrique de la 2° espéce f on a que: Chacune des co® qua-
driques passant par la conique double et par les deux points
doubles D’, D’ de S coupe encore cette surface en deux coniques
passant par ces points doubles. Et en particulier tous les plans qui
passent par la droite d joignani ces deux points doubles D', D'’ coupent
S en des couples de coniques. Toutes les comiques de S ainsi obtenues
forment un méme systéme. Le faisceau de ces plans tient ici la place
du systéme des plans tangents d’un cone de KUMMER correspondant
3 un cone de 1° espéce passant par I. — Parmi les oo? quadriques
passant par la conique double et par D', D"’ il y en a ool dont cha-
cune touche la surface S le long d’ume conique. Et comme par chaque
point de R,, et en particulier par le point P, passent en général
deux espaces tangents (proprement dits) du cone de la 2° espeéce f,
nous avons que: Chacune des surfaces S que mous considérons est
Venveloppe d’un systéme simplement infini dw 2° ordre de quadriques
passant par la conique double et par les deux points doubles D’, D’’.
Il y a dans ce systéme de quadriques deux plans (avec le plan de la
conique double), c’est-a-dire pour une telle surface S il passe par la
droite d deux plans qui la touchent respectivement le long de deux
coniques. Ces deux plans remplacent le cone de KUMMER, comme

27
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lien de points (83). TIs sont touchés par les deux cdnes quadriques
tangents & § en D’, D’ suivant deux couples de droites qui sont
les tangentes quadriponctuelles de ces points doubles, c¢’est-a-dire
les tangentes en ces points aux deux coniques de contact de ces
deux plans aveec 8.

Nous pouvons aussi voir facilement que la propriété d’étre tou-
chées le long d’une conique par une quadrique passant par la co-
nique double caractérise les surfaces S que nous considérons 3 pré-
sent par rapport & celles déja étudiées. Car g%l existe pour une
surface S une telle quadrique, il y aura dans R, un espace coupant
I' en une conique comptée deux fois: cet espace coupera donc le
faisceau des F, passant par I" en un faisceau de quadriques se
touchant le long de cette conique; parmi ces quadriques il y a le
plan de celle-ci compté deux fois: donc parmi ces variétés il y en
a une qui est touchée le long de ce plan par cet espace, ce qui ne
peut arriver que pour un coéne de la 2° espece.

Les raisonnements faits dans ce n° ont lieu, quelle que soit la
position du centre de projection P: cependant si P se trouve sur
le cone de 2° espéce f dont il s’agit, ils ne nous donnent pour la
surface & droite bidouble que des propriétés que nous connaissions
déja, c’est-a-dire que chaque plan passant par cette droite d coupe
encore la surface en une conique, qui ne coincide avec cette droite
que pour le plan p. '

61. La conique double de § est encore la projection de la quar-
tique d’intersection k* de I' avec l'espace = tangent en P i ¢; on
trouve encore comme en général les 4 points-pinces de cette conique
double, ete. ete. Il y a seulement & remarquer que la cubique gauche
qui passait en général par les sommets des cones de KUMMER, par
les points diagonaux du quadrangle formé par les 4 points-pinces
et par le point d’intersection des plans tangents singuliers de ceux-ci,
et qui avait pour cordes les tangentes singuliéres de ces points, se
décomposera (comme il résulte immédiatement de la démonstration
que nous avions donnée de cette proposition) en la droite d du couple
de points doubles D’, D’’, droite qui contiendra un de ces points
diagonaux et sera coupée par ces 4 tangentes singuliéres, de sorte
qu’il y aura encore une conique contenant les deux autres points
diagonaux, les sommets des c¢ones de KuMMER proprement dits et le

(¢5) Comme ’a déja remarqué M. KuMMER méme,.
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point d’intersection des plans tangents singuliers des 4 points-pin-
ces, et qui coupera les tangentes singuliéres de ceux-ci et la droite
d. Cette conique se décomposera encore en deux droites si la surface
a un autre couple de points doubles semblable & D’D’’, ¢’est-a-dire
si I" appartient & deux cOnes quadriques de 2° espéce.

62. Dans les cas étudiés les surfaces S avaient un nombre fini
d’inversions fondamentales; dans les cas que nous considérons &
présent il y en a au contraire col. Car nous avons vu qu’on obte-
nait une quadrique directrice d’une inversion fondamentale en pro-
jetant par P sur R; lintersection de ¢ avec un espace ayant un
méme poOle par rapport a toutes les F> du faiscean. Un tel espace
est Pespace polaire d’un point double d’un cone du faisceau. Si donc
dans celui-ci il y a un cone de 2° espece f chaque point de son
aréte a ayant un seul espace polaire par rapport au faisceau, aux
ool points de a correspondront oco! espaces polaires formant un fai-
sceau d’espaces dont le plan commun, plan polaire de a par rapport
a I, contient les sommets des autres cones du faisceaun (et, s’ily a
encore un autre cone de 2° espece, l’aréte de celui-ci). Parmi ces
espaces il y en a deux qui touchent ¢ (et tout le faisceau) dans les
deux points D’, D’ et un qui passe par le centre P. Donc:

La surface S a un systéme de ool imversions fondamentales : les
centres de ces inversions ont pour liew la droite d, et les quadriques
directrices (par rapport auxquelles ces centres sont les péles du plan
de la conique double) forment un faisceau, car elles passent toutes par
la conique double de S et par une conique 6% placée dans un plan qui
contient les sommets des cones de KUMMER de S. Parmi ces quadri-
ques il y a deux cones ayant pour sommets les points D’ , D’ (aux-
quels correspondent des inversions impropres ayant aussi ces points
respectivement pour centres) et il y a la quadrique décomposée dans le
plan de 6% et le plan de la conique double, quadrique dont le centre
d’inversion correspondant est sur ce dernier plan. Donc parmsi les in-
versions fondamentales il y a une homologie harmonique, c’est-a-dire
la surface S se correspond a soi-méme dans une homologie harmonique
ayant pour plan d’homologie le plan de 6* et pour centre d’homologie
le point d’intersection de la droite d avec le plan de la conique double.

Outre ces oo! inversions fondamentales la surface § peut en
avoir des autres en nombre fini correspondentement aux sommets
des cones de 1° espece passant par I' et aussi un autre systeme de
ool gi I' est sur deux cones de 2° espece. Dans le cas [(11)111],
qui est le plus général pour nos surfaces, il y a outre le systeme
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de co! inversions 3 autres inversions fondamentales. L.es quadriques
directrices de ces nouvelles inversions fondamentales passeront dans
chaque cas par D’, D”/, car les espaces polaires des sommets (et des
points des arétes) de cones du faisceau différents de f passent par a.

63. Ces importantes propositions ne cessent de valoir si la co-
nique double de § se décompose, c’est-a-dire si on prend P sur un
cone (de 1° ou de 2° espece) du faisceau des Fj. On voit ainsi que:

Si la conique double de S se décompose en deux droités, les qua-
driques directrices de ces ool imversions fondamentales sont des cones
d’un faisceau dans lequel deux des droites communes sont les deux droi-
tes doubles et les deux autres passent en conséquence par le point
d’intersection de celles-ci (sommet commun & ces cones) et sont dans un
plan avec les sommets des cones de KUMMER de S. Ce plan est le
plan d’homologie pour une homologie harmonique qui transforme en
soi-méme la surface S et dont le centre d’homologie est le point d’in-
tersection du plan des droites doubles avec la droite D’D’’ (qui est
toujours le liew des centres des inmversions fondamentales).

Pour la surface a droite bidouble d avec le plan tangent o il y
a une ool d’inversions fondamentales dont les centres sont sur cette
méme droite et les quadriques directrices sont des cones touchant le plan
o le long de cette droite A et se coupant encore mutuellement en une
conique 0% (qui se décompose seulement lorsque les deux points triples
D’, D’ coincident). Le centre d’une telle inversion et le sommet du
céne directeur correspondant sont conjugués harmoniquement par rap-
port aux deux points triples D', D’/. En particulier il y a parmi ces
inversions une homologie ayant pour plan d’homologie le plan de 8% et
pour centre d’homologie le conjugué harmonique de ce plan par rap-
port aux dewx points triples (et aux deux points pinces).

64. En prenant la conique double (non décomposée), réelle ou
imaginaire, de la surface § comme absolu, c’est-a-dire en considérant
S comme une cyclide nous aurons d’autres propriétés de cette sur-
face. Elle contient oo! cercles passant par les deux points doubles
D’, D", et le long desquels elle est touchée par oo! sphéres, parmi
lesquelles il y a deux plans tangents le long de deux cercles. Dans
le plan perpendiculaire au segment D’D’’ dans son point de mi-
lieu il y a un cercle 6® d’intersection des deux sphéres nulles ayant
pour centres D’, D’’: toutes les sphéres qui passent par ce cercle
(c’est-a-dire toutes les spheéres du faisceau déterminé par ces deux
spheres nulles) sont directrices pour des inversions qui transforment



SURFACES DU 4° ORDRKE A CONIQUE DOUBLE 421

la cyclide en elle-méme. En particulier cette cyclide est symétrique
par rapport au plan de &2

Les centres des sphéres inscrites dans la cyclide sont sur une
conique, car ces centres sont les projections des pdles par rapport
a2 @ des espaces tangents a f et ces poles forment effectivement une
conique appartenant au plan polaire de ’aréte a de /, plan dont la
projection est, comme nous avons vu, le plan de % Donc cette co-
nique, lieu des centres des sphéres inscrites dans la cyclide, est dans
un plan avec le cercle 8%: nous Dappellerons conique déférente de ce
cercle directeur, par analogie avec la quadrique déférente d’une sphe-
re directrice, qui correspond a un cdéne de 1° espéce du faisceau.
Comme toutes ces sphéres inscrites dans la cyclide passent par les
deux points D’, D’’, elles seront orthogonales au faisceau de spheres
(6%). Lorsque la conique déférente et le cercle directeur 6* sont donnés
la cyclide est parfaitement déterminée comme I’enveloppe des spheéres
ayant leurs centres sur la conique déférente et (orthogonales au fai-
sceau des spheéres passant par 6%, c’est-a-dire) passant par D’, D”.

Les quadriques et les coniques déférentes d’une cyclide appar-
tiennent & un systéme de quadriques homofocales ; car la démon-
stration donnée (n° 22) de cette proposition pour les quadriques dé-
férentes s’applique a4 la lettre aux cas ou il y a aussi des coniques
déférentes. Et on voit aussi de la méme maniere que les points
d’intersection du cercle 8% avec sa conique déférente sont des foyers
pour la cyclide, ce qui résulte d’ailleurs de ce que lorsque le centre
d’une sphere inscrite dans la cyclide vient en un de ces points
(points communs & un faisceau de spheres orthogonales 3 celle-la),
elle s’annulle, c’est-d-dire se réduit a un cone passant par l’absolu
et touchant la cyclide le long d’un cercle, et son centre sera en con-
séquence un véritable foyer. — Ces foyers sont les projections des
points de ¢ dont les espaces tangents a cette variété sont aussi
tangents & f. Cela montre que lorsque notre cyclide a des points
doubles différents de D’, D" ils paraissent aussi parmi les foyers : le
cercle de contact de la surface avec la sphere nulle ayant un tel
foyer pour centre s’annulle, ou, si 'on veut, se réduit & deux droi-
tes passant par ce point et le long desquelles la surface est touchée
par cette sphére nulle. Cependant il est bien clair que de tels points
doubles ne sont pas des foyers proprement dits.

Nous avons aussi déja vu (n® 25) comment on peut déterminer
dans chaque cas la caractéristique de ce quaterne de foyers et en
conséquence ses particularisations. Quant aux quartiques focales la
méme méthode nous en donnera encore les particularisations; ainsi
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dans le cas le plus général [(11)111] il y aura 3 quartiques foca-
les ayant la caractéristique [(11)1 1), et se décomposant en consé-
quence en des couples de cercles (66). Done les 3 spheéres directrices
touchent leurs quadriques déférentes dans les deux points D’,D” et
les coupent en conséquence en des couples de cercles passant par
ceux-ci.

Une cyclide appartenant aux especes que nous considérons 3
présent a une série de lignes de courbure composée des cercles pas-
sant par les deux points doubles D’, D”’. En effet en un point quel-
conque de I’ le plan tangent est coupé par le cone de 2° espece f
suivant une droite double (puisque ce plan appartient 3 Pespace
tangent en ce méme point & f, espace qui coupe f suivant un plan
double), et cette droite est, comme ’on voit, la tangente en ce point
de I' & la conique de I qui y passe et qui appartient & un plan
générateur de f. Donc (n° 23) en projetant sur R; on a qu’en un
point quelconque de la cyclide la tangente au cercle de la cyclide
passant par D’, D" est I'une des deux directions de courbure de la
surface dans ce point, ¢’est-a-dire toute cette série de cercles de la
cyclide forme 'une des deux séries de lignes de courbure.

65. I1 y a un cas particulier remarquable des espeéces de sur-
faces a conique double générale dont nous nous occupons a présent :
celui dans lequel les deux points doubles D’, D'’ vont se poser sur
la conique double (°7). On obtient ce cas en projetant la surface I’
correspondante par un point P d’une variété générale ¢ du faisceau,
qui soit sur le plan polaire de aréte a de f par rapport & ¢ (et a
toutes les variétés du faisceaun), car alors ’espace = tangent en P & ¢
passe par a, de sorte que les deux points doubles M’, M" de I situés

(68) Comme dans les cas présents la développable focale se décompose dans
les olnes projetant Vabsolu par les foyers, il est clair que les cercles focaux,
lignes dounbles de cette développable, ne sont que les intersections de oes cOnes
deux-a-deux.

(57) Nous nous sommes déjd ocoupés dans la note an n® 33 du cas dans le-
quel un seul point double d’une surface va se poser sur la conique double et nous
retrouverons en effet & présent quelques-unes des propriétés que nous avons alors
obtenues pour cette surface-la. — Il faut remarquer que si 'on fait aller sur la
conique double les deux points coniques non pas des surfaces [(11)11 1], ete.
(pour lesquelles ces deux points forment un couple), mais des surfaces [2 2 1], ete.,
alors cette conique double se décompose en deux droites, dont 'une devient cu-
spidale (v. n% 40).
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sur « seront projetés en deux points D’, 1’ de la conique double
y? de S. Voyons quelles singularités présenteront alors ces deux
points pour 8. Un espace mené par PM’, par exemple, coupe I' en
une quartique ayant en M’ un point doubie dont le plan des tan-
gentes passe par P (car il appartient a Pespace tangent en M’ au
faisceau, espace qui passe par le plan polaire de a et en conséquen-
ce par P): donc la projection plane de cette quartique a dans la
projection de M’ un point de contact de deux branches. Donec les
deux points D’, D'’ de S sont tels que chaque plan passant par Vun
d’eux coupe S en une quartique ayant en ce point un point de contact
de deux branches : ils sont donc deux points de contact de deux nappes
de la surface (Selbstberiihrungspunkte). On voit immédiatement que
dans chacun de ces deux points singuliers coincident deux des 4
points-pinces de la conique double. En oufre comme pour obtenir
cette surface on peut prendre le centre de projection arbitrairement
sur un plan nous avons que: la classe d’une telle surface est la méme
que celle de la surface la plus générale ayant la méme caractéristique.
Ainsi la surface du 4° ordre a conique double douée de deux points
de contact de deux nappes est dans le cas le plus général de la
classe 8.

Parmi les espaces passant par PM’ chacun de ceux, qui tou-
chent @ en un point de cette droite et qui forment en conséquence
un faisceau autour du plan tangent le long de PM’ & ¢, coupe ¢ en
un cone ordinaire et I'en une quartique de ce cone ayant M’ pour
point double. Done la projection de cette quartique par P a en D’
un point d’osculation de deux branches. Remarquons en outre que
parmi les espaces tangents a ¢ dans les points de PM’ et de PM’’
il y a Pespace = tangent en P et les espaces tangents en M’, M’/
chacun desquels coupe I, comme nous avons vu, en 4 droites (di-
stinctes ou non). Donc: les plans passant par la tangente a la coni-
que double en un des deux points singuliers D’, D’ coupent S en des
courbes ayant en ce point un point d’osculation de deux branches. Cha-
cun des plans tangents singuliers 6’y 6’" de D’, D’/ (plans des tangen-
tes singuliéres en ces points aux sections planes de S qui y passent)
coupe S suivant 4 droites (qui dans des cas particuliers peuwvent coin-
cider entre elles), et ces deux quaternes de droites de S sont dans 4
plans passant par D’D’’. — La série de coniques de I" situées dans
les plans générateurs de f nous montre que: Chaque plan passant
par la droite D’D’’ coupe la surface S suivant deux coniques ayant
double contact en D’ et D’/ avec les droites d’intersection de ce plan



424 CORRADO SEGRE

avec 8’ et 8’" pour tangentes communes en ces points. On a ainsi une série
de oo! coniques sur la surface. Parmi ces plans passant par D’D’’
il y a outre le plan de la conique double deux plans touchant la sur-
Jace respectivement le long de deux coniques.

La droite 8’6’7 contient les sommets des 3 cénes de KUMMER de
la surface S ; car elle est l’intersection de R; avec le plan polaire
de a, plan qui passe par P et qui contient les sommets des 3 cones
de 1° espeéce passant par I'. En remarquant en outre que les espaces
polaires des points de a forment un faisceau autour du plan polaire
de a et passent tous en conséquence par P, nous voyons qu’une pro-
priété qui caractérise notre surface, parmi celles plus générales qu’on
obtient par des projections de I, est que toutes les oo! inversions
fondamentales de 8 que nous considérions au n° 62 (et non plus une
seule) se réduisent & des homologies harmoniques. La surface S cor-
respond & soi-méme par rapport & oo' homologies harmoniques dont
les centres sont sur la droite D’D’’ et les plans passent par 8’68".

Ces propriétés de la surface S (%) nous montrent que, considérée
comme une cyclide, elle est une cyclide de révolution provenant de
la rotation d’une eyclique plane douée d’un axe de symétrie autour de
cet axe (69), Drailleurs la position particuliére donnée sur ¢ au cen-
tre de projection P montre que pour obtenir une telle cyclide de la
cyclide générale [(11)11 1] a couple de points coniques (ou bien de
ses cas particuliers) il suffit de la transformer par inversion en met-
tant le centre en un point quelconque du cercle directeur (le cercle
des foyers): on voit alors (ce qui résulte aussi immédiatement de la
projection), que sur I’axe de révolution 6’6’ se trouveront non seu-

(68) Cette surface intéressante n’a pas encore 6t6 Studiée aillenrs, & ce que
nous croyons. Cependant dans le Mémoire de M. KUMMER il est remarqué que,
si pour une surface du 4° ordre & deux points de contact de deux nappes deux
des 4 plans qui passent par ces points et touchent la surface le long de coniques
viennent coincider, la conique de contact correspondante devient une conique
double de la surface. On a alors précisément la surface dont il s’agit. L.’équation
donnée par M. KuMMER d’une surface du 4° ordre & deux points de contaot de
deux nappes peut se réduire pour cette surface & la forme P2=p2(ap®+2bpq + cq?),
ot @ est une quadrique et p, g sont des plans. Si la constante ¢ était nulle, des
deux plans tangents le long de coniques ap® + 2bpq + c¢®> = 0 Pun viendrait
coincider avec le plan p de la conique double, et celle-ci deviendrait une coni-
que ocuspidale.

(89) M. DARBOUX ne fait que nommer dans une note (ounvr. cit. p. 159) cette
oyclide particuliere.



SURFACKS DU 4° ORDRE A CONIQUE DOUBLE 425

lement les sommets des 3 cones de KUMMER, mais aussi les 4
foyers de la surface. Etc. etc.

Surface du 4° ordre a conique cuspidale (79).

66. Supposons que, la variété ¢ du faisceau étant générale, on
y prenne le centre de projection P non seulement sur le plan polai-
re de Varéte a de f, comme nous faisions au n° précédent, mais
précisément en un des points de ce plan qui sont communs 3 ¢ et
a4 la conique polaire de f par rapport & ¢, c’est-a-dire en un point
tel que Pespace = tangent & ¢ en ce point soit aussi tangent & f
le long d’un certain plan générateur p. Alors nous verrons que la
plupart des propriétés trouvées au n® précédent pour les surfaces &
conique double douée de deux points de contact de deux nappes
gseront encore vraies pour les nouvelles especes, plus particuliéres, de
surfaces ; mais I'importance de celles-ci nous fait préférer de les re-
trouver directement en partie.

La quartique k* d’intersection de = avec I, que nous considé-
rions au commencement de ce travail, et dont la projection sur R,
était la conique double de §, se réduira & la conique k® d’intersec-
tion de I' avec le plan p (conique comptée deux fois), et sa projec-
tion y® sur R; sera en conséquence une conique cuspidale de S, car
les deux plans tangents dans chaque point de la conique double
qu’on considérait auparavant viennent coincider. Cela résulte d’ail-
leurs aussi de ce fait que le plan p, appartenant aux espaces polai-
res de P par rapport a ¢ et a f, sera le plan polaire de P par rap-
port a tout le faisceau de F3 , ¢’est-a-dire par rapport & I'; il est donc
le méme plan que nous appellions p dans le cas général. Et comme
alors p coupait I" en 4 points dont les projections étaient les 4 points-

() La plupart des résultats que nous trouverons ici sont déja contenus dans
le Mémoire cité a la p. 342 [note (12)] de M. Bfra To610ssY, ol cependant ils sont
obtenus d’une manidre tout-a-fait différente de la nétre. Une partie de ces résultats
avaient déjd 6t6 trouvés auparavant par M. CREMONA (dans la Note [(13)] citée & la
méme page) au moyen de la représentation plane de la surface et par M. Zru-
THEN (Mém. cité, p. 541) comme application de ses formules générales. — La
représentation de M. CREMONA est du 4° ordre; il Vobtient au fond en consi-
dérant la surface comme linverse d’une surface oubique & deux points coniques
par rapport & une inversion convenable. Notre méthode nous donnerait au con-
traire directement une représentution plane du 3¢ ordre; mais nous lomet-
tons par bridveté.
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pinces de la conique double, et dans notre cas toute la courbe %k?
se trouve sur p, il ‘s’ensuit que tous les points de y? sont des points-
pinces, c’est-a-dire que y® est maintenant une conique cuspidale de
S. Et de la méme manieére par laquelle nous avions prouvé que les
plans tangents singuliers dans ces points-pinces passaient par un
méme point, on prouve immédiatement que: Les plans tangents & la
surface S dans les points de sa conique cuspidale passent tous par un méme
point. Car ces plans sont les intersections de R, avec les espaces
tangents & ¢ dans les points de k® et comme tous ces espaces pas-
sent par la droite polaire du plan p par rapport & ¢, droite passant
par P, le point commun & tous ces plans sera le point d’intersec-
tion de cette droite avec Rj.

Dans le cas présent l’espace s est un des deux espaces tan-
gents & f qui passent par P, espaces qui touchent I'le long de co-
niques et dont les intersections avec R, étaient les deux plans tou-
chant § le long de coniques. Appellons n, 'autre de ces deux espaces
tangents et yf la projection sur R, de sa conique de contact: nous
voyons que l'une des deux coniques, le long de chacune desquelles
la surface S étudiée au n° précédent était touchée par un plan, est
venue a-présent coincider avec la conique double en la faisant deve-
nir conique cuspidale, et qu’ il y a encore pour la surface S un plan
qui la touche le long d’une conique 7y

67. La conique y? et la conique cuspidale y? se coupent en deux
points D’, D’’, qui sont les projections des deux points M’, M’/
d’intersection de D’aréte « de f avec ¢, et dont mnous allons recon-
naitre la singularité. Un espace quelconque passant par P coupe f
suivant un cdéne quadrique ordinaire et ¢ suivant une quadrique
dont le plan tangent en P est aussi tangent & ce cdne ordinaire le
long de la droite d’intersection de cet espace avec p : cet espace
coupe donc I' suivant une quartique dont deux tangentes passent
par P. Ainsi chaque plan coupe notre surface S suivant une quar-
tique ayant deux points stationnaires sur la conique y2, ce qui prouve
de nouveau que cette conique est cuspidale pour S. Mais supposons
maintenant que l’espace mené par P passe aussi par 'un des deux
points d’intersection de a avec ¢, par exemple par M’. Alors la qua-
drique d’intersection de cet espace avec ¢ passera par le sommet
M’ du cone ordinaire d’intersection avec f, et elle aura pour une
génératrice la droite PM’: donc D’intersection de cet espace avec
I’ sera une quartique ayant en M’ un point double tel que le plan
des deux tangentes passe par P. En projetant sur E; nous voyons
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que: Un plan quelconque passant par Vun ouw Vautre des deux points
singuliers D’, D’’ de la conique cuspidale coupe la surface S en wune
quartique ayant en ce point un point de contact de deux branches.
Donc ces deux points sont (7!) les points-clos de-la conique cuspidale
de 8.

11 se présente la question si parmi ces plans passant par un
point-clos il y en a qui coupent S en une quartique ayant en ce
point un point de rebroussement de 2° espéce (singularité d’ordre
supérieur au point de contact de deux branches). Cette quartique
étant la projection de la quartique gauche que nous considérions
jadis ayant un point double en M’ dans lequel le plan des tangentes
passe par P, on voit que cela arrive lorsque ces deux tangentes
coincident, c’est-a-dire lorsque M’ est un point stationnaire pour cette
courbe gauche et a un plan tangent singulier passant par P. L’espa-
ce mené par PM’ coupe I' en une telle courbe s’il est tangent aun
cone quadrique ordinaire tangent & I" dans le point double M’, c’est-
a-dire si le plan dans lequel cet espace coupe lespace tangent en
M’ & ¢, plan qui passe par P, est tangent & ce cone (intersection
de f avec cet espace tangent en M’ & ¢). Or par P il ne passe que
deux plans tangents & ce cOne: tous les espaces qui passent par
Pun ou lautre de ces deux plans satisfont donc & la question. Ces
deux plans sont évidemment les intersections de ’espace tangent en
M’ a ¢ avec les deux espaces s, 77, tangents & f menés par P. Un
espace qui passe par le second de ces plans coupe I' en une quar-
tique ayant en M’ un point stationnaire, dans le plan tangent du-
quel P est un point quelconque. Mais un espace qui passe par le
premier de ces plans, c¢’est-a-dire par un plan qui, appartenant & n
et & Despace tangent en M’ & ¢, touche g le long de la droite PM’,
coupera I en une quartique ayant un point stationnaire en M’ avec
ce plan pour plan tangent, et la quadrique d’intersection de cet espa-
ce avec ¢ sera un cone tangent & ce plan le long de la droite P M,
(et n’ayant pas le sommet en M’); donc (voir la note (°?)a p. 383) la
projection de cette quartique faite par P a dans la projection de
M’ un point de rebroussement de 3¢ espéce (coincidence d’un point
stationnaire avec un point de contact de deux branches). En remar-
quant encore que les deux plans considérés appartenant aux espaces

() V. ZEUTHEN, loc. cit.,, p. 479. On trouve aussi dans ce Mémoire les au-
tres propriétés des points-clos que nous aimons & trouver par notre méthode dans
ce qui suit.
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7, 7, devront étre tangents en M’ aux deux coniques de I" placées
dans ces espaces, nous concluons pour R,:

Parmi les plans passant par un point-clos D’ de la conique cu-
spidale y? de la surface S ceux qui passent par la tangente en ce point
a y} coupent S en des courbes ayant en ce point un point de rebrous-
sement de seconde espéce avec cette droite pour tangente singuliére ; et
les plans qui passent par la tangente en ce point & la conique cuspi-
dale y* coupent S en des courbes ayant en ce point-clos un point de
rebroussement de 3° espéce. — Il suit de 14 que les tangentes en D,
D’ & la conique y% sont les tangentes singuliéres des deux points-clos.

68. De méme que pour les surfaces étudiées au n® 65, nous
avons a présent comme cas particuliers :

Sur la surface du 4° ordre & conique cuspidale il y a dans le
cas le plus général deux quaternes de droites : chaque quaterne embrasse
4 droites qui passent par un point-clos D’ ou D’/ et appartiennent au
plan &" ou 8" des tangentes en ce méme point & y* et y, plan qui
est aussi le liew des tangentes quadriponctuclles & la surface dans le
point-clos correspondant.

Ces deux quaternes de droites forment aussi 4 couples dans 4
plans passant par la droite D’D’’ des deux points-clos. Les plans qui
passent par cette droite coupent la surface suwivant des couples de co-
niques (formant un seul systéme de ool) touchant dans les deux points
D’, D’ les deux plans &’,8’’. Pour denx plans de ce faiscean les
deux coniques coincident, respectivement en »* et en y2.

La surface correspond a soi-méme par rapport a ool homologies
harmoniques ayant les centres sur la droite D’D’’/ des points-clos et
les plans d’homologie passant par la droite 6’0’’. De la il suit aussi
que cette surface correspond a soi-méme par rapport & une involution
réglée (involutorisch-geschaarte Collineation) ayant les droites D’D’’
et 6’0’" pour axes. — En outre elle a en général 3 inversions fon-
damentales.

69. Proposons-nous maintenant la recherche des cones de Kum-
MER pour cette surface. Il suffit de se rappeler que ces cones sont
les projections faites par P des cOnes quadriques ordinaires dans
lesquels les cones de 1° espéce du faisceau des F sont coupés par
les espaces polaires de P par rapport & ces cOnes-mémes. Or ces
espaces polaires de P devront passer par le plan polaire p de P par
rapport & I', plan qui contient la conique k* de I et en se rappe-
lant en outre que les sommets de ces cones du faisceau sont sur le
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plan polaire de a par rapport & ¢ nous concluons que: La surface
a conique cuspidale a en général 3 cones de KUMMER dont les som-
mets sont sur la droite 6’0’’ et qui passent par la conique cuspidale.

A chacun de ces cones correspondent deux séries de coniques
sur la surface. Il y a en outre, comme nous avons déja vu, une sé-
rie de coniques situées dans les plans passant par D’D’’. Entre ces
différentes séries de coniques passent les mémes relations que dans
la surface & conique double et un couple de points doubles.

De méme il n’y a presque pas de modifications & faire 3 ce que
nous avons dit en général sur les cubiques et les quartiques de la
surface. Il y aura sur la surface en général 8 séries doublement in-
finies de cubiques gauches, correspondant aux 8 droites de la sur-
face, et une série quatre fois infinie de quartiques de 1° espece(’2),
ete. ete.

70. Nous retrouverons les cones de KUMMER en cherchant les
quadriques qui passent par la conique cuspidale et sont inscrites
dans la surface (c’est-a-dire la touchent le long de coniques). De mé-
me que lorsque P avait une position quelconque sur ¢ on voit que
ces quadriques sont les projections des intersections de ¢ avec les
espaces tangents a f. Les poles de ces espaces par rapport & ¢ ont
pour lieu une conique dans le plan polaire de a. Parmi ces espaces
il y en a en général, outre =z, trois qui sont aussi tangents a g,
c’est a-dire qui coupent ¢ suivant des cones quadriques ordinaires.
Leurs sommets sont 3 des 4 points d’intersection de la conique nom-
mée avec @ : le quatrieme est P; et les points diagonaux du qua-
drangle déterminé par ces 4 points sont les sommets des 3 coOnes
de 1° espece du faisceaun de F3. Donc les sommets des projections
des 3 cones quadriques ordinaires d8ut nous parlions sont aussi les
sommets des 3 cones de KUMMER et comme ces projections passent
aussi, comme ces cones de KUMMER, par y?, elles coincideront avec
eux. Donec:

La surface S est enveloppée (c’cst-a-dire touchée le long de coni-
ques) par ool quadriques passant par la conique cuspidale et telles que
le liew des poles du plan de celle-ci par rapport a elles est la droite
8’90’’. Parmi ces quadriques il y a les 3 cones de KUMMER. Par cha-

(™) M. TOTO88Y trouve gue cette série de quartiques est senlement trois fois
infinie (loe. cit., pp. 319, 320), parce qu’il s’appuie sur le fait que par la conique
cuspidale passent oo3 quadriques, tandis qu’il en passe cof.
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que point de Uespace passent deux de ces quadriques. Les coniques de
contact forment le systéme des coniques passant par D’ et D”’.

On peut encore considérer un autre systeme de quadriques. Les
espaces passant par p coupent I’ suivant la conique fixe k® et une
conique mobile; en projetant sur R, et en remarquant que les poles
de ces espaces par rapport & ¢ sont sur la droite polaire de p nous
avons que: les ool quadriques qui touchent S le long de sa conique
cuspidale, c’est-a-dire qui passent par cette conique et ont pour péle de
son plan le point d’intersection des plans tangents a S dans les points
de la conique cuspidale, coupent encore S suivant une conique mobile
appartenant aw systéme des coniques passant par D’ et D”’. — Ce
point d’intersection des plans tangents dans les points de la conique
cuspidale est évidemment sur la droite §’§”’.

71. En supposant que la conique cuspidale y*> soit Iabsolu, la
surface § sera une cyclide de révolution ayant la droite 6’6’/ pour
axe (n° 68). Comme un plan passant par cet axe coupe S suivant
une courbe quartique ayant les points cycliques du plan pour points
stationnaires, c’est-a-dire suivant une quartique cartésienne (ovales de
DESCARTES) ayant cet axe pour axe de symétrie, nous appellerons
pour abréger cyclide cartésienne, avec M. CASEY (7®). Les cOnes de
KUMMER ont leurs 3 sommets sur ’axe : ces sommets sont les foyers
de la cyclide, puisque ces cones sont tangents le long de coni-
ques a la cyclide et passent par D’absolu. Comme les quadriques dé-
férentes ont en général pour développable focale la développable
des plans tangents a la cyclide dans les points de P’absolu, et dans
le cas présent cette développable se réduit a un coéne quadrique
nous concluons que les quadriques déférentes dune cyclide cartésien-
ne sont des sphéres ayant pour eentre commun le point de renconire des
plans tangents a la surface dans les points de Uabsolu. Ce point se
trouve sur l’axe de révolution.

Dans le cas le plus général, qui correspond a la caractéristique
[(11) 111], outre les 3 foyers la surface a 3 quartiques focales, in-
tersections des 3 spheres directrices, dont ces foyers sont les centres,
avec leurs 3 spheéres déférentes: ces intersections se décomposent
dans Dabsolu et 3 cercles. Donc la cyclide cartésienne générale a trois

() Loeo. cit.,, p. 635. — M. DaRBOUX donne au contraire ce nom de carté-
siennes aux cyolides ayant des quadriques déférentes de révolution (onvr. ecité,
p. 154). Nous rencontrerons bientot ces cyolides.
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Sfoyers et trois cercles focaux (intersections des sphéres nulles ayant
ces foyers pour centres prises deux-a-deux).

En prenant la conique cuspidale pour absolu on obtient tres
facilement les propriétés de la surface S (ce qui équivaut d’ailleurs
a faire usage dans les démonstrations du systéme des oo! homolo-
gies harmoniques qui transforment la surface S en soi-méme). Ainsi,
comme la section méridienne de la cyclide cartésienne est de la 6°
classe, il suit que par un point de I’axe le cOme circonserit & la cy-
clide se décompose en 3 cones quadriques de révolution, ¢’est-a-dire:
pour chaque surface du 4° ordre a conique cuspidale le cdne circon-
scrit a la surface par un point quelconque de la droite 8’6"’ se dé-
compose en trois cones quadriques touchés par les plans &, dans
les deux points-clos D’, D”’.

Remarquons enfin que chaque cyclide cartésienne, méme lor-
squ’elle n’est pas générale, peut étre obtenue par une cyclide douée
de foyers (c’est-a-dire appartenant aux esplces qui dans leurs carac-
téristiques ont un groupe de deux degrés) et ayant la méme carac-
téristique en la transformant par inversion avec un foyer propre-
ment dit pour centre. Cela correspond au fait que les deux surfaces
sont les projections d’une méme surface I de la variété quadratique
@ : seulement pour 'une d’elles le centre de projection est un point
quelconque de ¢, tandis que pour Dautre ce centre est un point
déterminé, et précisément Pun de ces points dont la projection faite
par le premier centre est un foyer pour la premiére surface.

Nous allons maintenant reprendre la classification de nos sur-
faces, en donnant pour les différentes espéces, dont nous avons vu
les propriétés communes dans les derniéres pages, les propriétés par-
ticulieres qui les distinguent entre elles.

(11111}

72. La surface I' ayant cette caractéristique est la plus géné-
rale parmi celles qui ont ét¢ considérées depuis le n® 58. Elle est
sur 3 cénes quadrignes de 1° espeéce et sur un cOne de 2° espece,
sur D'aréte duquel elle a deux points doubles; etc. En conséquence
en la projetant sur R; nous aurons les surfaces suivantes qui ont
déja été étudiées presque completement dans ce qui précede.

73. [(11)11 1] Surface de la 8° classe & conique double générale
et un couple de points comiques. Par chacun de ces points coniques
passent 4 droites de la surface, qui coupent respectivement les 4
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passant par Pautre en 4 points d’un plan: les 3 points diagonaux
du quadrangle déterminé par ceux-ci sont les sommets des 3 cOnes
de KUMMER de la surface. En considérant celle-ci comme une cy-
clide, ces 4 points se trouvent sur le cercle directeur (dont les points
d’intersection avec la conique déférente sont les 4 foyers de la sur-
face) et ils sont les points de contact du cercle avec les tangentes
qu’il a communes avec cette conique. La surface a 3 couples de
cercles focaux passant par les deux points coniques et appartenant
aux 3 sphéres directrices (dont les centres sont les sommets des
cones de KumMER). Elle contient une série de coniques passant par
les deux points coniques et en outre 3 couples de séries, correspon-
dant aux 3 cones de KuMMER. Ete. ete.

74. [(11)1 1 1) Surface de la 6° classe a conique cuspidale. Nous
en avons vu jadis les propriétés, car celle-ci est la surface du 4°
ordre la plus générale a conique cuspidale. Il est facile de voir que
pour cette surface, qui est un cas particulier de celle du n° précé-
dent, la classe n’est plus 8, mais 6; c’est que les centres de projec-
tion de I' propres a donner comme projection une telle surface ne
forment plus qu’une oo! (tandis que, comme ils formaient une oco?®
pour les surfaces un peu plus générales 3 deux points de contact de
deux nappes sur la conique double, nous avons pu conclure au n°
65 qu’elles sont de la classe 8). Cette surface a deux points-clos
distinets sur la conique cuspidale et n’a pas de points doubles hors
de la conique cuspidale. Nous avons vu ses propriétés relatives aux
droites qu’elle contient, aux cones de KUMMER, etc. On peut aussi la
considérer comme la cyclide cartésienne la plus générale et nous avons
vu aussi comment se particularisent alors métriquement ses propriétés.

Les cyelides [(1 1)1 1 1], cartésiennes ou non, sont les transfor-
mées par inversion d’un coéne quadrique général (comme on voit si
sur ¢ le centre de projection de I’ est pris sur M’ ou sur M’’, car
alors I' est projetée justement suivant un cdne quadrique).

75. [1 (1 1) 11] Surface de la 8° classe & deux droites doubles et
un couple de points coniques. Les 4 plans qui joignent ces points a
ces droites coupent encore la surface en des couples de droites et on
a ainsi les 8 droites simples de la surface. Les 4 droites passant par
un point conique coupent respectivement celles qui passent par
Pautre en 4 points d’un plan passant par le point d’intersection des
droites doubles: ce plan contient les sommets des deux cdnes de
KUMMER (propres) de la surface. Parmi les plans passant par les
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deux points coniques et coupant la surface en deux coniques il y en
a deux, dont chacun la touche le long d’une conique, et 4 qui con-
tiennent des couples de droites. Nous avons vu (n° 63) qu’il y a oot
inversions fondamentales ayant des cones quadriques directeurs pas-
sant par les droites doubles et par deux droites fixes du plan nom-
mé qui contient les sommets des cones de KUMMER. Mais il y a
en outre 3 autres inversions fondamentales, dont deux ayant pour
centres les sommets des deux cones de KUMMER proprement dits et
pour quadriques directrices deux cones passant par les points coni-
ques, et une ayant pour centre le point de rencontre des droites dou-
bles et une quadrique directrice qui passe aussi par les points coni-
ques (). — On obtient une telle surface par une inversion conique
sur un cdne quadrique.

76. [(11)111] Surface de la 8° classe & droite bidouble (et deux
points triples). Les deux quaternes de droites simples de la surface
passant par les deux points triples D’, D’ sont, comme nous ’avons
déja remarqué, sur quatre plans passant par la droite bidouble. 11
y a ool inversions fondamentales dont les quadriques directrices sont
des cones quadriques touchant le plan g le long de la droite bidou-
ble d et se coupant en une conique fixe 4% et dont les centres sont
sur d les conjugués harmoniques des sommets de ces cones par rap-
port & D’, D’’ (n® 63). Parmi ces cOnes ceux qui ont leurs sommets
en D’, D’/ se composent de tangentes quadriponctuelles en ces points
triples & la surface (les autres tangentes quadriponctuelles dans ces
points forment deux faisceaux dans le plan p), et ils passent respec-
tivement par les deux quaternes de droites. Celles-ci se rencontrent
donc en 4 points de la conique 6% et les points diagonaux du qua-
drangle de ces 4 points sont les sommets des 3 cones de KUMMER
de la surface. Dans chacune des 6 séries de coniques de la surface
qui correspondent & ces cones il y a deux coniques décomposées en
couples de droites, etc. Les sommets des 3 cones de KUMMER sont
aussi les centres de 3 inversions fondamentales, qu’a la surface ou-
tre les oco! considérées : les quadriques directrices de ces 3 inversions

(%) Nous rappellerons encore une fois que les quadriques directrices des
inversions fondamentales de toutes nos surfaces passent toujours par leurs
coniqnes doubles (générales ou décomposées), de sorte que mous nous épargnons
la peine de le dire dans chaque oas.

28
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fondamentales sont 3 couples de plans passant par la droite bidou-
ble d.

(11) 21).

77. Une telle surface I" se trouve, outre que dans le cone de 2°
espece f dont laréte la coupe en deux points doubles M’, M’’, sur
un cone de 1° espeéce f, dont le sommet M se trouve sur I' et en
est en conséquence un autre point double. Les droites MM’, MM’’
appartiendront donc & I' et auront deux plans touchant I” le long
d’elles : ces plans seront les intersections de l’espace tangent en M
a toutes les variétés du faiscean avec les espaces tangents en M’
et M’/ ; ils se coupent donc en une droite qui contient le sommet
du troisiéme cone du faisceau (de 1° espece). Comme toutes les droites
de I' doivent passer ou par M’ ou par M’/, on voit qu’elles sont,
outre les droites MM’, MM’’, celles dans lesquelles I" est encore
coupée par les plans générateurs de f, qui passent par une ou par
Pautre de celles-ci, c’est-a-dire deux droites passant par M’ et deux
droites passant par M’’. 11 y a donc en tout 6 droites sur I Le
troisieme cone du faisceau a parmi ses plans générateurs les plans
tangents a I" le long de MM’ et MM’/ et les plans des deux couples
des autres droites qui passent par M’ et M’’.

Suivant la position du centre de projection P nous aurons de
I' 7 espéces différentes de surfaces de R, . '

78. [((11)21] Surface de la G°® classe & conique double générale
et trois points coniques (dont deux formant un couple). Le couple de
points coniques D’, D’/ est joint & ’autre point conique D par deux
droites de la surface, le long de chacune desquelles la surface est
touchée par un plan. Ces deux plans sont tangents au coéne de
KUuMMER non singulier de la surface. Celle-ci a aussi un coéne de
KUMMER singulier ayant le sommet en D, et outre les deux couples
de séries de coniques qui correspondent & ces deux cones de KuM-
MER elle contient une série de coniques dans les plans qui passent
par D’D’’. Parmi ces plans deux touchent la surface le long de
deux de ces coniques, et deux autres, outre celui qui passe par D,
coupent la surface en deux couples de droites (et deux coniques);
de sorte que la surface contient 6 droites. Dans chacune des deux
séries de coniques correspondant au cone de KuMMER singulier il
y a deux coniques qui se décomposent respectivement en DD’ et
une droite passant par D’ et en DD’ et une droite passant par
D’”’. Pour le cone de KUMMER non singulier dans l'une des deux
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séries de coniques qui lui correspondent il y a la droite DD’ com-
ptée deux fois et le couple des droites qui passent par D’/ sans
passer par D, tandis que dans DPautre il y a la droite DD’/ comptée
deux fois et le couple des droites qui passent par D’ sans passer
par D. De 1a il suit que les deux points de rencontre des deux cou-
ples nommés de droites sont en un plan avec les sommets des deux
cones de KUMMER (ou, plus encore, qu’ils sont en ligne droite avec
le sommet du cone de KUMMER non singunlier).

Comme cyclide cette surface a ce dernier plan pour plan de
symétrie et les deux points coniques D’, D’/ disposés symétrique-
ment par rapport & lui: le cercle §% d’intersection des deux sphéres
nulles ayant D’, D’/ pour centres est sur ce plan et contient le point
conique D et les deux autres points de rencontre de droites de la
surface. La conique déférente touche les tangentes a ce cercle direc-
teur dans ces deux points et elle touche ce cercle méme en D,
ayant en ce point pour tangente commune la droite d’intersection des
plans tangents a la surface le long des droites DD’, DD’’. Comme
ce cercle directeur et cette conique déférente se touchent en D, elles
ne se couperont plus qu’en deux points qui seront les foyers de la
surface. Cela résulte aussi du théoréme du n® 25, en force duquel
le quaterne de foyers a pour caractéristique [21] et se réduit en con-
séquence au point double D avec deux autres points; mais D n’est
pas un véritable foyer, comme nous avons vu (n’ 64). — Outre le
faisceau des spheéres passant par le cercle directeur 4%, qui corre-
spondent & autant d’inversions fondamentales pour la cyclide, il y a
encore une sphére directrice d’une inversion fondamentale propre-
ment dite, laquelle a son centre dans le sommet du cone de Kum-
MER non singulier et passe par les 3 points coniques D,D’,D’’:
la quadrique déférente de cette sphere directrice passe aussi par ces
points et coupe la sphére en une quartique focale [(11)2] qui se
décompose dans les deux droites DD’, DD’’ et un cercle focal pas-
sant par D’, D’’. (On voit donc la position mutuelle de cette sphe-
re directrice et de cette quadrique déférente). Il y a encore une
sphere directrice nulle ayant le centre en D et sur laquelle se trou-
ve une quartique focale [(1 1)1 1], décomposée en deux cercles pas-
sant par D’, D’/: la quadrique déférente passe donc par ces deux
points coniques.

79. [(1 1)21] Surface de la 4° classe a conique cuspidale et un
point conique. Outre le plan de la conique cuspidale y? il y a encore
un plan qui touche la surface le long d’une conique y?: ces deux
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coniques se coupent dans les deux points-clos D/, D’/ de y2. Les plans
tangents singuliers §’,4’” de ceux-ci se coupent en une droite pas-
sant par le point conique D et ils touchent la surface le long des
droites DD’, DD’’, tandis qu’ils la coupent encore en deux autres
couples de droites passant respectivement par D’, D’/ et se coupant
mutuellement sur la droite 4’¢”/. Outre le cone de KUMMER sin-
gulier ayant le sommet en D, il y a un autre cone de KUMMER non
singulier dont le sommet est aussi sur la droite §’6’/. On obtient
cette surface de la surface générale & conique cuspidale en suppo-
sant que deux des 3 cones de KUMMER viennent coincider (en un
cone de KUMMER singulier): alors deux des 4 couples de droites
de la surface générale, situés dans 4 plans par D’D’’, coincideront
aussi (7).

Comme cyclide cartésienne cette surface s’obtient de la cyclide
précédente par une inversion ayant pour centre ’un des deux
foyers. Elle est douée d’un seul foyer, qui est le sommet du cone de
KUMMER non singulier, et comme son méridien a les points cyecli-
ques de son plan pour points stationnaires et le point D (sommet
du céne de KUMMER singulier) pour point double, elle provient
de la rotation d’un limagon de PASOAL autour de son axe. On peut
donc la construire en portant un segment donné sur les droites qui
passent par un point D d’une sphere a partir du second point
d’intersection de ces droites avec la sphére. Cette simple construc-
tion de la surface permet aussi de vérifier facilement qu’elle est bien
Penveloppe des oo? sphéres passant par le point D et ayant leurs
centres sur une sphere déférente fixe (ne contenant pas D) ou bien
I’enveloppe des oco® sphéres orthogonales & une spheére directrice et
ayant leurs centres sur une sphére déférente qui touche celle-ci en
un point .

(5) M. To108ssy (loe. cit., p. 312) tronve, A ce propos, par le calenl, que le
diseriminant de 'équation du 3° degré, qui détermine les 3 cones de KUMMER
pour la surface générale a coniqne cuspidale, est identique & celui de ’égnation
du 4° degré qui détermine les 4 plans passant par D'D” et contenant les 4 cou-
ples de droites de la surface. Or cela est conséquence d’un fait que nous mon-
tre notre méthode de la projeotion: si sur la droite 8'd"" on considére les 4
points d’intersection aveo ces couples de droites et aussi les 3 sommets des cOnes
de KUMMER avec le point d’intersection de 6’6’ avec le plan de 2, ces deux
quaternes de points ont le méme covariant sextique, qui est formé par les 3 cou-
ples de points dans lesquels cette droite rencontre les 3 quadriques directrices
des inversions fondamentales (isolées) de la surface.
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Cette cyclide cartésienne et la cyclide plus générale considérée
au n° précédent sont les transformées par inversion d’un céne qua-
drique tangent & 1’absolu, ou bien d’une quadrique de révolution.

80. [1(11)2] Surface de la 6° classe & deux droites doubles et
trois points coniques. Soient I)’, D’/ les deux points coniques formant
un couple et D D’autre. Les plans qui joignent D aux deux droites
doubles d, , d, touchent la surface le long des deux droites DD’, DD"’
et la surface contient encore deux droites passant par D’ dans le
plan D’d, et deux droites passant par D’/ dans le plan D"d,. Il
n’y a qu’un cdéne de KUMMER singulier ayant le sommet en D,
auquel correspondent deux séries de coniques de la surface: celle-ci
contient encore deux séries de coniques dans les plans par d, ou
par d, et une série dans les plans par D’D’’. 11 y a co! inversions
fondamentales dont les centres sont sur la droite D’D’’ et les qua-
driques directrices forment un faisceau de cones passant, outre que
par d,,d,, par D et par une autre droite fixe (parmi ces inversions
il y a une homologie harmonique); et il y a en outre une inversion
fondamentale dont le centre est le point de rencontre des droites
doubles et la quadrique directrice passe par les trois points coniques.

Cette surface s’obtient par inversion conique soit d’un coéne
quadrique tangent a I'une des deux droites formant ’absolu de l’in-
version, soit d’une quadrique tangente & toutes les deux ces droites.

81. Surface de la 6° classe a droite double et droite cuspidale et
un point conique. Cette surface, qui est un cas particulier de la pré-
cédente, s’obtient en projetant I' par un point quelconque du plan
tangent le long de 'une des deux droites MM’, MM’/, par exemple
de la premiére. Alors les projections D, D’ de M, M’ seront les deux
points-clos de la droite cuspidale, et la projection D’/ de M’/ sera
un point conique pour notre surface. Ces deux points-clos joueront
des roles différents: les plans par le point conique D’ et 'un D’
de ces deux points-clos couperont la surface en une série de coniques
(tangentes en D’ a son plan singulier), tandis que les plans passant
par lautre point-clos D et tangents & un certain cone quadrique
(de KUMMER) ayant ce point pour sommet couperont la surface en
deux autres séries de coniques.

Les droites simples de cette surface sont: DD’/, le long de
laquelle la surface est touchée par un plan passant par la droite
cuspidale, c’est-a-dire par le plan singulier de D; deux droites pas-
sant par D’ et appartenant au plan singulier de ce point-clos; et



438 CORRADO SEGREK

enfin deux autres droites passant par D’/ et coupant la droite dou-
ble. Parmi les plans passant par D’D’’ il y en a un touchant la
surface le long d’une conique (et un autre jouissant de la méme pro-
priété, mais avec la conique de contact décomposée dans les deux
droites DD’, DD”’).

82. Surface de la 6° classe a deux droites cuspidales. Nous
avons vu en général qu'on obtient une surface & conique cuspidale
en projetant une F22 I" contenue dans un cone de 2° espece f par
un point P de ceux dans lesquels un espace tangent & ce coéne et
a4 une autre variété quadratique ¢ du faisceau touche celle-ci. Mais
afin que cette conique cuspidale se décompose en deux droites il
faut que ¢ soit un céne de 1° espece. En supposant donc qu’il
existe un espace z tangent en méme temps au cone de 2° espece f le
long d’un certain plan p et au cone de 1° espece ¢ le long d’une
certaine génératrice passant par P, cet espace coupera ¢ en deux
plans p,,p, et il touchera f et @, et en conséquence toutes les va-
riétés de notre faisceau, dans le point d’intersection de p et p, p,,
de sorte que ce point sera double pour I’ et sera le sommet d’un
cone de 1° espeéce du faisceau (ou un point de P’aréte d’un cdne de
2¢ espeéce). De la il suit que le cas le plus général dans lequel on
obtient une surface a deux droites cuspidales est celui dans lequel
on projette une surface I  ayant pour caractéristique {(11)2 1} par
Pun des points de contact du cone de 1° espece correspondant au
degré 1 avec lespace tangent au faisceau dans le sommet du cone
correspondant au degré 2. Des cas particuliers correspondront aux
caractéristiques {(11) 3}, {(3 1) 1}, etec., de I.

En nous bornant ici au cas le plus général, qu’on peut d’ailleurs
étudier comme cas particulier de la surface du n® précédent (qu’on
obtenait en prenant le centre de projection sur 'un seul des deux
plans tangents & I' le long des droites MM’, MM’/, tandis que pour
avoir deux droites cuspidales on doit prendre ce centre sur la droite
commune 3 ces deux plans), ou bien de celle du n® 80, nous voyons
par ce que nous avons dit au n® 77 sur la F3> {(11)21) que: Une
surface du 4° ordre a deux droites cuspidales se coupant mutuellement
a sur chacune de ces droites un point-clos ordinaire (jouissant des pro-
priétés déja vues des points-clos) dont le plan singulier passe par la
droite cuspidale correspondante et contient encore deux droites de la
surface passant par ce point. Il y a donc dans la surface 4 droites
simples : elles sont par couples sur deux plans passant par la droite
qui joint les deux points-clos. Les plans qui passent par cette droite



SURFACKS DU 4° ORDRE A CONIQUE DOUBLE 439

coupent la surface suivant des couples de coniques tangentes dans ces
points-clos a leurs plans singuliers ; Vun de ces plans touche la surface
le long d’une de ces coniques. Quire cette série de coniques et le cou-
ple de séries de coniques situées dans les plans passant par les deux
droites cuspidales, la surface a encore un couple de séries de coniques
passant par le point d’intersection des deux droites cuspidales ¢t situées
dans des plans qui enveloppent un cone quadrique (de KUMMER) ayant
ce point pour sommet.

Un espace passant par la droite p, p, coupe I' en une quarti-
que & point double pp, p, (c’est-d-dire M) et ¢ en un cone contenant
cette droite et cette quartique, et m’ayant pas pour sommet ce point
double. Done chaque section plane de notre surface passant par le
point d’intersection des deux droites cuspidales a en ce point un point
dosculation de deux branches avec la tangente dans le plan de ces
droites. D’ailleurs cela est une conséquence du fait que cette surface
est un cas particulier de celles que nous avons rencontrées dans la
seconde moitié du n® 34. On voit effectivement que si 1’on suppose
que le point conique, n’appartenant pas au couple, de la surface &
deux droites doubles [1(11)2] vienne coincider avec le point d’inter-
section de celles-ci, ces droites deviendront des droites cuspidales
et on aura justement notre surface, c’est-a-dire la surface du 4° or-
dre la plus générale a deux droites cuspidales.

83. [2(11) 1] Surface de la 6° classe & deux droites doubles se
croisant en wun point triple et deux point coniques. Le long des deux
droites de la surface qui joignent le point triple D aux deux points
coniques )/, D’’ la surface est touchée par deux plans qui sont aussi
tangents au cone de KUMMER (non singulier) de la surface. Les
tangentes quadriponctuelles dans le point triple forment un faisceau
avec les deux droites doubles et un cone quadrique qui touche aussi
ces deux plans le long des droites DD’, DD”’. Par les deux points
coniques D’, D’/ passent encore deux couples de droites dans les plans
qui joignent ces points aux droites doubles. Il y a encore 5 séries
de coniques, dont deux correspondent au cone de KUMMER, une aux
plans passant par D’D’’ et deux aux plans qui passent par les
droites doubles. Il y a une inversion fondamentale ayant pour centre
le sommet du cone de KUMMER et pour quadrique directrice un cone
passant par D’ et D'/, et il y a oo! autres inversions coniques fon-
damentales ayant les centres sur la droite D’D’’. Cette surface
s’obtient en transformant par inversion conique un céne quadrique
contenant le sommet du cone directeur.
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84. [(11)2 1) Surface de la 6° classe a droite bidouble et un point
conique. Par les deux points triples 1/, D’” de la droite bidouble d
passent les 6 droites simples de la surface, dont deux vont au point
conique D et touchent le cone de KUMMER non singulier de la sur-
face, et les autres sont sur deux plans passant par d et se coupent
en deux points qui avec D déterminent un plan. La conique 8% de
ce plan, qui est tangente au plan o dans lintersection avec d et qui
passe par les 3 points nommés de ce plan, appartient & un faisceau
de cones quadriques tangents & o le long de d et directeurs de ool
inversions fondamentales: ceux parmi ces cones qui ont D’ et D’/
pour sommets se composent de tangentes quadriponctuelles en ces
points triples. La surface a encore une inversion fondamentale bi-
planaire dont le centre est le sommet du cone de KUMMER non sin-
gulier (sommet qui appartient au plan de 6%). Le cone de KUMMER
nommé, un cdne de KUMMER singulier ayant D pour sommet et en-
fin le faisceau des plans qui passent par d déterminent les 5 séries
de coniques de la surface. Celle-ci est la transformée d’une quadri-
que par une inversion biplanaire.

{(11)3].

85. Cette surface I se trouve seulement sur un cone de 2° espe-
ce f, dont Paréte contient deux points doubles M’, M’’ de I" et sur
un cone de 1° espdce f, dont le sommet M appartenant & I’ en est
un point double. L’espace tangent en M au faisceau des F? est dans
ce cas aussi tangent & f, et le coupe en conséquence en deux plans
générateurs qui passent par les droites MM’, MM’/ de I' et tou-
chent cette surface le long de ces droites; le cone quadrique tan-
gent & I' en ce point double M se décompose en ces deux plans.
Par les droites MM’, MM’’ passent deux autres plans générateurs
de f,, lesquels contiendront deux autres droites de I'. Donc la sur-
face I" contient 4 droites, c’est-a-dire les 2 droites MM’y MM’’ et
deux autres droites passant respectivement par M’, M’/ et apparte-
nant an méme plan générateur de f. D’ailleurs I' n’a que 3 séries
de coniques dans les plans générateurs de f et dans les deux séries
de plans générateurs de f, .

86. [(11)3] Surface de la 5° classe & conique double générale,
deux points coniques et un point biplanaire de la 1° espéce. Cette sur-
face a 4 droites: celles qui joignent les deux points coniques D’,
D’’ au point biplanaire D, le long desquelles la surface est touchée
par les deux plans nodaux de ce point, et deux autres droites pas-
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sant par D’, D’/ et se coupant mutuellement. Les plans passant par
D’D” contiennent une série de coniques (et il y a parmi eux deux
plans touchant la surface le long d’une conique), et les plans tangents
au cone de KuMMER singulier qui a D pour sommet contiennent les
deux autres séries de coniques de la surface. En dehors des oo! in-
versions fondamentales qu’il y a dans tous les cas que nous consi-
dérons maintenant, il n’y en a pas d’autres dans le cas présent.

Comme cyclide cette surface a un plan de symétrie, sur lequel
se trouve le cercle directeur (intersection des sphéres nulles D’, D”):
sur ce cercle il y a le point ) et la conique déférente a avec ce
cercle un contact triponctuel en D, de sorte qu’elle le coupe encore
en un seul autre point, qui sera un foyer proprement dit pour la
cyclide ; on prouve cela, soit en considérant notre cas comme limite
de cas précédents, soit en remarquant que le théoréme du n° 25
nous donne pour le quaterne de foyers la caractéristique [3], qui
prouve que 3 des foyers viennent coincider en un seul point D qui
devient un foyer impropre. Outre le foyer propre considéré la cyclide
a une quartique focale [(1 1) 2] décomposée en une conique et deux
droites et située sur la spheére nulle (directrice) D et sur sa qua-
drique déférente. Donc cette quadrique a le point D pour un om-
bilic et notre cyclide est P’enveloppe des sphéres ayant les centres
sur une quadrique fixe et passant par 'un de ses ombilics.

87. [(1 1)3] Surface de la 3° classe & conique cuspidale et un point
biplanaire de 1° espéce ("®). Les plans nodaux du point biplanaire D
sont les plans singuliers des deux points-clos D’, D” de la conique
cuspidale et ils osculent la surface le long des droites DD’, DD".
Dans ces plans ¢’,6” et par ces points-clos D’, D" passent encore
deux autres droites de la surface (dans un plan passant par D’D").
Parmi les plans passant par D’D” il y a, outre le plan de la coni-
que cuspidale, un autre plan tangent & la surface le long d’une
conique. I1 y a encore un céone de KUMMER (singulier) dont le som-
met est en D.

Comme cyclide cette surface peut s’obtenir en transformant par
inversion la surface du n° précédent avec le centre d’inversion dans
le foyer. Elle est une cyclide cartésienne & point biplanaire : ce point

(") Cette surface est la réciproque de celle du 3° ordre de 1a XVII. espdoe
dans la olassification de SCHLAFLI. Voir CAYLEY: 4 Memoir on Cubic Surfaces,
Phil. Trans., 159, 1869, p. 231, & la p. 316.
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biplanaire D se trouve sur l’axe de révolution 4’6" de la cyclide, et
comme dans cet axe se coupent les deux plans nodaux de D, chaque
plan passant par lui coupe la surface en une quartique ayant un
point de rebroussement en D et deux autres dans les points cycli-
ques, c’est-a-dire en une cardiotde. Donc cette cyclide cartésienne
s’obtient par la révolution d’une cardioide autour de son axe; et de
la construction connue de la cardioide on déduit une construction
simple de cette cyclide analogue & celle de la cyclide cartésienne a
point conique (n® 79): seulement le segment que l’on porte sur les
différentes droites devra étre égal au diametre de la sphere. Il suit
en outre de notre théorie que cette surface n’a pas de foyers, mais
qu’elle a une sphere déférente passant par D et correspondant a la
sphere directrice nulle 1), de sorte qu’on peut la construire comme
I’enveloppe des spheres passant par un point fixe D et ayant leurs
centres sur une sphére fixe contenant ce point.

Les cyclides considérées dans les deux derniers n° peuvent se
transformer par inversion en un coéne quadrique osculant Dabsolu
(¢’est-a-dire ayant avec lui un contact triponctuel) ou bien en un
paraboloide de révolution.

88. [3(11)] Surface de la 5° classe & deux droites doubles se croi-
sant en un point triplanaire et a deux points coniques. Par le point
triple 1) passent deux droites de la surface, qui vont aux deux points
coniques D’, D", et le long desquelles la surface est touchée par
deux plans passant respectivement par les deux droites doubles : ces
deux plans avec le plan des droites doubles forment le lieu des tan-
gentes quadriponctuelles dans le point triple. Par chacun des points
coniques passe encore une droite de la surface et ces deux droites
se coupent entre elles. La surface contient 3 séries de coniques dans
les plans passant par les deux droites doubles et par la droite
D’'D”. I1'y a oo! inversions fondamentales (parmi lesquelles une
homologie harmonique), dont les centres sont sur la droite D’D"
et les quadriques directrices forment un faisceau de cones. Ete,
Cette surface s’obtient en transformant par inversion conique un
cone tangent dans le sommet du coéne directeur a 'une des deux
génératrices formant l’absolu.

89. Surface de la 5° classe a droite double et droite cuspidale se
croisant en un point triple et a un point conique. Nous obtenons une
telle surface, cas particulier de la précédente, en projetant notre
F3* I' par un point du plan tangent le long de MM’, par exemple.
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Alors la projection D de M sera un point triple (présentant les mé-
mes caractéres que celui de la surface étudiée au n® 50), la projec-
tion D’ de M’ sera un point-clos de la droite cuspidale, et la pro-
jection D" de M” sera le point conique. La surface contient la droite
D’D” le long de laquelle elle est touchée par un plan singulier du
point triple D, plan passant par la droite cuspidale et qui avec le
plan (compté deux fois) de celle-ci et de la droite double forme le
lieu des tangentes quadriponctuelles en D; et elle contient encore
une droite passant par D” et coupant la droite double, et une autre
droite passant par D’ et appartenant au plan singulier de ce point-
clos. Les plans passant par D’D”, par la droite double et par la
droite cuspidale déterminent les 3 séries de coniques de la surface.
Ete.

90. Surface de la b° classe a deux droites cuspidales se croisant
en un point triple. On a cette surface en projetant I’ par un point
P de la droite d’intersection des deux plans tangents le long de
MM’, MM”. On voit ainsi que, de méme que pour la surface géné-
rale & deux droites cuspidales (n® 82), il y a sur chacune de ces
droites, outre le point triple, un point-clos; et la droite qui joint
ces deux point-clos est I’axe d’un faisceau de plans coupant la sur-
face en une série de coniques tangentes en ces deux points a leurs
plans singuliers. Parmi ces plans il y en a un qui touche la surface
le long d’une conique et un autre qui contient les deux seules droites
simples de la surface (sortant respectivement par ces points-clos). 11
n’y a pas de cones de KUMMER. Pour avoir la singularité du point
triple il suffit de remarquer qu’un espace passant par PM coupe I
suivant une quartique ayant en M un point stationnaire dont PM
est la tangente (puisque les deux plans tangents en M a I se cou-
pent suivant PM). Donc chaque section plane de notre surface pas-
sant par le point triple y a un point triple dont les 3 tangentes
coincident en une droite du plan des deux droites cuspidales, de
sorte que ce point singulier de la surface est un point triple uni-
planaire.

91. [(11) 3] Surface de la 5° classe & droite bidouble et un point
biplanaire de la 1° espéce. Sur la droite bidouble il y a deux points
triples D’, D”, par chacun desquels passe une droite de la surface,
outre les deux droites DD’, DD” qui vont au point biplanaire D
et le long desquelles la surface est touchée par les deux plans no-
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daux de D. Le point D est le sommet d’un cone de KUMMER sin-
gulier auquel correspondent deux séries de coniques de la surface.
I1 y a oo! inversions fondamentales avec les autres propriétés qui
8’y rattachent comme dans les cas [(11)111], [(11)21]. On obtient
cette surface par une inversion biplanaire appliquée & une quadri-
que tangente au plan d’inversion.

(21)11).

92. Dans ce cas et dans les suivants l’aréte a du céne de 2°
espéce f passant par I est tangente aux F; du faisceau, c’est-d-dire
les deux points doubles M’, M” de I” contenus auparavant dans cette
aréte coincideront dans ce cas et dans les suivants en un seul
point double, que nous appellerons M. L’espace tangent en M au
faisceau contient donc Varéte a de f et coupe en conséquence f en
deux plans générateurs, dans lesquels se décomposera le cone qua-
drique ordinaire tangent en M & I. En projetant sur R, par un
point quelconque P, la projection de M sera donc un point double
D biplanaire pour la surface 8 projection de I'y et les plans nodaux
de ce point se couperont suivant la projection d de «. En se rap-
pelant la construction donnée (n° 26) des droites dont les projections
sur R, sont les tangentes quadriponctuelles dans un point double
de 8, et en remarquant que P’espace polaire de P par rapport & f
coupe dans notre cas le cone ordinaire tangent en M & I' suivant
la droite @ comptée deux fois, on voit que pour le point biplanaire
D de la surface S les deux tangentes quadriponctuelles coincident
en d("). Dailleurs cela résulte aussi du fait que, comme les plans
générateurs de f coupent I' en des coniques tangentes & a en M,
de méme pour toutes les surfaces S que nous considérerons il y a
une série de oo! coniques dans des plans passant par d et toutes
ces coniques touchent d en D. Les espaces passant par P et par a
coupent f en deux plans et I' en deux coniques; mais parmi eux
il y en a en général deux tangents a f et touchant en conséquence
I" le long de deux coniques. Donc pour chaque surface S il y a en
général parmi les plans passant par d et coupant S en deux coni-

(") Cette différence entre les points biplanaires des deux surfaces [31 1],
[(21)11] dans R; a déjd 6t6 remarquée par M. Loria. Mais & ocela nous pouvons
ajouter que, tandis que pour la premidre surface le point biplanaire est de 1°
espdce, pour launtre il est de 2° espace, puisqu’il provient de la coincidence des
deux points coniques de la surfuce [(11)111].
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ques deux plans dont chacun touche cette surface le long d’une co-
nique. — En nous bornant a présent a notre cas {(21)11}, I" con-
tient 4 droites, car chacun des deux plans générateurs de f qui
sont tangents en M & I" coupe une quelconque des variétés du fai-
sceau en 2 droites, et ces 4 droites sont les seules droites de I'. Il
y a dans le faisceau 2 cones de 1° espéce (passant par M) auxquels
correspondent deux couples de séries de coniques de I, Comme dans
chaque systéme de plans générateurs d’un tel céne il y en a un
qui passe par M, il y aura dans une telle série de coniques une
conique décomposée en deux droites. — Chaque point de a a méme
espace polaire par rapport au faisceau des F§; ces oco! espaces po-
laires qui correspondent aux points de a forment un faisceau et
leur plan d’intersection passe par M et appartient & ’espace tangent
en M aux variétés: il est donc tangent en M & celles-ci, c’est-a-dire
coupe chacune d’elles en deux droites, et il contient les sommets
des deux coOnes de 1° espeéce.

93. [(21)11] Surface de la 8° classe a conique double générale
et un point biplanaire de 2° espéce. Les deux plans nodaux du point
biplanaire D passent par la droite d et sont, parmi les plans qui
passent par cette droite et coupent la surface § en deux coniques
tangentes en D & d, les seuls pour lesquels l’une de ces coniques
se décompose en deux droites (passant par D). On a ainsi les 4
droites de 8. Cette surface a deux cones de KUMMER, & chacun
desquels correspondent deux autres séries de coniques de la surface :
chacune de ces séries de coniques contient une conique décomposée
en deux droites. Il y a oco! inversions fondamentales dont les cen-
tres sont sur d et les quadriques directrices touchent en D le plan
qui passe par D et par les sommets des cones de KUMMER (et for-
ment en conséquence un faisceau ayant pour base la conique dou-
ble et deux droites passant par D): parmi ces inversions il y en a
une qui se réduit & une homologie harmonique ayant ce plan pour
plan d’homologie et le point d’intersection de d avec le plan de la
conique double pour centre d’homologie. Il y a en outre deux in-
versions fondamentales ayant leurs centres dans les sommets des
cones de KUMMER et des quadriques directrices tangentes en D & d.

Considérée comme cyclide cette surface a donc un plan de sy-
métrie perpendiculaire en D & d et contenant un cercle directeur
réduit au cercle nul D et une conique déférente coupée par ce cer-
cle dans les 4 foyers de la cyclide et telle que celle-ci est ’enve-
loppe des oco! spheéres ayant leurs centres sur cette conique et tan-
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gentes en D & d. Les deux points diagonaux différents de D du
quadrangle déterminé par les 4 foyers sont les sommets des deux
cones de KUMMER et les centres de deux inversions fondamentales
ayant deux spheres directrices passant par D. Chacune de ces sphe-
res contient deux cercies focaux tangents en D a d, d’ou Von voit
quelle position ont par rapport a ces deux spheres leurs quadriques
déférentes. — Cette cyclide s’obtient en transformant par inversion
un cylindre quadrique.

94. [(21)11] Surface de la G° classe a conique cuspidale. Elle
présente cette différence de celle du n® 74, que les deux points-clos
de la conique cuspidale coincident pour cette surface en un point
D: la tangente d en ce point & la conique cuspidale est telle que
dans chaque plan passant par d DPintersection avec la surface se
compose de deux coniques ayant en D un contact quadriponctuel
avec d pour tangente commune. Parmi ces plans il y en a un qui
touche la surface le long d’une conique, et un autre, qui est le
plan tangent singulier du point-clos particulier D et qui coupe la
surface dans ses 4 droites (qui passent par D). Pour ce point-clos
D la tangente singuliére coincide avec la tangente d & la courbe
cuspidale. Dans le plan singulier il y a une droite passant par D
(la droite d’intersection de E, avec le plan polaire de @) qui contient
les sommets des deux cones de KUMMER de la surface, cones qui
passent par la conique cuspidale, et le point de rencontre des plans
tangents & la surface dans les points de cette conique. La surface
correspond & soi-méme par rapport a co! homologies harmoniques
dont les plans passent par la droite nommée et les centres sont sur
d. Elle a en outre deux inversions fondamentales.

Cette surface considérée comme cyclide (cartésienne) a pour
foyers les sommets des deux cones de KUMMER et elle a en outre
deux cercles focaux. Cependant si ’absolu est véritablement le cercle
imaginaire & l’infini, cette cyclide est imaginaire; et le méme fait
arrive pour les autres cyclides cartésiennes, que nous aurons encore
a considérer.

95. [1(21)1] Surface de la 8° classe & deux droites doubles et
un point biplanaire de 2° espéce. Des 4 droites de la surface, qui
passent toutes par le point biplanaire D, deux coupent 'une et deux
Pautre des droites doubles. Il y a un céne de KUMMER auquel cor-
respondent deux séries de coniques, qui, avec celles situées dans les
plans passant par les droites doubles et par lintersection d des
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deux plans nodaux de D, forment les 5 séries de coniques de la
surface. Il y a oo! inversions fondamentales ayant les centres sur
d et pour quadriques directrices des cones (d’un faisceau), et en ou-
tre une autre inversion fondamentale conique ayant le centre dans
le sommet du cone de KUMMER, et une inversion fondamentale non
plus conique ayant pour centre le point d’intersection des droites
doubles. — On obtient cette surface par une inversion conique sur
un cone quadrique dont le sommet soit sur le plan d’inversion.

96. [(21)1 1] Surface de la 8° classe & droite bidouble (contenant
deux points triples infiniment voisins)., Cette surface & droite bidouble
d differe de celles considérées jusqu’a présent en ce que les deux
points triples de cette droite viennent coincider en un seul point
D et la projection nous montre immédiatement que le codne nodal
de ce point triple se décompose dans le plan ¢ qui touche la surface
le long de d et deux autres plans passant aussi par d et dont chacun
coupe la surface outre qu’en d en un couple de droites passant par
D. La surface a deux cones de KUMMER, a chacun desquels corre-
spondent deux séries de coniques. Elle a deux inversions fondamen-
tales dont les centres sont les sommets de ces cones et les quadriques
directrices sont des couples de plans (passant par d), et oo! inver-
sions fondamentales dont les centres sont les points de d et les
quadriques directrices sont des cones ayant le sommet en D : parmi
ces inversions il y a une homologie harmonique.

(2 1)2).

97. Lorsque la surface I" a cette caractéristique, elle appartient
encore &4 un cdne de 2° espece f dont ’aréte a touche le faisceaun
en un point double M de I, mais en outre elle appartient & un
cone quadrique de 1° espece f, dont le sommet M, est un autre
point double de I'. La droite MM, appartient & I" et cette surface
a le long d’elle pour plan tangent le plan générateur de f qui la
contient et qui est I'un des deux plans tangents en M & I': Pautre
de ces plans coupe I' en deux droites passant par M et appartenant
aux deux plans générateurs de f, qui passent par la droite MM, ;
et on a ainsi les 3 droites de I. Les plans générateurs de f et de
J, déterminent dans I' 3 séries de coniques.

98. [(21)2] Surface de la 6° classe & conique double générale, un
point conique et un point biplanaire de la 2° espéce. Des deux plans
nodaux du point biplanaire D Pun touche la surface S le long de
la droite qui joint ce point au point conique D,, l'autre la coupe
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en deux droites passant par D. L’intersection d de ces deux plans
est 'axe d’un faisceau de plans coupant S en des couples de coni-
ques d’une série de coniques tangentes en D & d. Parmi ces plans
il y en a deux qui touchent § le long de deux coniques. Le point
conique D, est le sommet d’un cone de KUMMER singulier, auquel
correspondent deux autres séries de coniques de 8.

Comme cyclide cette surface a dans le plan perpendiculaire en
D & d (plan de symétrie qui contient aussi le point conique D,)
une conique déférente qui coupe le cercle nul D) (cercle directeur)
en un quaterne ﬁ 2] de foyers dont deux coincident en D,, qui
n’est plus un véritable foyer, de sorte qu’il reste seulement deux
foyers proprement dits sur l’une des deux droites qui joignent D
aux deux points ecycliques du plan. Il y a en outre un couple de
cercles focaux tangents a d en D : ces cercles appartiennent i la
quadrique déférente de la sphére directrice nulle D, et cette quadrique
déférente est le lien des centres des sphéres passant par D, et tan-
gentes a la cyclide. Celle-ci n’a pas d’inversions fondamentales, outre
celles qui correspondent aux spheéres tangentes en D au plan de
symétrie. — Elle est D'inverse d’une quadrique ayant un contact
quadriponctuel avec ’absolu, ou bien d’un cylindre quadrique dont
Pune des génératrices a Pinfini soit tangente & I’absolu.

99. [(2 1) 2] Surface de la 4° classe a cbm’que cuspidale et un point
conique. La conique cuspidale a, comme pour la surface du n® 94,
les deux points-clos confondus en un point D ; la tangente d en D
a cette conique et le plan tangent singulier de ce point-clos jouissent
encore des mémes propriétés que pour cette surface-la. Seulement
a présent ce plan singulier touche la surface le long de la droite
joignant le point conique D, au point D et la coupe encore en 2
droites passant par ce point D. Le point conique D, est maintenant
le sommet d’un cone de KuMMER singulier (dans lequel coincident
les deux cones de KUMMER non singuliers de cette surface-1a).
Parmi les plans passant par la droite d il y a d’ailleurs toujours
un plan tangent & la surface le long d’une conique. La surface cor-
respond encore & Soi-méme par rapport & co! homologies harmoniques
ayant les centres sur d et les plans qui passent par la droite DD, ,
mais elle n’a pas d’autres inversions fondamentales. Si on la con-
sidérait comme cyclide cartésienne, elle n’aurait pas de foyers.

100. [2 (2 1)] Surface de la 6° classe & deux droites doubles se
croisant en un point triple et a un point biplanaire de la 2° espéce.
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Le point biplanaire D a deux plans nodaux, dont l’un touche la
surface le long de la droite qui joint ce point au point triple D,,
et antre coupe la surface en deux droites passant par D et ap-
puyées respectivement sur les deux droites doubles. Le point triple
D, a un cone tangent décomposé dans le plan des droites doubles et
un cdne quadrique passant par ces droites. La surface a une série de
coniques dans les plans qui passent par D’intersection d des deux
plans nodaux de D. Les points de cette droite d sont les centres
de oo! inversions fondamentales dont les quadriques directrices for-
ment un faisceau de cones. — Cette surface est ’inverse conique
d’un cdne quadrique dont une génératrice appartient au faisceau
des deux droites qui composent I’absolu de I’inversion.

101. [(21) 2] Surface de la 6° classe & droite bidouble et un point
conique. Les deux points triples de la droite bidouble d coincident
pour cette surface en un point D dont le cone tangent se décompose
dans g et deux autres plans passant aussi par d. L’un de ces plans
touche la surface le long de la droite qui joint le point triple D
au point conique D,, tandis que Dautre coupe la surface (outre
qu’en d) en deux droites passant par D. La surface a un coéne de
KuMMER singulier ayant le sommet en D, et tangent aux deux plans
qui joignent la droite IDI), aux deux autres droites simples de la
surface. Elle a aussi oo! inversions fondamentales ayant les centres
sur d et les quadriques directrices formant un faisceau de cdnes
ayant le sommet en ). — Elle est linverse d’une quadrique par
rapport & un couple de plans dont l'axe soit tangent & cette qua-
drique.

102. Surface du 4° ordre et de la 6° classe a droite cuspidale de
2¢ espéce. Nous entendons par ce dernier mot une droite telle que
chaque section plane de la surface ait dans le point d’intersection
avec cette droite un point de rebroussement de 2° espece. Or on
obtient une surface douée d’une telle droite singuliere en projetant
I' (n® 97) par un point P du plan tangent le long de la droite MM,
(et comme ce plan appartient & f on voit que cette surface est un
cas particulier de la précédente). Car un espace passant par P coupe
I' en une quartique située sur le come d’intersection de cet espace
avec f, c’est-d-dire sur un cone dont le sommet est sur a et une
génératrice passant par P est tangente & la quartique en un point
de la droite MM, : d’oli, en projetant par P cette quartique, il suit
que dans R; chaque plan coupe notre surface en une quartique

29
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ayant sur la droite d, projection de a, un point de rebroussement
de 2° espéce avec la tangente singuliére en un plan fixe ¢ (le plan
d’intersection de E; avec l’espace tangent en P & f). Si espace
considéré passe par M, sa quartique d’intersection avec I' a en M
un point double dont l'une des deux tangentes passe par P (et
l’autre appartient au second plan tangent en M & I'); si cet espace
passe au contraire par M, sa quartique d’intersection avec I" aura
en ce point un point double et appartiendra & un coéne qua-
drique (intersection avec f) qui sans avoir le sommet en ce point
a pour génératrice passant par ce point double une droite qui passe
par P. Donc en nommant D, D, les projections de M, M, sur R, (et
en appliquant le contenu de la note [(*8)] & p. 351) nous aurons: La
droite cuspidale de 2° espéce d contient deux points singuliers, c’est-
a-dire un point triple D dont le come nodal se décompose dans le plan
o compté deux fois et un autre plan passant par d et coupant la sur-
face en deux autres droites qui passent par D, et un point D, d’oscu-
lation de deux nappes, c’est-a-dire un point double tel que les sections
planes passant par lui ont en ce point un point d’osculation de deux
branches avec la tangente située sur g. — La surface ne contient
d’autres droites simples que les deux nommées. Elle a un cone de
KUMMER singulier avec le sommet en D, .

(3 1)1).

103. La surface I" appartient dans ce cas & un eéne quadrique
de 1° espéce et a un cone de 2° espéce f qui, non seulement a la-
réte a tangente aux autres variétés du faisceau en un point M double
pour I, mais en outre est lui-méme tangent & Pespace qui touche
en M toutes ces variétés. En conséquence le cone quadrique ordi-
naire tangent en M & I" se réduit dans ce cas au plan générateur
de contact de f avec cet espace compté deux fois, c’est-a dire M est
un point uniplanaire pour I. Les surfaces S projections de I” auront
donc dans les points doubles qui sont les projections de M des
points uniplanaires. Ce plan générateur de f coupe (une autre va-
riété du faisceau et en conséquence) I" suivant deux droites passant
par M et qui seront les seules droites de I. ILes deux plans géné-
rateurs du cone de 1° espéce qui passent par M touchent I”le long
de ces deux droites respectivement (comme on voit, par exemple,
dans le faisceau des coOnes ordinaires d’intersection des variétés du
faisceau avec lespace tangent en M ). La conique polaire de f par
rapport & une variété ¢ du faisceau qui ne soit pas un coOne est
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dans le plan polaire de a et passe par M : elle coupe en conséquence
@ seulement en deux autres points.

104, [(3 1) 1] Surface de la 6° classe a conique double générale et un
point uniplanaire. Ce point uniplanaire est de la 1° espece, c’est-a-
dire il abaisse de 6 la classe de la surface; effectivement on peut
dire qu’il provient de la coincidence des trois points coniques de
la surface [(11)21] (n° 78) lorsqu’on les fait approcher entre eux
(non en une méme direction). Le plan nodal de ce point uniplanaire
D coupe la surface S en deux droites passant par ce point et qui
sont les seules droites de la surface, et en outre en une conique
passant par D et dont la tangente d en D (tangente singuliére du
point uniplanaire) jouit de la propriété que chaque plan passant
par elle coupe la surface en deux coniques tangentes en D a d.
Deux de ces plans touchent S le long d’une conique. Cette surface
est touchée le long de ses deux droites par deux plans tangents a
un cone de KUMMER de la surface: a ce cone de KUMMER corre-
spondent deux autres séries de coniques de S contenant respective-
ment les coniques formées par ces droites comptées deux fois. Il y
a une inversion fondamentale ayant le centre dans le sommet de ce
cone de KuMMER et la quadrique directrice tangente en D au plan
nodal et oo! autres inversions fondamentales ayant les centres sur
d et les quadriques directrices formant un faisceau de quadriques
se touchant en D; parmi ces inversions il y a une homologie har-
monique.

Comme cyclide cette surface a donc un plan de symétrie per-
pendiculaire & d dans le point uniplanaire D et dans lequel se trouve
le sommet du cone de KUMMER. Dans ce plan il y a la conique
déférente, laquelle passe par D et est en outre coupée par les deux
droites joignant D aux points cycliques du plan (cercle directeur)
en deux points qui sont les foyers de la cyclide. On peut donc dé-
finir cette cyclide comme ’enveloppe des spheres qui ont les cen-
tres sur une conique donnée et qui passent par un de ses points
donné (lequel sera le point uniplanaire). Le fait que deux des foyers
coincident en D (foyer impropre) nous est aussi prouvé par la ca-
ractéristique [5 1] qu’a dans ce cas sur le cercle nul D le quaterne
de foyers: cela nous prouve aussi que la droite qui joint les deux
foyers coupe la tangente en D & la conique déférente en un point
qui est le sommet du cone de KUMMER et le centre d’une sphére
directrice passant par D et coupant sa quadrique déférente en une
quartique [(3 1)], c’est-a-dire en une quartique décomposée dans les
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deux droites de la cyclide passant par D et un cercle focal qui tou-
che d en D. Cette cyclide s’obtient en transformant par inversion
un cylindre parabolique.

105. [(31) 1] Surface de la 4° classe & conique cuspidale. La co-
nique cuspidale de cette surface a les deux points-clos coincidents
en un D, dans lequel la tangente d & cette conique (tangente sin-
guliere du point-clos D) est telle que les plans passant par d cou-
pent la surface en deux coniques ayant un contact quadriponctuel
en D avec d pour tangente, et parmi ces plans le plan tangent sin-
gulier de D touche la surface le long d’une conique décomposée en
deux droites passant par D et qui sont les seules droites de la sur-
face. Ce méme plan contient (en ligne droite avec D) le point de ren-
conire des plans tangents & la surface dans les points de la coni-
que cuspidale et le sommet du cone de KUMMER de la surface, co-
ne qui passe par la conique cuspidale. I1 y a oco! homologies har-
moniques et une inversion proprement dite, qui tansforment la sur-
face en elle-méme.’

106. [1(3 1)] Surface de la 6° classe & deux droites doubles et un
point uniplanaire. Par le point uniplanaire D dans le plan nodal
passent encore (comme pour la surface du n® 104) deux droites de
la surface et une droite d qui est ’axe d’un faisceau de plans cou-
pant la surface suivant des couples de coniques (parmi lesquels deux
plans la touchent le long de deux coniques). Le long de ces deux
droites la surface est touchée par deux plans qui passent respecti-
vement par les deux droites doubles. Les plans qui passent par
Pune ou lautre des droites doubles, ou par d, déterminent les 3
séries de coniques de la surface. Celle-ci n’a donc pas de codnes de
KUMMER, et elle a oco! inversions fondamentales coniques ayant les
points de d pour centres, et une inversion fondamentale non coni-
que ayant pour centre le point de rencontre des deux droites dou-
bles. — Elle est la transformée par inversion conique d’un céne
quadrique tangent au plan d’inversion.

107. Surface de la 6° classe & droite double et droite cuspidale.
La surface dont nous voulons parler s’obtient en projetant I" (n°
103) par un point P du plan tangent & I' le long de Pune des deux
droites passant par M. Cette droite aura pour projection la droite
cuspidale, qui contiendra deux points remarquables : le point d’inter-
section avec la droite double, point qui jouira encore comme en
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général (v. n° 40) de la propriété que toutes les sections planes
passant par lui y ont un point de rebroussement de 2° espéce, et le
point D projection de M. Un espace passant par PM coupe I" en
une quartique ayant en M un point stationnaire avec la tangente
dans le plan tangent & I" en M et avec un plan tangent qui passe
par P. Donc le point D de la droite cuspidale est tel que toutes
les sections planes passant par lui y ont encore un point de re-
broussement de 2° espece dont la tangente appartient & un plan
singulier fixe, qui passe par la droite cuspidale et touche encore la
surface le long d’une droite passant par D), la seule droite simple
de la surface. Dans ce plan et par D passe une droite d qui est
Paxe d’un faisceau de plans coupant la surface en une série de co-
niques tangentes en D a d. On peut considérer le point singulier
D comme provenant du point conique de la surface du n® 81 lor-
squ’il va se poser sur la droite cuspidale.

108. En projetant I" par un point P de la droite d’intersection
des plans tangents le long des deux droites de I’ on a une surface
de la 6° classe a deux droites cuspidales remarquable, qui différe de
celle générale étudiée au n® 82 en ce que dans le point de rencon-
tre des deux droites cuspidales sont venus coincider les deux points-
clos qu’ziva,ient ailleurs ces droites. Pour voir la singularité de ce
point D de rencontre des droites cuspidales dans notre cas, remar-
quons qu’il est la projection de M et qu’un espace quelconque me-
né par PM coupe I' en une quartique ayant en M un point station-
naire et gituée sur un cone n’ayant pas le sommet en M mais pas-
sant par PM (intersection de cet espace avec le cone de 1° espéce
de notre faisceau). Donc en projetant cette quartique par P nous
voyons (v. la note [(3%)] &4 p. 351) que le point singulier D de notre
surface est pour chaque section plane passant par lui un point de
rebroussement de 3° espéece ayant pour tangente une droite du
plan des droites cuspidales. Celles-ci sont les seules droites de la
surface et il y a dans leur faisceau une droite d telle que tous les
plans passant par elle coupent la surface en deux coniques ayant
en D un contact quadriponctuel (avec d pour tangente commune).
Les faisceaux de plans ayant pour axes les deux droites cuspidales
et d déterminent les 3 séries de coniques de la surface.

109. [(3 1) 1] Surface de la 6° classe & droite bidouble. Les deux
points triples de la droite bidouble d coincident en un D par lequel
passent les deux droites simples de la surface, lesquelles se trouvent
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dans un plan passant par d: ce plan compté deux fois et le plan o
qui touche la surface tout le long de d forment le c¢one cubique
tangent & la surface dans le point triple D. Les plans tangents & la
surface le long de ses deux droites simples sont aussi tangents au
cone de KUMMER qu’a dans ce cas la surface, cone auquel corre-
spondent deux séries de coniques de celle-ci.

Pour obtenir cette surface on projette I" par un point quelcon-
que du cone de 2° espece f. Mais si plus en particulier on prend le
centre de projection sur le plan tangent en M a I" on a un cas par-
ticulier remarquable de cette surface, c’est-d-dire une surface de la
6° classe a droite bidouble doude d’un point triple uniplanaire. Car on
voit facilement que dans ce cas le point triple D aura pour cone
tangent le plan ¢ compté 3 fois; et on voit aussi que maintenant
la surface n’a plus d’autres droites que la droite bidouble d et que
le cone de KUMMER a le sommet sur le plan p, etc.

{(4 1)}.

110. Cette surface I" appartient & un faisceau de F3j, danslequel
il n’y a qu’un seul cone f: ce cone est de 2° espeéce et a son aréte
a tangente aux autres F: en un point M dont Pespace tangent a
celles-ci touche aussi f le long d’un plan générateur, qui (& différen-
ce du cas {(3 1)1} du n° 103) touche le long d’une droite les variétés
du faiscean. Donc dans ce cas la surface I" contient seulement cette
droite et a pour plan tangent le long d’elle le plan tangent en M
a I, cest-a-dire le plan générateur de f nommé. Il n’y a dans I’
d’autres coniques que celles appartenant aux plans générateurs de
J. Remarquons enfin encore, car il nous faudra appliquer cela dans
la suite, que la conique polaire de f par rapport & une autre va-
riété quelconque ¢ du faisceau touche en M la droite de I et coupe
en conséquence ¢ en un seul autre point.

111. [(4 1)] Surface de la 5° classe & conique double générale et
un point uniplanaire. Ce point uniplanaire D est de 2° espeéce, c’est-
a-dire il abaisse de 7 unités la classe de la surface; et en effet on
peut dire qu’en lui sont venus coincider les deux points coniques
et le point biplanaire (de 1° espéce) de la surface [(11)3] du n° 86.
Le plan nodal de ce point uniplanaire D touche la surface le long
de la seule droite contenue dans celle-ci, droite qui passe par D,
et la coupe encore suivant une conique passant par D et dont la
tangente d en ce point est 'axe d’un faisceau de plans coupant la
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surface en une série de coniques tangentes & d en ID. Parmi ces
plans deux touchent la surface le long de deux coniques. La surface
ne contient que cette seule série de coniques. Elle a oo! inversions
fondamentales dont les centres sont sur d et les quadriques direc-
trices forment un faisceau, ete.

Congidérée comme cyclide cette surface a donc un plan de sy-
métrie perpendiculaire en D & d et dans lequel se trouve la droite
de la surface. La conique déférente touche en D cette droite et cou-
pe Dautre droite qui compose le cercle nul D en un point qui est
le seul foyer de la surface. On voit ainsi que cette cyclide est I’en-
veloppe des oco! gphéres ayant leurs centres sur une conique fixe
et passant par un point de contact de celle-ci avec une tangente
menée par un point cyclique. Comme il n’y a pas de cones de Kum-
MER, de méme il n’y a pas d’autres sphéres coupant la cyclide sui-
vant des couples de cercles que celles tangentes en D & d. — Cet-
te surface s’obtient en transformant par inversion un cylindre pa-
rabolique dont la droite & l’infini soit tangente a l’absolu.

112. [(4 1)] Surface de la 3° classe & conique cuspidale. Dans le
point D de coincidence des deux points-clos de la conique cuspidale
de cette surface la tangente d a cette conique est axe du faisceau
de plans contenant la seule série de coniques de la surface. Parmi
ces plans le plan singulier de D coupe la surface en une droite pas-
sant par D (la seule droite de la surface) comptée 4 fois. Cette droite
contient le point de rencontre des plans tangents & la surface dans
les points de la conique cuspidale. Comme cyclide cartésienne cette
surface n’aurait pas de foyers (8).

113. |(4 1)] Surface de la 5° classe & droite bidouble. Les plans
passant par cette droite bidouble contiennent la seule série de co-
niques de la surface, coniques qui touchent d dans le point triple
D. L’un de ces plans touche la surface le long d’une droite passant
par D, qui est la seule droite simple de la surface; et ce plan,
compté deux fois, forme avec le plan ¢ tangent & la surface le long
de d le cone cubique tangent A la surface dans le point triple D.

(8) Cette sarface & conique ouspidale est la réciproque de la surface du
3° ordre de l’espece XX de SCHLAFLI (voir & la p. 320 du Mémoire de CAYLEY
oité dans la note [(76)] au no 87).
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114. Surface de la 5° classe a droite cuspidale de 2° espéce. On
obtient une telle surface en projetant I" (n® 110) par un point P du
plan tangent en M, plan qui est aussi tangent le long de la droite
de I'; de sorte que cette surface est un cas particulier de la pré-
cédente (que l’on obtenait en projetant I" par un point quelconque
de f), c’est-a-dire le cas dans lequel la droite simple de celle-la
coincide avec d. Elle est aussi un cas particulier de la surface du
n® 102, comme le montrent leurs caractéristiques; et on voit de
méme que pour celleci que chaque section plane a sur la droite d
(projection de @) un point de rebroussement de 2¢ espéce avec la
tangente dans un plan fixe o. Mais les deux points singuliers que
nous trouvions sur la droite d pour cette surface coincident main-
tenant en un point triple D, projection de M. Comme chaque section
de I' faite par un espace passant par PM a en M un point station-
naire dont PM est la tangente, chaque section plane de notre surface
passant par D aura en ce point un point triple a trois tangentes
coincidantes ; donc pour notre surface le point triple D est unipla-
naire et a pour plan tangent le plan o tangent a la surface le long
de d. — Cette surface ne contient d’autres droites que d, ni d’autres
séries de coniques que celle appartenant aux plans qui passent par
d; ete.

(111,

115. Dans ce cas et dans le cas suivant {(21)(11)} la surface
I' appartient a deux différents cones quadriques de 2° espece f,f,,
auxquels correspondent deux séries de coniques de I, deux séries
d’espaces touchant I' le long de ces coniques (espaces tangents &
Js f1), ete. Chacune des arétes a, a, de f, f, coupe I en deux points
doubles M’M’’ et M/M,'; et comme a et a, sont conjuguées par
rapport a toutes les variétés du faisceau, les droites M’M,, M’"M "',
M"M{, M’”’"M{' joignant les deux points doubles de I'une aréte aux
points doubles de ’autre appartiendront & I'. Elles sont méme les
seules droites de I', car nous avons vu qu’une droite de I" doit né-
cessairement couper V’aréte de chaque cone de 2° espece passant par
I'. Et comme dans le cas présent il y a aussi dans le faisceau des F32
un cdne de 1° espeéce vy, on voit bien que les plans générateurs de
ce cone qui passent respectivement par ces 4 droites (et parmi les-
quels ceux qui passent par M’M;, M’’M," appartiennent & un sy-
stéme de plans générateurs, et ceux qui passent par M’"M,, M’'M,"’
appartiennent a ’autre systéme) sont tangents & I" le long de ces
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 droites. A ce cone yw de 1° espece correspondent deux séries de co-
niques de Iy qui présentent toujours la relation que deux coniques
de méme série n’ont pas de points communs, tandis que deux co-
niques de séries différentes ont deux points communs. En outre aux
deux cones de 2° espece f, f, correspondent, comme nous avons déja
dit, deux séries de coniques, dont l'une passant par M’, M’ et
Pautre par M), M,’. Comme chaque plan générateur de I'un des 3
cones du faisceau coupe chaque plan générateur d’un autre de ces
cones en un point de I', deux coniques de différentes séries de I”
(pourvu qu’elles ne correspondent pas toutes les deux & y) se cou-
peront en un seul point.

Considérons deux espaces tangents respectivement aux deux
cones de 2° espéce f, f,: les coniques le long desquelles ils touchent
I'" ont un point commun. En ce point de I" ces deux espaces touchent
fy fi, cest-a-dire deux des variétés du faisceau: en conséquence leur
intersection est le plan tangent en ce point & I' et ce plan sera
aussi tangent en ce point aux quadriques dans lesquelles ces deux
espaces coupent une variété quelconque ¢ du faisceau. En projetant
par un point quelconque de ¢ nous voyons donc que dans Rj la
surface & conique double qui est la projection de I' est touchée le
long de deux séries de coniques par deux systémes simplement in-
finis de quadriques passant par la conique double (c’est-a-dire est
Ienveloppe de chacun de ces systémes de quadriques), tels que deux
quadriques de différents systémes se touchent en un point.

Comme le cone de 2° espece f est touché en My, My' par les
espaces tangents en ces points & toutes les variétés du faisceau, la
conique polaire de f par rapport & une autre quelconque ¢ de ces
variétés sera tangente 3 ces espaces en ces deux mémes points, de
sorte que les points d’intersection de cette conique avee ¢ se rédui-
sent & My, M{' (comptés deux fois). De méme la conique polaire de
f1 par rapport & ¢ touche ¢ en M’, M’’. De la il suit que 'on ne
peut plus prendre un centre de projection tel que la surface projection
de I' ait une conique cuspidale, et il suit aussi que la surface pro-
jection de I' n’a pas, considérée comme cyclide, de véritables foyers.

116. [(11)(11)1] Surface de la 4° classe & conique double géné-
rale et deux couples de points coniques. Soient D’, D'’ et D;, DY
les deux couples de points coniques (projections de M’, M’/ et My,
M) : les droites contenues dans la surface sont D’D;, D’DY, D'’ Dy,
DDy et le long d’elles la surface est touchée par 4 plans se ren-
contrant en un point, qui est le sommet du cone de KUMMER de
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la surface (cone tangent & ces plans). A ce cone de KUMMER corre-
spondent deux séries de coniques de la surface, En outre les deux
faisceaux de plans ayant D’D’’ et D;D; pour axes déterminent
deux autres séries de coniques de la surface: dans chacun de ces
faisceaux il y a deux plans touchant la surface le long de coniques.
Par chaque point de la surface il passe une conique pour chaque
série : deux coniques qui correspondent au cone de KUMMER ne se
coupent pas si elles sont de la méme série et se coupent en deux
points si elles sont de séries différentes (en 4 points seulement si
elles sont dans un méme plan); ce cas excepté, deux coniques de
séries différentes se coupent toujours en un seul point. — Il y a
une inversion fondamentale dont le centre est dans le sommet du
cone de KUMMER et la quadrique directrice passe par les 4 droites
de la surface; et oo! inversions fondamentales dont les centres sont
sur D’D’’ et oo! dont les centres sont sur D;D;. En particulier il
Yy a parmi ces inversions deux homologies harmoniques ayant les
centres dans les points d’intersection des deux droites D’D’/, D;Dy
avec le plan de la conique double.

Cette surface (qui est elleeméme sa réciproque) offre beaucoup
d’intérét lorsqu’on la considere comme cyclide: elle est alors la cy-
clide de Dupin, Nous voyons que cette cyclide a deux couples de
points coniques D’D’’, DD et deux plans de symétrie respective-
ment perpendiculaires aux segments D’D’’, D;D} dans leurs points
de milieu. Dans ces deux plans sont les deux coniques déférentes,
dont I'une touche en D;, Dy le cercle (directeur) d’intersection des
sphéres nulles D’, D'’ et Pautre touche en D’, D’/ le cercle directeur
d’intersection des sphéres nulles D;, Dy'. Les tangentes en D;, Dy
et en D', D'’ & ces deux coniques déférentes ou & leurs cercles di-
recteurs passent par un méme point, qui est le sommet du cone de
KuMMER. Ces deux coniques déférentes sont les lieux des centres
de deux séries de oco! sphéres passant respectivement par D/, D'’
et par D;, Dy, chacune desquelles a la cyclide pour enveloppe.
Chaque sphere touche la cyclide le long d’un cercle: deux sphéres
de différentes séries se touchent en un point commun & leurs cercles
de contact avec la cyclide. Si donc l'on prend d’une maniere quel-
conque 3 spheéres de l’une série, on peut définir la cyclide de DUPIN
comme l’enveloppe d’une série de spheéres tangentes a ces 3 sphéres
(sur chacune de celles-ci le lieu des points de contact avec ces sphéres
tangentes sera un cercle de contact avec la cyclide): ’on obtient
ainsi 'une des deux séries de spheéres; D’autre se composera des 3
spheres données et d’une infinité d’autres, qui touchent aussi toutes
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les spheres de la série déja obtenue. Les deux séries des cercles de
contact de la cyclide avec ces deux séries de spheres passent re-
spectivement par les deux couples de points coniques, et ils sont
(v. & la fin du n® 64) les lignes de courbure de la cyclide. De plus
les deux tangentes en un point quelconque de la surface aux deux
lignes de courbure passant par lui sont les bissectrices des deux
tangentes en ce point & chacune des oo! quartiques de la cyclide
qui y ont un point double et en particulier des tangentes aux cercles
des deux autres séries qui passent par ce point (v. n° 11).

Cette cyclide n’a pas de foyers: elle a sur la spheére directrice
dont le centre est le sommet du cone de KUMMER une quartique
focale décomposée dans les 4 droites de la surface. Donc la quadrique
déférente, qui est le lieu des centres des co? sphéres doublement
tangentes a la cyclide (et orthogonales & cette spheére directrice), de-
vant couper cette spheére en ces droites, en sera touchée dans 4 de
ses ombilics (les points coniques de la cyclide). Cette quadrique et
les coniques déférentes appartiennent & un systéme homofocal de
quadriques,

La cyclide de DUPIN est linverse d’un cone quadrique de ré-
volution.

117. [1(11) (1 1)] Surface de la 4° classe & deux droites doubles
et deux couples de points coniques. En nommant encore D', D’/ et
D;, Dy les deux couples de points coniques, les droites D’D;, D’ DY
et D’Dy, D’’D; appartiennent & la surface et coupent respectivement
Pune et Pautre des deux droites doubles et ont précisément pour
plans tangents le long d’elles & la surface les plans qui les joignent
respectivement & celles ci. Outre les coniques situées dans les plans
qui passent par lune ou Pautre des droites doubles, la surface a
deux séries de coniques passant respectivement par D’, D’/ et par
Di, Dy : dans chacune de ces deux séries il y a deux coniques de
contact de la surface avec des plans. Il y a une inversion fonda-
mentale ayant le centre a lintersection des deux droites doubles et
une quadrique directrice qui passe par celles-ci et par les 4 droites
simples de la surface, et deux systemes de oo! inversions coniques
fondamentales dont les centres sont respectivement sur D’D’’ et sur
DiDy. — Cette surface est 'inverse conique d’un coéne tangent aux
deux droites formant 1’absolu.

118. Surface de la 4°¢ classe a droite double et droite cuspidale
‘et deux points coniques. En projetant [’ par un point du plan tangent
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le long d’une de ses droites, par exemple de M’M,', ’on a une telle
surface. La droite cuspidale (projection de cette droite de [') a deux
points-clos D’, D; (différents du point de rencontre avec la droite
double) joints aux deux points coniques D’’, D' par deux droites
D’D’’, DiDy' qui sont les axes de deux faisceaux de plans contenant
deux séries de coniques de la surface (dans chacun de ces deux
faisceaux il y a un plan tangent & la surface le long d’une conique
non décomposée), et par deux droites I’D}', D;D’’ appartenant a la
surface et le long desquelles celle-ci est touchée par deux plans
passant par la droite cuspidale, c’est-ad-dire par les plans singuliers
des deux points clos D’, D;. La surface contient en outre la droite
D’’D;' joignant les deux points coniques et a le long d’elle pour
plan tangent un plan passant par la droite double.

119. Surface de la 4° classe a deux droites cuspidales et un point
conique. On a une telle surface en projetant I' par un point de Pune
des 4 génératrices du cone de 1° espece du faisceau, qui passent
par les 4 points doubles de I'; car une telle génératrice est linter-
section de deux plans tangents a I' le long de deux droites, par
exemple le long de M’ My, M’” M;'. En appelant D’ le point co-
nique de la surface, D’/ le point d’intersection des deux droites cu-
spidales et Dj, D;' les deux points-clos de celles-ci, la surface con-
tient les droites D’D;, D’D';, qui joignent le point conique & ces
points-clos, et est touchée le long d’elles par les plans passant par
ce point conique et respectivement par les deux droites cuspidales,
c’est-a-dire par les plans singuliers des deux points-clos D;, D;'.
Les deux faisceaux de plans passant par les droites 1’D’’ et DiD|
coupent la surface en deux séries de coniques: dans le second de ces
faisceaux, c’est-a dire parmi les plans passant par les deux points-clos
Di,Di,il y en a un qui touche la surface le long d’une conique
(non décomposée). '

120. [(ﬁ)(l 1) 1| Surface de la 4° classe & droite bidouble et un
couple de points coniques. Les deux points triples de la droite bi-
double d sont joints aux deux points coniques par 4 droites de la
surface, le long desquelles celle-ci est touchée par 4 plans tangents
a un cone de KuMMER. La surface contient deux séries de coniques
dans les plans tangents & ce cOne, une série dans les plans qui pas-
sent par la droite bidouble, et enfin une série dans les plans qui
passent par les deux points coniques, parmi lesquels il y en a deux
qui touchent la surface le long de deux coniques. Elle a une inver-
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sion fondamentale ayant pour centre le sommet du cone de KUMMER
et pour quadrique directrice le couple des plans qui joignent d aux
deux points coniques; oco! inversions fondamentales dont les centres
sont sur la droite des deux points coniques et les quadriques direc-
trices sont des couples de plans passant par d et formant une in-
volution ; et oo! inversions fondamentales dont les centres sont sur
d et les quadriques directrices sont des cones tangents au plan p
le long de d et passant par les deux points coniques. — On a cette
surface en transformant un céne quadrique par une inversion bi-
planaire.

f(21)( 1)

121. La surface I' qui a cette caractéristique appartient & un
faisceau de F: , dans lequel il n’y a pas de cones de 1° espece, mais
deux cones de 2° espece f,f,, dont J’un, par exemple f, , a son aréte
a, tangente & chaque variété du faisceau, de sorte que des deux
couples de points doubles M’ M”/, M; M;' de la surface {(11)(11)1}
(n° 115) un M} M{ vient se composer de deux points coincidents
en un M,. On voit alors, comme dans le cas {(21)1 1}, que le cone
quadrique ordinaire tangent en ce point M, a I' se décompose en
deux plans générateurs de f, lesquels seront tangents a I' le long
de ses deux droites M’M, ,M’’M,, qui seront les seules droites de
I. Dans ce cas cette surface n’a plus que deux séries de coniques,

respectivement dans les plans générateurs de f et de f,.

122. [(2 1) (1 1)] Surface de la 4° classe & conique double générale,
un couple de points coniques et un point biplanaire de 2° espéce. Soient
D’, D’ les points coniques, D, le point Dbiplanaire: D,D’, D, D"’
seront les seules droites de la surface et celle-ci sera touchée le long
d’elles par les deux plans nodaux de 0D, . La droite d, dans laquelle
se coupent ces plans (la tangente quadriponctuelle en D,) est I’axe
d’un faisceau de plans coupant la surface suivant des coniques tan-
gentes en D, a d,. La droite d qui joint D’, D’/ est aussi Paxe
d’un faisceau de plans coupant la surface en des couples de coniques
passant par D’, D’’. On a ainsi les deux séries de coniques de la
surface ; elles contiennent 4 coniques de contact avec des plans.

Considérée comme cyclide cette surface a le plan perpendicu-
laire en D, & d, (plan contenant d) et le plan perpendiculaire a
D’D’’ dans son point de milieu (plan contenant d,) pour plans de
symétrie. Dans le premier plan il y a un cercle directeur réduit aun
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cercle nul de centre D, , qui est tangent en D’, D'’ & sa conique
déférente ; dans le second plan il y a un autre cercle directeur dont
la conique déférente a avec lui un contact quadriponctuel en 1), .
Done cette cyclide peut étre considérée ou comme Penveloppe des
spheres ayant les centres sur une conique quelconque et passant
par un foyer de cette conique, ou bien comme I’enveloppe des sphe-
res ayant les centres sur une conique quelconque et orthogonales au
faisceau des spheres passant par le cercle osculateur a cette conique
dans l'un de ses sommets. Cette cyclide n’a pas de foyers, ni de
courbes focales: elle est I'inverse ou d’un cdne quadrique ayant un
contact quadriponctuel avec l’absolu, ou d’un cylindre de révolution.

123. [(1‘“1) (21)] Surface de la 4° classe a droite bidouble et un
point biplanaire de 2° espéce. Sur la droite bidouble d il y a deux
points triples D', D’/ joints au point biplanaire D, par deux droites
de la surface, le long desquelles celle-ci est touchée par les deux
plans nodaux de D, . Ces deux plans se coupent dans l’axe d, d’un
faisceau de plans contenant une série de coniques de la surface tan-
gentes en D, & d,. Cette série de coniques et celle située dans les
plans qui passent par d sont les deux seules séries de coniques de
la surface. Deux des plans passant par d, touchent la surface le
long de coniques; etc. I1 y a oo! inversions coniques fondamentales.
On peut construire cette surface comme Vinverse biplanaire d’un
cone quadrique ayant le sommet dans le plan d’inversion.

124. [(2_i)(1 1)] Surface de la 4° classe a droite bidouble et un
couple de points coniques. Dans la droite bidouble d, les deux points
triples coincident en un point D, triplanaire, dont le cone tangent
se décompose dans le plan tangent a la surface le long de la droite
bidouble d, et deux autres plans passant aussi par d, et tangents &
la surface le long des deux droites qui joignent 1), aux deux points
coniques D', D’”’. Celles-ci sont les seules droites simples de la sur-
face. Les plans passant par ces deux points coniques coupent la
surface en des couples de coniques d’une série, et deux parmi eux
la touchent le long de deux coniques. Etc. Cette surface (douée de
ool inversions coniques fondamentales) s’obtient par une inversion
dont la quadrique directrice est un couple de plans, faite sur un
cone quadrique tangent & la droite d’intersection de ces plans.

125. Surface de la 4° classe & droite cuspidale de 2° espéce et un
point conigue. On a cette surface, cas particulier de la précédente,
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en projetant I" par un point du plan tangent le long de M,M’ (ou
de M,M’’). En nommant toujours D, ,D’, D’/ les projections de M, ,
M’,M’”’, on voit de la méme maniere que pour la surface générale a
droite cuspidale de 2° espeéce (n° 102) que cette droite d, a deux
points singuliers, dont Pun D’ est un point double de la surface
dans lequel les sections planes qui y passent ont un point d’oscu-
lation de deux branches, et Iautre D, est un point triple dont le
cone tangent se décompose dans le plan p (tangent a la surface le
long de d,) compté deux fois et un autre plan passant par d, et
tangent & la surface le long de la droite qui joint ce point triple
D, au point conique D’/ (la seule droite simple de la surface). Les
plans passant par la droite D’D’’ coupent la surface en une série
de coniques et un d’eux la touche le long d’une conique (non dé-
composée).

(2 2) 1),

126. Nous avons déja dit (n® 58) que cette espéce et l’espece
{(3 2)} de surfaces I sont caractérisées par le fait que dans le fai-
sceau des F> il y a un coéne de 2° espéce f, dont Paréte a se trouve
en une autre de ces F: et a en conséquence tous ses points pour
points doubles de I. Nous avons vu aussi qu’alors I' est une sur-
face réglée dont les génératrices s’appuient sur a. Remarquons 2
présent que dans le cas {(2 2)1} il y a aussi dans le faiscean un cone
de 1° espeéce vy, tandis que dans le cas {(3 2)} ce cone est allé coin-
cider avec f. L’espace tangent en un point quelconque M de a au
faisceau des F3 les coupe en un faisceau de coénes quadriques ordi-
naires ayant le sommet en M et passant par a: lintersection avec
f se décompose en un couple de plans passant par a. Donc dans le
cas {(22)1} outre la droite a ces cones ordinaires ont deux droites
communes passant par M : le plan qui les joint et le plan tangent
commun le long de a forment l’intersection de cet espace avec le
cone de 1° espece yw. Mais dans le cas {(3 2)}, comme v vient coin-
cider avec f et ce couple de plans avec le premier couple, 'une de
ces deux droites communes coincide encore avec a. Donc la surface
{(2 2)1) est telle que par chaque point de sa droite double a passent
deuxr génératrices distinctes appartenant aux deux plans tangents a la
surface en ce point, plans qui passent aussi par a; et les plans qui
contiennent les couples de génératrices passant par les différents points
de a sont les plans générateurs du cone yw de systéme contraire au
plan générateur qui conmtient a. Pour la surface {(3 2)} il ne passe par
chaque point de a qu’une seule génératrice variable outre la génératrice
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JSize a et il y a dans chacun de ces points un plan tangent variable
passant par la génératrice variable et un plan tangent five qui touche
la surface tout le long de a. :

Dans notre cas {(2 2)1} la surface contient une seule série de
coniques proprement dites. En effet la conique appartenant & un
plan générateur de f se décompose dans la droite @ et une généra-
trice ; la conique appartenant & un plan générateur de w de syste-
me différent de celui du plan générateur qui passe par a se décom-
pose dans les deux génératrices de la surface qui passent par le
point d’intersection de ce plan avec a. Donc les seules coniques de
I' qui ne se décomposent pas sont celles appartenant aux plans gé-
nérateurs de yw de méme systéme que celui passant par a (pour le-
quel la conique de I" se réduit & la droite a comptée deux fois):
ces coniques ne rencontrent pas a, et chaque espace passant par
Pune d’elles (c’est-a-dire chaque espace tangent & ) coupe encore
I' en deux génératrices passant par le point d’intersection de cet
espace avec da.

On peut se demander 8’il y a un point de a pour lequel les
deux génératrices de I' qui y passent coincident. Le raisonnement,
que nous avons fait pour trouver ces couples de génératrices corre-
spondants aux différents points de a, prouve qu’en un tel point ’espace
tangent aux F32 du faisceau doit aussi étre tangent (le long d’un
plan) & f. Or les espaces tangents au faisceau dans les points de a
forment un faisceau autour du plan générateur de yw qui contient a,
et il y a en général dans un faisceau d’espaces passant par Daréte
d’un cone quadrique de 2° espéce deux espaces qui sont tangents
a celui-ci. Donc il y a sur la droite double a de I' deux points,
pour chacun desquels les deux génératrices qui y passent coincident,
c’est-a-dire deux points de rebroussement. La surface I est touchée
le long des deux génératrices qui passent par ces deux points par
deux plans générateurs de w.

127. [(2 2) 1] Surface réglée & conique et droite doubles. Par cha-
que point de la droite double d ou de la conique double (qui ren-
contre d) passent deux génératrices, qui coincident seulement pour
deux points de d (comme nous avons vu) et pour deux points de la
conique (comme on voit en remarquant que parmi les espaces qui
passent par le centre de projection et par a, espaces qui coupent
encore I' suivant des couples de droites dont les projections sont
les couples de génératrices de notre surface qui passent par les dif-
férents points de la conique double, il y en a deux tangents & f).
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Les plans qui joignent les couples de génératrices passant par les
différents points de d coupent encore la surface suivant des coniques
et ils enveloppent un cone quadrique (de KUMMER) bitangent & la
surface : on obtient ainsi toutes les coniques de la surface. Pour un
de ces plans la conique d’intersection se réduit & la droite d comptée
deux fois. On voit que cette surface est, parmi les surfaces réglées
du 4° degré, celle de la 2° espeéce dans la classification de M. CRE-
MONA (%) et on en obtient ainsi les principales propriétés. Ajoutons
que la surface a une seule inversion fondamentale dont le centre
est le sommet du cdne quadrique bitangent et la quadrique directrice
passe par la conique et la droite double et a ce point pour pdle du
plan de la conique double relativement a elle.

On peut considérer cette surface comme une cyclide et alors la
spheére directrice de ’inversion fondamentale sera raccordée & sa qua-
drique déférente le long de la génératrice commune d. — Elle est
I’inverse d’un cOone dont le sommet soit sur l’absolu de Pinversion.

128. [1(2 2)] Surface réglée & trois droites doubles. On DVobtient
en supposant que le centre de projection de I'soit sur y, et on voit
ainsi que deux de ces droites doubles sont coupées par la troisieme,
laquelle fait partie du systeme des génératrices (et compte pour deux
génératrices, étant effectivement la projection de deux génératrices
de I'): ces deux droites doubles sont au contraire des directrices,
c’est-a-dire sont coupées par toutes les génératrices (car 1'une d’elles
est la projection de a et autre est la projection d’une conique de
I'). Par chaque point de ’une quelconque de ces directrices passent
deux génératrices, qui coincident seulement pour deux certains points
de cette directrice. La série des coniques de la surface se trouve
maintenant dans les plans qui passent par la génératrice double,
Cette surface est celle de la 5° espéce dans la classification nommée.
Elle a deux inversions fondamentales (8°) dont les quadriques direc-
trices passent par les trois droites doubles et les centres sont re-
spectivement les deux points d’intersection de la génératrice double

(") Sulle superficie gobbe di quarto grade. Mem. Acec. Bologna, (2) 8, 1868,
PP. 235-250.

(80) A premidre vue Von en obtfient seulement une: mais cela dépend de ce
que la méme surface peut 8tre considérée de deux fagons différentes comme la
projection de I" suivant que 1’on considdre l’'une ou 'autre des deux directrices
doubles comme la projection de la droite double a de I '

30
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avec les deux droites directrices. On peut ’obtenir en transformant
par inversion conique un cone quadrique dont le sommet soit sur
Pabsolu de P’inversion.

Si le centre de projection de I’ n’est pas en un point quelcon-
que de vy, mais bien en un point de ’un des deux plans générateurs
de y que nous avons vu (& la fin du n® 126) étre tangents & I" le
long d’une droite, alors on aura comme cas particulier la surface
réglée a deux droites doubles directrices et ume génératrice cuspidale,
c’est-a-dire une géneratrice telle que chaque section plane de la sur-
face a en elle un point stationnaire. Cette génératrice sera précisé-
ment la projection de la droite de I' dont le plan tangent passe par
le centre de projection.

129. Surface réglée a deux droites doubles directrices infiniment
voisines et une génératrice double. On a cette surface en projetant I'
par un point du plan générateur de yw qui passe par a. Alors dans
la projection d de a coincident évidemment les deux droites direc-
trices de la surface du n° précédent; 'on a donc une surface de la
6° espéce. Comme les plans générateurs de vy de systéme contraire a
celui du plan générateur passant par a (plans qui contiennent les
couples de génératrices de I" passant par les points de a) sont main-
tenant projetés suivant les plans qui passent par d, on voit direc-
tement que par chaque point de d passent deux génératrices de no-
tre surface, qui appartiennent & un plan passant aussi par d; deux
de ces plans passant par d touchent la surface le long de deux
génératrices, ete.

130. [(5-2) 1] Surface réglée & droite triple et douée d’um cone
quadrique bitangent., On l’obtient en prenant le centre de projection
de I'" sur f: alors on voit bien que chaque point de la projection d
de a sera un point triple pour la surface projection de I, c’est-a-
dire que d en sera une droite triple. Par chacun de ses points il
passe deux génératrices variables de la surface (qui coincident pour
deux de ces points) et une fixe qui est la droite d méme (comme
projection de la génératrice de I" qui se trouve dans le plan géné-
rateur de f passant par le centre de projection). Le plan qui joint
ces deux génératrices variables coupe encore la surface en une co-
nique et il enveloppe le céne quadrique bitangent que nous avons
nommé, et qui est tangent a d. Dans chaque point de d il y a deux
plans tangents variables passant par d et un plan tangent fixe p,
qui ne coupe la surface que dans la droite d comptée 4 fois. I1 y a



N

SURFACES DU 4° ORDRE A CONIQUE DOUBLE 467

une inversion fondamentale dont le centre est le sommet du cdone
bitangent et la quadrique directrice un couple de plans passant par
d. Cette surface réglée du 4° degré est de la 3° espéce.

{(3 2)}.

131. Nous avons déja vu (n° 126) que cette surface réglée I" a
une droite double @, qui est en méme temps une génératrice douée
d’un plan tangent fixe qui est un plan générateur de f, de sorte
que par chacun de ses points il ne passe qu’une génératrice varia-
ble de I, laquelle appartient au plan variable tangent en ce point
a I'. Ajoutons maintenant que comme dans le faisceau des F3 qui
passent par I' il n’y a pas de cones autres que f, cette surface I’
ne contient aucune conique.

132. [(3 2)] Surface réglée a conique et droite doubles (n’ayant
pas de céne quadrique bitangent). Par chaque point de cette droite
double il passe, outre celle ci, qui est une génératrice fixe le long
de laquelle la surface a un plan tangent fixe, une seule génératrice
variable appartenant au plan tangent variable de ce point; tandis
que par les points de la conique double passent des couples de gé-
nératrices situées dans les plans qni passent par la droite double.
Il n’y a pas de coniques sur cette surface, et 'on reconnait bien
qu’elle est de la 4° espéce. Elle n’a pas d’inversions fondamentales
et est inverse d’un cdéne quadrique dont une génératrice touche
dans le sommet 1’absolu.

133. [(32)] Surface réglée & droite triple (comme liew et comme
enveloppe). Le centre P de projection de I' étant sur f soient p l'in-
tersection de l’espace tangent en P & f avec E;, et o’ la projection
du plan tangent & I' le long de a. Alors on voit que la surface
réglée projection de I' aura la droite triple d telle que la surface
passe deux fois par elle comme génératrice et a le long d’elle les deux
plans tangents fixes g, ¢’, de sorte qu’en chacun de ses points il y
a ces deux plans tangents fixes et un plan tangent variable qui
coupe la surface, outre qu’en d, dans la génératrice variable qui
passe par ce point. On voit donec que non seulement la courbe dou-
ble, mais aussi la développable bitangente de la surface réglée se
réduit a la droite d (comme enveloppe de plans) comptée 3 fois. C’est
donc la surface réglée de la 10° espéce.

On obtient un ecas particulier remarquable de cette surface en
supposant que le centre P appartienne au plan générateur de f qui
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touche I' le long de a. Alors les deux plans g, ¢’ tangents & la sur-
face le long de d coincident en un seul et (comme on voit aussi en
remarquant que l'intersection de I' avec un espace passant par P a
sur ¢ un point double dont une tangente passe par P, et en proje-
tant) la droite triple d sera telle que chaque section plane de la
surface aura sur d un point stationnaire avec la tangente sur le plan
fixe ¢ et par lequel passe une autre branche de cette section plane
ayant la tangente dans le plan tangent variable & la surface en ce
point (8%).

Faisceaux de cones quadriques et projections de leurs surfaces
@’interséction.

134. Nous avons ainsi considéré tous les cas que peuvent pré-
senter une F22 I" du R, et ses projections sur R,, lorsque parmi
les oot F3 qui la contiennent il y en a qui ne sont pas des cones,
de sorte que le déterminant d’une indéterminée de ces variétés ne
s’annulle pas identiquement. Il nous reste donc seulement & étudier
les cas ou I' appartient & co! cones. Alors si nous supposons, com-
me nous avons toujours fait jusqu’ici, que I' ne se décompose pas
en deux quadriques, il y aura seulement les cas suivants & consi-
dérer (82).

1° Le faisceau déterminé par I' se compose de cones ayant
le méme sommet. Mais alors on voit bien que I' est un cone & deux
dimensions ayant ce méme sommet et que l’on peut obtenir en pro-
jetant par un point quelconque de R, une courbe quartique gauche
(de 1° espéce). La projection de ce coéne sur R; sera donc un cone
quartique ordinaire & deux génératrices doubles (ou cuspidales) di-
stinctes ou coincidentes, que l’'on peut obtenir en projetant par un
point de R; une quartique gauche de 1° espece de cet espace, ou,
ce qui est la méme chose, une quartique plane & deux (ou trois)
points doubles ou stationnaires, distincts ou coincidents. Il y a plu-
sieurs especes de tels cones comme de telles quartiques planes ; mais
comme celles-ci ont déja été étudiées et classifiées presque comple-

(3%) Ce cas particulier de la 10° espdce de CREMONA se rencontre déja dans
I’Anal. Geometrie d. Raumes de SALMON-FIEDLER.

(®%) Voir nos Ricerche sui fasci di coni quadrici in uno spazio lineare qualun-
que, n° 27, Atti Aco. Torino, XIX [questo volume, p. 485].
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tement (surtout si Pon y ajoute la note au n® 3 de ce travail) par
d’autres écrivains, nous pouvons omettre de nous en occuper.

135. 2° Le faisceau déterminé par I se compose de cones de
1° espéce dont les sommets ont pour lieu une conique : ces cones
contiennent alors le plan de cette conique et I'se décompose en con-
séquence en ce plan et une surface du 3° ordre passant par cette
conique. On voit trés facilement que cette surface est réglée et
qu’elle a une droite directrice coupée par toutes les génératrices.
Ses projections sur E; sont donc des surfaces cubiques réglées douées
d’une droite directrice simple et d’une droite directrice double (projection
d’une conique située dans un plan passant par le centre de projec-
tion). Pour une position convenable du centre de projection on peut
obtenir que ces deux directrices coincident. On a ainsi les deux
especes de surfaces cubiques réglées de R;; mais comme M. VE-
RONESE (3%) a déja appliqué pour Détude de celles-ci la projection
d’une surface cubique (réglée) du R,, nous ne croyons pas devoir
insister la-dessus.

136. 3% Le faisceau déterminé par I" se compose de cOnes de 1°
espéce dont les sommets ont pour lieu une droite m, c’est-a-dire de
cones touchés le long d’une génératrice commune m par un méme
espace u. Dans ce cas il y a dans le faisceau deux cones de 2°
espece : en effet cet espace p tangent au faisceau le long de m coupe
les cones suivant des couples de plans générateurs des deux syste-
mes qui passent par m et forment une involution de plans du faisceau
ayant m pour axe dans cet espace u. Cette involution aura en gé-
néral deux plans doubles, le long desquels u touchera les deux cd-
nes de 2¢ espace du faisceau. Mais si ces deux plans doubles (et
par suite ces deux cdnes) coincident, tous ces couples de plans au-
ront un plan commun, c’est-a-dire nous aurons un faisceau de cones
ayant un plan générateur commun : nous retomberons donc dans le
cas précédent. Nous pouvons donc supposer que les deux cones de
2° espéce f,f, du faisceau et leurs plans de contact avec u soient
distinets.

Soient a et a, les arétes de f,f,: elles appartiendront a ces
deux plans de contact de u avec ces cones et elle couperont m

(33) Behandlung der projectivischen Verhilinisse u. s. w., n% 57-60.
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(c’est-a-dire I') en deux points différents, par chacun desquels devra
passer chaque droite contenue dans I' (n° 58); d’ou il suit que la
surface I' ne contient d’autre droite que la droite double m. Chaque
espace coupe I' en une quartique ayant sur m un point double dont
les deux tangentes appartiennent aux deux plans générateurs situés
sur u du cone du faisceau qui a le sommet en ce point: ce point
double devient pour la quartique un point de rebroussement lor-
squ’il est Dintersection de m avec a ou avec @, . Chacun des oo?
espaces qui passent par m coupe encore I’ en une conique appuyée
sur m, car il coupe le faisceau en un faisceau de cdnes quadriques
ordinaires se touchant le loug de m et se coupant encore en con-
séquence en une conique appuyée sur m. La surface I' contient
donce oo® coniques. Par chaque point de m il en passe une infinité
et les plans qui les contiennent sont les plans générateurs du cone
du faisceau qui a ce point de m pour sommet: aux deux systémes
de plans générateurs de ce cone correspondent done deux différentes
séries de co! coniques de la surface passant par ce point, et en va-
riant ce point sur m et en conséquence ce cone dans le faisceau on
obtient co! couples de séries de coniques, qui forment tout le sy-
stéme des co? coniques de I'. Les relations entre les deux systémes
de plans générateurs d’un cdéne de 1° espéce nous montrent que
parmi les coniques qui passent par un point quelconque M de m
deux coniques ne se coupent pas ailleurs si elles appartiennent a la
méme série et se coupent en un autre point si elles sont de séries
différentes ; mais deux coniques coupant m en deux points différents
se rencontrent toujours en un point (le point d’intersection de leurs
plang). La surface I a deux plans tangents en un point quelconque
M de m: les deux plans générateurs suivant lesquels u est coupé
par le cone du faisceau ayant M pour sommet. Les coniques dans
lesquelles ils coupent I' se réduisent & la droite m comptée deux
fois, et on voit que les deux séries de coniques de I' qui passent
par M se distinguent en ce que les tangentes en M aux coniques
d’une série appartiennent & Pun de ces deux plans tangents a I,
tandis que les tangentes aux coniques de Pautre série appartiennent
a Dautre plan tangent. Tous ces couples de plans tangents & I" dans
les points de m forment, comme nous avons déja remarqué, une
involution dont les plans doubles sont les plans ma, ma, dans lesquels
les cones de 2° espece f, f, sont touchés par u. Donc dans chacun
des deux points ma, ma, les deux plans tangents i I' coincident re-
spectivement dans ces plans doubles, et les coniques de I' passant
par 'un ou Vautre de ces deux points forment seulement plus une
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gérie correspondant au systéme des plans générateurs d’un cone de
2° espéce.

Les espaces tangents aux variétés du faisceau en un point quel-
conque de I" se coupent dans le plan tangent en ce point & I" et
chacun d’eux coupe I' en deux coniques appartenant aux deux dif-
férentes séries qui correspondent au cone ayant cet espace tangent.
Drailleurs le plan tangent & I” coupe les cones du faisceau suivant
des couples de droites d’une involution dont les droites doubles sont
celles de contact de ce plan avec f,f,. Donc les tangentes en un
point queleconque de I' aux couples de coniques qui appartiennent
aux oco! couples de séries forment une involution, dans laquelle les
droites doubles sont les tangentes aux coniques des deux séries dou-
bles, c¢’est-a-dire les deux tangentes & [’ qui coupent a et a, .

137. Projetons maintenant I" sur R, et soit ¢ le cone du fai-
sceau qui passe par le centre de projection P et que nous suppose-
rons avant tout différent de f, f, . Les deux plans générateurs de ¢
qui passent par P coupent I' en deux coniques passant par le point
de m qui est le sommet de ¢ : la projection de m et les projections
de ces deux coniques seront donc trois droites doubles d,d, ,d, se
croisant en un point triple pour la surface S projection de I'. Donc
celle-ci est une surfuce de STEINER du 4° ordre et de la 3° classe (84).
Et des propriétés vues de I' nous concluerons des propriétés de cette
surface. Ainsi elle contient oo® coniques, chaque plan tangent la
coupant suivant deux de ces coniques : toutes ces coniques rencon-
trent les 3 droites doubles. Par rapport & I’'une (quelconque) d des
trois droites doubles on peut diviser ce systéme doublement infini
de coniques en oco! couples de séries simplement infinies: les coni-
ques d’un couple de séries passent par un méme point de cette droite
double, mais celles d’une série y passent dans l'une et celles de
I’autre série dans I’autre des deux nappes de la surface qui passent
par cette droite double. Les plans des coniques de ces deux séries

(84%) Quant aun fait que la classe de cette surface est 3 nous pouvons le
prouver en remarquant qu’elle sera la méme que pour la projection de I" faite
par un point de I, projection qui est une surface oubique réglée, car les coni-
ques de I'" qui passent par ce point sont projetées sur R; suivant des droites.
On voit ainsi un lien étroit entre la surface de STEINER et la surface ocubi-
que réglée, d’otr Yon a une explication de la ressemblance entre leurs représen-
tations planes que M. CREMONA a mise en vue (dans le travail que nous citerons
bientot).
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(dont chacun contient une conique de 1’une série et une de l’autre
série) enveloppent un cone quadrique (de KUMMER): en faisant
mouvoir le point de la droite double par lequel passent ces deux
séries de coniques ce cone quadrique varie aussi et les plans tangents
4 ces oco! cones sont les plans tangents de la surface de STEINER.
Les couples de plans tangents & la surface dans les points de d
forment une involution dont les plans doubles sont tangents en
deux points-pinces de d. Pour chacun de ces deux points (pro-
jections des points ma,ma,) les deux séries de coniques qui y
passent se confondent en une seule et les plans qui contiennent
ces coniques passent par une méme droite ¢ ou ¢, (la projection
de @ ou de a,). Mais comme par le point P passent deux espaces
tangents & f ou & f;, on voit que parmi les plans qui passent
par ¢ ou par ¢, il y en a deux qui touchent § le long d’une
conique. La surface 8§ est donc touchée le long de coniques par 4
plans et on voit que les couples d’arétes opposées du tétraedre qu’ils
déterminent sont coupés respectivement par les trois droites doubles
dans les couples de points-pinces de celles-ci. Par un point quel-
conque de la surface passent oco! coniques et on peut les grouper
en couples de fagon que deux coniques du méme couple se coupent
aussi sur la droite double d: alors les tangentes en ce point & ces
couples de coniques forment dans le plan tangent & § un faisceau
en involution, dans lequel les droites doubles sont les deux droites
du faisceau qui s’appuient sur les deux arétes opposées ¢,c¢, du té-
traeédre, et un couple de droites conjuguées est celui des tangentes
principales de la surface en ce point, c’est-a-dire des tangentes en
ce point aux deux coniques d’intersection de la surface avec le plan
tangent. — Ainsi 'on pourrait encore obtenir facilement d’autres
propriétés de la surface de STEINER, surtout celles qui ne sont pas
symétriques par rapport aux trois droites doubles: par exemple les
sections de I" faites par des espaces quelconques nous donnent im-
médiatement par la projection oco? courbes quartiques sur 8, dont
chacune a un point double sur 'une d des droites doubles et coupe
en deux points chacune des deux autres, etc. etc. Mais passons
plutot aux cas particuliers de la surface S. Remarquons seulement
qu’elle a 6 systémes de oo! inversions fondamentales coniques dont
les centres sont sur une aréte du tétraddre considéré et les cones
directeurs passent par les trois droites doubles; cette surface de
STEINER peut se construire en transformant par une inversion co-
nique une quadrique tangente dans le sommet du cone directeur au
plan d’inversion.
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138. Supposons maintenant que la variété ¢ du faisceau qui
passe par le centre de projection P soit 'un des deux cdnes de 2°
espéce, par exemple f,. Alors la projection 8’ de I' aura dans la
projection de la conique de I située dans le plan générateur de f,
qui passe par P une droite bidouble d, (n° 59) le long de laquelle
deux nappes différentes de la surface touchent un méme plan g;
les deux points triples, qu’a en général une droite bidouble d’une
surface du 4° ordre, coincideront dans le point d’intersection de d,
avec une autre droite double d (projection de m) de S§’. Cette sur-
face sera ce cas particulier de la surface de STEINER que l’on ob-
tient en supposant que deux droites doubles de celle ci s’approchent
entre elles jusqu’a coincider. Elle contient encore co® coniques, que
Pon peut grouper:par rapport & la droite double d en oo! couples
de séries jouissant toujours des mémes propriétés. Mais outre ¢ qui
touche 8’ le long de la droite d, (comptée 4 fois) il n’y a plus que
deux plans qui touchent §’ le long de coniques : leur droite d’inter-
section coupe d dans son point-pince. En effet les deux espaces tan-
gents & f, menés par P coincident dans l’espace tangent en P 3 f,
(espace qui coupe R, en p), tandis que les deux espaces tangents
a f menés par P sont distincts et coupent B, suivant les deux plans
doubles nommés.

On peut obtenir cette méme surface en prenant P encore comme
au n° précédent sur une variété quelconque du faisceau, mais en
outre sur l’espace u tangent a tout le faisceau le long de m. Alors
la projection de la conique de I" située dans l’un des deux plans
générateurs de cette variété qui passent par P (dans celui qui ap-
partient & u) coincide avec la projection de m et donne lien a la
droite bidouble de la surface projection, tandis que la projection de
la conique située dans l’autre plan générateur donne lieu & la droite
double.

139. Si enfin P se trouve soit sur f,, soit sur u, c’est-d-dire
sur le plan générateur de f, qui passe par m, alors on voit que les
trois droites doubles de la surface 8" projection de I' coincideront
en une seule droite tridouble (d’osculation de deuxr nappes) d. Comme
chaque espace passant par P coupe I' en une quartique gauche
ayant un point double sur m et telle qu’un autre sommet de cone
quadrique passant par elle est en ligne droite avec ce point double
et avec P, on conclut que chaque section plane de notre surface 8"/
a en d un point d’osculation de deux branches, dont la tangente
appartient & un plan fixe ¢ (intersection de u avec R;). Des deux
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espaces tangents & f menés par P Pun est & présent u. Donc la
surface 8 n’a, outre le plan g, qu’un seul plan singulier qui la tou-
che suivant une conique (8%).

140. Cherchons encore d’obtenir la représentation plane de la
surface de STEINER § et de ses deux cas particuliers §, §” par
notre méthode. Comme sur I'il n’y a d’autres droites que m, cette
méthode consistera a projeter I" par m sur un plan R,; projection
qui est univoque car chaque plan passant par m coupe encore I" en
un point. Un espace mené par m coupe I' suivant une conique et
Ry suivant une droite. Donc les droites du plan R, sont les images
des coniques de chacune de mos surfaces. Parmi les espaces passant
par m il y a u, qui contient les couples de plans tangents & I" dans
les points de m. Donc chacune des droites doubles de nos surfaces a
pour image dans R, une droite dans laquelle chaque couple de points
d’une involution est Vimage d’un point de la droite double comme ap- -
partenant & deux nappes différentes de la surface. Nous ne nous som-
mes pas bornés dans cet énoncé a la droite double d qui corre-
spond a m, car chacune des deux autres droites doubles d,, d, avec
tous ses points correspond & une conique de I' avec ses points par
couples d’une involution dont P est le pdle; de sorte qu’en proje-
tant par m sur R, 'on obtient aussi comme image de d, ou de d,
une droite avec des couples de points d’une involution. Cependant
pour 8§’ comme au lien des deux droites doubles d,,d, on a une
droite bidouble dans laquelle celles-ci coincident, de méme dans sa
représentation sur R, deux des trois droites considérées coincident ;
et pour 8 la droite tridouble aura pour image une droite dans la-
quelle coincideront ces trois droites.

Chaque section de I' faite par un espace quelconque est une
quartique ayant un point double sur m et appartenant & un cone
quadrique ordinaire ayant le sommet en ce point. En la projetant
donc sur R, par m on obtient une conique coupant l'image de d
en deux points conjugués de son involution. Une telle conique est
donc I'image d’une quartique de S, ou §’, ou 8", ayant un point dou-

(85) Les surfaces des nos 137, 138, 139 sont les réciproques des surfaces oubi-
ques des espdces XVI, XVIII, XIX de ScuLAFLI. — M., CREMONA dans la Note
Rappresentazione della superficie di STEINER e delle superficie gobbe di terzo ordine
su un piano (Rend. 1st. Lombardo, IV, 1867) s’est aussi occupé des deux cas par-
tiouliers de la surface de STEINER que nous avons considérés (mais il dit que le
premier de ces oas particuliers lui avait été6 fait remarquer par CLEBSCH).
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ble sur d. En particulier les images des sections planes de chacune
de nos surfaces formeront donc une série linéaire triplement infinie
de coniques (considérées comme courbes du second ordre) coupant
les images des droites doubles en des couples de points des involu-
tions qui y sont déterminées. On a ainsi les propriétés fondamen-
tales de la représentation plane connue de la surface de STEINER
et de ses cas particuliers,

Invariants absolus des cyclides. Réalité de ces surfaces.

141. Considérons dans R, une variété quadratique ¢, qui ne
soit pas un coéne et qui soit coupée par une autre Fy et en consé-
quence par le faisceau qu’elle détermine avec celle-ci suivant une
F22 ‘2 que nous appellerons I'. Alors si d’un point quelconque de
R, on prend les espaces polaires par rapport aux variétés du faisceau,
ils formeront un faisceau d’espaces (se coupant dans' le plan po-
laire du point par rapport a I'), et si Pon fait varier ce point dans
R, tous les faisceaux d’espaces que l’on obtient ainsi seront projec-
tifs entre eux et avec le faisceau considéré de Fy . Pour chaque
cone de 1° ou de 2° espéce du faisceau des Fy il y a dans chacun
de ces faisceaux d’espaces polaires un espace qui passe par son
sommet ou par son aréte. Le groupe de tous ces espaces qui cor-
respondent au groupe de cones (de 1° ou de 2° espece) de notre
faisceau est donec projectif & ce groupe, c’est-a-dire il a les mémes
invariants absolus que celui-ci: or ces invariants absolus (rapports
anharmoniques des quaternes d’éléments du groupe) jouissent de
Pimportante propriété de former justement un systéme complet d’in-
variants absolus de I')(%). Et si au groupe des cones du faiscean
on adjoint la variété ¢, c’est-a-dire si au groupe des espaces polaires
relativement & ces cones on adjoint ’espace polaire par rapport &
@, on obtient les invariants absolus du systeme formé par I' et ¢,
c’est-a-dire des quantités telles que si elles sont égales pour deux
Fi? de méme caractéristique situées sur ¢, on peut trouver une
telle transformation projective de ¢ en soi-méme que l’une de ces
F?? se transforme dans Dautre.

(%%) Cette proposition est nne conséquence d’un théordme de M. WEIRRS-
TRASS sur le systdéme de denx formes quadratiqmes. Voir le § 3 de la 2e Partie
de notre Studio sulle quadriche ete. cité & p. 349 [nota (25)].



476 CORRADO BEGRK

Si au lien d’une seule F3? on considére sur ¢ les oco! F,2'? dans
lesquelles ¢ est coupée par une série de variétés inscrites avec ¢
dans une méme variété développable de la 4° classe, on démontre
facilement que pour toutes ces Fy° les groupes des cones de 1° ou
de 2° espéce qui y passent (et qui ont respectivement les mémes
sommets ou les mémes arétes) ont tous les mémes rapports anhar-
moniques.

On peut réduire les propositions regardant les invariants ab-
solus de I" & ne faire que des constructions sur ¢, en prenant sur
@ le point dont on cherche les espaces polaires et en substituant &
ces espaces leurs quadriques d’intersection avec ¢ et au plan polaire
du point par rapport & I'" sa conique d’intersection avec ¢ (conique
commune & toutes ces quadriques). On construit facilement cette
conique comme le lien des points conjugués harmoniques du point
considéré de ¢ par rapport aux couples de points dans lesquels I
est coupée par les droites de ¢ qui passent par ce point.

Maintenant projetons par un point de ¢ sur R; et nous aurons
pour les cyclides les propriétés suivantes.

142. Par rapport & une cyclide quelconque chaque point 4 de
Pespace a pour lieu de ses points conjugués harmoniques relative-
ment aux couples de points, dans lesquels les droites passant par
A et appuyées sur Pabsolu coupent encore la cyclide, un cercle que
nous nommerons le cercle polaire du point A. Aux oo® points de
Pespace correspondent ainsi oco3 cercles polaires par rapport 3 la
cyclide donnée ; et en considérant toutes les oo! cyclides d’une série
homofocale on aura oco? cercles polaires. Or dans le faisceau des
sphéres passant par un tel cercle il y a pour chaque sphére direc-
trice isolée de ces cyclides une sphére qui lui est orthogonale, tan-
dis que pour chaque faisceau de sphéres directrices il y a dans notre
faisceau une spheére qui est orthogonale & toutes celles-ci, c’est-a-
dire qui passe par le couple de points (-sphéres) correspondant. Si
Pon détermine ainsi un groupe de sphéres dans chaque faisceau ayant
pour base l'un des oco* cercles polaires, tous ces groupes seront
projectifs entre eux et auront pour invariants absolus les invariants
absolus de la série homofocale considérée de cyclides dans la géo-
métrie des inversions, c’est-a-dire des quantités dont 1’égalité pour
deux séries homofocales de cyclides ayant la méme caractéristique
est la condition nécessaire et suffisante pour que l’on puisse tran-
sformer par des inversions l'une série dans ’autre. — Et si, au lieu
de considérer tous les co? cercles polaires, on considire seulement
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une cyclide déterminée et les oco® cercles polaires des points de e-
space par rapport a elle, alors il ne variera pas en passant de ’un
a Pautre cercle polaire non seulement les invariants absolus du grou-
pe considéré de spheéres passant par un tel cercle, mais ceux du
méme groupe auquel on adjoigne la sphére nulle ayant pour centre
le point dont ce cercle est polaire: et ces invariants seront les in-
variants absolus de la cyclide dans la géométrie des inversions.

En particulier si le point dont on prend le cercle polaire par
rapport & la cyclide se trouve sur celle-ci, ce cercle se réduit & un
cercle nul ayant ce point pour centre et situé dans le plan tangent
en ce point & la cyclide ; le faisceau de sphéres se réduit au faiscean
des spheéres tangentes en ce point a la cyclide et nous retrou-
vons alors, mais complétée, une proposition due (pour la cyclide
générale) &4 M. DARBOUX, et que nous avions déja démontrée au
n® 11.

Ces théorémes nous donnent, par le simple examen de la carac-
téristique d’une ecyclide le nombre de ses invariants absolus. Ainsi
la cyclide générale [11111] en aura 3 (et sa série homofocale 2),
les cyclides [2111] et [(11)111] en auront 2 (et leurs séries ho-
mofocales 1) tandis que toutes les autres espeéces de séries homofo-

cales de cyclides n’ont plus d’invariants absolus, les cyclides [3 1 1],
[221], [(11)21], [(21)11] et [(11)(11)1] en auront 1 seul, et enfin
toutes les alltres especes de cyclides n’en auront aucun.

143. Si la conique double des surfaces, que nous avons étudiées
dans ce travail, est réelle, on voit facilement que toutes les diffé-
rentes especes de ces surfaces peuvent étre réelles. Mais si nous
congsidérons les cyclides, dans le sens ordinaire de ce mot, c’est-a-
dire des surfaces dont la conique double n’a pas de points réels (tout
en appartenant & un plan réel et a des quadriques réelles), alors
plusieurs de ces espeéces de surfaces seront de leur nature imaginai-
res. En effet toutes les droites d’une telle surface doivent en ce cas
étre imaginaires (puisqu’elles coupent la conique double), et afin que
la surface puisse étre réelle elles devraient étre deux-a-deux imagi-
naires conjuguées. Or en revoyant nos résultats sur le nombre et la
disposition des droites de ces différentes surfaces, on voit que parmi
les 18 espeéces de cyclides les 8 suivantes

[221], [32], [41), [5], [(21)2], [(4 D), [(22)1], [32)]

ne peuvent pas satisfaire & cette condition, de sorte qu’elles n’em-
brassent que des surfaces imaginaires. — Or la raison intime de ce
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fait nous est donnée par un théordme de M. KLEIN (87). Remarquons
en effet que si la conique double d’une de nos surfaces est imagi-
naire, cette surface sera une projection d’une Fy> par laquelle passe
une variété quadratique (celle ¢ qui contient le centre de projection)
ne contenant que des droites imaginaires. Or les variétés quadrati-
ques générales & 3 dimensions de l’espace & 4 dimensions ont leurs
oo? droites réelles (variétés hyperboliques) ou imaginaires (variétés
elliptiques) suivant que dans leurs équations canoniques (3 variables
réelles) la différence entre le nombre des carrés d’un signe et le nom-
bre des carrés de Dlautre signe est 1 ou 3(88). Donc afin qu’une
F22'2 réelle I' puisse donner comme projection une cyclide il faut que
pour une des variétés quadratiques passant par elle cette différence
soit 3. Mais alors ce théoréme de M. KLEIN nous dit que le déter-
minant du faisceau de ces variétés quadratiques aura au moins 3
diviseurs élémentaires réels de degrés impairs. Et comme chacune
des 8 caractéristiques que nous avons écrites ci-dessus contient
moins de 3 degrés impairs, il s’ensuit qu’elles ne peuvent appartenir &
des cyclides réelles. — Les autres 10 caractéristiques contiennent
bien au moins 3 degrés impairs, mais ce théoréme nous dit en outre
que 3 de ces degrés impairs doivent correspondre & des racines réel-
les du déterminant. De la on peut tirer plusieurs conséquences im-
portantes pour les questions de réalité des cyclides: ainsi les cyeli-
des réelles [11111],{2111],[311] ont (au moins) 3 coOnes de
KuMMER réels (en entendant toujours par surface réelle une surface
ayant une équation a coefficients réels), la cyclide [(21)11] a les
deux cones de KUMMER réels, la cyclide de DUPIN [(11)(11)1] a
réels le cone de KUMMER et les deux faisceaux de plans qui contien-
nent deux séries de cercles de cette surface, etc. (89).

(37) Voir le n° 16 de son Inauguraldissertation: Ucber die Transformation der
allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen Liniencoordinaten auf eine canoni-
sche Form (réimprimé dans le tome XXIII des Math. Ann.).

(88) En général on voit facilement qu’une forme quadratique & n variables,
dont expression canonigue contienne k carrés d’un signe et n — k carrés de signe
contraire, représente dans Rp—; une variété quadratique a n — 2 dimensions con-
tenant senlement des espaces linénires réels dont le nombre des dimensions est
moindre que k et n — k. Cela donne, pour ainsi dire, la raison intime du théo-
rdme d’inertie des formes quadratiques.

(8%) On sait qu’une congruence qnadratique de droites peut étre considérée
comme l’intersection de deux variétés qnadratiques de 1’espace & quatre dimen-
sions (dont l'une représente le complexe linéaire contenant la congrnence qua-
dratique). La classification des congruences qnadratiques se rédunit dono & celle de
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Tableau des surfaces du 4° ordre étudiées dans ce travail (°0).

Surfaces & conique double proprement dite,

NOS. | Caractéristiques | Classes
1-31] [11111] | 12 | Surface générale.
33 [2111] 10 | Surface & un point double conique.
43 (311] 9 Un point biplanaire de 1° espece.
38 [221] 8 | Deux points coniques.
52 [41] 8 | Un point biplanaire de 2° espece.
47 [3 2] 7 | Un point conique et un point biplanaire
de 1° espece.
56 [6] 7 | Un point biplanaire de 3° espéce.
58,73|[(11)111]| 8 | Un couple de points coniques.
93 | [(21)11] 8 | Un point biplanaire de 2° espéce (couple
de points coniques coincidents).
78 | [(A1)21] 6 | Trois points coniques.
98 [(21)2] 6 Un point conique et un point biplanaire
de 2° espeéce.
104 [(31)1] 6 Un point uniplanaire de 1° espéce.
86 [(11)3] 5 Un couple de points coniques et un point
biplanaire de 1° espeéce.
111 [(41)] 5 Un point uniplanaire de 2° espece.

Vintersection de deux variétés quadratiques (dont 'une doit &tre considérée par-
ticulidrement). Or comme dans ce travail nous avons fait cette dernidre olassi-
fieation, on peut dire que nous avons fait en méme temps implicitement celle des
congruences quadratiques (classification que nous avions senlement ébanchée dans
le Mémoire cité A p. 348, en 1a dérivant de celle des complexes quadratiques).
Nous ne pouvons pas développer cette idée, qui montre un lien trads étroit entre
les diftérentes surfaces qui nous ont occupés et les différents cas particuliers de
la surface de KuMMER dn 4e ordre et de la 4¢ classe, et qui porterait & des rap-
prochements trés intéressants entre des surfaces qui, & premidre vue, paraissent
n’avoir aucune relation entre elles. Au surplus ce lien
peuvent étre tablis dans chaque cas an moyen de la correspondance connue
entre la géométrie (projective) d’un complexe linéaire et la géométrie (des in-
versions) de l’espace ordinaire (8. Lig, Math. Ann., V).

(%) Dans ce tablean nous n’entendons pas donner un résumé dun travail:
par suite nous ne nommons que les particularités relatives aux points singuliers
qui snffisent ponr distinguer entre elles les différentes surfaces que nous nom-

et ces rapprochements
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NOs.
116
122

127

132

66,74
94

79
99

105

87
112

1-31

44
39
53

Caractéristiques
(A 1)(11)1]
[(21)(11)]

(2 2)1]

(3 2)]

[(11)111]
[(21)11]

(11)21]
(21)2]

[(31)1]

[(11)3]
[(41)]

Classes

4
4

CORRADO SEGRE

Deux couples de points coniques.
Un couple de points coniques et un point
biplanaire de 2° espéce.

Surface réglée a conique et droite doubles
de Vespeéce II. de CREMONA.

Surface réglée a conique et droite doubles
de Vespeéce IV. de CREMONA.

Surfaces & conigue cuspidale.

Cas général.

Les deux points-clos de la conique cuspi-
dale coincident.

Un point conique.

Les deux points-clos coincident et la sur-
face a aussi un point conique.

Il y a un point dans lequel coincident les
deux points-clos avec un point conique.

Un point biplanaire (de 1° espeéce).

Il y a un point singulier de coincidence des
points-clos avee un point biplanaire.

Surfaces & deux droites doubles
(se coupant en un point non triple).

[11111]
1211]
131]
[122]

(1 4]

12

® w0 ©

Cas général.

Un point conique.

Un point biplanaire de 1° espeéce.
Deux points coniques.

Un point biplanaire de 2° espece.

mons ; mais dans le Mémoire méme on a vu plusieurs autres propriétés relatives
2 ces surfaces et qui pourraient aussi servir & les distinguer entre elles. Nous
avons omis dans cette énumération quelques snrfaces dont nous avons aussi parlé,
mais qui penvent étre regardées comme cas particuliers des espdces que mnous
avons dans ce tablean.
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75
95

80
106

117 | 1 (1)) |

128.\ [1(22)] l

40
53
81

107

118

128

129

82
108

119

SURFACES DU 4° ORDRK A CONIQUEK DOUBLE

Caractéristiques

1(@1)11]

1(21)1]

1a1)2]

13D

[122]
[14]
[1(11)2]
(1(31)]

[1(11)(Q D)

(1(22)

[1(22)]

Classes

8
8

4

S S 0

481

Un couple de points coniques.

Un point biplanaire de 2° espéce (couple
de points coniques coincidents).

Trois points coniques.

Un point uniplanaire (de 1° espéce).

I Deux couples de points coniques.

Surface réglée a trois droites doubles de
Pespéce V. de CREMONA.

Surfaces & une droite double et une droite cuspidale.

Cas général.

Les deux points-clos coincident.

Un point conique.

Le point conique du cas précédent va se
poser sur la droite cuspidale.

Deux points coniques.

Surface réglée a deux droites (directrices)
doubles et une génératrice cuspidale.
Surface réglée & deux directrices coinci-

dentes et une génératrice double.

Surfaces 2 deux droites cuspidales.

[1(171)2]

[1(31)]

11 1)@A1)]

6
6

4

Cas général.

Cas particulier remarquable (voir le n® 108
cité).
Un point conique.

81
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Surfaces & point triple par lequel passent deux droites doubles.

NOs.

35
45
41
54

48
49

57

83
100

88

Caractéristiques

[2111]
[311]
[221]

[41]

23]
(3 2]

[5]

2ani]

(2(21)]

[3 (1 1)]

Classes

10

® w0 ©

-3

-3

Cas général; le point triple est planaire.

Le point triple est triplanaire (de 1° espece).

Un point conique.

Le point triple est un point triplanaire
particulier (de 2° espece).

Un point biplanaire de 1° espece.

Un point conique; et le point triple est
triplanaire (de 1° espece).

Le point triple est un point triplanaire
particulier (de 3° espece).

Un couple de points coniques.

Un point biplanaire de 2° espéce (couple
de points coniques coincidents).

Le point triple est triplanaire; et il y a
un couple de points coniques.

Surfaces a4 point triple par lequel passent une droite double
et une cuspidale ou deux droites cuspidales.
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[32]
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[3 (1 1)]

[3(11)
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Une droite double et une droite cuspidale.

Le point-clos coincide avec le point triple.

Outre ces droites la surface a un point
conique.

Par le point triple passent deux droites
cuspidales.

Surfaces & point triple par lequel passent trois droites doubles.

137
138
139

W W W

Cas général : surface romaine de STEINER.
Deux des droites doubles coincident.
Les trois droites doubles coincident.
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SURFACES DU 4° ORDRE A CONIQUK DOUBLE

Caractéristiques
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Surfaces & droite bidouble
(contenant deux points triples distinets om coincidents).

Classes

8

>

Cas général: les deux points triples sont
planaires.

Les deux points triples coincident (en un
point triplanaire).

Un point conique.

Les deux points triples coincident et il y
a un point conique.

Les deux points triples coincident en un
point dont deux plans nodaux coincident.

Un point biplanaire de 1° espeéce.

Le plan nodal double du point triple de
P’avant-dernier cas touche le long d’une
droite simple.

Un couple de points coniques.

Un point biplanaire de 2° espeéce.

Les deux points triples coincident, et il y
a un couple de points coniques.

Surfaces a droite cuspidale de 2° espéce.

Cas général: il y a sur la droite un point
triple et un point d’osculation de deux
nappes.

Les deux points nommés coincident en un
point triple uniplanaire.

Un point conique.



484 CORRADO SEGRE

Surfaces (réglées) & droite triple.

NO8. | Caractéristiques [ Classes
130 | [(22)1) 4 | Cas général : surface réglée de Vespece IIL.
de CREMONA.

133 (3 2)] 4 | Surface réglée de Vespece X. de CREMONA
et cas particulier.

Turin, le 8 Avril 1884 (%),

(%) Pendant I’impression de ce travail est paru, dans ce méme tome XXIV
des. Math. Ann. le Mémoire de M. RoHN: Ueber die Flichen vierter Ordnung mit
dreifachem Punkte, dans lequel on trouve aussi celles parmi nos surfaces qui sont
douées de points triples. Cependant elles y sont étudiées & des points de vue
tout-a-fait différents du nétre, de sorte qu’il n’y a presque pas dans notre travail
de véritables répétitions de résultats déja contenus dans ce Mémoire. — En finis-
sant je venx remercier M. ROHN méme, et aussi M. KLEIN, pour quelques conseils,
qu’ils ont bien vouln me donner aprds la lecture de mon manuscript, et dont
j’ai profité dans la ocorrection des épreuves. (Ooctobre 1884)



