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XLIV.

NOTE SUR LEX COMPLEXES QUADRATIQUES
DONT LA SURFACE SINGULIERE EST UNE
SURFACE DU 2¢ DEGRE DOUBLE

« Mathematische Annalen», Band XXI1I1I, 1884, pp. 235-243.

Chaque complexe du 2° degré @® de ceux dont nous voulons
nous occuper ici bridvement jouit de la propriété caractéristique
d’avoir pour droites doubles toutes les génératrices (d’un méme
systéme) d’une surface du 2¢ degré S?, laquelle, comptée deux fois,
forme en conséquence sa surface singuliere. Considérons 'une quel-
conque r des directrices (c’est-d-dire des génératrices de Dautre
systéme) de S2. Le cone du complexe @2 qui appartient & un point
quelconque P de r, se décompose en deux plans qui se coupent dans
la génératrice de S2 passant par P (puisque cette génératrice est
une droite double du complexe) et qui par conséquent coupent en-
core 8 suivant deux directrices »’, »’/: or il est facile de voir que
toutes les droites qui coupent r et »’, ou bien r et r’/, appartiennent
& Q%; car si, par exemple, 'on cherche les deux plans (tangents a
82) qui relativement & ce complexe correspondent & un point quel-
conque de 7’ on voit que l'un d’entr’eux, devant passer par P,
contiendra aussi toute la directrice r. De 13 il s’ensuit que le com-
plexe Q® contient une oo! de congruences linéaires: chaque direc-
trice » de S? est une directrice de deux diverses congruences con-
tenues dans @2 de sorte qu’il lui correspond deux autres directrices
r’, r’” de S2. Deux congruences linéaires quelconques dont les deux
couples de directrices soient des directrices de 8% appartiennent
toujours & un complexe linéaire bien défini du réseauw des complexes
linéaires qui contiennent toutes les génératrices de 8% En consé-
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quence, si I’on prend deux quelconques de ces congruences linéaires
contenues dans Q® et qu’on les joigne successivement par des com-
plexes linéaires & toutes les autres, ’on obtiendra deux faisceaux
projectifs de complexes linéaires de ce réseau. Viceversa on voit
sans difficulté que le complexe du 2° degré lieu des intersections
des éléments correspondants de deux faisceaux projectifs de com-
plexes linéaires (complexe qui a en général pour droites doubles
seulement les deux droites communes & ces deux faisceaux) aura
toutes les génératrices d’un méme systéme d’une surface du 2¢ degré
pour droites doubles, lorsque ces deux faisceaux de complexes ap-
partiendront & un méme réseau (et contiendront en conséquence
toutes ces génératrices).

On peut trouver de la maniére suivante les droites singuliéres
du complexe @2 Avant tout notons que la droite singulidre qui cor-
respond & un point (ou plan) singulier quelconque, c’est-a-dire & un
point quelconque P de 8?2, est une droite double du complexe, c’est-
a-dire la génératrice de S? passant par P. S’il y avait aussi une
autre droite singuliére correspondant & P, il faudrait que les deux
plans, dans lesquels se décompose le cone de Q2 qui appartient &
P, se coupassent soit dans cette droite, soit dans la génératrice qui
passe par P, c’est-a-dire que ces deux plans coincidassent, ou que
le point P fiit un point double pour le complexe Q2 Dans ce cas il
arrive que les deux directrices »’, '/, qui correspondent de la ma-
niére vue a la directrice » passant par P, viennent coincider
entr’elles. Or lorsqu’on prend arbitrairement sur S? la directrice 7’,
il y a deux directrices r qui lui correspondent et en conséquence
aussi deux directrices r’/; de sorte qu’entre »’, r’/ qui correspon-
dent a la méme directrice r il y a une correspondance (2, 2) (sur
une forme géométrique rationnelle). I1 y a donc en général 4 droites
¥, qué nous nommerons r,, 7y, rsz, ry, pour chacune desquelles les
deux directrices correspondantes +’, v’/ coincident, respectivement
dans les directrices i, rz, r3, r4. Cette construction de ces deux
quaternes de directrices est corrélative a elle-méme. Done il s’ensuit
de ce que nous avions dit et de cette observation que:

Les points doubles et les plans doubles du complexe @* sont
les points et les plans de quatre directrices »,, r,, ry, r,. Les droi-
tes singulieéres de ce complexe forment quatre congruences linéaires,
dont les couples de directrices sont 7;,7;; 7y, 73573, Y55 74, 74,
A chaque droite singulitre de la congruence i™® appartiennent
comme point et plan singuliers correspondants le point et le plan
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qu’elle a communs avec r;, ¢’est-a-dire un point et un plan doubles
du complexe ().

On peut étudier avec avantage les complexes Q% dont la sur-
face singuliere est une surface 82 du 2° degré comptée deux fois,

(!) M. WEILER dans sa classification des complexes du 2¢ degré (Ueber
die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades, Math. Ann., VII,
pp. 145-207) v'a pas aper¢u le vrai réle que jouent, parmi les 8 directrices des
4 congruences linéaires des droites singulidres d’un complexe quelconque de ceux
que nous considérons ici, les 4 que nous avons nommées r,, ry, ry, ry. KEffecti-
vement il dit pour le cas général [(111)111] (p. 159) et le répdte ensuite pour
les cas particuliers [(211)11] (p. 175), [(111) 21] (p. 177), etc., que 4 de ces
8 directrices sont remplies des points singuliers et les autres 4 des plans singu-
liers, qui correspondent aux droites singulidres du complexe; tandis que nous
voyons que les 4 mémes directrices contiennent tous ces points et ces plans sin-
guliers. Il faut en conséquence rectifier quelque construction inexacte que M.
WEILER déduit de ce réle dualistique qu’il suppose étre joué par les deux qua-
ternes de directrices. — Nous ajouterons que les coordonnées de ces directrices
dans le cas [(111)111], en supposant avec M. WEILER que l’équation de con-
dition pour les droites et 'équation du complexe soient:

é‘xf:o et }.4xi+15x§+2.6x§=0,
sont: pour les directrices r;:
o =ryg=203=0, ze =V, (s — 1), %=Vm; g = Vig (A, — 1),
et pour les directrices r; correspondantes:
Gy=ay=a2y=0, 2,=VI (s — ) l— 4 —4g), 25 =VI5(s— &) As— 4 —1),
2s = Vg (Iy — &) (hg — 44 — ).

M. WEILER donne les coordonnées des directrices des congruences de droites
singulidres seulement dans le cas [(211) 11] (V. p. 175), mais ses expressions ne
sont pas exactes et il faut les corriger comme il suit: en supposant avec lui que
Péquation du complexe en coordonnées pliickeriennes soit :

Ay (Prg + P — Ay (91 — 23 + Ph=0

les coordonnées d’une directrice r; seront:

Pre_q Va 2, (3 — Ay), ;1’34 =0, py=pu=0a=0, pu=2A—1
Pay Dy

et celles de la directrice r] correspondante seront:

Pau =2 V;‘q As (Ay — 4), 31’12 =0, P3=pp=0,4=0, Pp= A+ 4.
Py P34

Ces expressions et celles que nous avons données pour le cas [(111) 111] peu-
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au moyen d’une représentation. On sait, en effet, que I'on peut re-
présenter le réseau des oco® complexes linéaires contenant les géné-
ratrices de 82 sur les droites d’un plan =, de sorte qu’a un faisceau
de ces complexes corresponde un faisceau de ces droites. Alors aux
points de n correspondront univoquement les faisceaux contenus
dans ce réseau de complexes, ou bien les congruences qui en sont
les soutiens et qui sont des congruences linéaires quelconques ayant
pour directrices deux directrices de S%. Nous les appellerons sim-
plement les congruences du réseau. Comme parmi les complexes
d’un faisceau il y en a en général deux spéciaux, il s’ensuit que

vent servir & vérifier analytiquement les résultats que nous obtenons eci-
dessus.

Peut-étre ne sera-t-il pas inutile que nous notions ici quelques autres inexac-
titudes, que nous avons rencontrées dans le Mémoire de M. WEILER. A propos des
complexes de la classe [(11) (11)11] il dit (p. 162) que par une droite quel-
conque il en passe 4 ayant une méme surface singulidre (couple de surfaces du
2e degré); car, dit-il, dans un plan qui passe par cette droite il y a 4 coniques
tangentes & celle-ci et doublement tangentes aux deux coniques d’intersection
avec la surface singuliere; or on sait qu’an contraire les coniques satisfaisant 3
ces conditions forment 3 couples bien distinctes et on voit facilement que seule-
ment celles d’un couple peuvent appartenir & un complexe ayant cette surface
singulidre : par une droite guelconque passent donc seulement deuxr de ces com-
plexes. - A propos du complexe [(42)] il n’est pas exact de dire (p. 198) que
la surface singulidre suffit & en déterminer les coniques appartenant aunx divers
plans de Vespace: pour cette détermination il faut encore donner p. e. la con-
gruence des droites singulidres. — Le complexe de la classe [(3 3)] peut étre con-
sidéré comme une particularisation du complexe tétraédral: il est donc étrange
que M. WEILER (p. 200) parle de deux congruences linéaires, aux directrices in-
finiment voisines, de droites singulidres de ce complexe et s’en serve pour la
construction de celui-ci: on doit dire an contraire que les droites singuliéres sont
les droites des deux plans et des deux points qui composent la surface singulidre,
en comptant trois fois celles qui appartiennent au plan et au point triples. —
Pour les complexes [(211) 2] la congruence des droites singulidres se décompose
(comme Von pourra du reste vérifier par les méthodes que nous exposerons ci-
dessous) en un point et un plan doubles et en outre en deux congruences linéai-
res qui sont tout-d-fait générales, et non pas spéciales, comme dit M. WEILER
(p. 187). — Il n’est pas vrai que les deux complexes linéaires auxquels appar-
tiennent les deux congruences quadratiques des droites singulidres du complexe
[(22)11] (p. 185) soient en général en involution. — On retrouve la méme
inexactitude & propos du complexe [(3 2) 1] (p. 192) que l’on peut d’ailleurs con-
sidérer comme un cas particulier du précédent. — Nous ne notons pas les inexac-
titudes relatives aux cas [(22) 2], [(11) (11) 2] et [(81) (11)], car elles ont déja
6t6 corrigées par M. HirsT (V. Proc. Lond. math. soc,, X, ou bien Coll. math.
in mem. CHELINI, p. b1 et suiv.).
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dans le plan = parmi les droites d’un faisceau il y en a en général
deux qui correspondent & des complexes linéaires spéciaux du réseau:
done les droites de = qui correspondent & des complexes linéaires
spéciaux, c’est-a-dire aux directrices de 8%, enveloppent une courbe
de la 2° classe y?. Les points de y* correspondent aux congruences
linéaires spéciales du réseau, c’est-d-dire aux congruences dont les
directrices coincident (ces directrices correspondant aux tangentes
de y* en ces points). Comme chaque droite de n contient en général
deux points de y?, chaque complexe du réseau contient (parmi les
oco! congruences du réseau qui lui appartiennent et dont les couples
de directrices forment une involution) deux congruences spéciales
du réseau, dont les directrices sont les éléments doubles de cette
involution.

Maintenant si nous considérons le complexe quadratique @? et
les oco! congruences linéaires (du réseau) que nous avons vu lui ap-
partenir, i1 est clair qu’a celles-ci correspondent dans s les points
d’une courbe du 2° ordre c?, car sur une droite quelconque de = il
y a deux de ces points, puisque dans un complexe linéaire quelcon-
que du réseau il y a deux de ces congruences. Vice-versa a chaque
courbe du 2° ordre ¢® de n correspond un complexe quadratique @?
ayant les génératrices de 82 pour droites doubles. Les oo! droites
tangentes & cette conique c¢? correspondent & oo! complexes linéaires
du réseau, chacun desquels jouit de la propriété d’étre tangent au
complexe Q2 selon toutes les droites d’une congruence linéaire du
réseau. Si par un point quelconque de ¢® on meéne les deux tan-
gentes & y% la congruence linéaire correspondante qui appartient &
(? aura pour directrices les directrices de S* qui correspondent &
ces tangentes. Et si par les deux points ou une tangente quelcon-
que ¢ de y® coupe ¢* Pon méne les deux autres tangentes ¢’ et ¢’
a % les directrices r, r’, r’’ qui correspondent a ¢,¢, ¢’ auront
entr’elles cette relation que rr’ et rr’/ seront deux couples des di-
rectrices de congruences contenues dans @°. Il s’ensuit immédiate-
ment que, comme nous avions déja trouvé, il y a 4 droites
r(ry, 7y, 7y, 7, telles que les droites »’, »’/, qui leur correspondent,
viennent coincider (respectivement en r;, 73, r3, ry): les tangentes
correspondantes ¢ de y*> seront les 4 tangentes communes %,,t,,
ty, t, aux coniques ¢® et y%, tandis que ¢’ et ¢’/ viendront coincider
respectivement dans les autres tangentes ¢, ¢, &3, t4 de y* qui pas-
sent par les points de contact de celles-13 avec c2

Toutes les propriétés projectives des oo® courbes du second
ordre ¢* du plan =, soit entr’elles, soit relativement & la courbe y2,
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se traduisent immédiatement par cette représentation en des pro-
priétés projectives des oco® complexes quadratiques @2 ayant le méme
systéme de génératrices de 82 pour droites doubles. Ainsi les pro-
priétés des faisceaux et en général des séries quelconques de ces
courbes donneront celles des faisceaux et des séries correspondantes
de ces complexes. Comme relativement A& une conique ¢®> et & y?ily
a en général trois droites ayant le méme pdle, on conclut que dans
le réseau il y a en général trois complexes linéaires en involution,
qui sont fondamentaux pour le complexe @2 c’est-a-dire tels que
relativement & chacun d’eux celui-ci correspond & soi-méme: on voit
en outre de cette maniére que relativement & chacun de ces trois
complexes linéaires les 4 directrices r,, r,, 73, 7, (cOomme aussi les
4 autres 71, r3, 73, rs) 8¢ correspondent entr’elles deux-a-deux. Si
dans le plan n Von prend la conique y*> comme absolu d’une métri-
que, on voit bien que, dans un certain sens, la géométrie métrique
des coniques dans le plan n et la géométrie projective des comple-
xes quadratiques considérés sont identiques, c’est-a-dire:

La géométrie projective des complexes quadratiques, qui ont les
genératrices d'un méme systéme d’une surface du 2° degré pour droites
doubles, est identique & la géométrie métrique (mon-euclidienne en gé-
néral) des coniques dans un plan.

Considérons maintenant dans le plan n la série des courbes du
second ordre ¢®> qui ont communes les 4 tangentes ¢, ,¢,, {3, ¢, avec
la courbe »?: on peut ’appeler (en considérant y* comme absolu) une
série homofocale de coniques. Les complexes quadratiques @® qui
correspondent & ces coniques formeront aussi une série de oo! com-
plexes dont les propriétés se déduiront de celles de la série homo-
focale de coniques. Avant tout lon voit que la propriété qui les
définit est celle d’avoir communes les 4 directrices r,, 7y, 73, 74 qui
sont le lieu des points doubles et l’enveloppe des plans doubles de
chacun d’eux. Les trois complexes fondamentaux du réseau sont les
mémes pour tous ces complexes quadratiques. Puis comme une
droite quelconque de n est touchée par une seule conique de la sé-
rie, tandis que par chaque point il en passe en général deux, dont
les tangentes en ce point sont conjuguées par rapport & 2, nous
pouvons conclure que chaque complexe linéaire du réseau est tan-
gent le long d’une congruence linéaire & un seul complexe quadra-
tique de la série, tandis que par chaque droite de l’espace (et en
conséquence aussi par la congruence du réseau, qui passe par elle)
passent en général deux complexes quadratiques de la série et qu’en
outre les deux complexes linéaires du réseau qui touchent ceux-ci
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dans cette droite (et par conséquent dans cette congruence) sont
en involution. Ete. etc. — Ces propriétés montrent que la série
considérée de complexes quadratiques est un cas particulier de la
série homofocale des complexes quadratiques généraux, qui ont pour
surface singuliére la méme surface de KUMMER ; on peut donc ’ap-
peler aussi une série homofocale et on voit qu’elle est représentée
par une série homofocale de coniques (3).

On peut aussi trouver de cette maniere les invariants absolus
des complexes Q®. Une série homofocale de ces complexes aura un
seul invariant absolu: le rapport anharmonique des 4 directrices
Ty,T9, 73, 7,; tandis que D’'un quelconque de ces complexes aura
aussi un autre invariant absolu, c’est-d-dire p. e. I'un des rapports
anharmoniques que trois de ces directrices déterminent avec les di-
rectrices 7y, 75, r3, rs. Il faut noter & ce propos que pour les diffé-
rents complexes @® de la méme série homofocale ces quaternes de
directrices varient de I'un & P’autre et forment une involution du
4° degré, & laquelle appartient aussi le quaterne fixe », v, ry7,, et
qui se compose des quaternes ayant un méme covariant sextique,
représenté par les trois couples de directrices des congruences dé-
terminées par les trois complexes fondamentaux du réseau deux-
a-deux.

Nous noterons enfin que toutes les particularités que peut pré-
senter le complexe (?, que nous avons considéré, peuvent étre ob-
tenues en considérant les particularités du couple de coniques ¢® et
y%, dont ¢® ne peut pas se décomposer en deux droites sans que le
complexe @ se décompose en deux complexes linéaires. On obtient
facilement les résultats suivants.

En supposant auparavant que la courbe de la 2° classe »* (et
par conséquent aussi la surface S?) ne se décompose pas, Pon a ces
cas-ci: Si la courbe du second ordre ¢? a la position la plus géné-
rale relativement & y2, alors Q% est le complexe le plus général de
Pespéce considérée, c’est-a-dire il a la caractéristique [(111)11 1]
Si au contraire ¢* a un contact du premier, ou du second, ou du
troisidme ordre avec y?% le complexe {2 présente respectivement les

(®) C’est cette série de complexes qui, pour les classes de complexes quadra-
tiques dont nous nous occupons ici, remplace I’ « Involutionssystem » de M. KLRIN
(Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Ann., V); car la définition que
ce savant donne pour ce systdme n’est plus applicable immédiatement pour ces
complexes. Effectivement ils jouissent de la propriété que leurs « Hauptflichen »
sont indéterminées (précisément comme les lignes de courbure d’une sphére).
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cas [(111)21], [((111)3], [(111)(21). Si ¢* est doublement tan-
gente & %, @Q° appartient & la classe [(111)(11)1). Enfin si ¢®
coincide avec y%, Q* est le complexe [(111)(111)] des droites tan-
gentes 3 une surface S2 du 2° degré.

Si la courbe »* se décompose en deux points, la surface singu-
lidre 8% se décompose en deux plans et deux points de leur inter-
gection. Si ¢®> a une position générale relativement a ce couple y*
de points, Q% est un complexe de la classe [(211)11]. Si ¢* passe
par Pun de ces points ou par tous les deux, Q° sera de la classe
[(211)2] ou [(211)(11)]. Si ¢* touche en un point quelconque la
droite qui joint ces deux points, ou si elle la touche en 'un de
ceux-ci, le complexe Q® sera respectivement de la classe [(311)1]
ou [(411)].

Enfin si les deux points dans lesquels se décompose y? viennent
coincider, la surface S2 se réduira & un plan quadruple (comme
partie de la surface singuliére) avec 'un de ses points compté aussi
4 fois. Si ¢® ne passe pas par le point %, le complexe Q% est de la
classe [(221) 1]; si an contraire ¢* passe par ce point, Q% est de la
classe |(3 2 1)].

On voit donc que la représentation, dont nous nous sommes
servis, peut étre employée & donner immédiatement toutes les pro-
priétés qui distinguent entr’elles les diverses classes de complexes
que nous avons considérées; par exemple, elle donne non seulement
les particularités de la surface singuliére (qui ne suffiraient pas &
distinguer ces classes entr’elles) mais aussi celles des congruences
des droites singulieres et celles des directrices auxquelles appartien-
nent les points et les plans doubles du complexe (3).

(?) On peut dans la représentation sur le plan # échanger entr’eux les mots point
et droite, de sorte que les points et les droites de n correspondront respectivement
aux complexes et aux congruences linéaires du réseaun. Cette correspondance peut
étre établie en faisant correspondre 3 chaque complexe du réseau le point qui,
relativement & lui, correspond & #; alors & chaque congruence du résean cor-
respondra la droite de =z qui lui appartient. La courbe y? deviendra Vinter-
section de = avec 2, et les coniques ¢? correspondantes aux complexes gqua-
dratiques @® seront les coniques mémes de ces complexes. Pour chaque com-
plexe Q2 sa conique ¢ coupera y® dans les 4 points d’intersection de = avec
Ty, Ty, 73, 7¢. Et pour chaque classe particulidre de ces complexes la position
particulidre de c¢® relativement & y2, c’est-a-dire des coniques et des c6mes dum
complexe relativement & sa surface singulidre §2, se déduira immédiatement de
ce (ue nous avons exposé,

18
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Une représentation tout-i-fait analogue des complexes linéaires
d’un systéme linéaire triplement infini dans les plans de D’espace
ordinaire, et par conséquent des congruences et des surfaces réglées
(Regelschaaren) d’intersection de ces complexes dans les droites et
les points du méme espace, peut servir de la méme maniere & Iétu-
de et & la classification de tous les complexes du 2° degré dont la
surface singuliere est une surface réglée (du 4° degré) quelconque.
Alors les complexes linéaires spéciaux du systeme, c’est-a-dire les
droites de la congruence linéaire qui est en involution avec celui-ci,
seront représentés par les plans d’une surface de la 2° classe y?
(laquelle se réduira & une conique, ou & un couple de points, ou 2
deux points coincidants, si cette congruence linéaire a les directrices
coincidantes, ou formant un faisceau, ou formant toutes les droites
d’un plan ou d’un point). Un complexe quelconque du 2° degré ¢?
dont la surface singuliére soit réglée et appartienne a cette con-
gruence linéaire sera représenté par une surface du 2° ordre c¢® de
Pespace ordinaire, et les particularités que présente le systéme des
deux surfaces ¢* et y® correspondront & celles du complexe @2 (Si
c® est un cone, Q% aura pour surface singulidre une surface du
2¢ degré double, de sorte qu’on rentre dans la catégorie de com-
plexes déja étudibe). Les génératrices de la surface singulidre de Q2
seront représentées par les plans tangents communs & ¢ et %
A chacune d’elles r en correspondront deux autres r’, v’ de fagon
que les congruences linéaires, dont les directrices sont 7’ et rr’/,
appartiendront au complexe: les plans ¢, ¢, ¢”/, qui leur correspon-
dent respectivement, seront tangents a ¢®> et y%, et en outre %, t’ et
t, ¢’/ se couperont mutuellement dans deux droites appartenant a c2.
Cette relation entre ces trois plans permettra de voir trés-simplement
les particularités que peuvent présenter les congruences linéaires
contenues dans @* La surface développable enveloppée par les plans
tangents communs & ¢*® et y® correspondra au complexe des droites
tangentes de la surface singulidre de @2; et en particulier la courbe
du 4° ordre de contact de cette développable avec ¢? correspondra
3 la congruence des droites singuliéres de Q% (4. A toute la série

(Y) Aux particularités que présente cette courbe du 4e ordre suivant Ila
position mutuelle de ¢ et y* correspondront trés simplement celles que présente
la congruence des droites singulidres suivant la classe du complexe @2 considérs.
Nous sortirions hors des limites d’une simple Note si nous développions ici cette
méthode : qu’il nous suffise de dire que toutes les principales questions qui re-
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homofocale des surfaces ¢*> du second ordre inscrites dans cette
développable correspondra la série homofocale des complexes du
2¢ degré ¢*® qui ont la méme surface réglée pour surface singuliére.
Comme par chaque point passent en général trois de ces surfaces
homofocales, lesquelles se coupent orthogonalement, de méme par
chaque droite de ’espace passent en général trois des complexes
quadratiques de cette série et leurs complexes linéaires tangents en
involution avec la congruence linéaire qui contient la surface sin-
guliere sont entr’eux deux-a-deux en involution. Aux invariants
absolus de 'une série (avec y*> pour élément fixe) correspondront
ceux de lautre série; ete. etc. On peut résumer toutes ces relations
avec cette proposition, qu’il faut entendre convenablement : La géo-
métrie projective des complexes quadratiques dont les surfaces singu-
liéres sont des surfaces réglées appartenant & une congruence linéaire
Jize est identique & la géométrie métrique (non euclidienne en général)
des surfaces du second ordre de Vespace & trois dimensions (°).

Torin, le 22 Septembre 1883.

gardent les propriétés et la classification des complexes quadratiques dont la sar-
face singulidre est une surface réglée peuvent étre ainsi résolues avec la
plus grande facilité. (Voir notre thdse, qui sera bientét présentée a 1'Aca-
démie des Sciences de Tarin, pour la publication dans ses Mémoires [V.
questo volume pp. 127-217]). Ces complexes ont 6été6 récemment étudiés par M.
WEILER dans un Mémoire (FErzeugung von Complexen ersten und zweiten Grades aus
linearen Congruenzen, Zeitschrift fiir Math. u. Ph,, 27, pp. 257-288) ot il traite
analytiquement pour chaque classe de ces complexes la question de leur gé-
nération par des faisceaux projectifs de complexes linéaires (question que
Yon peut immédiatement résoudre par notre méthode, sans aucun calcul). Dans
ce Mémoire il remarque & propos du cas [(1 1 1) 111] (p. 262) que, si r
et »' sont les directrices d’une de ses 4 congruences de droites singulidres,
les deux congruences de droites du complexe, qui ont une certaine d’entr’elles
pour une directrice, coincident; cependant il ne parait pas qu’'il se soit aperg¢u
quwen conséquence ces deux droites r et ' ne jouent pas un rble dualistique
pour le complexe.

(%) Les représentations dont nous nous sommes servis ont ét6 introdui-
tes dans la géométrie de la droite par M. PascH (Zur Theorie der linearen
Complexe, Crelle’s J., 75). Si lon considere la géométrie de la droite com-
me M. KLEIN a montré 3 le faire (voir spécialement le Mémoire « Linien-
geometrie und metrische Geometrie» déja cité), c’est-d-dire comme la géomé-
trie sur une surface du 2e degré M 4(2) dans espace linéaire & 5 dimensions Ry,
on voit que ces représentations peuvent étre considérées comme des projec-
tions faites dans cet espace par une M,V ou M) sur une M) (cest-
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3-dire un plan) ou respectivement une Ma(n (c’est-a-dire un espace ordinaire),

et qu'on pourrait trds bien les évitér sans faire des changements essentiels aux
raisonnements, en employant les considérations directes de ces espaces & plu-
sieurs dimensions. Ajoutons que les rapprochements auxquels elles nous ont
conduit avee la géométrie métriqne du plan et de Vespace ont une relation
étroite avec les idées générales que M. KLEIN a développées particulidrement
dans le Mémoire cité.



