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XXYI. 

COMPLEMENTI ALLA TEOBIA 
B E L L E T A N G E N T I C O N I U G A T E 

DI UNA SUPEBFIOIE 
«Atti della Beale Accademia dei Lincei», 

Rendiconti ; Classe di scienze fisiche, matematiche e naturali, 
serie quinta, voi. XVH, 1908-2» semestre, pp. 405-412. 

1. Sia 0 un punto ordinario di una superficie 8; co il piano 
tangente in esso. La considerazione dei punti della superficie infini
tamente vicini di 1° ordine ad 0, e dei loro piani tangenti, conduce 
al concetto di tangenti coniugate. Sono cioè coniugate due tangenti 
t tt, quando il punto di 8, che è infinitamente vicino ad 0 su tt, 
ha un piano tangente che taglia œ secondo t. 

Ora, se consideriamo anche i punti di 8 infinitamente vicini di 
2° ordine, e poi quelli di 3° ordine, ecc., saremo condotti a nuove 
corrispondenze geometriche. 

In fatti prendansi da prima, con œ, i due piani tangenti ad 8 
nei due punti che son successivi di 0 su una data curva passante 
regolarmente per 0. Il punto P d'intersezione di questi tre piani 
sarà ben determinato quando si conosca il piano n di quei tre punti, 
cioè il piano osculatore in 0 alla detta curva. Nasce dunque in tal 
modo una corrispondenza tra i piani n della stella 0 ed i punti P 
del piano co. 

Essa si può definire, come quella delle tangenti coniugate, in
troducendo, accanto alle linee di 8 passanti per 0, le sviluppabili 
circoscritte ad 8 lungo esse. Come n indica il piano osculatore in 0 
ad una tal linea, così P è il punto singolare (punto dello spigolo 
di regresso) del piano co nella sviluppabile circoscritta lungo quella 
linea. In particolare si può ricorrere alla linea sezione di 8 col piano 
n ) oppure, come sviluppabile, al cono circoscritto ad 8 dal punto P. 
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Alcuni caratteri della corrispondenza appaiono subito, senza 
calcoli. Si vede cioè che essa sarà algebrica, e generalmente biuni
voca : dunque Oremoniana. Inoltre è chiaro che essa fa corrispondere 
ai piani n della stella 0 passanti per una retta t± del fascio 0<o i 
punti P della retta t del fascio stesso, corrispondente a tt nell'in
voluzione delle tangenti coniugate. Se quindi sostituiamo alla stella 
O di piani un piano punteggiato co' ad essa reciproco, avremo fra 
questo ed il piano m una trasformazione di D E JONQTJIèRES. 

Se il punto 0 è parabolico per # , la corrispondenza fra le 
tangenti coniugate degenera; e però sarà pur degenere la nostra 
corrispondenza fra la stella O ed il piano co. 

2. Assumiamo 0 come origine di coordinate non omogenee, che 
chiameremo xìx2z', w come piano z = 0. La superficie 8 sia rap
presentata dall'equazione 

(1) ' S = / ( < * ! # . , ) , 

il cui 2° membro s'indicherà anche con fx. Siano (yi y% 0) le tre 
coordinate di un punto P di co ; e z = (xu) ( = xi u2 — #2 **i) I'e" 
quazione di un piano n passante per 0, sicché ut u% si potranno 
riguardare come coordinate non omogenee di n entro la stella 0. 

La linea di contatto di 8 col cono circoscritto da P sarà l'in
tersezione di 8 colla superficie 

* + 2{yi — Xi)fiX —0 

(ove fiX indica la derivata Bfà/8%i\ ossia, per la (1), colla superficie 

(2) fx + 2{yi— Xi)fi0 = O. 

Il dire che P e n sono omologhi nella corrispondenza definita 
al n. 1, equivale a dire che n è il piano osculatore in O alla 
linea (1) (2). 

Ora, per esprimere che n, cioè il piano z = (xu), ha contatto 
tripunto (o quadripunto, ecc.) in 0 con questa linea, basta scrivere 
che un tale contatto hanno in 0 le linee sezioni delle superficie 
(1) e (2) con quel piano : ossia le due linee piane (colle coordinate 
variabili xt x%) 
(3) — (aw) +/a? = .0 
(4) 2 yi fiX — 2 Xi f^ + fx = 0 . 

Supponiamo fx sviluppabile in serie di potenze di xi a?2, sicché 

fx = QUìC -J- fix -\- yx -f- . . . , 

ove a , $ , y,... sono forme risp. di 2°, 3°, 4° . . . ordine. (La «o?=0 
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rappresenterà la coppia delle tangenti principali di 8 relative al 
punto 0). Le equazioni (3), (4), ordinate secondo i gradi crescenti 
nelle x , diverranno : 

(30 — {xu) + ax -f fix -f . . . = 0 

(4') 2 Vi atee 4- (2 Vi fiiX — aix) + (2 yt y{x — .2 fix) -f . . . = 0. 

3. Per avere il contatto tripunto di queste due curve nell'ori
gine, scriviamo anzitutto che coincidono le loro tangenti, ossia: 

(5) 2 y% tXiX = Q • (xu). 

Dopo ciò, per avere l'incontro tripunto in 0 di (3') con (4'), potremo 
sostituire ad esempio a quest'ultima l'equazione che si ottiene ag
giungendole l'altra moltiplicata per Q (*). Così, al posto di (4'), 
avremo : 

(4") [{Q - 1) ax + 2 Vi fa] + [(Q - .2) P* + 2y( nx] + . . . = 0. 

Questa curva ha O doppio, colle tangenti rappresentate dal primo 
gruppo di termini. Perchè essa abbia incontro tripunto colla (3'), 
dovrà la tangente in 0 a questa, cioè (xu) = 0 , far parte di 
quelle, cioè 
(6) (Q — 1) au + 2 yi ftw = 0. 

Di qui si trae un'espressione di Q ; e sostituendola nella (5), 
questa identità lineare in xt x2 esprimerà il legame analitico fra 
Vi V2 e ui u2 > rappresentante la corrispondenza considerata tra i 
punti P di m e i piani n di 0. Basterà confrontare nei due membri 
dell' identità i coefficienti di xt e di x%, per avere le due equazioni 
della corrispondenza. 

Ma possiamo ottenere facilmente le forinole stesse, già risolte 
rispetto alle y, osservando che quell'identità (5) fra le x non può 
differire dalla nota identità 

atx • a2u — a2x • aAu = A . (xu), 

in cui A è il determinante dei coefficienti delle forme lineari a t , a2 , 
vale a dire il quadruplo del discriminante della forma quadratica 

(*) In generale, dalla definizione analitica (eogli sviluppi in serie) della 
multiplicité d'intersezione di dne enrve piane analitiche in an panto semplice 
per Pana di esse (od anche in on panto qualunque), risalta snbito che essa non 
mata, se all'equazione dell'altra curva si aggiunge quella della prima moltiplicata 
per una funzione qualunque. 
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a ; e si suppone A =j= 0 (2). Confrontando i coefficienti di atcc, a^o, 
(xu)} si ha : 

(7) J i = J ¥ > % = — - J « i « 5 

e sostituendo in (6) 

(Q — 1) A • au -|- e(«2^ • PiU — a,!* • fì2u) = 0 , 

ossia, rappresentando con Jw il determinante funzionale delle due 
forme aw e /5w, 

(8) A • ™ 

Quindi le (7) diventano : 

/ 

(9) 

4. Queste forinole (9) rivelano subito alcuni caratteri della cor
rispondenza tra i punti P di co ed i piani n di 0. Ed altre pro
prietà si possono enunciare insieme, applicando a quelle la legge di 
dualità nello spazio, cioè scambiando 0 con co, P con n, ecc. Se 
poi al lettore farà comodo, sostituisca, come già si disse, alla stella 
0 un piano reciproco to', interpretando uì u% come coordinate di 
punto in a/. 

Si vede che la nostra corrispondenza è Cremoniana, e in gene
rale di 3° grado. La rete omaloidica in o>' è determinata dalle tre 
cubiche 

au • ocji* au • a2u A • au — Ju. 

Essa si compone dunque di cubiche passanti per 0 con due rami, 
tangenti risp. alle due rette fisse au — 0 (tangenti principali di 8) ; 
per modo che ogni ramo ha incontro quadripunto in 0 con una 
cubica qualunque della rete, ossia che i rami aventi in 0 la stessa 
retta tangente hanno fra loro incontro tripunto, cioè contatto di 2° 
ordine. (In 0 cadono dunque 8 delle 9 intersezioni di due cubiche 

• 

/ ] / ——. 

y± — 

#2 = 

A • au — Ju 

au . a2u 
À * au — Ju 

au • axu 
A . au — Ju 

(*) In fatti se lo due identità fossero distinte, ne seguirebbe, risolvendole, 
che ap e cĉ x avrebbero un rapporto eostante; e quindi il loro determinante 
sarebbe nullo. 
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della rete). Tale sarà, anche la rete omaloidica delle cubiche di co 
corrispondenti ai fasci di piani della stella 0. D'altra parte, alle 
rette di co corrisponderanno in questa stella, come inviluppi di 
piani, dei coni di 3a classe, aventi co come piano tangente doppio, 
tangente cioè lungo le due tangenti principali a di 8 ; e questi coni 
avranno fra loro, lungo ognuna di queste due generatrici, un con
tatto di 2° ordine, proveniente cioè dall'esistenza di tre generatrici 
successive comuni. 

Nel ricavare le formole (9) abbiamo escluso il caso A = 0 , 
cioè del punto parabolico. Ma si possono ricavare le stesse formole, 
anche senza quella eccezione. In quel caso però esse si riducono ad 
esprimere y± e y2 in funzione del solo rapporto w4 : u2 ; cosicché a 
tutti i piani della stella 0 passanti per una stessa retta del fascio 
Oco viene a corrispondere uno stesso punto P . Eitroviamo la dege
nerazione della corrispondenza, già notata al n. 1. 

Un altro caso degno di rilievo è quello in cui le forme a e /? 
abbian comune un fattor lineare : ciò vuol dire che una tangente 
principale (rappresentata appunto da quel fattore) ha in 0 con 8 
incontro più che tripunto. Quel fattore lineare dividerà pure il 
Jacobiano J di a e /?; sicché le (9) si semplificheranno colla sop
pressione di quel fattor comune, e rappresenteranno in questo caso 
una trasformazione quadratica. La rete omaloidica in co si comporrà 
di coniche tangenti in 0 alla 2a tangente principale: coniche fra 
loro osculatrici in 0. Questo caso si presenterà, ad esempio, sempre 
quando 8 sia una superficie rigata gobba. 

Se poi entrambe le tangenti principali hanno con 8 incontro 
più che tripunto, cioè se a divide /?, e quindi anche divide J , le 
(9) si riducono al 1° grado: la corrispondenza fra il piano co e la 
stella 0 si riduce ad una reciprocità. 

5. Procediamo ora ad una ricerca ulteriore. Eifacendoci a quanto 
accennavamo al n. 1, prendiamo sulla superficie 8, col punto 0, 
altri tre (anzi che due) punti successivi su una curva passante re
golarmente per O'j ma in modo che quei 4 punti stiano in uno 
stesso piano n. Domandiamo che i quattro piani tangenti in essi a 
# concorrano in un punto P. Otterremo così oo1 particolari coppie 
di elementi P e n omologhi nella corrispondenza precedentemente 
studiata. Per ognuna di esse potremo dire che: una linea tracciata 
su 8, passante per 0, ed avente n per piano stazionario, cioè iper-
osculatore in 0, dà una sviluppabile circoscritta lungo essa ad 8 
per la quale il piano co ha come punto singolare un punto stazio-
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nario P (punto di regresso sullo spigolo di regresso). In particolare : 
la linea di contatto di 8 col cono circoscritto da P ha in 0 con
tatto quadripunto col piano n. 

Quest' ultima proprietà ci permette di proseguire nella via trac
ciata ai nn. 2 e 3, per ottenere i luoghi delle oo1 coppie P n. 
Basterà che imponiamo alle curve piane (3'), (4') contatto » quadri-
punto in 0, mentre prima ci bastava il contatto tripunto. Già al 
n. 3 avevamo sostituito alla (4') la (4")j la quale, mettendovi i 
valori (8) e (9) di Q , yt, yz, diventa : 

(10) [Ju • (x.x -f- aw (OL%U . pxx — atu . fa x)] - j -

-}- [(— A • <x.u -\- 2Ju) (ix - j- aw (a2w • yt x — <x.xu • y2x)] - } - . . . = 0. 

Il 1° gruppo, composto dei termini di 2° grado, si annulla (cfr. n. 3) 
per x = u ) sicché si potrà porre, indicando con A(x, u) una forma, 
lineare nelle x, e quadratica nelle u : 

(11) (xu). A(xf u) = Ju • ax -}- OLU (<x,2u • fax — a^u • fax). 

Sostituisco ancora alla (10) quella che se ne deduce sommandola 
colla (3') moltiplicata per A(x, w), cioè : 

oca? • A(x, u) - j - (—A • aw -f- 2Ju) $x -\- au (a%u • ytx — ati* • y%x) 

+ ...== 0. 
Questa nuova curva ha in 0 un punto triplo, le cui tangenti 

son rappresentate dai termini scritti, di 3° grado nelle x. Perchè 
abbia in 0 incontro quadripunto colla (3'), la cui tangente è 
(xu) = 0 , dovrà quel gruppo di termini annullarsi per x = u, cioè 

(12) au • A (u, u) — A • au • ^u -\- 2 Ju • (tu — au * D(aw, yu) = 0, 

ove D indica il determinante funzionale. 
Quest'equazione (12) caratterizza le coordinate ut u% dei piani 

n di cui ora ci occupiamo. Si può determinare la funzione A (u, u) 
che vi compare, eseguendo l'operazione y = aiu-d/dœi—a^-d/ô^z 
sui due membri dell'identità (11), il che dà 

(ut • atu -\- u% • a2u) A (x} u) -\- (xu) • y A (#> w) = 

= Ju (a%u • atx — a{u • a%x) -f-

-f- aw [(agtt)8 • Pu ® — 2a4* • a2u • fatfc + (a^ ) 8 • Pttfv]* 

Ponendo poi x = u, e dividendo per 2a«, rimane : 

A (u, u) =s —- [fai u • (a2w)2 — 2fa2 u • axu • a%u -f- fa% u • (ajW)2]. 
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Con ciò la (12) diventa, sopprimendo l'indicazione delle variabili u, 
che ora possiamo sottintendere : 

(13) i a [ftti a\ - 20ì2 a4 a8 + fiu a\ - 2A • fl + 

+ 20 . D (a, 0) — a . D(a, y) = 0. 

In quest'equazione i termini della l a linea costituiscono una 
forma di 5° ordine, quelli dell'altra di 6°. Dunque : i piani singolari 
n della stella 0 inviluppano un certo eono di 6a classe avente co per 
piano quìntuplo. Dualmente : i punti singolari P , corrispondenti a 
quei piani, formano nel piano co una curva del 6° ordine avente 0 
per punto quintuplo. 

I suddetti termini di 5° ordine della (13) presentano, col fattore 
quadratico a , la forma cubica 

(14) fti ai — 2012 a4 ag -f 022 a* — 2 A • (l. 

Ora si riconosce facilmente che quest'ultima ha appunto per Hes-
siano a (a meno di un fattor costante) : rappresenta cioè un ciclo di 
una projettività ciclica di 3° ordine, i cui elementi uniti sono gli 
elementi di a. Se in fatti si assume <XM = ut u2 , /?« = bQ u\ -f-
- j - • • • + \ M2 ? la forma (14) diventa 

(140 8 (bQ u\ -f- bs u\). 

Dunque : il cono di 6a classe tocca il piano co lungo le due 
tangenti principali a di 8, e lungo altre tre rette formanti una 
terna che ha a per Hessiano. La curva del 6° ordine del piano co 
ha in 0 per tangenti le due tangenti principali a , e tre rette for
manti una terna di cui a è l'Hessiano. Queste due terne di rette 
del fascio 0co sono corrispondenti fra loro nell'involuzione delle 
tangenti coniugate, cioè nell' involuzione che ha a per coppia 
di elementi doppi. Ogni terna è dunque il covariante cubico Q 
dell'altra. 

6. La prima di queste notevoli terne di tangenti fu già incon
trata dal sig. DARBOUX(3) sotto un altro punto di vista. 

Consideriamo le quadriche aventi in 0 colla nostra superficie 
$ , di equazione 

z = oca? -J" §x - j - . . . , 

(3) Sur le contact des courbes et des surfaces. Bull, des So. math., (2) 4, 1880 j 
cfr. le pp. 356-358. 
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un contatto di 2° ordine : vale a dire le quadriche seganti 8 se
condo curve aventi in 0 un punto triplo. Hanno per equazione 

z — oa» _j_ z {Qì Xi -J- c2 œ2 4" c3 z) = 0 • 

La curva d'intersezione di una di esse con 8 ha in 0 per tangenti 
le rette 

fix - j - (ct #i -f- c2 x2) oca? = 0 , 

le quali costituiscono una terna variabile in un'involuzione oo2 di 
3° grado, entro al fascio Oco . I raggi tripli di quest'involuzione son 
quelli incontrati da DàBBOUX (sotto il nome di tangentes df osculation 
quadrique). Orbene un breve calcolo prova che essi sono appunto 
quei tre raggi del detto fascio (costituenti necessariamente una terna 
di quella medesima involuzione) che si rappresentano annullando la 
nostra forma (14), o la (14'). Coincidono dunque colla terna da noi 
considerata di generatrici del nostro cono di 6a classe. 

7. Se il punto 0 è parabolico per # , cioè se a è un quadrato 
l2, l'equazione (13) diventa divisibile per l, e la forma (14) per l%. 
La tangente principale unica si stacca dunque come luogo di punti 
dalla curva di 6° ordine, e come inviluppo di piani dal cono di 
6a classe (4). 

Se invece i due fattori lineari di a sono distinti, ma uno di essi 
divide anche §, di nuovo esso dividerà tutto il 1° membro di (13). 
Dunque anche una tangente principale a contatto più che tripunto 
si stacca come luogo dalla curva di 6° ordine, e come inviluppo di 
piani dal cono di 6a classe. 

Ma se ciò avviene per entrambe le tangenti principali, ossia se 
a divide fi, si trova che la forma (14) è nulla identicamente. Si 
può accertarsene s abito, assumendo au = ut u%, e quindi la (14) 
ridotta a (14'), ove nella ipotesi attuale b0 e &3 son nulle. Per con
seguenza nella (13) rimangono solo i termini del 6° ordine, i quali 
son divisibili per a. Concludiamo che : quando entrambe le tangenti 
principali hanno con 8 in 0 incontro più che tripunto, la curva 

(4) Il cono di 5a classe, che così rimane, è l'inviluppo dei piani osculatori 
in O ai due rami con cui passa per questo punto la curva di contatto di S col 
cono circoscritto da un punto variabile P della tangente principale l. 

La coppia delle tangenti in 0 a quella curva di contatto varia, movendosi 
JP SU I, in un'involuzione, di cui un raggio doppio è l; mentre l'altro è la tan
gente in 0 alla linea parabolica di Sf e coincide colla retta residua della nostra 
terna (14). 
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del 6° ordine si scompone in quelle due tangenti e in un'ulteriore 
quaterna di rette del fascio Oca ; e dualmente, il cono di 6* classe 
dà la quaterna delle tangenti coniugate di queste. 

8. Un ulteriore passo, nel procedimento di calcolo dei nn. 2, 
3 e 5, condurrà facilmente a determinare un certo numero finito di 
coppie di punto P e piano n tali, che i piani tangenti ad 8 in 0 
e nei quattro punti successivi comuni a 8 e jt concorrano in P. 

Un'altra ricerca da fare sarebbe quella delle modificazioni, che 
esige tutta la precedente teoria, nel caso che il piano co tangente 
in 0 ad 8 sia singolare, o multiplo : cioè che nello sviluppo di z in 
serie di potenze di xt x2 manchino i termini di 2° grado a, e poi 
anche quelli di 3° grado /?, ecc. 

Del resto in tal caso va già, modificato il teorema delle tan
genti coniugate. Se lo sviluppo di z in, serie di xi x2 comincia coi 
termini q> di ordine m, se cioè la curva sezione di 8 con co ha in 
O un punto m pio (di cui <p darà il gruppo delle tangenti), la linea 
(2) di contatto di 8 col cono circoscritto da un punto generico P 
di co avrà in O la moltiplicità m — 1 , e per tangenti il 1° gruppo 
polare tit2... tm^l della retta OP ( = t) rispetto al gruppo cp delle 
m tangenti principali di 8 in 0. Possiamo dire allora che la retta 
t è intersezione di co col piano infinitamente vicino che è tangente 
ad 8 nel punto successivo ad 0 su una qualunque delle rette 
tx... tfwi-i. Ciò si spiega col fatto che, considerando 8 come invi
luppo di piani, co è piano (m — l)-plo per 8 : sicché, per una retta 
infinitamente prossima a una retta t del fascio Oco, passano m piani 
tangenti di 8 infinitamente vicini ad co. La corrispondenza fra le 
tangenti coniugate, che nel caso ordinario è biunivoca, qui diventa 
degli indici ( 1 , m — 1) ; e la denominazione di « coniugate » cessa 
di essere appropriata, perchè la relazione fra due tangenti come t e 
tt non è più reciproca, in generale. 


