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VL

RECHERCHES GENERALES SUR LES COURBES
ET LES SURFACES REGLEES ALGEBRIQUES

« Mathematische Annalen», Band XXX, 1887, pp. 203-226.

Des résultats sur les surfaces réglées d’ordre n quelconque et
de genre p égal & 0,1 ou 2(!) donnaient lieu & penser quil arrive
aussi pour p quelconque quw’il y ait un certain espace(*) tel que cel-
les parmi ces surfaces qui appartiennent a des espaces inférieurs
soient des projections de celles qui appartiennent & cet espace. On
verra dans la 2° Partie de ce Mémoire que pour n assez grand il
en est réellement ainsi et que l'espace dont il s’agit est S,—opy1-
De 1& une méthode importante pour étudier les surfaces réglées des
espaces inférieurs, par exemple celles de l’espace ordinaire: je me
borne & en faire Vapplication & des questions relatives a la géomé-
trie des courbes tracfes sur une surface réglée, et en particulier &
celle des courbes minimae de celle-ci. Quant aux surfaces réglées de
genre p et ordre n appartenant & des espaces supérieurs a S,_gpia,
elles jouissent de particularités remarquables qwen verra établies
completement. On rencontrera aussi d’antres especes particulieres de

surfaces réglées (3).

(*) Voir pour p=0, VERONESE : Behandlung der projectivischen Verhdiltnisse der
Rdume von verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens und Schnei-
dens (Math. Ann., XIX); et pour ce cas et les deux antres mes deux tfravaux:
Sulle rigate razionali in wno spazio lineare qualunque (Atti Acc. Torino, XIX), Ri-
cerche sulle rigate ellittiche di qualunque ordine (mémes Atti, XXI).

(3) Jentends par espace §, une variété linéaire & » dimensions et je dis
qu'une variété quelconque appertient & un S, qui la contient lorsqu’elle n’est pas
cohtenue dans un espace inférieur (c. a. d. & un nombre de dimensions < ).

(®) Jai énoncé une partie des résultats sur les surfaces réglées que Von
tronvera ici dans la Note: Nuovi risultati sulle rigate algebriche di genere qualunque
(Atti Ace. Torino, XXII) [V. la precedente Nota V in questo volume (N. d. R.)].
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Mais pour pouvoir faire sur les surfaces réglées les recherches
que j’avais en vue, il était indispensable d’établir certaines proprié-
tés relatives aux courbes algébriques d’un espace quelconque. C’est
ce que j'ai fait dans la 1° Partie du travail. On y verra en outre
résolues d’autres questions intéressantes sur les courbes algébriques,
et établies d’une fagon synthétique simple des propositions que lon
est accoutumé & prouver analytiquement (par exemple certains ecas
du Restsatz). Cependant je ne me suis pas arrété sur plusieurs au-
tres questions relatives aux courbes algébriques qui se présentaient
naturellement et que l'on peut traiter par les mémes méthodes ; car
elles n’entfraient pas dans le cadre de ce travail.

I° Partie.

Courbes algébrigues.

Sur les deux espéces de courbes algébriques dans un espace
quelconque (4).

1. Soit donnée une courbe algébrique quelconque 7 c’est-a-dire
de genre p et ordre n, appartenant a un S,. Imaginons dans un
plan une courbe d’ordre » convenable f;, f=0, de méme genre p
et mémes modules et ¢ui soit en correspondance uniforme avec y.
En indiquant par «,,z,...#, les coordonnées d’'un point de y dans

S, , il est évident que cette correspondance sera exprimée analytique-
ment par les équations

(L) Byt @y te s P8y ==Y TPy

() La méthode dont nous faisons usage dans ce § pour obtenir les courbes
algébriques, qui consiste & les considérer comme transformations uniformes des
courbes planes, a été appliquée aux courbes gauches par M. M. BriLL et NOTHER
an § 17 de leur travail: Ueber die algebraischen Functionen und ihre Awmwendung in
der Geomelrie (Math., Ann., VIL, pp. 269-310) ot pnis plus largement par M. No-
THER dans son Mémoire couronné par I’Académie de Berlin: Zur Grundlegung der
Theorie der algebraischen Rauwmcurven (Abhandl. d. kén. Ak. d. W. zu Berlin, 1882).
Presque tout ce premier paragraphe de notre travail est une extension du § 2 de
ce Mémoire do M. NOTHER anx courbes d’un espace quelconque. Pour les proposi-
tions dont nous ferons usage sur les séries linéaires de groupes de points d’une
courbo algébrique (plane) nous renvoyons une fois pour toutes au Mémoire cité
de M. M. BRILL et NOTHER, que nous indiquerons dans la suite simplement par B. N.
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ot les v, v, ...y, sont dans le plan'» - 1 courbes indépendantes (%)

d’une oo linéaire de courbes adjointes a f, coupant celle-ci, en de-

hors de points fixes, en une série lindaire » fois infinie de groupes

de n points, c’est-a-dire en une g7 . Cette g7 est limage sur fde la

oo” de groupes de n points déterminés sur y par les S,_; de S,.
Inversement si

(2) %yt oyt oy, =0,

ot les o sont des constantes arbitraires, désigne une oo’ linéaire de
courbes adjointes a f et coupant celle-ci en une g, les dquations
(1) avee f = 0 représenteront une courbe y appartenant a §,, et dont
les groupes de points d’intersection avec les S,_; correspondront a
la g7 de f. Cette courbe y sera en correspondance uniforme avee
f, et par suite d’ordre n et genre p. 11 faut seulement excepter le
cas ol pour chaque point de f il y en aurait d’autres i tels que
tous ces i - 1 points fassent prendre les mémes valeurs aux rap-
ports wy:y, ...y, cest-d-dire donnent, substitués dansg (2), une
méme équation entre les o, ce qui signifie que toutes les courbes
de cette co” qui passent par un point quelconque de f viennent pas-
ser par cela méme par d’autres ¢ points déterminés par celui-la.

2. On voit ainsi que pour avoir les différentes courbes de genre
p et ordre n» appartenant & un espace quelconque, on doit chercher
quelles sont toutes les sérics lindaires de groupes de n points de f
(ne présentant pas Vexceplion dont nous avons parlé).

Or on sait quwil y a une distinetion importante a faire entre
les séries qni sont déterminées sur f; par des ¢ ', c. a.d. des
courbes adjointes d’ordre » — 3, séries que lon nomme spéeiales, et
les séries non spéciales qui sont données par des courbes adjointes
d’ordre supérieur a ¥ — 3. Comme les points d’intersection varia-
bles de f avec une ¢*—* sont 2p — 2, on voit que si » > 2p — 2
la g7 ne peut pas étre spéciale. Kt plus précisément une ¢! n’est
pas spéciale en général si » <n — p; elle ne l'est absolument pas,
lorsque cette condition se vdrifie, si cette g’ est complétement définie
par les points fixes de f par lesquels passent les courbes adjointes
qui la déterminent. Kt si an contraire » >n —p la g’ sera toujours
spéeiale, et par suite » < 2p — 2.

Sir<n—p la g’ est contenue en général dans une ¢g"—* déter-
minée, qui est donnée par toutes les courbes adjointes d’une série

(%) Car les x ne doivent pas étre li¢es par des relations linéaires.
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définie par les points fixes. On peut choigir arbitrairement pour dé-
terminer mne série non spéeiale g* un groupe de » points : cela prouve
que les g»® dans f sont co?. Lt comme une quelconque de ces
g'~? contient oo tLn—r=n géries g7, il g’ensnit quwil y a dans
f oolrHim—p=rtp gr

Une série spéciale de groupes de n << 2p — 2 points est aussi
contenue dans une qui est déterminée par toute une série de cour-
bes adjointes définie par les points fixes (%), mais pour cette g7 ci
on a, comme nous lavons déji rappelé, » > n — p. Le nombre de
ces g" est généralement (B. N. p. 292) co?—(rtlirtr—n, e’est-a-dire encore
le méme nombre que pour les séries non spéeiales, [ayant] r<<n—p--1,
pourvu naturellement que

(3) » p—(r J,— Hipt+r—n)=0

¢. &. d. (en représentant avec Hx le plus grand entier contenu dans x)

(4) w=r 4 B- w1
: r-+1

Cette relation est alors, pour des modules généraux, la condition né-
céssaire et suffisante pour Vexistence de la g7 spéciale. Pour des
modules particuliers il pourrait cependant arriver qu’il y efit des -
g, spéeiales méme lorsque cette relation n’est pas satisfaite.

Ajoutons que pour définir une série spéeiale de groupes de n
points on ne peut plus, comme pour les séries non spéeiales, pren-
dre arbitrairement un groupe de # points: en effet le théoréme de
RIEMANN et RocH établit un lien entre les points d’un tel groupe,
qui lorsque » ™> n — p consiste en ce que par » tels points passent
non pas seulement oo?—"~1g'—3, comme par » points quelconques
de f, mais bien co?t"—"—1  de sorte que d’un groupe de n points
qui doivent appartenir & une g’ spéciale, n — r tout au plus seront
arbitraires (7) .

(6) On pourra en conséquence sur une variété algébrique simplement infinie
quelconque de genre p appeler une série linéaire oo de groupes de = éléments,
¢. & d. une g, série spéciale si » > n—p, ou bien si elle est contenue dans une

pl . . .. .
9;;: ot #'>mn-—p. Par des transformations uniformes d’une variété algébrique,
une g;, spéciale ou non, se change resp. en une g:;, spéciale ou non.

(M) Le cas de ce théoreme que nous aurons 2 appliquer plus tard, c. & d.
celui de » =1 qui établit que dans une série linéaire simplement infinie de grou-
pes de p points on d’un nombre inférienr, on ne peut prendre arbitrairement tount
un groupe pour définir la série, est dfi & RIEMANN (Theorie der Abel'schen Func-
tionen [Crelles J., 54, p. 115; Ges. math. Werke, p. 101] n° 5) et il est le premier
qui ait ét6 considéré (Voir aussi B. N. p. 280),
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3. Les propositions qui précédent nous montrent ’existence de
courbes 7 appartenant & S, et leur nombre, du moins pour certains
cas. En effet dans S, une Yy est déterminée en donnant: 1° les
3p ~— 3 modules qui servent a définir dans le plan f,, ou mieux sa
classe dans le sens de RIEMANN, 20 la g" considérée au n° 1 et dont
nous avons trouvé le nombre de parametres, 3° les » (r 4 2) para-
metres qui fixent dans cette g7 les r |- 1 groupes x; =0, c. a. d.
les v;, et leurs coefficients moins nn, ou si lon veut les » (r - 2)
parameétres d’une homographie de S,, en remarquant que les Vp de
8, provenant d'une méme g’ de j;) sont toutes projectives entre elles.
— Nous nommerons une y; appartenant a 8, spéciale ou mnon, sui-
vant que telle est la ¢’ qui lui correspond, c. a. d. la g7 des grou-
pes de points déterminés sur elle par les S,_; de §,. Alors nous
arrivons ainsi & la proposition snivante :

Le nombre des constantes dont dépendent les courbes d’ordre n,
genre p appartenant o S, est

Bp—3+ (D) —p—r)fptri+2
= (D)0 —(r—3)(p— 1)

pourvy toutefois que la condition (3) ou (4) soit vérifide.

Jette condition est satisfaite si » <n — p, ce qui arrive néces-
sairement lorsque # > 2p — 2. Lorsque » <n — p une 7, apparte-
nant a 8, n’est pas en général spéeiale; et elle ne DVest jamais si
n> 2 — 2. Mais 8i » >n —p les v, sont toutes spéciales, et 'on
a n<2p — 2; il peut alors arriver que la condition (4) ne soit pas
satisfaite, et que toutefois il existe des y», avec des modules parti-
culiers : Vexpression donnée pour le nombre des parametres des 7y
ne sera plus alors qu’une limite inférieure de ce nombre (8),

4. Le fait que pour » > 2p — 2 on a + < n — p peut s’exprimer
ainsi: Pespace le plus élevé auquel puisse apparteniv wie 7p lorsque
n > 2p— 2 est S, (%). Le nombre des parametres de ces courbes

(8) Les conrbes de genre p=0,1,2 ne peuvent pas étre spéciales; c’est
avec p =3 quon commence a avoir des courbes spéciales (la courbe plane géné-
rale du 4¢ ordre).

(9) Cette proposition importante est due & CLIFFORD : On the Classification of
Loci (Phil. Trans., 1878) (qui suppose p =<=2/2, c. a. d. »n=>2p), qui V'a tirée de
la représentation des courbes au moyen d’intégrales abéliennes. M. VERONESE (loc.
cit., p. 218) T'a établie an contraire an moyen de la représentation sur une courbe

plane et des thévrémes sur les séries linéaires de groupes de points de celle-ci.
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de Sppestnn—p4+1)—n—p—3)(p—1=nm—pr—p+2)
-+ 4p — 3. Elles ont 4p — 3 invariants absolus, dont 3p — 3 sont
les modules et p les constantes qui parmi les co? g”—* fixent celle
qui est donnée par les sections de la courbe avec les oo™ # 8§, ,
de S,_,. Les courbes non spéciales de genre p et ordre n apparte-
nant & 8, seront dites normales et designées par O

Si la g7 qui définit une vy de S, (1) est contenue dans une ¢*'
ot »" >, celle-ci donnera dans 8, une courbe dont les équations
seront

Lo i@y tee s t@pte e s i& == Wi Wyt iWplen iYWy

cn les comparant avec (1) on voit que la 7y de S, peut étre consi-
dérée comme projection de celle de S, . De 13 il suit en particulier,
en se rappelant que chaque série g! ol r <n — p est contenue dans
une g»—P: Les courbes de genre p et ordre n appaytenant & Sy_y, nous
donnent en elles-mémes et en leurs projections toutes les courbes d’ordre
n et genre p appartenant & des S, o r<<n—p. Et sin>2p—2
on a en particulier que ces courbes appartenant a §,_, et par suite
normales donnent avee leurs projections toutes les courbes de genre
p et ordre n (1)

5. Lorsque n < 2p — 2 et que les y* considérées sont spéciales

= 4 Vo €53,
si on a n>p et »r <n—p-1 chaque g’ spéciale appartient 3
une ¢g"—r+1l; done les courbes spéciales de gemre p et ordre m, ou
p<n<2p—2, des espaces inféricurs & S,_pq1 sont projections de
celles appartenant & cet espace. Et comme les g»—#+1 de f sont alors
co®—=m ef chacune contient cortln—r+l—rigr e nombre de con-
stantes dont dépend une yy spéciale de S, lorsque T <n —p -+ 1 sera

2p—2—nf @+ —p+1—r)+rr-+2)+3p—3

=rn41)—(@r—4)(p—1).

En comparant ce nombre avec celui des Yy générales de S, (n° 3)
on coneclut que: pour r-+p<n<2p—2 une 7 de S, doit satis-
Jaire ¢ n —r —1p -+ 1 conditions pour devenir spéciale.

Remarquons enfin que pour Vexistence de courbes y» spéciales
appartenant a des espaces 8, supérieurs & 8, _,41 la limite supérieure
de r, lorsque les modules sont généraux, est donnée par la condi-
tion (3).

(19) VERONESE, loc. cit., p. 214,
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Usage des surfaces réglées pour I’étude des courbes. —
Sur les cones algébrigues.

6. Nous allons nous servir de quelques-uns des résultats qui
préceédent pour en retrouver d’autres et pour établir des propositions
nouvelles par une méthode féconde plus sinthétique que celle dont
nous avons fait usage jusqu’ici.

Cette méthode consiste a employer pour Vétude de la correspon-
dance entre deux courbes algébriques la surface réglée des droites
joignant les points correspondants, surface qui, lorsque la correspon-
dance est uniforme, a evidemment pour genre celui des deux counrbes
et pour ordre la somme des ordres de celles-ci diminuée du nombre
des points qui coincident avec leurs correspondants (1), Cette surface
appartient au méme espace que ensemble des deux courbes.

Soient A et B deux courbes d’ordre n et genre p normales non
-gpéciales appartenant respectivement & deux §,—, que nous nomme-
rons o, , et supposons quwil y ait entre les points de ces courbes
une correspondance uniforme douée de cette particularité: qu’au
groupe de n points de A situés sur un ecertain §,._,_; corresponde
un groupe de n points de B situés de méme sur un Sp—,—1. Sup-
posons (ce que l’on peut toujours obtenir) que « et § n’aient pas de
points communs, de sorte qu’ils appartiendront & un Sy, _gp41, €t
considérons la surface réglée lien des droites joignant les points cor-
respondants des deux courbes: cette surface sera d’ordre 2n , genre
p et appartiendra a Sz, 2,431 . Les deux groupes correspondants con-
sidérés sur A et B, situés sur deux S,_,_;, donneront n généra-
trices de cette surface situées sur un 82,1_22,'_1: que l'on méme par
celui-ci un 8,5, différent des deux qui le joignent respectivement
4 o et B. Il coupera encore la surface réglée en wune courbe irré-
ductible de Pordre n et de genre p. Cefte courbe ne peut pas ap-
partenir & un espace inférieur & S,—,, car autrement lespace joi-
gnant celui-ci & « contiendrait la surface réglée et par suite aussi
f et aurait moins de 2n — 2p -}- 1 dimensions. Elle ne peut non plus
(lorsque » < 2p — 2) appartenir & un espace supérieur & S,—,, car
autrement elle serait spéciale: or chaque groupe de n points de A

(1) 1/1dée de se servir de cette surface réglée (dans les recherches relatives &
Yespace ordinaire) n’est pas nouvelle. Il suffit de rappeler, par exemple, la dé-
monstration donnée par M. CremoNa dans ses Preliminari [Opere, 11, p. 328].
de Végalité des genres de deux courbes planes en correspondance uniforme,
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situés sur un 8,_,—; donne n génératrices de la surface réglée si-
tuées avec B dans un 8,0, qui couperait cette courbe spéciale en
un groupe spécial, et par suite aussi le groupe correspondant de A4,
c’est-a-dire chaque groupe de A4 situé sur un 8,—p—1, serait spéeial,
011, pour parler plus exactement, la série des groupes de n points de
A placés sur des §,_,—1 serait spéciale, tandis que nous avons sup-
posé que 4 ne soit pas spéciale. Donc la courbe d’ordre » que nous
avons obtenue n’est pas spéciale et appartient & un S,—,, qui ne
pourra pas avoir de points communs avec o ou f. Cela posé, comme
cet 8,_, est rencontré par chaque droite joignant deux points cor-
respondants de A et B, on voit que la correspondance entre ces
deux courbes peut étre considérée comme provenant d’une projection
faite par cet §,—, des deux espaces o, f Pun sur l'autre. Donec:
8i deux courbes normales non spéeiales d’ordre n et genre p sont
dans une correspondance uniforme telle qu’a wn groupe particulier de
n points de Uune situé sur un S,_,_; corresponde un groupe semblable
de Vautre, ce méme fait arrivera pour chaque groupe de n points d’un
Sp—p—1 de chagque courbe et la correspondance uniforme sera projective.

7. Pour les courbes spéciales on pourrait établir de la méme
maniere une proposition analogue. Mais nous nous bornerons & ap-
pliquer cette méthode pour prouver le cas particulier suivant : St en-
tre deux courbes spéciales de genre p et ordre 2p — 2 appartenant a
des espaces de p — 1 dimensions il y a une correspondance uniforme,
cette correspondance sera projective.

En effet nommons 4, B les deux courbes de genre p et ordre
2p — 2 en correspondance uniforme, et « , f les deux espaces a p — 1
dimensions auxquels elles appartiennent. Aprés avoir rendu indépen-
dants ces espaces, considérons la surface réglée F*—* de genre p
engendrée par les deux courbes: elle appartiendra a Vespace S,
joignant « et . Dans « menons par p — 1 points indépendants de
A wn 8;_y, qui rencontrera encore cette. courbe en p — 1 points:
par les génératrices qui sortent de ceux-ci et par cet §p—o on pourra
mener un Sy qui ne contienne ni « ni f: alors cet Sy_» coupera
F outre que dans ces p — 1 génératrices et éventuellement en d’au-
tres, en une courbe (qui ne peut pas étre multiple, car si F avait
des points multiples, d’olt sortiraient plusieurs génératrices, o et f
aunraient des points communs) irréductible de genre p dont lordre,
ne pouvant descendre au-dessous de 2p — 2 (car autrement elle en-
gendrerait avec A%—? une surface réglée d’ordre inférieur & 4p — 4),
soit représenté avec 2p — 2+, on 0 <z <p—1. Ceite courbe
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yZP‘H” ¢l était « > 0 devrait appartenir & un S, sy, ol i =>0;
et comme elle engendre avec A%*—2 la F4—4, elle devrait couper A
en x points qui seraient dans le groupe de p — 1 points indépen-
dants de A dont nous sommes partis, et par suite indépendants en-
tre eux. Mais alors 1’S,_s4,; de cette courbe ayant communs avec
%p—1 ® points indépendants au moins, se trouverait avec celui-ci dans
un S p_1yt(p—24e—ijfi—a, ¢ & d. dans un Sp,_»_;, et par suite Fr—*
n’appartiendrait pas & Sy,—;. Done il faut que x =0, c. a d. que
P8Szp—» que nous avions mené par p — 1 génératrices en contienne
encore d’autres p — 1 et coupe F4—¢ en une nouvelle C;P'2 appar-
tenant & un 8,_;. Comme celui-ci sera indépendant de op—1, fp—1 OD
voit que A%—2? et B¥—2 geront projections 'une de lautre faite par
cet §p ;. Ainsi notre proposition est prouvée.

8. Pour la considération des courbes non spéeiales et non nor-
males de genre p et ordre » nous partirons de ce fait: quelles sont
projections de courbes normales de méme genre et ordre.

8i une courbe non spéciale vy appartenant & un S, ot r <n—7p
est la projection de deux courbes normales, la correspondance entre les
points de celles-ci qui donnent une méme projection sur y sera projec-
tive. En effet (n® 6) elle sera telle que les groupes de n points des
deux courbes normales situés sur les 8,_,.; passant respectivement
par les axes (ou centres) de projection se correspondront.

De 13 il suit que les groupes de n points de I'une ou de VPautre
parmi ces courbes normales situés sur un méme S,_,_; donneront
comme projection sur 7, une méme série linéaire co™? de groupes
de n points. Nous nommerons groupes associés de 7, Ces groupes de
n points; et pour une courbe normale non spéciale de genre p et
ordre » nous nommerons ainsi les groupes de n points situés sur
des S,—y—1. Donc: la oo™ P linéaire des groupes associés d’une courbe
non spéciale de genre p et ordre n se projette dans la série dés grou-
pes associés de la courbe de méme genre et ordre qui est la projection
de celle-lo dans un espace quelconque.

Nous rencontrerons plus loin des correspondances uniformes en-
tre deux courbes non . spéciales de genre p et ordre = telles qu’a
chaque groupe associé de l'une correspond un groupe associé de
Pautre. Nous nommerons singuliére une telle correspondance; et il
suit alors de ce qui préeede et du n° 6 que: Deux courbes non spé-
ciales de genre p et ordre n qui sotent en correspondance singuliére
sont les projections de deux courbes normales en correspondance pro-
jective ; et réciproguement, — Si la correspondance uniforme entre deuw
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courbes non spéciales de genre p et ordre n est telle qu’d un groupe
associé de n points de Pune corresponde un groupe associé de Uautre,
le méme fait arrivera toujours et la. correspondance sera singuliére.

On peut donner a la définition des groupes associés d’une courbe
non spéciale la forme suivante qui s’étend aux courbes spéciales :
Un groupe associé de n points d’une y» quelconque est un groupe qui
avec la série des groupes de » points sections linéaires de la courbe
appartienne & une méme série linéaire de groupes de n points.

Deux groupes resp. de k et » — &k points d’une courbe quel-
conque d’ordre n seront nommés résidus Pun de Dautre, lorsqu’ils
forment, pris ensemble, un groupe associé¢ de » points,

9. De la proposition donnée au commencement du n° 8 on tire
des rvésultats précis sur les courbes normales gui donnent pour pro-
jection une méme yp non spéeiale appartenant & un S, ol r <n— p.
En effet elle prouve que si y est la projection d’une certaine courbe
normale Aj, appartenant & un S, ,« qui passe par S,, faite par un
Rn_p_,._i comme axe de projection, foutes les autres courbes norma-
les qui ont aussi y pour projection s’obiliendront de la maniere sui-
vante. Que lon prenne dans un 8,., f passant par S, (différent ou
non de &) un 8,_,_,—; ne rencontrant pas 8., et que lon déter-
mine entre « et § une homographie dans laquelle se correspondent
VR, p -1 €t PN, , 1 et en outre les formes ayant ces espaces
pour soutiens et qui projeftent les mémes ¢léments de §,.: chaque
telle homographie transformera A” en une courbe normale ayant y
pour projection faite par I’S, _,_,; donné sur I’S,. Or une homo-
graphie satisfaisant aux dites conditions est parfaitement déterminée
en donnant m — p - 1 conples de points correspondants sur autant
de couples de S,—,_, correspondants des deux formes ayant pour
soutiens les R, , , 1, 83_p—r—1. Done mous concluons :

Une y» non spéciale de S, o v <n-—7p, est la projection de
co@=P+NE—P—1) goyrbes normales de méme genre et ovdre faite par um
Sopr—1 donné arbitraivement (ne coupant pas S.). En d’autres termes
le Sy_pr—1 — cone(**) qui projette 7 de cet Sy, 1 contient une
infinité de (J; normales telle gue par n — p -+ 1 points situés sur au-

(1*) M. VErRONESE appelle §; — cOne un cone ayant pour aréle ou soutien (cu
sommet) un §;, ¢’est-a-dire engendré par des §; +1 (espaces générateurs) passant par
cet ;.
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tant de S,_p—p générateurs différents du céne il en passe en général
une bien déterminée (*3).

10. Une proposition analogue relative aux cones dont les courbes
section linéaires sont spéciales (cones que nous nommerons spéciau)
peut étre obtenue d’une facon tout-a-fait semblable. Mais nous pré-
férons y parvenir en appliquant un nouveau raisonncment qui ger-
virait aussi pour établir le théoréme précédent.

Considérons un 8; — cone a i 4 2 dimensions qui appartienne
& un Sjpep1 et qui soit coupé par un 8, indépendant du soutien §;
en une yp spéeiale : si on a v < n—p -1, on pourra obtenir ce
0ne comme projection d’un cone analogue pour lequel r=n—p-1,
¢. 4. d. d’un coéne appartenant a S, ,1.1s. En effet que 'on méne
par U Siprq1 un Sp_piipe et dans celui-ci par V'S, un S,_ppa: la y)
sera la projection d’une I, appartenant & cet §,_,iq faite par un
Sp—p—r de celui-ci (n° 5) et par suite aussi par un Sp—p—rtipr de
8—pyiyes Sur lespace joignant cet S,_p_,pi41 & US; prenons un
autre §; indépendant de I’ S,_,4,: le cone qui a cet §; pour soutien et
qui projette la I',’ aura lui-méme pour projection faite de 1’ Sp—p—yyit1
sur Siyrq1 le premier cone. I’étude de celui-ci se réduit done & celui
de I'8; — coéne appartenant a S,_prito.

Or sur ce cone toutes les sections faites avee des S,_p11 seront
des 'y’ appartenant & ces cspaces et on peut donner pour déterminer
un Sp_pp3n — p + 2 points. Done:

Un -Sij-¢éne de genre p et ordre n << 2p — 2 spéetal (est-a-dire
dont chagque courbe section linéaire soit spéciale) appartenant a un
Su_ptits 0U & un espace inférieur contient cofitL@—r+ courbes de
Vordre n en sorte que par n — p 4 2 points donnés arbitrairement sur
autant de Siy1 générateurs il en passe en général une bien déterminée.
— Toutefois le cdne peut étre si particulier qu’il contienne un nombre
plus grand de ces courbes (lorsqu’une courbe de section lindaire a la série
de ses groupes associés contenue dans une g ot 8 >n—p-1; on

(33) Dans le n® 6 de ma Note citée: Ricerche sulle rigate ellittiche ce théordme
était énoncé incompletement. J'ajoute, & propos de cette Note, que dans ce méme
n® 6 & la ligne 13 il faut remplacer Sp—2 par Sp—s, et dans le raisonnement de
la 2e partie il faudrait faire quelques modifications. Enfin dans le 10 19, olt I'on
détermine les courbes elliptiques d’ordre n placées sur une snrface réglée ellipti-
que de méme ordre, on exclut tacitement celles qui rencontrent chague généra-
trice en un scul point: on devrait ajouter que ces courbes forment sur la surface
réglée une oo quadratique.
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voit alors que par s -1 points quelconques du cdne il passe en général
une courbe d’ordre n bien déterminde (1),

- 11. Les propositions des n° précédents nous donnent comme cas
particuliers celles qui suivent, relatives aux cOnes ordinaires (c. 4. d.
S,-cones) algébriques.

Un céne ordinaire de genre p et ordre n contient une infinité de
courbes d’ordre n telle que par n — p -+ 1 points quelconques du céne
il en passe en général une seule. Cependant lorsque n <Z 2p.— 2 sile
cone est spécial, c’est-a-dire si
@ordre n (plane ouw gauche), toutes ses courbes dordre n seront spé-
eiales, et par n — p 4 2 points il en passera en général wune secule.
Muais si les groupes associés de Uune (et par suwite de chacune) des cour-
bes dordre n du cone forment une g ot 8 >n—p-1, ce qui est
un ecas pavticulier, on pourra donner arbitrairement sur le ¢one s 41
points qui détermineront parfaitement une courbe d’ordre n du céne. —
En tout cas deuwx courbes d’ordre n du céne se coupent toujours sui-
vant N points associés pour toutes les deux.

le c¢one projette une - courbe spéciale

12. Pour les cbénes ordinaires non spéciauxr de genre p et ordre
n, il est facile de voir qu’ils contiennent une infinité de courbes
d’ordre n - 1 passant par le sommet (qui, comme ’on voit tout de
suite, ne pourront pas étre spéeiales). Il suffit évidemment de consi-
dérer ceux wormaur, ¢. a. d. appartenant a S, ,41, car les autres
sont des projections de ceux-ci. Or dans 8,41 les C;,’“Ll qui passent
par un point donné sont oo—p+ln—r+3)+ar—i—{—2); Jeg cones qui les
projettent de ce point sont des comes de genre p et ordre n; mais

(14) Les résultats des nos 9 et 10 permettent de retrouver les nombres des
yz situées dans un &, . En nous bornant an cas des courbes non spéciales nous

voyons en posant r==2 ann® 9 que chaque y; d’nn plan donné est la projection

de oo PHVM=P=2) (ourbes mormales non spéciales faite par un 8 p—g fixe.
Mais les y;;” du plan sont évidemment co®™TP~1: donc les constantes des CZ DoI-
males de Sn_p sont :

m—p+LD—p—2+3n+p—1.
Et le nombre des constantes des yz de §,, puisque chacune de celles-ci s’obtient
de co™PHN(—P—7) o ces courbes normales, sera égal A celuild diminué de
n—p+1y(n—p—r), o. & d. .
r—2Dr—p+H+3n+p—1=@C+Dn—(r—3)(p—1);

co qui est justement le nombre trouvé au n 3,
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comme les coOnes de genre p et ordre » ayant ce point pour som-
met sont ocom—Pin—p+2+4—38 il gensuit que chacun de ces cones
projette une infinité de Cz‘H donnée par ocon—v+3,

Cependant pour que ce raisonnement, fondé sur le calcul des
constantes, soit parfaitement rigoureux, il faut encore prouver que
8i un cone quelconque de genre p et ordre » contient une O;f"H il
ne s’ensuit pas qu’il en contienne une infinité supérienre a co™P+3,
Or un tel cone ne peut pas contenir plus que co?—P+3 C;‘H: car si
deux de ses O;'H ont une méme génératrice pour tangente dans le
sommet, la correspondance uniforme entre leurs points placés sur les
différentes génératrices sera telle qu’aux = -1 points d’intersection
de I'une des deux courbes avec un §,_, passant par le sommet cor-
respondront dans lautre » 4 1 points du méme §,_,, et par suite
elle sera projective, c. a. d. elle sera une homologie quelconque ayant
le sommet du cdéne pour centre. Ces homologies de 8, ,;; sont
oo™ PH2 et il y aura en conséquence sur le cone oon—rt? C;}Jrl ayant
une méme géndératrice pour tangenfe dans le sommet (I'une de ces
courbes étant connue, une autre est parfaitement déterminée par
n — p + 2 points quelconques dn comne par lesquels elle doive pas-
ser, car ces points et leurs correspondants dans la courbe connue
déterminercnt parfaitement ’homologie ui transforme celle-ci dans
la courbe cherchée); donc en variant cette génératrice on ne pourra
pas obtenir plus de ocn—»+3 O;}Jrl sur le cobne. En concluant:

Chaque cdéne ordinaire de genre p, ordre n, non spécial contient
oo™ P+8 gourbes (non spéeiales) dordre n - 1: une de ces courbes est
parfaitement déterminée si Uon donne la génératrice duw cone qui lui
est tangente dans le sommet de celwi-ci et n — p -+ 2 quelconques de
ses points.

Il faut remarquer que tandis que la co” 241 de courbes d’ordre
n du cone est lindaire (n° 11), la co®7+% des courbes d’ordre n + 1
ne Vest pas, si p > 0, ¢. a. d. par »n — p -+ 3 points quelconques du
cone il passe un certain nombre >>1 de ces courbes d’ordre » 4 1.
Pour trouver ce mombre on peut, cn projetant le cone normal par
n—p — 2 parmi ces points sur 8,, se réduire a chercher combien
de courbes d’ordre p -+ 3 placées dans le cone de genre p et ordre
p + 2 de Vespace ordinaire passent par 5 points donnés arbitraire-
ment sur le cone: done ce nombre ne dépend pas de =, mais seu-
lement de p. Or si p =0, on voit tout de suite que ce nombre est
1, car par 5 points quelconques d’'un cOne quadrique et par le
sommet on peut mener une seule cubique, et celle-ci sera contenue
dans le cone. Si p =1 ou = 2, remarquons que les .courbes gau-
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ches de genre p et ordre p - 3 sont contenues dans des quadriques.
Pour p =1 on aura sur le come cubique les courbes biquadratiques
cherchées au moyen des quadriques passant par les 5 points donnés
ey par une géncratrice arbitraire du copne. Comme les quadriques
passant par ces points et cette génératrice donnée, passent aussi par
une cubique déterminée gui rencontre ailleurs le eone en 3.3 — 5 —
— 2 =2 points, il s’ensuit qu’il y en aura seulement 2 qui coupent
encore le cOne en une seconde génératrice et qui par suite donnent
en outre des courbes biguadratiques passant par les 5 points donnés.
Pour p = 2 les courbes du 5° ordre dans le cone du 4° ordre de
genre 2 sont données par des quadriques passant par la génératrice
double du cbéwe et par les 5 points donnés, et en conséquence en-
core par une cubique déterminée qui rencontre ailleurs le cone en
3.4—5—2.2=23 points. Il y aura seulement 3 de ces quadriques
qui coupent le e¢One encore en une génératrice et par suite aussi en
une courbe du 5° ordre. Donc: Pdr n—p + 3 points quelconques
Fun cdne non spéeial de genre p et ordre n il passe p -+ 1 courbes
@ordre n -}~ 1 contenues dans le céne, lorsque p=0,1,2 (%),

Sur certaines variétés contenant Ies courbes normales. Courbes
hyperelliptiques et antres courbes particulieres.

13. Une courbe normale non spéciale €, de 8,_, peut-elle avoir
un point multiple? En supposant Pexistence d'un tel point sur umne
telle courbe et en la projetant de ce point sur §,_,—; on aurait dans
cet espace, si la projection était uniforme, une courbe de genre p et
ordre inférieur & » — 1, qui lui appartiendrait, ce qui est impossible
si » > 2p. Et sila projection n’était pas uniforme, elle donnerait une
courbe d’ordre << (n — 2)/2 qui devrait appartenir & S, , 1, ce qui
est impossible si # > 2p, puisque alors cet ordre serait moindre que
n—p—1., Done wune courbe normale d’ordre n > 2p ne peut pas
avoir de points multiples.

Mais une Cf,p de S, peut bien avoir wi point double : comme alors
les 8,1 passant par celui-ci déterminent sur la courbe sa série
9oy, on voit qu’il faut pour que la o ait.un point double que

la g¢ de f» dont elle dérive contienne la g5, , en ajoutant a celle-ci

(#5) Cette proposition a-t-elle lien, quel que soit p? [Si veda il n 19 della
Memoria X1 in questo volume (N. d. R.)]. )
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deux points fixes (correspondants du .point double de la OZZ’). Une
telle g¢ sur f» sera donnée par les oo? courbes adjointes ¢"—* qui
passent par » — 2 points fixes de f situés sur une droite (les 2 au-
tres points d’intersection de f avee cette droite eorrespondront au
point double) (16).

De méme une G2~ de S,_; peut avoir un point triple ; une Ci2™*
(non spéciale) de S'}]_z peut avoir un point quadruple; - ete. etc. Nous
rencontrerons plus loin (n° 23) ces espéces de courbes.

14. 8%l y avait sur une courbe normale OZ de 8,—p un groupe
de 4 << n — p points qui appartenait & un S, ot k<t — 1, et si
la projection de la courbe faite de cet espace sur un S,_,—;— était
uniforme, on aurait pour projection une courbe d’ordre n — ¢, genre
p. Or sin—i> 2 — 2, clest-d-dire si i < n — 2p - 2, cette courbe
se trouverait sur un S,—,—; et par suite la C’Z serait sur PS,_p_iypq1
qui- le projetterait et n’appartiendrait pas a §,_,. D’ailleurs, si ¢
satisfait a cette condition, on voit facilement que la projection de la
O, est nécéssairement uniforme (par un raisonnement semblable a
celui du n® précédent). Done: si 0 <i<<n—2p-F2, un groupe
quelconque de i points de Cp se compose towjours de points indépen-
dants, ¢. & d. appartient towjours & un S;_;. — Un cas particulier
de cette proposition se trouve déja au n® précédent.

15. Considérons sur la ), normale non spéciale une série linéaire
simplement infinie de groupes de ¢ points, ¢’est-d-dire une g;, et
supposons que les différents groupes appartienuent en général & des
8;_1. Alors . ces espaces formeront une variété simplement infinie,
¢. . d. une S;_;—F;, qui sera rationnelle puisque la série des grou-
pes est linéaire. On trouve aisément ordre de cette variété par un
raisonnement qui pourra étre appliqué dans plusieurs questions sem-
blables. Rappelons que les S;_; — F/ rationnelles d’ordre g appar-
tiennent toujours a Sy, ou a des espaces inférieurs, et que dans
ce dernier cas elles sont projections de celles appartenant & Syqi—1 (7).

(18) M. NOTHER (Ucber die invariante Darstelluny algebraischer Functionen, Math,
Ann., XVII) a déja remarqué linvariantivité des groupes de 2p points de f dé-
terminés par de telles gv»—2 dans les transformations uniformes rationnelles de f,
et comment c’est de cela que dépend l'entrée de ces courbes adjointes dans les
intégrales abéliennes de 3¢ espéce.

(") Voir pour les propriétés de ces variétés rationnelles dont nous ferons
usage ici ot dans la suite, le Mémoire cité de M. VERONESE, ma Note aussi citée
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Done comme notre variété appartient & S,_, (puisque €, appartient
a4 cet espace) elle sera au moins de Pordre n —p — i -+ 1; et d’ail-
leurs elle ne pourra pas étre d’un ordre ¢ supérieur i ce nombre,
car. autrement elle serait la projection d’une §;_; — F¢ appartenant
& un espace supérieur & S,_, et par suite O} serait aussi la projec-
tion d’une courbe de méme ordre et genre située sur cette S;_; — F
et appartenant par suite aussi a cet espace supérieur. Donc: les
Si1 auxquels appartiennent les groupes de i points d’une gl d’une
courbe non spéciale quelconque de genve p et ordre n forment une Si_; —
Fy2 pationnelle (1),

16. En considérant encore la ¢}, normale de S,_,, un S,_,_;
quelconque mené par 'un des §;—; de notre variété la coupe encore
en une S;_s — F/777" rationnelle, qui pourra d’ailleurs se décompo-
ser en un certain nombre de S;_; et une S;_, — Fi_, irréductible,
mais qui appartiendra toujours a un 8,_,_» et sera rencontrée par
CZ,L en n — i points. Chacun des §;_; rencontrera cette Si_g — F,
irréductible en un 8;_, et sera par suite avec 1’S,_,_s dans un
Spep—1. Donc: Si sur une courbe quelconque non spéciale de genre p
et ordre n il y a une gt dont chaque groupe appartienne en général
& un Si_y, les oo™ P~ groupes de n — i points résiduels & Vun quel-
conque de ces groupes de 1 poimts sonl aussi les groupes vésiduels de
tous les aulres et se trouvent resp, sur des S,_,—o. Pour deux telles
séries de groupes de points, g} et g"—#—i, on dira que la seconde
est résiduelle de la premiere.

17. On construit facilement au moyen du théoréme précédent
1 K I ] 7 .
des g; sur O]’f si i =p -4 1. Une telle série sera déterminée sur la
courbe par les 8, ,; d'un faisceau dont le soutien 8,_,_» soit mené

sur les surfaces réglées rationnelles et enfin mes deux travaux: Ricerche sui fasci
di coni quadrici in uno spazio lineure qualunque (Atti Acc. Torino, XIX), Sulle va-
rictd normali @ tre dimensioni composte di serie semplici razionali di piani (méme
Recueil, XXI). .

(#8) Par le méme raisonnement on arrive, pour les courbes normales, & cette
proposition plus générale: si sur une courbe normale non spéciale de genre p ¢t or-
dre n 4l y a une gil dont les groupes de i points appartiennent en général & des
8y (k'<Ci), le licu de ves Sy est une By — Fi:_g’_k rationnelle normale.

On verra dans une Note qui sera bientét publiée une relation beaucoup plus
générale entre les ordres et les genres d’une variété queleconque §;_; — F; et d’une
courbe placée sur elle.’ (Juillet 1887). [V. la Nota IX in questo vol. (N. d. R.)].
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par # — i points arbitraires de 0. — Si en outre i <<n —p, on
pourra choisir arbitrairement un groupe de la série.

Sii=mn—p, les 8,_,_; contenant les groupes d’une -‘/;lm—p for-
ment (n°15) un faisceau dont la base est un 8, ,_, passant par p

points de la courbe.
Sii=n—p—1, les §,_p » auxquels appartiennent les grou-
pes de la g} forment (n°15) une 8 _ ., — E}f_p_l, c’est-a-dire

sont les espaces Sp_p—s générateurs de un systéme d’un céne qua-
drique ayant un S,-,_4 pour soutien et projetant une quadrique
de Vespace ordinaire: les espaces §,_,_» générateurs de l’autre sy-
steme déterminent sur la courbe une série co! de groupes de p 41
points qui est justement la g; 41 résiduelle de la g}l_pq.

Done sin—p—1=p+1,c. ad n=>2p-+2, on a ainsi
une infinité de Sn_p_,- cones quadriques contenant la courbe Cp normale
de Sy .

En projetant sur 8, par le soutien §,_,_, de l'un de ces cones
on voit que C, se projette suivant une courbe d’ordre n, genre p
située sur une quadrique ordinaire et rencontrant les génératrices
des deux systémes resp. en p + 1 et » — p — 1 points. Si- avant de
faire cette projection on abaisse Vordre de C, & 2p 4 2 (au moyen
d’une projection par » — 2p — 2 de ses points sur un S,y9) on ar-
rive ainsi par le simple usage de projections & une représentation des
courbes de genre p dans une courbe plane d’ordre 2p + 2 doude de
deva points (p -+ 1) ples (et dautres p* — p points doubles) (*°).

18. Dans une courbe de genre p > 1 générale, c¢’est-a-dire dont
les 3p—3 modules aient des valeurs quelconques, il n’y a pas de séries
linéaires simplement infinies de [groupes de] i points, c. a. d. des g, si
i < B (p -+ 3)/2 (comme il suit de la condition (4) du n® 3 en y po-
sant = 1,n =1i). Ainsi il n’y a pas en général (si p > 2) de séries
linéaires simplement infinies de couples de points et s’il y en a on
nomme la courbe hyperelliptique. Si p > 4, il faut aussi une particu-
Jarisation pour que la courbe ait une co? linéaire de ternes de points;

(19) 8i par n— 2p — 2 points fixes d’une O; normale (» > 2p + 2) on pro-
jette les Sp auxquels appartiennent les groupes de p + 1 points d’une -‘7;11-[-17
c. a.d. la Sp — Fp”_;lzp qu’ils forment, on anra une Sn_p_2 — Fg—p—-l qui sera un
Sn_p_4-céne, dont le soutien Sn_p__4 passe par les n — 2p — 2 points fixes. En
projetant la ()1’; par cet 8, , , sur §; on obtient directement une courbe de genre
p et ordre 2p 4+ 2 placée sur une quadrique ordinaire et rencontrant les généra-

trices des deux systémes en p -+ 1 points.
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et ainsi de suite. La proposition générale du n® 15 nous donne déja
en posant i = 2,3 et en projetant dans Vespace ordinaire oun sur
un plan: :

Dans une courbe de genve p et ordre n hyperelliptique les droites
joignant les points conjugués forment si la courbe est gauche (n =>p - 3)
une surface réglée rationnelle d’ordre n — p — 1, et si la courbe est
plane (n ==p + 2) elles enveloppent une courbe rationnelle de classe
n-—p—1¢o0. .

Lorsqu’une courbe de genre p et ovdre 1 contiont une série linéaire
simplement infinie de ternes de points, les plans de ces ternes si la
courbe est gauche enveloppent wune développable rationnelle de classe
n—7p-—2, et s la courbe est plane il y a n — p — 2 droites conte-
nant chacune une terne.

11 faut remarquer, quant au premier de ces énoncés, qu’une
courbe hyperelliptique (de genve p et ordre n de S;) ne peut pas étre
spéciale (de sorte qu’on a toujours r<<n» — p, et que cette courbe
est normale si elle appartient a 8,_,). En effet si elle était spéciale,
elle serait donnée (n° 1) par des courbes adjointes d’ordre v — 3 de
1o et le systeme de ces ¢"—3 lorsque f est hyperelliptique est tel que
chaque courbe passant par un point de f passe aussi par son con- .
jugué (B. N. p. 286), ce qui rend impossible la correspondance uni-
forme entre la courbe cherchée et f (v. & la fin du n°® 1).

Quant au second énoncé de ce n® la supposition qu’on y fait
que les terncs de points ne soient pas toutes sur des droites exclut
déja la possibilité que la courbe soit spleiale. Fn effet on a la pro-
position plus générale suivante : Si sur une courbe spéciale quelconque
v il y a une gl , ow i<<p, les i points de chaque groupe de cette
série me sont pas indépendants entre ewx, car ils se trowvent towjours
sur un méme Si_,. Cette proposition est une conséquence du théo-
réme de RIEMANN (v. n® 2), car celui-¢i établit que chaque groupe de
Pimage de notre g} de y sur la fp” plane est tel que le passage d’une

(®%) Cette propesition sur une courbe plane hyperelliptique d’ordre = genre
p est connue: voir, p. e. HUMBERT : dpplication de la théorie des fonctions fuch-
siennes & UVétude des courbes algebrigues (Journal de Math., (4) 'II, p. 316). Si
dans un faisceau de droites du plan de cette courbe Von fait correspondre deux
droites qui aillent & deux points conjugués on en tire, en appliquant dans ce
faisceau le principe de correspendance, autre proposition bien connue: sur wune
courbe hyperelliptique de genre p il y a 2p + 2 points conjugués chacun & soi-méme
(points de diramation). — Pour le résultat relatif aux courbes ganches hyperellip-
tiques voir le n® 48, II du Mémoire de M. DE Paonis: Le trasformazioni doppie
dello spazio (Mem. Acc. Lincei, (4) 1 (1885)).
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@*—% par i — 1 de ses points entraine aussi le passage de cette courbe
adjointe par le point restant; d’ou il suit, en traduisant cela sur y,
(si 8, est espace auquel appartient cette courbe) que tous les S,_;
qui passent par ¢ — 1 points d’un groupe de notre g! de y passent
aussi par le point restant, ce qui prouve évidemment notre pro-
position. -

19. Au moyen du résultat du n® 15 nous pouvons obtenir une
représentation particuliére des courbes d’espéces remarquables que
nous avons nommées, et plus en général des courbes contenant une
gl o i<<m-—p. Commengons, si w—p=1iH(mn—p)i+k, ol
k < i, par projeter la O, non spéciale sur un §,_,_; par U S;_;
joignant & points quelconques [de C,]. Nous aurons ainsi une courbe
normale de genre p, dont nous nommerons encore n l'ordre (infé-
rieur de % au précédent) qui sera maintenant tel que n — p, nom-
bre de dimensions de Vespace auquel la courbe appartient, est divi-
sible par i. Les §;; joignant les groupes de i points de la g} for-
ment une 8;_; — F;'" 7 " Pour avoir une projection uniforme de
celle-ci sur un S;, projetons-la par un §,_,_;; contenant (n — p)/i — 1
des §;_, de cette variété. Un 8§, _, ; projetant un quelconque des
S;—1 coupera notre variété outre que dans cet S;_; variable en une
8i_y—F 7"~ appartenant & un §,_,_s et qui comprend les (n—p)/i—1
8;—1 fixes, mais contient aussi une partie irréductible rencontrée par
tous les S;_;, de sorte que le faisceau des. 8, , ; passant par cet
Sp—p—s se composera des espaces qui projettent les différents S;_;
de notre variété. Donc sur §; ces §;_; se projettent suivant les S;_;
d’'un faisceau. Notre C), ayant (n — p)/i —1 groupes de ¢ points,
¢ a.d. m—p—1 points, sur I'S,_, ;4 qui est axe de projection, .
et d’autres p encore, comme on voit tout de suite, sur IS, , o,
sera projetée suivant une courbe de §; de Vordre p -7 ayant p
points sur 1’S;_» axe du faisceau nommé de 8;—1 et sur ces diffé-
rents S;; les groupes de ¢ points de la g; projection de celle de la

Cp . Donc:

Les courbes de genre p contenant une gl peuvent toujowrs (par
voie de projections) étre transformées en une courbe de S; d’ordre p +i
avec un Si_g qui la coupe en p points de¢ sorte que les Si_; passant
par cet Si_s donnent par leurs intersections wvariables avec la courbe
cette série de groupes.

En projetant encore cette courbe sur un plan par un S;_; pas-
sant par ¢ — 2 des p points de I'S; , on a: Chaque courbe de genre
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p douée d’une gl peut étre tramsformée en une courbe plane d’ordre
P+ 2 avec un point wmulliple suivant p—i-2: la gl étant alors
donnée par les droites passant par ce point. (Voir pour le cas de i =2,
¢. & d. le cas hyperelliptique, B. N. p. 287).

20. Les propriétés connues des S;_; — F;" ¥ _ifl'l donnent facile-
ment de nouvelles propriétés des courbes countenant une série gi:la
classification de ces variétés qui se fait suivant les ordres minima
des courbes, surfaces réglées, ete., qu’elles contiennent donnerait,
lorsque le nombre de ces g} est fini, et en particulier lorsque l’exi-
stence d’une telle série est une excepfion, une nouvelle distinetion
de ces courbes en especes. Mais nous nous bornerons au cas le plus
intéressant, celui de i =2, c. & d. des courbes hyperelliptiques.

Soit m. Vordre de la courbe minima dans la surface réglée ra-
tionnelle F;"?" des droites contenant les couples de points conju-
gués de la O, hyperelliptique. Le nombre maximum de génératrices
situées dans un §,_,_, sera n —p —m — 1 et les §,—,_1 passant
par la O™ (en nombre de oo™ ?—7"—! lorsqu’il y a une seule (™,
c. a.d. en exceptant le cas de m =(n —p — 1)/2 olt il y a co? O™ et
par suite ce nombre devient co™#—") contiennent en effet antant de
génératrices, e¢. a. d. de couples de points conjugués. Done

2 —p—m—1<n, 2m=n—2p—2.

Ainsi, en nous servant aussi d’autres propriétés presque évidentes
de la surface réglée : ‘

Les courbes hyperelliptiques d’ordre n et genre v se distinguent en
espéces caractérisées pay un nombre m (qué powr une courbe gauche
est Vordre de la courbe minima de la surface réglée rationnelle @ordre
n—p—1 du n® 18) égal pour Vespéce la plus générale & En—p-—1)/2, .
mais qui peut descendre jusqw’a Em — 1)/2 — p. La propriété carac-
téristique d’une courbe correspondant & wune certaine valeur de m est
que le nombre maximum de couples de points conjugués qui pewvent
entrer dans un groupe associé est n—p—m —1 et quil y a effecti-
vement une infinité de groupes associés contenant chacun n—p—m —1
couples et 2m -+ 2p — n + 2 autres points. — Ces groupes associés
forment une co"—P—™—1 et ces derniers points sont fiwes, lorsque m <
<(n—p—1)/2. Alors n — p — m — 1 couples quelconques de points
conjugués appartiennent & wn groupe associé bien déterminé ; et chaque
groupe associé contenant m - 1 couples en contient encore n — p —
—2m — 2, ¢ & d. est un groupe associé de la série considérée. Lovs-
que m = (n — p — 1)/2 les groupes associés contenant chacun n —p —
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—m—1=(mn—p—1)/2 couples sont co® P2 et ils se divisent en
col systémes de oo*—P—m—l  dont chacun embrasse des groupes associés
comprenant (n — p — 1)/2 couples variables et p -+ 1 points fives. Dans
ce cas (D — p — 1)/2 couples quelconques se trouvent dans ool groupes
associés, c. & d. dans un groupe de chacun des co' systémes nommés (*1).

21. Cherchons maintenant si une courbe normale hyperelliptique
peut étre obtenue comme l’intersection de la surface réglée ration-
nelle qui la contient avec une variété quadratique.

Comme une G},; de S,_,, olt nous supposerons n > 2p — 2, est
coupée par une M, , i, ou, comme nous dirons aussi, par une qua-
drique de cet espace, en 2n points dont p sont déterminés en général
par les autres, il s’ensuit que les quadriques passant par la Oy for-
ment un systeme linéaire dont Vordre d’infinité est

L) —p ) — @ p o 1) = [ — ) — n—p — 2]

pourvu que ce nombre ne soit pas négatif (*2). Or ce nombre en effet
reste toujours == 0 dans I’hypothése faite que n > 2p — 2 en excep-

(*1) Pour p =1, on remarquant que sur une courbe elliptique il y a oot
séries linéaires gé de couples de points, on retrouve ainsi des propositions con-
nues (v. ma Note sur les courbes elliptiques & p. 296 du t. XXVII de ces Anna-
les). Pour p =2, on trouve une distinction des courbes de genre 2 en deux
espdces, & laquelle est aussi parvenu d’une fagon fort différente M. HUMBERT & la
p. 279 du Mémoire déja cité.

(*?) Ce raisonnement ne serait pas tout-a-fait complet; mais on parvient au
méme résultat, et méme & d’autres beancoup plus généraux sur le nombre des
variétés d'un ordre quelconque passant par une courbe quelconque au moyen du
méme raisonnement, tout-a-fait rigoureux, dont se sert M. NOTHER (Raumcurven,
§ 7) pour le cas des courbes gauches do l'espace ordinaire.

Pour une courbe spéciale normale [ =2 e Sp_1 on sait quwelle est conte-
nue dans 1/2 (p — 2) (p — 3) quadriques indépendantes linéairement (on trouve
cette proposition successivement dans la Note de M. II. WEBER, & Ia p. 35 dn
t. XIII do ces Annales, dans celle de M. Krats & p. 245 du t. XVI, et enfin,
mais démontrée plus completement et avec d’autres propositions plus générales,
dans celle de M. NOTHER déja citée du t. XVII).

En particnlier pour p =5 on voit que la courbe d’ordre 8 et genre 5 ap-
partenant & S, est [en général] I'intersection complate de 3 quadriques. Réciprogue-
ment la courbe du 8¢ ordre qui dans S, est I'intersection de 3 quadriqnes quelcon-
ques est du genre 5 (v. WEBER, loe. cit., p. 44; et VERONESE, Mém. cité, p. 204).
En considérant la courbe gauche spéciale de l'espace ordinaire d’ordre 8 et genre 5
(v. NOTHER, Rawmcurven, p. 97) comme projection de celle appartenant a §,,
c. & d. de la bage d'un réseau oco? de yuadriques de 8, on en trouve immédiate-
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tant toutefois pour p=1 le cas de n =23; pour p =2 celui de
n=4; pour p=3, n=2> ou 6; pour p =4, n="7(*)

Il nous faut aussi le nombre des quadriques de S,—, passant
par une surface réglée rationnelle normale Fy *', Considérons sur
cette surface une courbe minima O™ et l'une des C*—?—™—1, qu’elle
contient. Une quadrique' contenant ces deux courbes coupe encore la
surface réglée en général en n — p — 1 génératrices: si donc on la
force a passer par » — p points quelconque de la surface et en con-
séquence par les n — p génératrices contenant ces points, on la for-
cera & contenir la surface réglée. Donc par la surface réglée ration-
nelle normale F; ?~' passe un systéme linéaire de quadriques dont
Vordre d’infinité est '

[y

- @ —=p)—p 4 3)—@m 1) —[200 —p —m—1)-+1]—(n—p)

p]

(n—p) (0 —p — 3) (*4).

L\‘J‘)—A

1
=5 [(n —pP — 3@ —p)l=

Or soit dans S,_, une O, hyperelliptique et considérons le sys-

téme des quadriques qui la contiennent et celui des quadriques qui

e ad

: PR T 1 - . e
contiennent la surface réglée F, des droites joignant ses couples

ment une foule de propriétés. Ainsi les oo? Mgz suivant lesquelles se coupent mu-
tuellement ces quadriques et parmi lesquelles il y en a une commune a toutes les
quadrigues du réseaw qui passent par le centre de projection donnent: la yg
spéciale de S, appartient & une surface cubique déterminde et & oo? surfaces du 4° or-
dre @& conique double: ces coniques doubles sont les coniques de la surface cubique pla-
cdes dans les plans qui passent par une droite déterminéde de celle-ci (ne rencontrant pas
la y9). _ . '

Et au meoyen des cdnes circonscrits du centre de projection anx quadriques
du réseau on obtient: il y a co? gquadriques tangentes en 8 poinis 4 la yg, (quadri-
ques inscrites dans les surfaces dw 4° ordre nommées): par deux points quelconques il
en passe 4; les co® groupes de 8 points de contact forment une gg de groupes associés
contenue dans la gg. — Les ool cones du réseau de quadriques de S, avec leurs
plans générateurs donneraient d’autres propositions, que nous ne nous arréterons
pas & énoncer.

(?3) Ces exceptions sont dounées, comme Von voit, par quelques courbes pla-
nes et par deux courbes gauches de l'espace ordinaire, Og ot CI, que l'on ren-
contre resp. aux pages 87 (a;) et 92 (a,) du Mémoire de M. NOTHER.

(*) Ce résultat est contenn dans la proposition suivante: une variété ration-
nelle Si_l—]:‘;]J normale, ¢. & d. appartenant & un Sm_H_l, est towjours, si 1=<
<i=<<m, Vintersection compléte d’un systéme de quadriques de cet espace tel que par
une quadrique quelconque dun 8 o il en passe une seule.
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de points conjugués. La différence entre les nmombres des dimensions
du 1°° et du 2° systéme est, d’aprés ce qui précéde

—;—[3(‘"/—10)-—(7»%—1?+2)]="—2p——1;

elle est positive si .
. n>==2p -+ 2.

Donc : une courbe hyperelliptique normale Cy, de S,_, donnée peut
toujours, lorsque n. == 2p - 2, étre obtenue comme Vintersection de la
surface réglée rationnelle T qui la contient avec wme quadrique
(ne contenant pas cette surface) qui la coupe encore en n — 2p — 2
génératrices (que Von peut choisir arbitrairement).

Inversement, une quadrique de S,_, qui passe par n — 2p —2
génératrices d’une F3 P~ réglée rationnelle normale dont lordre m
de la courbe minima soit tel que 2m >n — 2p — 2 (de sorte que la
quadrique ne contient pas nécéssairement la ™) coupe encore la
surface en général en une courbe d’ordre n hyperelliptique, dont le
genre sera p, puisque les droites joignant les couples de points con-
jugués forment une surface réglée d’ordre n —p — 1.

22, Combien de courbes hyperelliptiques de genre p et ordre n
y a-t-il sur une surface réglée rationnelle Fy —1 donnée? Si cette
surface est normale et si n=>2p-+2, en posant N=1/2 (n—p)(n—p-3),
ces courbes seront toutes déterminées par les coV—3—»—2) quadriques
passant par n — 2p — 2 génératrices choisies arbitrairement sur cette
surface: mais par chacune de ces courbes il passe co¥—@r—r+l)—(n—2p—2)
de ces quadriques. Donc ces courbes seront seulement co@n—p+1—2a—2p—2),
c. & d. ocodrts (%),

Or la variété des Fy 2! générales est oco=2—p+2—6: done le
nombre des paramstres dont dépendent les courbes hyperelliptiques
normales est

n—p)n—p+2)—64+@Bp+d=mn—pn—p+2)4+3p—1

(®%) On trouve ce méme résultat, sans la restriction »=2p 4 3, par la re-
présentation plane de an'"p‘l que l'on obtient en la projetant par k de ses gé-
nératrices et n — p — 2k — 2 points: les courbes cherchées seront alors représen-
tées sur le plan par des courbes d’ordre » — 2k avec un point donné pour mul-
tiple suivant n — 2k — 2 et » — p — 2k — 2 points doubles aunssi donnés. Or les
paramstres indépendants de ces courbes planes seront justement

—;—[(n——Qk) n—2k+38)—(n—2k—2(n—2k—1) — 6(11,—2k—p——2)]=3_p+5.
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de sorte qu’il est inférieur & celui des C, générales de p — 2. Donc
il faut p — 2 conditions pour qu’une courbe de gemre p soit hyperel-
liptique ; ou en d’autres termes les 3p — 3 modules indépendants
d’une courbe générale de genre p se réduisent a 2p — 1 pour une
courbe hyperelliptique : résultat connu (B. N. p. 302).

23. Des cas remarquables de courbes hyperelliptiques s’obtien-
nent lorsque la surface réglée rationnelle des droites joignant les
points conjugués devient un cone. Alors on a (n° 20) m = 0 et par
suite n << 2p + 2.

Sin=2p+ 2, la CF"* hyperelliptique normale de Sy, dont
il s’agit sera (n® 21) Dintersection compléte d’un codne rationnel nor-
mal d’ordre p + 1 avec une quadrique ne passant pas par le sommet.

Mais si n < 2p -+ 2, on ne peut plus construire une telle courbe
d’une manieére analogue. Ponr la Of,p T de Sp41 le cdne rationnel
d’ordre p devra évidemment avoir le sommet en un poinl simple de
la courbe: pour la € de S, le céne rationnel d’ordre p — 1 aura
le sommet en un point double de la courbe; la 012)12 ' de & p—1 aura
un point triple, sommet du coéne rationnel d’ordre p — 2; et ainsi

de suite. On peut obtenir toutes ces courbes en projetant la 0;”“'2

de Sp4o déja construite par 1,2,3,... de ses points sur un Spyi,

SpySp—iyenn :

La représentation de ces courbes sur une f?+? avec un point
p-ple ® 19) montre aussi leur existence: que Von considére en
effet les 2p 4 1 intersections variables de f avec le systéme oco?tl
des courbes d’ordre p -+ 1 ayant le méme point p-ple et passant par
p -+ 1 des points d’intersection de f avec une droite donnée. Cette
série ggz;lil de groupes de points de f donnera, comme on voit tout
de suite, une T de Sp1+1 de Pespece cherchée; et si on assujettit
encore les courbes d’ordre p 4 1 & passer par 1,2,... nouveaux
points quelconques de f on aura les (i de Sy, les O™ de Sp—i s
nommsées.

24, On pourrait étudier, par nos méthodes et en partant de la
proposition donnée dans la note & la fin du n® 15, les courbes pré-
sentant cette particularité de contenir une ¢! dont les groupes de i
points appartiennent a des 8 ot k < i — 1, au lien quwa des 8.
Mais mnous nous bornerons an cas de ¢ =3,k==1, ¢. 4. d. au cas
ot il y a une surface réglée rationnelle de droites trisécantes de la
courbe., En supposant que celle-ci soit une €, normale non spéciale
de 8,_p, il suit de la proposition citée que la surface réglée sera



104 CORRADO SEGRE

normale, ¢. & d. de l’ordre # —p — 1. En outre il suit du n° 14
qu’on devra avoir n<Z2p |+ 1.

Dans la projection de la surface réglée F,' ™" sur un plan faite
par k(< m, si m est Pordre des courbes minimae de la surface) gé-
nératrices et n — p — 2k — 2 points, la (), se projettera suivant une
courbe yz—% ayant un point (n — 3k — 3)-ple et # —p — 2k — 2
point triples et en outre des points doubles au nombre de

L N8l 1) (= 3k —2)— (1 — 3k — B) (1 — S — )| —S(n— 1—2k—2)—p
2 1
=2p+1—n (%),

Et inversement toutes les courbes d’ordre » — 3k du plan ayant
les dites singularités seront les images de C, de la surface réglée
rencontrant trois fois chaque génératrice. Or le nombre des parame-
tres de ces courbes est

L {(n — 3k) (n— 3k~ 3) — (n — 3k — 3) (n— 3k— 2)} — 6 (n — p — 2k — 2)

2
—2p+1—n=4p+8—n.

Nous concluons : Une courbe non spéciale de genre p et ovdre n
<< 2p 4 1 peut étre sur une surface réglée rationnelle d’ordre n—p—1
de trisécantes. En général une surface véglée rationnelle de cet ordre
<< p contient un systéme de co®® 8" coyrbes de genre p et ordre n
rencontrant trois fois chaque génératrice (27),

De cela et du nombre des surfaces réglées rationnelles normales
de S8,—, on tire que pour une Cp, ot n="2p 41, il faut n —5
conditions pour qu’elle ait une oo! linéaire de trisécantes (%),

Turin, Janvier 1887.

(*¢) Ce résultat prouve de nouveau que pour qu’'une C;” puisse avoir une
surface réglée rationnelle de trisécantes il faut que n=S2p 4 1. Ajoutons que
ces points doubles de y seront les images de 2p 4 1 — n points doubles, qu’aura
dans ce cas la C). — Le raisonnement qui suit ci-dessus est seulement esquissé,
mais il peut étre complété au moyen du théorgme contenu & la fin du n® 19.

(®*") On voit facilement que, si m est Vordre de la courbe minima de la sur-
face réglée, on doit aveir: 3m=2n — 3p — 3.

(*®) La 2¢ Partic de ce travail, relative aux surfaces réglées, paraitra plus
tard.



