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XIX.

LE MOLTIPLICITA’ NELLE INTERSEZIONI
DELLE CURVE PIANE ALGEBRICHE
CON ALCUNE APPLICAZIONI AI PRINCIPII
DELLA TEORIA DI TALI CURVE

MEMORIA ESTRATTA DA ALCUNE LEZIONIL

« Giornale di matematiche di BATTAGLINI »,
vol. XXXVI (5% della 2® serie), 1898, pp. 1-50.

Le dimostrazioni classiche delle formole di PLUCKER tra i carat-
teri di una curva piana algebrica consistono nel considerare le inter-
sezioni di questa curva con la 1? polare di un punto generico del
piano, e con la curva Hessiana; e si riducono a vedere quante di
queste intersezioni cadano nei punti singolari della curva fondamen-
tale. Percid, volendole esporre con rigore, ed anche con rignardo a
gingolaritd superiori di quelle $olite, occorre da prima studiare la
moltiplicitdh d’intersezione di due curve piane in un loro punto eo-
mune. Questa moltiplicita d’intersezione si puo determinare in piu
modi: o direttamente, per mezzo del risultante delle due curve, dalle
cui equazioni si elimini una variabile; oppure sciogliendo le singola-
rita che le due curve hanno nel punto comune, per mezzo di trasfor-
mazioni Cremoniane (quadratiche, ad esempio); od ancora separando
i vari rami o cicli dell’'una curva che passano pel punto, e sosti-
tuendo le serie di potenze con cui essi vengon rappresentati analiti-
camente nell’equazione dell’altra curva; ecc. Questi ultimi metodi
sembrano i piu rapidi e sicuri; specialmente in casi un po’ compli-
cati, nei quali 'uso del primo metodo porterebbe a caleoli di una
lunghezza eccessiva. AIl’opposto il 1° metodo & piu diretto, ed esige
minor numero di cognizioni analitiche e geometriche; sicche sembra
il pit opportuno per una prima trattazione, in scuola, dell’ordinaria
teoria delle curve piane algebriche.

In un corso sulle singolarita superiori delle curve piane alge-
briche svolto nell’anno 1894-95, io ho appunto proceduto cosi: dopo
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d’aver studiate, per mezzo del risultante, le moltiplicita d’interse-
zione di due curve, ne ho profittato per ricavare le ordinarie formole
di PLUCKER; poi son passato alle trasformazioni Cremoniane del
piano, alla separazione dei rami o cicli per mezzo di esse, ed alla
rappresentazione analitica dei rami stessi; ed applicando infine quelle
trasformazioni e gli sviluppi in serie che rappresentano i rami ho
dimostrato le formole che estendono quelle di PLUCKER a singo-
laritd qualunque.

Qui riproduco, con qualche aggiunta e modificazione, la prima
parte di quel corso. o solo soppresso alcuni sviluppi pei quali
posso rimandare, senz’altro, ai classici trattati di SALMON, CREMONA,
CLEBSCH-LINDEMANN, ecc.; mentre ne ho conservati altri, sebbene
si riferiscano a cose notissime ed elementari, perche mi pajono essen-
ziali per ottenere un vero rigore nella trattazione, una piena esat-

tezza mnei risultati.

Torino, Settembre 1897.

L

Intersezioni di due curve piane. Moltiplicita d’intersezione (*).

1. Abbiansi in un piano due curve f, g, degli ordini », m, rap-
presentate in coordinate omogenee di punti xyz dalle equazioni
f=at oyt e+ Fayt =0
g=F8y + b1y + B9 ‘_i‘ cor Tt Pyt =0,

ove «; indica una forma di #, ¢ d’ordine n — ¢, e §; una forma delle

stesse variabili d’ordine m —j.
Eliminando y fra quelle equazioni si ha

b=y % ... 0 ... 0]=0,
0 ao...Occn...O
0 0 ... . < .. Op
Bo By o o o .
0 By « -+ . e
0 0 ... . . .. PBn

(1) Cfr. NOETHER, Rationale Ausfﬁlmm;q der Operationen in der Theorie der
algebraischen Functionen (Math. Ann., XXIII, 1883). :
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ove le linee (orizzontali) composte con le o sono In numero di m,
e quelle composte con le f sono n. Si sa che la B =0 & condiziene
necessaria e sufficiente per Desistenza di (almeno) un valore di y
(finito od infinito) che soddisfi le due equazioni f=0,g=0. Sup-
pongasi, qui e nel seguito, che le soluzioni (wyz) comuni a queste
equazioni siano in numero finito, ciot che le due curve f, g non
abbiano comune una parte (curva). In tale ipotesi, intendiamo che
il punto fondamentale x# = 2 = 0 sia preso fuori dei punti comuni ad
f e g, e anche fuori delle rette che congiungono questi punti a due
a due. Allora ogni punto comune ad f e g avra le coordinate xz, 2
soddisfacienti Pequazione R = 0; e viceversa ogni soluzione (xz) di
quest’equazione (diversa, s’intende, dalla soluzione # = z=0), od in
altri termini ogni fattor lineare di R, corrispondera ad un solo punto
comune a f, g. Quindi i punti distinti comuni ad f, g saranno tanti
quanti sono i fattori lineari distinti di R, cice le soluzioni distinte
dell’equazione B =0,

Per determinare l'ordine di R, si consideri un termine qualun-
que (non nullo) dello sviluppo del determinante che rappresenta R :
quello che proviene dal prendere dalle successive linee 17, 2%, ...,
(m A1), (m 4-2)2, ... gli elementi di posti 4, ,45,...,70 ,0550,
(ove 4,0y ...4;J5... sard una permutazione dei primi m -4 »n numeri
naturali), cioé¢ gli elementi

%1 %i—g + o+ iy ﬂjl_l ﬂj2_2 coeBi e
I’ordine di questo termine sard
(m—i D0 —i+ 20 —iatm) +
=D+ — o+ 2t — o ) =

= mn 4 22T m+1+m +”(’l+1 W‘F”)(”;—{—n—}—l)

= mn.

B dunque mn Vordine di R.

In conseguenza il numero delle intersezioni (distinte) di f, g sard
mn , oppure minore di mn: ¢io a seconda che R ha mn radici o fattori
lineari distinti, oppur no. — Invece di esprimersi cosi, si suol dire
che le curve f, g hanno sempre mn intersezioni, come R ha sempre
mn fattori lineari: basterd, per potersi esprimere in tal modo, con-
tare ogni punto O comune ad f, g un conveniente numero I di
volte, dicendo che I intersezioni delle due curve cadono in 0. La
scelta che subito si presenta per questo numero I, cioé per la mol-
tiplicita d’intersezione di f, g in un punto comune O, consiste nel-
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Yassumerla uguale alla moltiplicita c¢he ha per R la corrispondente
radice (x, 2), cioé all’esponente a cui compare in R il corrispondente
fattore lineare. Quella sara per mnoi la definizione della moltiplicita
d’intersezione I. Diremo pure che le due curve hanno in O un
incontro I-punto. ‘

2. Per avere la moltiplicita d’intersezione di due date curve -
f, ¢, prive di parti comuni, in un loro punto O, occorre dunque fis-
sare nel piano un punto 4 che non sia comune ad f, g, né sia su
alcuna retta congiungente due punti comuni; ed assunto 4 come
punto fondamentale delle coordinate # = z = 0, formare la risultante
E delle equazioni di f e g, proveniente dall’eliminazione di y: ossia,
in termini meno precisi, determinare nel fascio A il gruppo R =0
delle rette che projettano le intersezioni di f e ¢ . La moltiplicita in
R di quel fattore lineare che rappresenta la retta A0 da la molti-
plicita d’intersezione in O di fe g. _

R facile vedere, e risulterd indirettamente da quanto diremo fra
poco, che quella definizione ¢ invariantiva, non conduce a risultati
diversi se si muta il sistema di riferimento, e quindi anche il punto
A : purché sempre A soddisfi le condizioni che abbiam dette.

Si ottiene spesso qualche abbreviazione nella scrittura togliendo
Pomogeneita alle formole, ponendo cioé z =1, il che equivale a seri-
vere & ¢ y al posto dei rapporti (coordinate non omogenee) x:z e
y:z. Allora I diventa un polinomio nella sola variabile z. E la
moltiplicita ’intersezione di j°, ¢ nel punto O, esterno alla retta
# =10 ed avente le coordinate (non omogenee) x,y,, sard la molti-
plicita della soluzione # = «, nell’equazione & = 0. Cosl se O viene
assunto come punto fondamentale (origine) x =y :\O, la moltipli-

. citd d’intersezione di f e g in O sara Vesponente a cui compare la
variabile # come fattore in I, cioé lesponente del termine di grado
pitt basso del polinomio R.

Una delle due linee date sia una retta; sicche si tratti della
moltiplicitd di intersezione nel punto O, origine, di una retta y=—JAx
con una curva f, la cui equazione abbia come termini del minimo
ordine in ay termini d’ordine s (=1), cioe

S= s (@y) + Poyr (@y) + . - + @n(2y)

ove le ¢ sono forme binarie degli ordini indicati dai loro indiei. In
questo caso si otterra K con la semplice sostituzione di y = Ax in
7. Si vede cosi che la moltiplicita d’intersezione in O di f con una
retta generica passante per O & s; ed & maggiore di s solo per
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quelle rette che verificano lequazione ¢, (xy) = 0. Si dice che O ¢
s-plo per f, e che le rette ¢; ne son le fangenti.

3. Alcune proprieta del risultante di due forme binarie danno
utili proposizioni sulle moltiplicita d’intersezione delle curve.

Per ottenere rapidamente quelle proprieta conviene adoperare
Despressione del risultante, non in funzione dei soli coefficienti, bensi
in funzione delle radici di una delle due forme binarie (*). Conser-
vando le notazioni ‘del n. 1, ciog

F=atayt ... ey
0="Fo+ By + -+ Burm,

e chiamando ¥,, ¥,,..., ¥, le n radici y del’equazione f= 0, si ha
pel risultante R di f e g l’espressione

R=(—1"a"gy,)g¥)...9,) -

Cio posto, se questa si applica, supponendo che g sia il prodotto di
due o piu forme ¢',¢"’,..., essa da subito che: il risultante di f e
del prodotto ¢’ ¢''... & uguale al prodotto dei risultanti di f e ¢,
di feg'... Se invece la si applica a formare il risultante di f
e Af - ug, dove 1, u sono polinomi in y di ordini p —n,p—m,

§i ottiene che questo risultante &
(—Drmalu@)g@)...n,)9W,) =
= (— 1™ amgy)...0H,)><(— 127" gr=my(y ). .. un(y,),

cioe: il risultante di f e Af -+ ug ¢ uguale al prodotto del risul-
tante di f e g pel risultante di f e u.

Ritornando ora alle curve, e basandoci sulla definizione data
della moltiplicitd d’intersezione, deduciamo le proposizioni seguenti:

In un punto comune o due curve £, g, VPuna delle quali, per esem-
pio g, si componga di due o pitv parti (distinte o no), la moltiplicitay
dintersezione di £ e g é uguale alla somma delle moltiplicita d’inter-
sezione, in quel punto, di f con le singole parti nominate di g ().

(*) Dimostrazioni razionali (ciod senza ricorrere alle radici) delle proprietd
medesime si posson vedere nel § 11 delle Vorlesungen diber Invariantentheorie, I Band,
del sig. GorpaN.

(3) ¥intende che la moltiplieitdh d’infersezione di due curve in un punto che
non sia comune ad entrambe va posta nguale a zero. — E cosl pure, nel seguito,
Ia moltiplicith d'intersezione di dune forme di cui una si riduea ad una costante
non nulla sarad da porsi uguale a zero. .

-
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Se f,g,4, p sono forme qualunque in coordinate di punti, tali
che © prodotti Af e ug sian dello stesso ordine, la moltiplicitd, d’in-
tersezione delle due cwrve £ , € i un punto comune é uguale alla diffe-
renza fra le moltiplicita d’intersezione, nel medesimo punto, di f con
la curva A+ pg, ¢ @i £ con la curva u.

In particolare: se f, g sono curve d¢ ordini n, m, ove m=>n,
e A ¢ una forma d’ordine m — n, la moltiplicitd d’intersezione @i f,
g in un dato punto & uguale alla moltiplicita d’intersezione, nel mede-
simo punto, di £ e g - If.

4. Consideriamo, insieme con la.curva f d’ordine =, un sistema
lineare di curve d’ordine m: g+ 4,9, + ..., ove 1, 4,,... sono i
parametri del sistema. Sia O un punto di f, pel quale passino le curve
g1 94, .: per.O pasgsera pure ogni altra curva di quel sistema. Suppor-
remo che ne f né una sua parte sia contenuta in tutte le curve del si-
stema, Formiamo la risultante, rispetto alla variabile y, delle due forme
Sfeig+2,9,+ ...; laindicheremo ancora per brevitd con K. Sara
evidentemente wuna forma d’ordine mn delle variabili #,z, nella
quale i coefficienti saranno a loro volta forme di grado =
dei parametri 1,2%,,... Se il punto O & Jlorigine, # = 0 sard
una Soluzione dell’equazione R = 0, qualunque siano 1, 4,,...;
per conseguenza nella forma R il termine che contiene # coll’e-
sponente piu basso lo conterra con un esponente I>0, sard
xlzmn -T moltiplicato per una certa forma © di grado n di 1,4,,...
La moltiplicita d’intersezione, in un punto O, della curva f con la curva
genevica di un dato sistema lineare Ag -1, 8, 4 ... ha un valore I ben
determinato : si avra in O una moltipliciéa d’intersezione con f maggiore
di I solo per quelle curve del sistema lineare ¢ cui parametri annullano
una certa forma. — Non sono tutte le curve che annullano © quelle che
danno una moltiplicita d’intersezione ~>1. Se O & s-plo per f, e ’asse
# =0 & stato scelto in modo che tagli f fuori di 0 in » — s punti distinti,
i quali non siano punti base pel sistema lineare dato, la @ & anche an-
nullata da quelle curve del sistema le quali passano per uno di quegli
n — s punti. Solo dividendo @ per le » — s forme lineari di 4, 4,,... che
col loro annullarsi esprimono questi passaggi si ottiene la forma, che,
uguagliata a zero, da le curve del sistema aventi in O con f pil che
I intersezioni.

11 sistema lineare d’ordine m sia un fascio: lo rappresenteremo (to-
gliendo, per brevita di scrittura, Pomogeneita, nelle coordinate e nei
parametri) con ¢ -} ug, . L’equazione K =0 & divisibile per z!: fatta la
divisione, rimane come termine indipendente da x un polinomio in
. Consideriamo una di quelle curve -del fascio che annullano questo

25
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polinomio senza passare per altri punti comuni ad f e alla retta £=20:
una curva cio¢ che abbia con f in O pili che I intersezioni. Possiamo,
per brevitd ancora, supporre che sia la curva g, cioé la curva del fascio
per cui u=0. Per questo valore di u la funzione R:x7 verra ad esser
divisibile ancora per una certa potenza «fdi x: sicche R & divisibile
per x™t%, sono I -} ¢ le intersezioni in O di f e g. Ora un noto teorema
di CAUoHY (della continuitd delle funzioni algebriche) () applicato al-
I’equazione R:x!=0 fra x e u, la quale per u==0 ammette =0 come
soluzione ¢-pla, ¢i dice che, se u si prende convenientemente piccola in
valor assoluto (modulo), quell’equazione ammettera delle soluzioni « pie-
cole in valor assoluto quanto si vuole. Queste soluzioni corrispondono
a punti comuni ad f e g -} ug, , i quali tenderanno verso O col diminui-
re di u: giacche per ipotesi f e g non hanno altri punti in comune sulla
retta # = 0. Dunque: se¢ le curve generiche di un fascio hanno con f in O
la moltiplicita d’intersezione 1, mentre una curva particolare g del fascio
ha in O con f moltiplicita d’intersezione maggiore di I, una curva del fa-
scio abbastanza prossima @ g avra una o piw intersezioni con f diverse da
O ma prossime quanto si vuole ad O. In questo enunciato, col dire che
due curve dello stesso ordine sono abbastanza vicine intendiamo dire che,
dopo moltiplicata, se occorre, I'una di esse per un conveniente fattore,
le differenze tra i coefficienti omologhi delle due equazioni hanno i mo-
duli minori di un conveniente limite. — Ponendo una certa condizione,
possiamo precisare meglio. Supponiamo che, dopo tolti da K, mediante
divisione, tutti i fattori che dipendono. dalla sola x e non da u (rappre-
sentanti quei punti che stanno su f e su tutte le curve del faseio), il di-
scriminante della nuova funzione di # non sia nullo identicamente: ba-
stera percio che vi sia una curva del fascio, la quale, fuori dei punti base,
incontrs £ in punti tutti distinti (5). Allora il teorema sulle funzioni alge-
briche gia adoperato da un risultato piti preciso: poiche per pu=0 T’e-
quazione che noi consideriamo ha la soluzione # = 0 come i-pla, per u
abbastanza piccola in valor assoluto essa ammetterd esattamente ¢ di-
verse radici  di modulo minore di un limite dato ad arbitrio, purche.
convenientemente piccolo. Dunque, nella fatta ipotesi, potremo dire che:
se la curva particolare g del fascio ha in O con f la moltiplicita d’inter-
sezione I 41, una curva del fascio abbastanza prossima a g avra preci-

(*) Cfr. ad esempio BrioT et Bouquur, Théerie des fonctions elliptiques, 2¢ 6d.,
pi 81; JorpaN, Cours d’analyse, 20 éd., t. I, p. 342,

(%) 8i potrebbe dimostrare, ma cid esigerebbe gualehe considerazione un po’
pitt lunga — e d’altronde non i occorre qui —, che questa condizione ® sempre
soddisfatta se f non ha componenti multiple.
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samente i intersezioni con £, distinte fra loro e da O, prossime quanto si
vuole ad O.

Tutto cid vale anche se T = 0. Ne possiamo trarre una nuova defi-
nizione per la moltiplicita d’intersezione ¢ di due curve, f d’ordine =, e
g d’ordine m ,in un punto comune O: nell’ipotesi che I'una di esse, ad
esempio f, sia priva di parti multiple, e non abbia alcuna parte comune
con l’altra. Un fascio generico di curve d’ordine m, nel quale stia g,
sard tale che la curva generica del fascio tagliera fin mn punti, tutii
distinti e variabili: invero f & cosl incontrata, ad esempio, da una curva
d’ordine m composta di m rette convenienti (non passanti pei punti mul-
tipli di f, ne tangenti ad f, né incrociantisi su f). Quel fascio d’ordine
m & dunque nelle condizioni dianzi supposte. Inoltre ¢ qui =10, per-
ché O non & punto base del fascio. Abbiamo dunque la proposizione se-
guente: Sia i la moltiplicita d’intersezione in un punto O di due curve f,
g degli ordini 1, m, tali che £, ad esempio, non contenga parti multiple,
né abbia parti comuni con g; una curva d’ordine m, abbastanza prossima
a g, e generica, vale a dire tale che tagli f in mn punti distinti fra loroe
distinti dai punti comunt ad T e g, avra precisamente 1 di queste interse-
zioni con f prossime quanto si vuole ad O. — Questa proposizione mette
bene in chiaro la natura geometrica, invariantiva, di quel numero che
abbiam chiamato « moltiplicitd d’intersezione»; e da ragione di questo
nome.

II.

Determinazione della moltiplicita d’intersezione in alcuni casi.

5. Occupiamoci della moltiplicitd d’intersezione delle due curve f,

¢ nel punto O, supponendo che questo sia s-plo per f ed r-plo per g.
Assunto O come origine, dovranno tutti i termini di f contenere x,y
almeno a grado s; per conseguenza la a; del n. 1 quando ¢<s conterra
il fattore x*—i. Similmente la fj per j<Cr conterra il fattore ™/, La
moltiplicita d’intersezione in O di f e g & data dall’esponente della po-
tenza di « che entra come fattore nel determinante & del detto n. 1. Per
ottenerla moltiplichiamo le prime » — 1 linee (orizzontali) di quel deter-
minante rispettivamente per ™1, #™2,...,2, e le s — 1 linee di posti
(m 1), (m+2),... rispettivamente per «*—',a2*<2,...,2. Con cio la
1* colonna (linea verticale) diventera divisibile per a7+, la 2* colonna
per x"+52, ..., la (r 45— 1) per x. Ne segue che E contiene x a po-
tenza almeno uguale a '
r+8r+s—1) rr—1) s(s—1)

2 R

= 8.
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Dunque: la moltiplicita d’intersezione in un punto é maggiore od uguale
al prodotto delle moltiplicita che nel punto hanno le due curve.

6. Importa stabilire in quali casi quella moltiplicita d’intersezione
di f e ¢ sard maggiore del prodotto rs. A tal fine ci serviremo di un
procedimento dovuto al sig. Voss (8).

La detta moltiplicitd d’intersezione & maggiore di rs quando nel
polinomio R & nullo il coefficiente del termine in x™. La questione si
riduce dunque a calcolare questo coefficiente. Ora cio si puo fare nel
geguente modo. Si operino nel determinante R le moltiplicazioni e divi-
sioni, indicate dianzi (n. 5), di linee e colonne per potenze di x, il cui
effetto sara di dividere R per ™ ; indi si ponga nel risultato #=20: si
avra cosi il coefficiente cercato.

Riseriviamo il determinante R, separandone le linee in quattro
gruppi, (1) di r linee, (2) di m —r, (3) di s, (4) di »—s; e le colonne in
due gruppi, cioe (I) di » s, (II) di m 4 n —r — s; cosi:

@ 11
R = Gy %y e oe s Opys1 | Opis Opfstl =+ + - 0
0 Og o+« Opgg-g| Fpgs—1 OGris
®)
0 0 C.. O Olg1 Cst2 N
0 0 o . s Olg—q (o7} Ost1 R ()
0O 0 ... azg s Ol P 1]
(2)
0 0 . . . Ay,
Bo B -+ Brs—i|Bris  Prren
0 ﬂo LI Igr-}—s—z ﬂr—{—s—l ﬁr-}—s
(3) . . e e e . . .« .
0O o0 ... B ﬁr-}-l ﬁy+2 ... 0
0 0 ... B |P Bria
0 0 N ﬁ7~_2 ‘ ﬁr——l ﬁr
(4) . . e e . . e e
0 0 ... . . . e B

(6) V. ap. 533 del t. XXVII (1886) dei Math. Ann, (Tengo conto anche di una pic-
cola semplificazione indicata dalsig. NorTHER a p. 144 del t. XL degli stessi Annali).
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serivendo ¢,4s,... S’ intende che quando venisse una a con indice
> n, sarebbe un simbolo che sostituisce lo zero; e analogamente
per le f. — Mettiamo ora in evidenza nelle & e § i termini pin
bassi rispetto ad x; sia cioe, ordinando secondo le potenze crescenti
di # (e ponendo per brevitdh z =1),

per i< s, =t ..
i=>s, o= a; + .
j<r, Bi=bjari4...
j=zr,  Bi=b+...,

e vediamo che cosa diventano queste quantitd nei singoli posti che
oceupano nel determinante R, quando su questo si facciano le ope-
razioni che abbiam dette. La a; (dove ¢ si prende ad arbitrio) sta
in ogni linea dei gruppi (1) e (2). Consideriamola nella k-esima
linea di R: sard evidentemente nell’incontro di questa con la co-
lonna (i + k)-esima. Supponiamo da prima che questa faccia parte
del gruppo di colonne (I): sara dunque ¢4+ k<<r -+ s. Allora se
k> r, ciot se l'elemento «; si prende nella regione (I2) del deter-
minante R, sard ¢ < s; e poiche - quell’elemento non subisce allora
altre operazioni che la divisione per a"+s—i—* dopo di questa con-
terra ancora x a potenza (8 —¢)—(rfs—i—ky=%k—r, che &
per ipotesi > 0: dunque facendo poi # = 0 esso svanira. Svani-
scono dunque tutti gli elementi della regione (I2). — Invece se
k<r, ciod se o; si prende nella regione (I1), essa viene prima
moltiplicata per «"—* e poi divisa per a"t*——%: in conclusione ri-
mane divisa per «*~*. Quindi, se ¢<Cs, posto x =0, rimarra
in quel posto a;; e se invece ¢>s la divisione per #*—% fa sl
che, ponendo poi & =0, quell’elemento si annullerd. — Analo-
gamente: nella regione (I4) tutti gli elementi svaniranno; e mnella
(I3) rimarranno solo, e saran da sostituirsi con b;, quelle §; ehe
hanno Pindice j<<r (al posto delle altre si metteranno degli zeri).
— Venendo al gruppo di colonne II, e pilt precisamente alle
regioni (II2), (II4), i cui elementi non hanno subito né molti-
plicazioni ne divisioni per potenze di x, quando vi si ponga
2=0 le «; diverranno 0 se ¢< s e si ridurranno ad a; se 1 >=s;
ed analogamente per le f;. -— Sviluppando ora il determinante
R cosi modificato, secondo i determinanti d’ordine r s e m 4+ n —
— r — s estratti rispettivamente dai gruppi di colonne (I) e (II),
Punico determinante non nullo che si avra dalle (I) sard quello
che proviene dalle linee (1) e (3): e si conclude che il coefficiente
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del termine in ™ nel polinomio R di x &

Uy Ay ... Qg 0 ... 0 |><|as tgyy ... - 0 ...0
0 a ... @4 a ... 0 0 a e lpy Ay ... 0
o o0 ... . O 2 0 0 . e @y,
by b, ... . . ... 0 by bpyy ... . . ce. 0
0 by... . O 0 b, O
o 0 ... . e e b, 0 0 T

Ora i1 1° di questi determinanti ¢ il risultante delle equazioni
s =t oty .o Fay =
wye=bya" + by + ...+ by =0,
le quali rappresentano (n. 2) i gruppi delle s ed r tangenti in O ad
f e g: il suo annullarsi significherebbe dunque che queste curve

hanno una tangente comune in 0. Ed il 2° determinante & il risul-
tante delle equazioni

s+ g1y + ... Fa Yy =0

b+ by + .o F by =0,
le quali determinano le intersezioni di f e ¢ con la retta x=0,
dalle quali sia tolto il punto O contato rispettivamente s ed » volte.
Per Vipotesi (n. 1) che il punto fondamentale 4 non stia su alcuna
retta congiungente due punti comuni ad f e g, quest’ultima coppia
di equazioni non pud ammettere una soluzione y comune, all’infuori
eventualmente della soluzione y = 0, che si avrebbe nel caso che
la retta »==0 fosse tangente in O ad ambe le curve. Del resto,
per poter d’or innanzi dire che quel 2° determinante & essenzial-
mente diverso da zero, converremo che il punto fondamentale A
sia preso fuori delle tangenti comuni ad f e ¢ in O: sicche la retta
2 == 0 non sardi mai fra queste tangenti. — Concludiamo finalmente :
La condizione necessaria e sufficiente perché la moltiplicita d’intersezione
delle due curve nel punto O, r-plo ed s-plo per esse, sia maggiore del pro-
dotto rs , & che le curve abbiano ivi almeno una tangente comune.

7. Poniamo ora che effettivamente f e g abbiano comune una
tangente ¢ in O . Si tratterd, in questo n.” e nei seguenti fino al
n. 12, di applicare procedimenti simili a quelli dei n.! 5 e 6 alla de-
terminazione della moltiplicitd d’intersezione di f e g in O, in vari casi,



L MOLTIPLICITA NELLE INTERSEZIONI ECC. 391

Da prima introduciamo solo la considerazione di un numero
h =1, tale che la tangente ¢ abbia in O con f e con g delle molti-
plicita d’intersezione rispettivamente =s 4% e = r—4 k. Assunta
la ¢ come asse y = 0, quell’ipotesi equivarrd a dire che o, contiene
come divisore non solo #* ma x*+*, e che similmente f§, contiene
il fattore a"+"; ossia che son nulle le costanti @, € b, e si ha

ag=axth 4. ..
fo=Dbarth ...

Operando allora sul determinante R come s’¢ fatto al n. 5 si ot
tiene mnegli elementi della 1* colonna la x elevata a potenza supe-
riore di & a quella che si aveva allora. Dunque: la moltiplicita d’in-
tersezione di due curve in un punto r-plo ed s-plo per esse, con une
tangente comune ad incontro almeno (r -+ h)-punto ed (s - h)-punto, ¢
maggiore od uguale a rs 4+ h. :

Per vedere poi quando & che quella moltiplicita ¢ maggiore -di
rs -~ b, operiamo come al n. 6, con la sola modificazione di dividere
la 1% colonna per a"+s+*~! anzi che per a™+*—1. Allora come coeffi-
ciente di «+* nel polinomio R si ottiene quello stesso prodotto di
due determinanti che nel n. 6 si era trovato come coefficiente di
a7 : con la differenza che ora nella 1* colonna del 1° determinante
in luogo di @, e b, si dovrd scrivere a e b (mentre nelle altre «, e
b, assumono il valore zero). I1 1° determinante & dunque

@ A @y ... 0 l=(ab, —a;b)><|a; ay ... 0
00 a a ... 0 0 a ... 0
00 0 a ... 0 : .
0 0 a
0O 0 0 0 ... a | ‘ b, b, ... 0
b b, by, by 0 0 b 0
0 0 b by 0
0 0 0 b 0 0 0 by
00 0 0 ... D

ossia & uguale al prodotto di (ab, — @,b) pel risultante di
Al -ty . Ayt l=0,
biar—t + b2y +...F by t=0,
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cioe dei due gruppi di s —1 ed »r — 1 tangenti in O ad f e g, che
rimangono togliendo (una volta) la ¢ dai gruppi ¢; e vy, di s ed »
tangenti. Quanto al 2° dei determinanti su nominati esso rimane
quale era mnel n. prec.; e quindi, come vi si disse, essenzialmente
diverso da zero. Concludiamo che: la moltiplicita d’intersezione &
superiore ad rs +h: 1% gquando coincidono wuna delle s — 1 tangents
in O ad f che rimangono oltre alla t ed una delle v — 1 tangenti in
O a g che rimangono oltre alla t; 2°) quando, assumendo O come
origine ¢ la tangente t come retta y =0, cosicché le equazioni delle
due curve, ordinate secondo le potenze crescenti delle wvariabili, siano

f=arsth+ .. +yl@mar—24..)+...
g=batr Lyl ),
st abbia
aby — ab =0 ().

Merita di esser rilevato il caso seguente, che ci si presentera
nelle applicazioni, Se a =0 e b non & 0, la condizione ab, — a,b=10
si riduce ad @, = 0. Ora .« = 0 gignifica ¢he f ¢ ¢ hanno in O mol-
tiplicita d’intersezione maggiore di s 4-h; mentre a, = 0 significa
che ¢ assorbe due (almeno) delle s tangenti in O ad f. Dunque:
s¢e O é splo per f,rplo per g, ¢ t ha trn O moltiplicita d’interse-
zione T4+ h con g, e >8-h con f, la moltiplicita d’intersezione
in O di f con g é maggiore di rs +h solo quando wuna delle s — 1
tangenti in O ad f che rimangono oltre alla t sia pur tangente in O
@& g: in particolare quando t assorbe due (almeno) delle s tangenti
m O ad f. _

Cosi se s =1, f avrda come unica tangente la ¢, e la molti-
plicitd d’intersezione di f e g nelle fatte ipotesi non potra essere
maggiore di r - h. Ponendo + - h==Fk, lipotesi che la molti-
plicitd d’intersezione in O di fe ¢ sia >s+h risulterd certo
soddisfatta, se supporremo che la detta moltiplicith d’intersezione
sia > k. Adunque: s¢ la curva g passa per O con moltiplicitd qua-
lunque, avendovi tncontro k-punto con la vetta t, mentre la curva f
passa  semplicemente per O, avendovi incontre piv che k-punto

con la tangente t, la moltiplicita d’intersezione di g, f in O sard
esattamente k .

(") Questa relazione tra i ocoefficienti delle due curve, e cosl altre che incon-
treremo poi, esprimono dei contatti superiori (osculazioni) che hanno luogo fra quei
rami (o cicli) delle curve f e g i quali son tangenti in O a ¢,
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8. Abbiamo osservato or ora che: se la tangente comune ¢ ad
f e g nel punto O s-plo, r-plo, ha ivi incontro (v 4 h)-punto con ¢,
ma pitt che (s 4 A)-punto con f, ed inoltre assorbe almeno due delle
s tangenti ad f in O, allora le intersezioni in O di f e g saranno
almeno rs 4 I -+ 1. Esaminiamo ora in quali casi queste interse-
zioni in O siano in numero maggiore di quello.

Le ipotesi fatte per la tangente t di f equivalgono a mettere
nel n® preced. @ =0, ¢, = 0. In conseguenza poniamo:

wp=a ettt L, o=t .,

conservando pel resto le notazioni di prima. Si facciano ora nel
determinante R le stesse moltiplicazioni di linee per potenze di x
che si fecero al n. 5: col solo divario, che la linea di posto m -} 1
si moltiplichi ora per #* anzi che per x*—!. Diventera allora la 12
colonna divisibile per a7+s+% (anzi che per a'+5—1), la 2* per xr+5—1
(anzi che per a™+*—2), e poi le altre colonne per le stesse potenze
di # come al n. 5. Eseguite quelle divisioni, ¢ posto poi # =0, si
ba, operando come ai n. 6, 7, che il coefficiente di #*+*+1 in R
¢ il prodotto di un determinante essenzialmente diverso da zero pel
seguente determinante (d’ordine r 4 s):

i

a ay s as ay s 0
0 0 0 o s oy 0
0 0 0 0 as s 0
0 0 0 0 0 as Ce 0
0 0 0 0 0 0 s
b by 0 0 0 0 0
0 b1 by be bs by 0
0 0 0 by by by 0
0 0 0 0 h by 0
0 0 0 0 0 0 R b,

Questo, sviluppato secondo le prime tre colonne, risulta uguale al
prodotto di

/5] b2 gh—1 + bl (CL’ bl —_ a,’l b)
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pel determinante. risultante di

ara* =2 4 gy ..y =0,
bliﬂr”l + bz.ﬁ?""'zy —+— ‘e —{-— bryr—-l = () 3

ciod risultante dei due gruppi di s — 2 ed » — 1 tangenti in O ad
J e g, che rimangono togliendo ¢ due volte dal gruppo delle s tan-
genti ad f, e una volta dal gruppo delle r tangenti a ¢g. Dunque:
Se le due curve f, g hanno comune, nel punto s-plo, r-plo O, una
tangente t, la quale abbia con g in O incontro (r -+ h)-punto e conti
fra le T tangenti di g in O solo unae volta, menire abbia in O con f
incontro pit che (s -+ h)-punto, ed inoltre conti due volte almeno fra
le s tangentt ad f; la moltiplicita d’intersezione di £ e g in O sara
almeno uguale a rs + h 4 1. H sara maggiore solo nei casi sequents :
1% quando f ¢ g abbiano comune un'wlteriore tangente in O; 2°) se
h=1, sicché

B A A (L R alt SIS I S VL (/0 o SR I N
g=ba+l 4 ...+ ybart. )+,
quando sia soddisfatta la condizione
a, b —a b 4 a' b2 =0;
3% se h > 1, sicche
f=d ot . Fymes .00
gsz"“] + iyt ).
quando siq

ar'bl - (lib = 0.

9. Possiamo, sempre seguendo lo stesso metodo, ottenere
una proposizione pil generale di quelle stabilite al n. 7. Sup-
poniamo cjoeé, non solo, come ivi s’era fatto, che le due curve
f, g abbiano comune la tangente ¢(y = 0), per modo che le mol-
tiplicita d’intersezione in O di f e g con t siano maggiori od
uguali a s + & ed » 4 kh; ma, di pit, che ¢ conti fra le s tangenti
di fin O e fra le » tangenti di g in O un certo numero di volte,
maggiore od uguale a 7: sicche le forme ¢; e vy, siano divisibili
“per ¢ (ed & T<<7,7<s). Sard allora da porre nel n. 6

0’/0:(1'1=---=“z—1=0

bo="b=...=b,_; =0;
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ossia, oltre alle ipotesi del n. 7
oy = aa*th 4 ..,
fo=barth 4 .. .‘,
avremo ora, se si esclude il caso di v=1 gia trattato nel n. 7,
per 0 <li<=w oy = ajai L
per 0 <j <= Bi=bjar—t 4 ...,

mentre poi per i valori di ¢ e j che sono =7t adoperiamo ancora
le espressioni (primi tfermini) di «; e §; date nel n. 6. Nel pri-
mitivo determinante K si avra cosi la prima colonna col fat-
tore # a potenza superiore di h unita, e poi le successive co-
lonne fino alla z-esima (inclusa) col fattore x a potenza superiore
di un’unitd, rispetto a  quelle che si avevano ai numeri 5 e 6.
In conseguenza, mentre allora si trovava in R il fattore a7,
ora 8i vede che vi sard x elevato almeno alla potenza rs - h -
Fr—1.

Ma ¢& facile riconoscere che se, oltre ad essere 7> 1, &
anche # > 1, come per ora supporremo, in K entrerd & a po-
tenza vs 4 h 4 z. Basta percid modificare lievemente le mol-
tiplicazioni adoperate mnel n. 5 delle linee di K: moltiplicare
ciod le prime » — 1 linee rispettivamente per ar, ™2, 2" 3, ..., %
e le s —1 linee di posti (m 4+ 1),(m 4 2),... per %, 2°2,
x=3,...,2. In tal modo la 1* colonna diventa divisibile per
grtsth la 2% per a"+¢ (merceé lipotesi che sia k> 1), la 32 per
arts=2, ..., la v-esima per art>—*+1, la (v-} 1)-esima per a"+s—;
e poi la (v 2)esima solo pit per a+—"—2, la (r-} 3)-esima
per arti—==3 . . la (r4 s —1)esima per x. Si vede cosi che
effettivamente R nel caso attuale & divisibile per arstite,

Per determinare poi il coefficiente del termine di grado
r$ +~h47 in R, facciamo le moltiplicazioni di linee e divi-
visioni di colonne per potenze di 2, ora indicate; indi poniamo
x=0. Accadrd anche questa volta, come al n. 6, che tufti
gli elementi delle regioni (I2) e (I4) svaniranno. Per conseguenza
il coefficiente cercato risultera ancora come prodotto di due deter-
minanti: di cui Puno, composto con le due regioni (II2), (II4),
i cui elementi non hanno subito modificazioni di sorta, non
puo annullarsi (come si disse al n. 6); e laltro, d’ordine » - s,
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sara:
a o o o0 0 ... a 0 0 0 ... 0
0 ar®™? ai a) @y ... @1 @ Qi1 Qg2 ... O
0 0 0 @ a) ... ary 0 a, gy .. 0
0 0 0O 0 a ... a3 0 0 a, e 0
0 0 0O 0 0 ay
b b O 0 o0 ... b 0 0 0 N |
0 ba"2 by by by ... by b, by by ... 0
0 0 0 B by ... bl 0 b, byy ... 0
0 0 0 0 b ... by 0 0 b, ... 0
0 0 0o 0 0 .. . . . . e o b,

Per sviluppare questo determinante occorre distinguere due casi,
secondo che t & maggiore od uguale a 2.

Sia 7> 2. Allora, sviluppando anzitutto secondo i determinanti

egtratti dalle colonne 1%, 2% 3% (7| 2)-esima, si ha (astraendo
dal segno):

(abi—aid) (a1, —ab)>< [ay a; af ... @iy @, @yy Cqp ... O
0 aiah ... a3 0 @ dpyq ... 0

00 a; ... a;_4 0 0 o,

00 0 .... R . el Ogl e
by by by oo. bio by bpgq byge ... 0
0 by by .ov by 0 b, beyqg ... 0
0 0 b ... by 0 0O b, ... 0
000 .... .. . . by

Si sviluppi poi questo nuovo determinante secondo i determi-
nanti di 2° ordine estratti dalle colonne 1* e (z — 1)-esima, il che
da il fattore (ajb, — a,b1); poi secondo quelli estratti dalle at-
tuali colonne 2* e z-esima, il che da una seconda volta quel fat-
tore; poi secondo quelli estratti dalle colonne 3* e (z 4 1)-esima;
e cosl via, fino allo sviluppo secondo le attuali colonne di posti
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(t —2) e 2(z—2), il che did una (r — 2)-esima volta quello stesso
fattore (a1b, — a,bi). Si ottiene cosi (ab; — a1d) > (a1 b, — a,by—1

moltiplicato pel determinante d’ordine # - s — 27

a, Oyt R |
0 a, gy - - . 0
0 0 0 .. Qg
b, [ byyo ... 0
0 b, by .. 0
0 0 0 v .. by

che ¢ il risultante dei due gruppi di (s —7) ed (r — 1) tangenti
ad f e g in O, che rimangono togliendo la ¢ contata t volte
dai gruppi ¢s e y, di s ed r tangenti.

Sia invece 7 = 2. Allora lo sviluppo del determinante primi-
tivo secondo le prime quattro colonne risulta uguale al prodofto di

22 (aby — ag b — (abj — aib) (a1 by — asb})

pel determinante risultante ora scritto (nel quale si ponga 7= 2).
Quindi: se ¢ h> 2 non si avra nessuna modificazione essenziale
nel coefficiente che si tratta di esaminare in R, lo si otterra
cioe¢ dal caso precedente ponendovi t=2; ma se invece & h =2,
si ottiene in quel coefficiente il seguente fattore, al posto di quelli
che si avevan prima:

(aby — as b2 — (aby — a1 b) (a1 by — as by).

Concludiamo 1a seguente proposizione:

Le due curve f, g abbiano nel punto s-plo, r-plo O una tangente
comune t, la quale nel numero complessivo, s od 1, delle tan-
genti in O conti almeno t volte, essendo T>1; e la quale inoltre
abbia con f e g, nel punto O, moltiplicita d’intersezione almeno
uguale ad s 4 h, ed r4h, essendo h>1. La moltiplicits &in-
tersezione di £ ¢ g in O sara maggiore od uguale ad rs+ h -4 7.
Sard maggiore solo wnei casi sequenti: 1% Quando si abbia un’ul-
teriore coincidenza di una tangente in O ad f con wuna ftangente in
O a g; 29 Quando, assunto O come origine ¢ t come vretta
y =0, sicché le equazioni delle due curve, ordinate secondo le po-
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tenze crescentt di y e (subordinatamente) di x, siano
f=awrth . fyaiet .. ) F PR @t L )
ty e ) (e )
g=bath 4. fyrem . )2 L) 4
g G )y b L )

risulti verificata o Puna o Valtra delle relazioni seguenti:
aby — a1 =0
ab, —a,by =0,

purché perd non siano in pari tempo v ed h uguali a 2; 3% Quando
1=h =2 ed inoltre, conservando le notazioni precedenti, ha luogo
la relazione:

(aby — agb)? — (abi — a1 D) (a1by — a3 b)) = 0.

10. Esaminiamo ora il caso che sia =1, con 7z qualunque.
Facendo le stesse moltiplicazioni che si sono adoperate nel prece-
dente n. 9 di linee di R per potenze di x, diventa la 12 colonna
divisibile per a1, la 2% per a7+*—! (anzi che per 271t%), e poi la
32 per #"t*—% e cosl via, come nel n. 9. Eseguendo queste divisioni,
indi ponendo @ = 0, si ha che il coefficiente del termine pitt basso
in B, cio¢ del termine in z™+*, & uguale al prodotto di un deter-
minante, non nullo, proveniente dalle colonne (I1), per quest’altro
determinante : ’

a 0 0 0 0 ... a 0 0 0 . 0

0 a a ay a3 ... 1 @ Cgpq  Cgpo 0

0 0 a a a ... a5 0 a, (g 0

0 0 0 a af ... a3 0 0 , 0
0O 0 0 s | .
0O 0 o0 b, 0 0 0 0

by by by ... by b by bgs ... 0
b by by ... bis 0 b, by ... O
0O b b ... b3 0 0 b, oo 0

[ e 2~ B )
=R R — T -]
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E questo, sviluppato secondo i determinanti di 2° ordine estratti
dalle linee 1* e (m - 1)-esima, poi secondo quelli estratti dalle
attuali colonne 2* e (v - 2)-esima, 3* e (v + 3)-csima, ..., r-esima
e (2¢)-esima, risulta uguale al prodotto di (ab, — a,b)° pel deter-
minante risultante dei due gruppi di s — 7, — v tangenti di f e
g in O che rimangono oltre alla ¢ contata t volte. Dunque:

Se le due curve f,g hanno nel punto s-plo, r-plo O wne, tan-
gente  comune, la quale conti un certo numero di wvolte =1t fra le
8,1 tangenti di f,g in O, la moltiplicita d’intersezione delle due
curve in questo punto sara almeno wuguale ad T84 tv; e sara mag-
giore: 1% quando si abbia wun’ulteriore coincidenza di una tangente
in O ad f con una tangente in O a g; 2° quando, assunto O
come ovigine e t come retta y=0, siccheé le equaziont delle due
curve, ordinate secondo le potenze ascendenti delle variabili, siano

f=art 4+ .. . Fy @7+ ..)4...
g=brtl 4+ ... Ly e+ 0+ ...,
risulti verificata la condizione

ab, — a,b=0.

11. In particolare, se a=0,a,=0, ciot se la tangente ¢
ha con f in O incontro pitt che (s -+ 1)-punto, ed in pari tempo
conta pint che 7 volte fra le tangenti di f in O, la condizione
precedente ¢ soddisfatta; e perd la moltiplicita d’intersezione di
f,9 in O sary almeno uguale ad rs 474+ 1.

Importa, per qualche applicazione, esaminare ancora quando
¢ che quella moltiplicita sard maggiore di questo numero: al n. 8§
s’era fatta la ricerca analoga per r =1 ed h qualunque. Poniamo,
oltre alle notazioni gia introdotte,

w=a &>+ ...; o, =aavH |,

Moltiplichiamo poi le prime »-—1 linee di R rispettivamente
per a'! (non pit &"), #™*, ...,x, e le s — 1 linee di posti (m + 1),
(m -+ 2),... ancora per x*, 2’2, =%, ..., x. Si potra, dopo civ, di-
videre la 1* colonna per o'+t la 2% per a"+—1, la 3* per
=2, ..., la (v + 1)-esima per ™+, la (r | 2)-esima per
=2, la (v + 3)-esima per «"+s—*—3, ... Ponendo mnel deter-
minante cosi oftenuto x = 0, si ottiene per coefficiente di a™+++1,
nel termine pitt basso di R, il prodotto del solite determinante
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estratto dal gruppo II di colonne pel determinante seguente:

! 1 !

o @y ab ay ay ... a. g1 Opqs Gz ... O
0 0 a ay @ ... a,_; O Gop1 ey oon O
0 0 0 af ab ... o 0 0 g1 ... 0
0O 0 0 0 af ... a,_3 0 0 0 e 0
0 0 0 0 0 as
b 0 0 0 0 b, 0 0 0 0
0 b b by by ... bi_g b biyr bops 0
0 0 b b b ... by 0 b by ... 0
0O 0 0 b b ... bl O 0 b, 0
o o0 0 0 0 ... . . . . oo b,

Sviluppiamo questo determinante secondo i determinanti di 3° ordine
estratti dalle colonne 1%, 2% (7 -|- 2)-esima. Se r=1, il solo determi-
nante non nullo che si estrae da esse vale (ay b — a3 bby o b?) . Se
invece v>1, esso vale — b(arb, — @.11b); e proseguendo in tal
caso lo sviluppo, secondo i determinanti del 2° ordine estratti dalle
colonne 3* e (r -+ 3)-esima, 4* e (v -} 4)-esima,..., (z | 1)esima e
(2t -} 1)-esima, si ottiene ogni volta un nuovo fattore {(a;b, — ¢,410).
In conclusione il determinante primitivo risulta uguale al prodotto
di (ag b — a) bb, 4o b:f) se =1, oppure di — b(a;b, — a, 41 b)* se
7> 1, pel determinante d’ordine + 48 — 27— 1:

Ay gy Apig oo 0
0 Argyr U2 o e 0

0 0 0 ce. g
b, br+1 b,+2 R |
0 b, biyg ... O

0 0 0 cee by

Questo determinante non & nullo se le due curve f, ¢ hanno comune
in O soltanto la tangente y = 0, e se questa fra le tangenti di ¢
conta soltanto z volte. Concludiamo:
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Se le due curve £, g hanno nel punto s-plo, r-plo O una tangente
comune t, la quale abbia con g in O incontro (r -4 L)-punto soltanto, e
conti fra le tangenti di g in O esattamente t volte, mentre fra le tan-
genti di { in O conti un numero di volte maggiore di v, ed abbia con f
in O incontro piv che (8 -+ 1)-punto, la moltiplicitd d’intersezione in O
delle due curve sard almeno uguale a r8s v+ 1. B sard maggiore di
questo numero solo net casi seguenti: 1°) quando f e g abbiano comune
un’ulteriore tangente in O; 29 nel caso 2° dellenunciato del n. 8
cioé quando T =1 ed ¢

f=dot L. .. Ly@me .. )t P4 )+,
g=brt + ... fybraF..0)F ...,

dove

2

| b’ — aibby + a'b} = 0;
3% se v>1, ed &

S=...Fylmae 4+ .. 04+ . .. F oyt @+ .. )+ ...
g=bartt 4y )+,
quando si abbia
a1 b, — a1 b=0.

12. In casi speciali il procedimento seguito negli articoli precedenti
potra dare risultati anche pint precisi per la moltiplicita d’intersezione
di due curve. Cosl tratteremo ora espressamente il caso che il punto
comune O sia semplice per wna curve, ¢ multiplo comunque per Valtra.

La curva g abbia O semplice, con la tangente y — 0 ad incontro
i-punto. La curva f abbia in O meltiplicita qualunque (>>1); e indichia-
mo con k la moltiplicita d’intersezione in O di J con la tangente y =10,
e con ! Vesponente pitt basso a cui compaja la @ nei termini di f che
contengono y al primo grado (3). I per mezzo dei tre caratteri by kyl
che noi esprimeremo (quando cio risulterd possibile) la moltiplicita
d’intersezione di f e.g in O.

Le equazioni di f e ¢, ordinate secondo le potenze crescenti di
Y, e subordinatamente secondo le potenze erescenti di x, saranno:

f=@ 4. )y @ 4+ ) Pt ) F P gt
g=00 + .. )yl )Tl )by Oy )

(8) Si pud dare di questo carattere 7 un significato geometrioo, proiettivo, ricor-
rendo alla teoria della polaritd (sulla quale ritorneremo in segnito). Prima si os-
servi che, con una trasformazione della sola coordinata x, si pud sempre ottenere
che sia ! << k. Dopo ¢id si polrd dire che 1 & la moltiplicitda d’intersezione in O
della retta y = 0 con le curve prime polari generiche rispetio ad f . '

26
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ove i coefficienti a,a’, b, b, sono essenzialmente diversi da zero. For-
miamo la risultante R di f e g rispetto ad y: e, poich® si tratta solo di
conoscere quel termine di R che & piu basso rispelto ad x, limitiamoci
a scrivere in ciascun elemento del determinante il termine pitt basso
rispetto ad . Abbiamo cosl:

ax* a’xt ay ag a, a
0 axt a’x a, ag o,
axt a2 aqy tty e
0 ax* a’a’ @y
bt b, b, by b, by .
ba b, b, by b,
0 0 b, b, b :
0 0 0 bat b, b, e

Sviluppando secondo le prime due colonne, si vede che al detto termine
di B d’ordine minimo rispetto ad x contribuiranno quelle due colonne
" col pil basso, o coi pit bassi, tra i seguenti fattori
ax® .o, , bat - &'t bat - bat,

purche perd dalle rimanenti colonne si possa estrarre un fattore (com-
plemento algebrico) non nullo, per formare quel termine di E. Se sup-
poniamo inoltre che quest’ultimo fattore sia indipendente da #, — ipo-
tesi che poi riescird giustificata in certi casi determinati, — esso non
mutera ponendo x =0 nelle dette colonne 3%, 4%, ... Dunque il termine
cercato di R entrera tutto in questo nuovo determinante, ottenuto dal
precedente con la modificazione ora detta, e con un’altra ovvia:

ax* a’at a, aq a, ay
0 0 ay ag a,
0 0 0  a a .
0 0o 0 0 a :
bt b, b, by b, by .
0 bt b, b, by b,
0 0 0 b b, b
0 0 0O 0 b b . .
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Sviluppiamolo secondo le prime tre colonne; e tralasciamo nel de-
terminante del terz’ordine fornito da esse il termine in a+¥, che
non puo contribuire a dare il termine pilt basso di B, perché &
pitt elevato che quello in a*. Otteniamo il prodotto del trinomio
abl&* — a’ bb, P -+ a. b 2™
per un nuovo determinante, che & il risultante dei gruppi di punti
d’incontro della retta # = 0 con le curve f e g, dai quali si tolga
il punto O contato rispettivamente 2 volte ed 1 volta: questo risul-
tante si pud supporre essenzialmente diverso da zero. Dobbiamo ora
distinguere due casi, secondo che a, & diversa da zero, oppure &
nulla; cio¢ secondo che O ha per f moltiplicita uguale a 2, op-
pure maggiore. Se & a, == 0, esisteranno effettivamente nel deter-
minante R dei termini di ordini %,¢ 41, 2¢, i quali saranno dati
dal trinomio scritto, moltiplicato per una costante: ed & qui che
bisognera cercare il termine d’ordine minimo di R. Se invece &
a, = 0, manchera il termine in #% di quel trinomio: e ¢id dimostra
che quando, nello sviluppare il determinante primitivo secondo le
prime due colonne, abbiam preso da un termine dello sviluppo il
fattore bat.baf, il complemento algebrico di questo non conteneva
termine costante; nascevano cioe¢ termini di B di grado > 2¢. Per
conseguenza se nel binomio
ab, #F — a’ ba*tt,
(a cui si riduce il trinomio precedente per &, = 0, diviso per b)) il
termine pitt basso & di grado << 2¢, esso dara certo, a meno di un
fattor costante non nullo, il termine pilt basso di K. Ma se accade
il fatto opposto, vale a dire se k¥ > 2¢ ed 1>+, allora non si potra
pit assegnare immediatamente il termine pit basso di R: e solo
potremo dire che il suo grado ¢ > 2¢. — Concludiamo la proposi-
zione seguente:
"Il punto O sia doppio per la curva f. Allora se uno dei tre numeri
k, i41, 2

¢ minore degli altri due, esso dard la moltiplicita d’intersezione in O
delle due curve. Se due di quei tre numeri sono uguali fra -loro e
minori del rimanente, essi daranno ancore la moltiplicita d’interse-
zione, in generale; e solo la moltiplicita d’intersezione riescira mag-
giore met casi particolari seguenti:

19 i=1, E>2i, a'b=abd

20) k= 2i, I>i, ab 4 apb’=0

39 k=i++1, 1<<i, aby =a’d.
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Infine se i =1, k = 2i, vale a dire se i tre numeri k,i-1, 2i sono
tutti uguali, la moltiplicita d’intersezione sard in gemerale wuguale ad
essi; e sard maggiore solo quando

49) i=1, k=2, abj—a’bby+ axb’=0.

Il punto O sia piw che doppio per la curva f. Allora, se ¢
k> 2i ed 1>1i,; la moltiplicita d’intersezione in O delle due curve
sara maggiore di 2i. Quando invece quelle due condizioni non si veri-
fickino entrambe, vale a dire quando quello fra ¢ due numeri

E, i+1
che non supera Valtro ¢ << 2i, quel numero dara la moltiplicita d’in-
tersezione delle due curve in O, in generale; e solo questa moltiplicite
d’intersezione riescird maggiore nel caso particolare '

k=i, l<i, aby=a’b (9

13. Ci siamo limitati finora ad esaminare la moltiplicita d’inter-
sezione di due curve f, ¢, in un punto O, in casi in cui vi ¢ una
sola tangente comune. Volendo esaminare la moltiplicita d’interse-
zione quando vi siano pitt tangenti comuni, il metodo che abbiamo
seguito in quei casi da origine, pare, ad una complicazione eeces-
siva. Invece possiamo ottenere qualche risultato relativo a cio, appli-
cando convenientemente una proposizione del n. 3.

Rappresentiamo con ¢; = 0 Pequazione del gruppo di tangenti
(distinte o no) comuni ad f e g nel punto O; cioe con ¢; il massimo
comun divisore delle forme ¢; e v, che rappresentano i gruppi di s
ed r tangenti ad f e g nel punto O s-plo, »-plo. Sarad dunque

f=oPit Popat ...
9=@Qyra T Yrpt .-
In forza del citato n. 3 la moltiplicita d’intersezione in O di fe ¢
sard uguale a quella di fe
g' = WT-—lf— Ps—19 = (‘Ps—}—l Yyl — @Ps— "Pr—;—l) —l‘ e

diminuita della moltiplicita d’intersezione in O di f e ¢, ;. Ora
quest’ultima, se poniamo Pipotesi che ogni retta ¢,_; abbia incontro

(%) Si pud osservare che il calcolo fatto in questo n. 12 era pure applicabile
al caso clie O sia semplice per f, ma non conduce allera che ad un risultato con-
tenuto nel n. 7. Cosl pure la proposizione con cui finisce quel n. 7 & contenuta
in quella ora stabilita; basta porre qui la condizione k< i.
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(s + 1)-punto (soltanto) con f in O, vale (s — I)(s 4+ 1). Osserviamo
poi che la ¢’ ha in O moltiplicitd » 4+ s — I - 1 e per tangenti le rette

W == Qo1 Yt — Yot WPrp1 = 0. ‘
Fra queste rette non puo trovarsi una delle tangenti ¢,_; di f; giac-
ché se un fattor lineare di ¢ ; dividesse il binomio v’ dovrebbe
pur dividere g,y ; oppure w,_;: il che & escluso dall’ipotesi che le
tangenti ¢, ; di f abbiano incontro solo (s 4 1)-punto, e che ¢,_;,
wr—; Siano primi fra loro. Con ¢id rimane anche stabilito che y’ non
¢ identicamente nullo, cioé che ¢’ non ha in O moltiplicita superiore
a quella indicata. Supposto dunque che nessuna delle ¢; divida v,
e solo in tale supposizione, la moltiplicita d’intersezione in O di fe
¢’ varra esattamente s(r +s— {4 1); e quindi quells di feyg
risulta uguale a
Srs—141)—(s— (s 1) =rs 41

Dunque: Due curve f, g abbiano nel punto s-plo, r-plo O un certo

numero 1 (esattamente) di tangenti comuni, distinte o no, eosicché indi-
cando il gruppo da esse costituito con ¢, sia

S =@i@e -+ o1 -+

I =P+ Yrp
¢ suppongasi che le tangenti residue @,y di f abbiano con questa curva
in O incontro (s - 1)-punto soltanto. La moltiplicitd d’intersezione in
O di fe g sara maggiore od uguale o rs 4 1; e sara maggiore solo
quandoe una delle tangenti comuni @ verifica  Uequazione

Y = Qo1 Wt — Pt Yrpr =04

Se in particolare consideriamo il caso che un fattore lineare di
g divida anche, ad esempio, @, ;, esso non potra dividere il binomio
w' se non divide @;11. Cosl pure se un fattore lineare di ¢; divide
®s41, €580 non potra dividere v’ se non divide ¢,; oppure .y .
Otteniamo cosl i seguenti corollari: '

Se tutte le tangentt di £ in O sono ad incontro (s -+ 1)-punto soltanto,
e se ognuna di quelle che sono anche tangenti in O a g conta fra le tan-
genti di f piv volte che fra le tangenti di g, la moltiplicita d’mte%
sezione in O di f e g sard esattamente rs 1.

Se ognuna delle 1 tangenti comuni ha con f in O incontro piw che
(s -+ 1)-punto, mentre le rimanenti s — 1 tangenti di £ in O sono ben di-
stinte da quelle ed hanno incontro soltanto (s - 1)-punto con £, la molti-
plicita d’intersezione di £ ¢ g sard maggiore di rs +1 solo quando
una tangente comune abbie anche con g incontro piw che (r -1)-punto,
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111.

Le tangenti alle curve.
Classe. Le curve come inviluppi:

14. Alla fine del n. 2 abbiamo definito le rette fangenti ad una
curva f in un punto s-plo come quelle rette che hanno ivi con f mol-
tiplicita d’intersezione > s: e me abbiam trovata l’equazione nel
caso che il punto sia Porigine delle coordinate. Se invece si trattasse
di un punto qualunque di f, si otterrebbe similmente pel gruppo
delle s tangenti la seguente equazione in coordinate omogenee, in-
dicando con x, ¥, x; le coordinate di quel punto, e con y,,... le
coordinate di punti variabili

o°f

—_— Y VYp .. =0
amiam,c...”" !

e se x ¢ punto semplice per f

o Of

2 5771 Yi — 0.
Si verifica subito che le tangenti cosi definite coincidono con quelle
che son date dalla nota definizione del calcolo differenziale, cioé: le
tangenti ad f in un punto O sono i limiti delle rette che congiun-
gono O a punti di f che s’avvicinano indefinitamente ad 0. Ne
deriva che: quando un punto semplice di f s’avvicina indefinita-
mente al punto O di f, la tangente in esso ad f ha per limite una
tangente di f in O (cio¢ quella verso cui tende la retta congiungente
0 al punto mobile).

1 evidente che una tangente ad f in un punto che varii su una
parte non rettilinea di f non potrad esser fissa: varierd con quel
punto. Quindi le tangenti ad una curva sono in numero infinito, se
si toglie il caso che la curva si componga tutta di rette.

15. L’equazione ricordata del gruppo delle tangenti conduce
naturalmente a considerare, per lo studio delle tangenti, le curve
polari rispetto alla curva data f. Nel seguito supporremo nota la
teoria della ‘polarita, si mel campo binario che nel campo ternario (1°).
Rileviamo da essa le proposizioni seguenti.

(19 V, i trattati classici gia citati,
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La polaritd & invariantiva (proiettiva).

La curva polare »esima di un punto y rispetto alla curva f
d’ordine n & una curva d’ordine » — r, rappresentata in coordinate
omogenee di punti variabili z dall’equazione

81'

— YWYk = 0.
(:‘).Z‘i awk... Yk

Essa ¢ il luogo dei gruppi di punti polari r-esimi di y rispetto ai
gruppi di » punti d’incontro di f con le rette passanti per y.

La polare r-esima di un punto P rispetto alla curva, che & po-
lare s-esima dello stesso punto P rispetto ad f, coincide colla polare
(r 4 s)-esima di P rispetto ad f.

Se la polare r-esima di un punto (rispetto ad f) passa per un
secondo puxito, la polare d’ordine r di questo passa pel primo
punto. A

La polare r-esima di un punto P rispetto alla curva, che & po-
lare s-esima di un altro punto @ (rispetto ad f), coincide colla po-
lare s-esima di @ rispetto alla polare r-esima di P.

Se il punto O & s-plo per f, sannullano identicamente, ossia
sono indeterminate, le polari di O degli ordini minori di s; quella
d’ordine s & il gruppo delle s tangenti ad f in O; e le polari di O
d’ordine maggiore di s hanno pure O s-plo, con quel medesimo gruppo
di tangenti. — Le condizioni perché un punto O sia s-plo per f
(esattamente) si possono esprimere dicendo che & indeterminata la
polare d’ordine s — 1 di O rispetto ad f (non una polare d’ordine
maggiore),

La prima polare di un punto P diverso dal punto O, s-plo per
f, ha in O moltiplicitd uguale ad s — 1 in generale; e maggiore
nel solo caso che le s tangenti di f in O coincidano in una retta
passante per P. Escludendo guesto caso, le s — 1 tangenfi in O alla
prima polare di P costituiscono, nel fascio di rette per O (come
campo binario), il primo gruppo polare della retta OP rispetto al
gruppo delle s tangenti ad f in 0.

16. Ritorniamo alle tangenti della curva. Definiamo come classe
di una curva f: il numero delle tangenti di f, in punti semplici od
in punti multipli, le quali passano per un punto qualunque P del
piano; con la condizione che ognuna di quelle tangenti si conti in
certi casi, non solo una, ma pilt volte, come ora fisseremo. La clasge,
cosl definita, risultera indipendente dal punto P.
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Per avere le nominate tangenti di f passanti per P, si consi-
deri 1a curva 1.2 polare di P rispetto ad f, che indicheremo per
brevitd con A(P). In causa delle proposizioni ricordate (n. 15),
questa curva passa per tutti i punti multipli di f, ed incontra f
ulteriormente in quei suoi punti semplici le eui tangenti (ossia po-
lari di 1.9 ordine) passano per P. Il numero complessivo delle inter-
sezioni di f e 4(P), o, pit precisamente, la somma delle loro mol-
tiplicitdh d’intersezione nei punti comuni, & espressa da »n(n —1).
Conveniamo, anzitutto, che wuna tangente ad f in wno o pin punti
semplici conti fra le tangenti tirate da wn suo punto P tante wvolte
quante sono le interseziont di f colla 1.* polare di P che cadono in
quei punti semplici. Ne seguira, intanto, che: se f non ha punti
multipli, il numero delle sue tangenti passanti per un punto qua-
lunque & espresso da n(n — 1). Ossia: la classe di una curva piona
d’ordine n priva di punti multipli é n(n — 1).

Supponiamo ora che f abbia dei punti multipli. Le prime po-
lari dei punti del piano rispetto ad f formano un sistema lineare
doppiamente infinito, o rete, che avra per punti base i punti mul-
tipli di f, e nessun altro punto. Una curva generica della rete, la
1.* polare di un punto generico P, taglia f, come gia si disse, nei
punti multipli di f e nei punti semplici di f di contatto con le tan-
genti tirate da P. Se f non ¢é tutta composta di parti multiple, e di
rette, questi punti semplici esistono certamente (n. 14); di pil, essi
sono fra lore distinti, poicheé, come vedremo (n. 18, 25) sono solo
in numero finito quei punti semplici di f, non situati su compo-
nenti rettilinee, i quali contano pilt di una volta fra le intersezioni
di f con prime polari.

Tn un punto multiplo O di f le curve generiche della rete di
prime polari avranno tutte (n. 4) una stessa moltiplicita d’intersezione
I con f; ma vi saranno dei punti eccezionali le eui prime polari
avranno con f in O moltiplicith d’intersezione maggiore di I. B
facile dimostrare che quei punti eccezionali sono solo i punti delle
tangenti ad f in O. In fatti supponiamo che il punto P abbia una
1.2 polare A(P), la eui moltiplicita d’intersezione con f in O sia
I+, ove i >>0. Nella rete delle 1.° polari consideriamo un fascio,
che comprenda la curva A(P), ma abbia come moltiplicitd d’intersezione
generica con f in O il numero I. Potremo applicare a questo fascio
una proposizione del n. 4: secondo la quale una curva del fascio
la quale sia abbastanza prossima alla 4 (P) avra un certo numero
d’intersezioni con f prossime quanto si vuole ad O, pur essendo
diverse da 0. Anzi, se supponiamo che f non sia tutta composta di
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parti multiple e di rette, cosicche, come s’& osservato poc’anzi, le
intersezioni variabili di f con una curva generica del fascio siano
distinte fra loro, potremo applicare una proposizione pill precisa con-
tenuta nel detto n. 4; e dire che una eurva del fascio, la quale sia
abbastanza vicina alla 4 (P), avra precisamente ¢ intersezioni con
f, distinte fra loro e da O, prossime quanto si vuole ad O. Indi-
cando con A (@) quella curva, ciod con € il suo polo, avremo che
quando il punto ) ¢ abbastanza prossimo a P, per ¢ passano le
tangenti ad f in ¢ diversi punti semplici, prossimi quanto si vuole
ad 0. Al limite, quando ¢ tende verso P, e ciascuno di quegli
punti di f tende verso O, la tangente in esso deve tendere verso
una tangente ad f in O (n. 14). Dunque P & su una tangente di f
in 0. Viceversa, se P ésu una tangente di fin O, lo si potrd riguar-
dare come limite di un punto @ sitnato su una tangente ad f in
un punto semplice che s’avvieini indefinitamente ad 0. La A4(Q)
passa per questo punto semplice ed ha in O con f moltiplicita d’in-
tersezione I (almeno). Quindi A (P) avra con f in O moltiplicita
d’intersezione maggiore di I. ,

Possiamo ora enunciare la proposizione seguente: la classe di
una  curve qualunque £ dordine n é espressa dal nwmero n(n — 1)
diminuito delle moltiplicita d’intersezione 1, che nei punti multipli di-
f ha questa curva cow la 1.* polare di un punto generico, vale a dire
con la 1.* polare di un punto non situato sulle tangenti ad f in quei
punti multipli. Effettivamente, se P & un punto che non sia su tan-
genti ad f in punti multipli, la differenza nominata ¢ la somma delle
moltiplicita d’intersezione di f e A (P) in punti sempliei di f, ossia
il numero complessivo delle tangenti ad f passanti per P, contate
quante volte s’¢ gia convenuto di fare (per le tangenti in punti
semplici di f). Se poi P sta su una tangente ad f nel punto mul-
tiplo O, la proposizione enunciata viene ad essere la convenzione
da farsi per fissare il numero delle volte che quella tangente si deve
contare fra le tangenti passanti per P, almeno in quanto essa &
tangente in O (che se fosse anche tangente in altri punti, ognuno di
questi darebbe un analogo contributo): quel numero & la differenza
fra la moltiplicith d’intersezione in O di f con A (P) e la moltipli-
cita d’intersezione I in O di f con la 1.* polare di un punto qua-
lunque esterno alle tangenti in 0. Se P cade in O si ha in questa
differenza il numero complessivo di volte che contano fra le tangenti
uscenti da P tutte le tangenti nel punto stesso, prese insieme. Con
tali convenzioni la classe, come s’ definita al principio di questo .
n. 16, risulta indipendente dal punto P,
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Il numero I, che abbiamo ripetutamente nominato, dicesi abbas
samento della classe prodotto dal punto multiplo O a cui esso si
riferisce. I evidente che una parte di quanto s’& detto nell’ipotesi
che O sia maltiplo per f vale anche se O & semplice, purche si
ponga allora I=20.

17. Alle cose esposte si collega la nozione di moltiplicita di una
. tangente. Chiamiamo cosi il numero delle volte che la tangente t conta
fra le tangenti di f passanti per un suwo punto generico. Indichiamo
con O un punto di eontatto di ¢. Le 1.° polari dei punti di ¢ pas-
sano tutte per O e formano un fascio: sia I, la moltiplicita -d’inter-
sezione generiea (n. 4) delle curve di questo fascio eolla f in O.
Sia ancora I la moltiplicita d’intersezione in O di f colle 1.° polari
di punti generici del piano. La differenza I, — I, se t ha un solo
punto di contatto, o, se no, la somma di queste differenze calcolate
pei vari punti di contatto, dard la moltiplicita della tangente ¢.

Una considerazione fatta nel precedente n. 16 prova che se f
non ha componenti multiple: per un punto @ esterno a ¢, ma ab-
bastanza vicino al punto P di ¢, la cui 1.* polare ha con f in O
moltiplicitd d’intersezione I, , passano le tangenti ad f in I, — 1
punti semplici distinti, vieini quanto si vuole ad 0. Queste tan-
genti poi sono fra loro distinte, se @ e preso fuori delle rette che son
tangenti ad f in due o piu punti distinti (le quali rette sono in numero
finito: v. la fine del n. 19). Facendo per tutti i punti di contatto di
t Vosservazione che s’ fatta per O, e sommando, si ottiene la pro-
posizione seguente: s¢ £ non ha componenti multiple, ¢ una tangente t
di £ é multipla secondo o, per un punto esterno ad essa ma conve-
nientemente prossimo ad wn suo punto generico passano o tangenti
distinte vicine quanto si vuole a t.

Poiche la moltiplicita di una tangente ¢ la somma di parti (I, — 1)
corrispondenti rispettivamente ai punti di contatto della tangente, per’
determinarla basterd aver riguardo separatamente a quei vari punti.
Nel seguito ci accadra, nel considerare un punto di contatto, di
chiamare per brevita « moltiplicita della tangente » la parte che ri-
guarda quel solo punto: ma con ¢ido non intenderemo di escludere
Pesistenza di altri punti di contatto, i quali darebbero altri contributi
alla vera moltiplicita della tangente.

18, Possiamo determinare subito le moltiplicitd delle tangenti ad f
in punti semplici, quando si conoscano le moltiplicita delle interse-
zioni delle tangenti stesse con f. Sia O un punto semplice di f, la
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cui tangente ¢ abbia con f in O incontro (¢ 4 1)-punto, essendo o
un numero qualunque >> 0. Per determinare la moltiplicita della
tangente ¢ di f, prendiamo su essa un punto P diverso da O, e
determiniamo la moltiplicita d’intersezione in O della 1.2 polare 4 (P)
di P con f. La A(P) incontra ¢ nel 1° gruppo polare di P rispetto
al gruppo di punti d’intersezione di f con ?: e poiché quest'ultimo
gruppo ha, per ipotesi, O per punto (¢ -} 1)plo, e P & diverso da
0, quel 1° gruppo polare avrd O per punto o-plo. Dunque la 4 (P)
ha in O con ¢ incontro o-punto. Per avere la moltiplicitdh d’interse-
zione in O di f e 4(P), possiamo applicare una proposizione parti-
colare del n. 7, ove in luogo di ¢ si ha la curva 4(P): vediamo
cosl che quella moltiplicitd d’intersezione sard o. Dunque (n.! 16,
17): una tangente a contatto (¢ -+ 1)-punto in un punto semplice O di
f é una tangente o-pla (rispetto al punto. 0).

Prendiamo ora il punto P in O, affine di vedere quante tan-
genti condotte da O ad f ecadono nella t. In guesto caso la 1.2 po-
lare A4 (0) ha, come f, il punto O per punto semplice, con ¢ per
tangente ad incontro (¢ -+ 1)-punto. Applicando il teorema generale
del n. 7, abbiamo da prima che la moltiplicitd d’intersezione delle
due curve in O & maggiore od uguale a ¢ 4+ 1. Per assicurarei poi
che ¢ uguale ¢ non maggiore, assumiamo O come origine delle coor-
dinate, e¢ la ¢ come retta y = 0, sicché sara:

JS=axetl + ...ty +...
e la 1.» polare di O: .
A0)=m—o—Dart! ... - m—VDay+...

Perche la moltiplicita d’intersezione fosse maggiore di ¢4 1 do-
vrebb’essere : :
a-m—Lja,—a,-—o-—1)a=0,
ossia caa, = 0, il che non & Dunque: una tangente ad incontro
(6 4 1)-punto. in un punto semplice O di f assorbe o -1 delle tan-
genti condotte da O ad f (oltre a quelle che pud assorbire pel fatto

che essa sia pure tangente ad f in altri punti).

In particolare: se un punto semplice di f ha la tangente che
incontri ivi due volte soltanto la curva, senza toccarla altrove, la
tangente sara semplice, e conterd due volte fra le tangenti passanti
pel punto di contatto. Se in un punto semplice di f la tangente ha
con f incontro tripunto, senz’esser tangente altrove, la retta stessa
sara tangente doppia per f, e conterd tre volte fra le tangenti pas-
santi pel punto di contatto. E eosi via. — Risulterd in seguito
(n. 25) che, se f non contiene come parti delle rette (od in caso con-
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trario, se si astrae da tali parti), non vi pud essere che un numero
finito di punti semplici di f in cui il contatto della curva con la
tangente sia pitt che bipunto. Un punto semplice in cui la tangente
abbia incontro bipunto con la curva si chiama un punto semplice
ordinario. Gli altri punti semplici, con le tangenti ad incontro tri-
punto, quadripunto, ecc. prendono, com’® noto, il nome di flessi,
punti d’ondulazione, e in generale flessi superiori.

19. Consideriamo ora la curva algebrica £ come inviluppo, cioe
come insieme delle sue tangenti. Se f non si riduce ad un gruppo di
rette, le tangenti saranno oco! come i punti di f. Rappresentando
con x,x,x; le coordinate omogenee di punto, la tangente ad f nel
suo punto generico (semplice) # avrd coordinate &, &, &, tali che (n. 14) -

af
1 ;= ——,
( ) v Qét awi
Eliminando ¢, , , @, , ¥, tra queste tre equazioni e
(@) 26w =0,

si avra, come subito si vede, un’equazione algebrica fra i rapporti
delle £, osgsia un’equazione algebrica omogenea fra le &. Quest’equa-
zione sara soddisfatta, non solo dalle rette £ tangenti ad f nei suwoi
punti semplici, ma anche dalle rette & che passano pei punti mul-
tipli di f: poiche se x & un punto multiplo di f le equazioni (1),
(2) sono soddisfatte da ¢ =0 e X&;ax; = 0, senz’altra condizione per
le &. Segue che l'equazione ottenuta si potra dividere per certe po-
tenze di forme lineari delle &, cioé di quelle forme lineari che rap-
presentano i fasci di rette uscenti dai punti multipli di f. Fatta la
divisione rimarra un’equazione algebrica per rappresentare l’insieme
delle tangenti di f: anche le tangenti in punti multipli, se si tien
conto che queste sono i limiti di tangenti in punti semplici. Dunque:
le tangenti ad una curve algebrica costituiscono una varietd algebrica.

Una varietd oo! algebrica di rette del piano & c¢io che corrisponde
per dualitd ad una varietda algebrica oo! di punti del piano, ciod ad
una curva piana algebrica, considerata come luogo di punti. Sia f
una curva piana algebrica, non composta esclusivamente di rette, e
che non abbia componenti multiple; P un suo punto variabile e ¢ la
tangente in esso. In una trasformazione duale (reciprocitd) a P e ¢
corrisponderanno una retta p’ ed un suo punto 7’. Se » & la classe
di f, ciot il numero di rette ¢ uscenti da un punto generico, » sard
il numero di punti 7' giacenti su una retta generica, cio¢ ’ordine
del luogo dei punti 7, E poicheé (n. 18) su una data ¢ il corrispon-
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dente punto P (di contatto) ¢ caratterizzato dalla proprieta che due
delle » rette ¢ passanti per esso cadono in quella data; cosi per un
dato punto 7 la retta p” che gli & associata & quella retta che in’
esso incontra doppiamente il luogo dei punti 7', cioé la tangente
in esso a questo luogo. Possiamo quindi invertire I'ultima proposi-
zione cosi: nel piano una ool algebrica di rette si compone, oltre che
di eventuali fasci di rette, delle tangenti ad una curva algebrica.

Se, nel ragionamento precedente, ¢ & una tangente multipla di
[, si vede che T verra ad essere un punto multiplo, di ugual mol-
tiplicitd per la curva luogo dei punti 7. Cosl la legge di dualita
piana muta le curve in curve, i punti s-pli in tangenti s-ple, le tan-
genti in quei punti nei punti di contatto di queste tangenti, ecc. —
Ad esempio trasformando per dualitd i risultati generali del preced.
n. 18 abbiamo: Se un punto di una curva ammette una sola tangente,
la quale sia tangente semplice, ma assorba s -1 delle tangenti tirate .
da esso alla curva, il punto sard s-plo per la curva; e questa avra
in esso imcontro (s -+ 1)-punto con la tangente.

B facile ora dimostrare che: una curva algebrica mon pud ammet-
tere infinite rette che le sian tangenti in due o piv punti distinti. In
fatti, supposto che esista una tal curva, alla varietd algebrica f com-
posta di quelle tangenti corrisponderanno per dualitd i punti di una
curva algebrica f/: e Vipotesi fatta si trasporta in quest’altra, che
nei punti generici di f° questa curva ammetta due o piu tangenti
distinte. Ora cio ¢ assurdo: perché f’ si ridurra ad una o pia curve
sempliei da contarsi un certo numero di volte, e nel punto generico
di una tal curva semplice vi sara una sola tangente, la quale sard
evidentemente 1’unica tangente ad f” in quel punto.

Di qui, e da osservazioni I}recedenti, si trae subito che: se una
curva, priva di parti multiple, ha la classe », per un punto gene-
rico passano » tangenti distinte di essa.

IV.

Abbassamento di classe prodotto da alcuni punti multipli.
Moltiplicita delle tangenti nei punti stessi.
Yarie specie di punti doppi.

20. Sia O un punto s-plo di una curva algebrica f, con le s
tangenti tutte distinte. L’abbassamento di classe da esso prodotto
sara la moltiplicitd d’intersezione in O di f con la 1.* polare A (P)
di un punto P non situato su quelle s tangenti. La 4(P) ha.(n. 15)



414 CORRADO SRGRE

O per punto (s — 1)-plo, e per tangenti in esso il gruppo 1° polare
della retta OP rispetto al gruppo delle s tangenti in O ad f. Poiche
queste ultime sono distinte fra loro e da OP, saranno pure ben
distinte dal quel gruppo polare; sicché le due curve f e 4 (P) non
hanno in O alecuna tangente comune. Quindi (n. 6) la moltiplicita
d’intersezione in O di f e A(P) vale s(s —1). L’abbassamento di
classe prodotto da un punto s-plo a tangenti distinte é s (s — 1).

Per avere la moltiplicitd di quelle tangenti di f, consideria-
mone una, e sia t, e rappresentiamo con s -~ ¢ la sua moltiplicita
d’intersezione con f in O: siccheé, assunto O come origine e ¢ come
retta y = 0, sard

f=arte+ .oyl 0+,
ove a ed a, sono == 0, Dobbiamo ecalcolare Ia moltiplicita d’inter-
zione in O di f con la 1.* polare di un punto generico di ¢. Possiam
prendere per questo punto y =0,z=0, sicché quella 1.* polare
diventa

%E(s—{—o)ams'l‘“—l—l-...—}—y((s—1)a1ws—2—{—.‘.)—1—..
Applicando il n. 7, ove quest’ultima curva prende il posto di ¢,
sicch® r = s — 1, D’espressione ab, — a,b di 14 diventa ora

a-(s—1)a,—a-(s+o)a=—(o+1)aa,,
e non s’annulla; per conseguenza la moltiplicita d’intersezione in O
delle due curve & $(s — 1)+ 0. Se da questa sottragghiamo ’abbas-
samento di classe prodotto da O avremo (n. 17) la moltiplicita della
tangente t (come tangente in O). Dunque: una tangente ad incontro
(s + o)-punto, in un punto s-plo a tangenti distinte, é una tangente o-pla.

21, Possiamo abbandonare la restrizione che le s tangenti ad f
nel punto s-plo O siano distinte, se mettiamo invece quest’altra re-
strizione: che ognuna di quelle tangenti abbia con f in O incontro
(s 4 1)-punto, e non superiore. Supponiamo che delle s tangenti no-
minate ne coincidano , , 7, ..., 7, essendo 1, 41, ...+ =3s,
cosicche le tangenti distinte siano k(<<s), e¢ le 7z slano =1. Al
lora la 1.® polare rispetto ad f di un punto generico avrd O per
punto (8 — 1)-plo, con un gruppo‘ di § — 1 tangenti tale che 7, — 1,
7y—1,+.., 7 — 1 cadono rispettivamente nelle dette tangenti di f.
Per avere la moltiplicita d’intersezione in O di questa polare con f,
possiamo dunque applicare quel corollario del n. 13 che riguarda il
caso che le tangenti ad f abbiano in O con f incontro (s - 1)-punto,
e che ognuna di esse conti fra le tangenti di f piu volte che frale
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tangenti dell’altra curva. Ne segue che la detta moltiplicitd d’in-
tersezione vale

ss— 1)+ @ —1)+(G—0+...+@m—1)=s—Fk.

Dunque Pabbassamento di ¢lasse prodotto da un punto s-plo, di cui
tutte le tangenti abbiano con la curva nel punto stesso incontro
(8 4 1)-punto soltanto, é espresso da 82 — k, indicando con k 4l numero
(<< 8) delle tangenti distinte.

Dimostriamo ora che le dette tangenti nel punto s-plo, ad-incontro
(s 4 1)-punto, sono tangenti semplici per la curva. Assunto O come
origine, e la tangente che conta 7, volte come asse y =0, sard:

F=yrunvews ..+ @y ...,
ove u, v, w,... sono forme lineari di x, y, che uguagliate a zero
rappresentano le ulteriori tangenti in O ad f; e ¢.; non & divi-
sibile per nessuna di esse, e nemmeno per . Per avere la molti-
plicita della tangente y =0 cerchlamo, come al n. 20, la moltiplicita
d’intersezione in O di f colla 1.2 polare

%E yrusTlosTl L (gpufrw . g uw . L) i

ove u’, v’,... (costanti), e ¢;4, indicano le derivate rispetto ad =
di w, v,... e @,. Applicando il teorema generale del n. 13, dob-
biamo considerare la forma che 1a s’indicava  con o’ e che qui
diventa
Por (Tpwvw .o A T W L) —uve . L @iy,

e verificare se questa contiene come fattore una delle forme che rap-
presentano le tangenti comuni in O, Quanto ad %, v, w,..., &
chiaro che nessuna divide quell’espressione. Per vedere se la divide
¥, poniamovi y = 0. Indicando con ax**! il termine indipendente da
¥ in ¢4, termine che non pud mancare, il risultato sard dato da
25T%=1 moltiplicato per

a(pu v'w . G rguw L) —w (s 1) a =
=@yt t...—s—Dawvw ...=— @, 4+ 1)aw' v w ..

3

e quindi non & nullo. Dunque nemmeno y non divide Vespressione
y’ relativa al teorema del n. 13; e pero, in base a questo, potremo
dire che la moltiplicita d’intersezione in O di f con quella 1.* polare &

ss—1) 474+ @—1)+@G—1)4+...=2—Fk+ 1.
E siccome per la moltiplicita d’intersezione in O di Jf con una
1# polare generica si era trovato s2—k, concludiamo (n. 17) che

*
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effettivamente la tangente y =0 (in quanto riguarda il punto di
contatto 0) & tangente semplice.

Completiamo la ricerca relativa all’attuale punto s-plo O deter-
minando la moltiplicitd d’intersezione in O di f con la 1* polare
di O medesimo. Posto

=@+ @sta+--os
quella 1.2 polare sara
A= —8)ps+m—8s—1) @y ...,

e lespressione ' del n. 13 diventa qui (n — 8) @1 — (0 — s — 1)
@Psy1, 08818 @5pq; che non ¢ annullata da nessuna delle tangenti g,
Dungue, le due curve avendo O s-plo, con le stesse tangenti, la
moltiplicita d’intersezione sara s -} s, Deducendone s2 — k abbiamo
(n. 16): se nel punto s-plo O di f sono k le tangenti distinte, e tutte
hamno incontro (s 4 1)-punto con la curva, esse assorbiranno s -k
Jra le tangenti condotte alla curva da O.

22. Trattiamo ora il caso che nel punto splo O la curva f
ammetta una tangente ¢t la quale presenti simultaneamente tutte due
le particolaritd, che, staccatamente, abbiamo supposte nei n.! 20 e
21: ciot t abbia con f in O incontro (s -} o)-punto, ove ¢ >1; e ¢
conti un numero qualunque di volte v >>1 fra le s tangenti di f
in 0. Le rimanenti s — 7z (== 0) tangenti siano tutte distinte. Pren-
diamo O per origine e ¢ per asse y = 0, sicche:

fan3+“+...+y(a{x3+...)+g3(aéms“1+...)+...+ ,
o @@= b )y @ )

Aggiungeremo la condizione a;==0. Come 12 polare generica ri-
spetto ad f possiamo prendere quella del punto » =2z = 0, ossia
af/éy =0, ciod '

%Eaims-{—...+y(2a§w3"1—|—...)—}—...+

g2 (0 — gy 2 L) g L) -

Questa curva ha O come punto (s—1)-plo, del quale 7 —1 tan-
genti cadono nella ¢, e questa refta ha con la curva in O incontro
s-punto, in causa della condizione @; 4= 0. Per avere la moltipli-
citd d’intersezione, in O, di questa curva con la f possiamo ap-
plicare la proposizione del n. 11. Basterd porre in quella, al posto
di g, r, v rispettivamente §f/oy, s —1, v— 1. Si ottiene per la
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moltiplicita cercata il valore s(s — 1) -+ 7, in generale; e per vedere
quando sia maggiore bisognera distinguere due casi. Se =2 (che
corrisponde al caso 7 =1 del n. 11), si ha la condizione :
: aga{2—a{.a{2a2-|—a'-4a§=0,
ossia
a2 = 4a’a, ,

avendo indicato, come nel citato n. 11, con a’ il coefficiente del
termine in #*+2 della f, cosiech® se 6>2 & ¢’ =0 e quella con-
dizione ¢ impossibile in causa dell’ipotesi a; == 0. Se invece 7> 2,
si ha la condizione

a1 T, — - a; = 0,

che non & possibile. Dunque: un punto s-plo, nel quale siano
T (>> 1) tangenti coincidenti in una retta t, mentre le altre tangenti
(se ne rimangono) siano distinte, e tale ivplére che t vi abbia incontro
pit che (s - 1)-punto con la curva, ma solo s-puntoe con la prima
polare di un punto generico, abbassa la classe di s(8 — 1) 7 wnitd:
fatta eccezione solo pel caso che t assorba due tangenti nel punto alla
curve ed abbie, ivi con questa incontro (8 -+ 2)-punto, e che ponendo

J=ar .yt ) F (gt )
st abbia
a1? = 4aay ,
nel qual caso speciale Pabbassamento di classe sard maggiore,
Determiniamo la moltiplicitd della tangente ¢. A tal fine consi-
deriamo la 1. polare

%E(s+n)tows+“‘1—|-~--+y(3“i$s—1+'“)+"'+

Fyrt(s—r+ 2 a2 ) Fy((s—n)a, L ) L
Se T <s essa ha O (s — 1)-plo, con ¢ tangenti in ¢ ad incontro
{8 — 1 4~ o)}-punto, e le altre tangenti diverse da quelle di f. Per
determinare la moltiplicitd d’intersezione con f applichiamo il n. 9
con r =g -—1: abbiamo che essa varra s(s —1)4 -} o; e solo
sarebbe da esaminare il caso (2° dell’enunciato del n. 9) che sia

' a-sa;—ay-(s+o)a=0,
oppure : 4

ay - (8§ — 1)ty — a, - sa; =0,

relazioni impossibili entrambe ; e poi il caso (3° di quella proposi-
zione) che sia t=06=2 ed inoltre '

([a-(s—2)a,—a, - (s42)a]* — [a-sai—‘-ai.(s—i—2)al] [a1-(s—2ay—a, . saj] =0

27
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cioe
a? = daa, .

Quest’ultimo caso & possibile, e sard il solo in cui la moltiplicita
d’intersezione superi il detto valore, — Se poi & 1= s, la 1.* po-
lare df/ox ha O s-plo, con la retta y=0 come tangente ad incontro
(8 + 0 — 1)-punto, e le altre s — 1 tangenti ben diverse da quella,
in causa dell’ipotesi a; == 0. Per averne la moltiplicita d’interse-
zione con f possiamo dunque applicare ora il risultato del n. 8,
ponendovi r =s, h = ¢ — 1. Otteniamo il valore s2-- g, che rientra
nella precedente espressione s(s — 1) + 7 -+ ¢ ponendovi = =3,
Solo occorre anche esaminare i casi eccezionali del detto n. 8: e
si trova che il caso 3% (h > 1, ciot) ¢ > 2 non da una relazione
possibile, e che il 29 con o = 2 pure & impossibile se 7=3 > 2
(avvertendo che allora la a, di quella proposizione viene-a prendere
il valore 0), mentre se = = s = 2 esso diventa possibile -e ci riporta
alla relazione a;%=4aa, di poco fa. — In conclusione la moltiplicita
d’intersezione di f con la 1.* polare di un punto generico di ¢ &
sempre §(s—1)474o: tranne il caso che sia 1=0=2, a;2=4aaq,,
nel qual caso essa & maggiore. — Sottragghiamo ora da quell’espres-
-sione l'abbassamento di classe s(s — 1) - z che prima s’era trovato,
e concludiamo la seguente notevole proposizione: Se wna tangente
ad wne curva in un punto s-plo ha ivi incontro (s 4 o)-punto con la
curva, essa sard tangente o-pla. Essa & dovuta ad HALPHEN (M), ed
e valida senz’alcuna restrizione. Qui pero essa risulta dimostrata
solo sotto le seguenti condizioni: che se nel punto s-plo O vi sono
tangenti diverse da quella ¢ che 8¢ considerata, esse siano distinte
fra loro; che la 1.* polare di un punto generico non abbia con ¢
in O incontro pitt che s-punto; che infine non si tratti del caso
eccezionale rilevato nell’enunciato precedente (relativo all’abbassa-
mento di classe) di questo stesso n’ Nei precedenti n.t 18 e 20
si erano gia dimostrati dei casi particolari di quel teorema.

(1Y) Mémoire sur les points singuliers des courbes algébrigues planes (Mémoires
présentés par divers savants etc., t. 26, 1877), p. 42. — Merita di esser avver-
tito che quella proposizione ha servito di partenza al sig, ZEUTHEN, nella Me-
moria: Sur un groupe de théorémes et formules de la géoméirie énumérative (Acta
math., 1, 1882), per stabilire varie formole relative alle curve con singolaritd
saperiori.
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23. Infine, seguendo sempre lo stesso procedimento, applichiamo
i risultati del n. 12 a determinare Uabbassamento di classe prodotto
da un punto doppio a tangenti coincidenti. Sia, come al n.° citato,

f=(t . ) Fy@at . )b Pt )+ @t )+,
ove supporremo: che @, a’, @, siano 3=0, e che I >1, k>2;
di modo che l'origine O sia per f un punto doppio, con la retta

y = 0 come unica tangente. I’abbassamento di classe prodotto da
O sara la moltiplicita d’intersezione in O di f con la 1.* polare

%’55(@’9&4—...)—}—y(2a2+...)+y2.(3%+---)+---7

la quale ha in O un punto semplice, con la tangente y =10 ad
incontro l-punto. Otterremo dunque quella moltiplicitd d’interse-
zione dal n."12, ponendovi i = I, b = a’, b, = 2a,. Avremo che essa
¢ uguale, in generale, a quello dei due numeri %, 21 che non supera
Paltro. Ed esaminando i casi eccezionali, si vede subito che i primi
tre non sono qui possibili, e che il 4° diventa

k=21, a’? = 4aa, .

Dunque: Se un punto doppio ha una sola tangente, la quale abbia in esso
incontro k-punto con la curva ed incontro l-punto con la 1% polare di un
punto generico, Uabbassamento di classe prodotto dal punto doppio sard
in generale espresso da quello dei due numeri k, 21 che non supera Ualtro.
E solo quell’abbassamento sara maggiore quando sia k =21, e, ponendo

f=(@? . ) Fy@d 4. )+ P4t

8t abbia
a’® = daa, .

24. Alla questione precedente si collega una distinzione dei
punti doppi in varie specie.

Un punto doppio a tangenti distinte, o mnodo, abbassa la classe
di 2 unitd (n. 20). Se le tangenti hanno in esso incontro tripunto
soltanto (nodo ordinario), esse sono tangenti semplici. Se una tan-
gente ha incontro (¢ + 2)-punto, essa & tangente o-pla (n. 20). —
La singolaritd duale al nodo (n. 19) & data da una tangente doppia
con due diversi punti di contatto. Al nodo ordinario corrisponde -la
tangente doppia ordinaria, i eui punti di contatto sono punti- sem-
plici per la curva.

Un punto doppio le cui tangenti coincidano in una velta ad in-
contro tripunto dicesi cuspide o regresso ordinario, o di 1% specie. Hsso

by

. abbassa la classe di 3 unita (n. 21). La tangente in esso ¢ tangente
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semplice, ed assorbe tre delle tangenti condotte dal punto alla curve
(n. 21). — Per dualitdh alla cuspide ordinaria corrisponderd una
tangente doppia avente un solo punto di contatto, semplice per la
curva: la tangente in un flesso ordinario (n. 18). Questa conside-
razione porta anche subito a questa conseguenza: un punto doppio,
le cui tangenti coincidano in una retta che sia tangente semplice
per la curva, & una cuspide ordinaria; vale a dire la sua tangente
ha incontro tripunto con la curva. In altre parole: se un punto doppio
ha le tangenti coincidenti in una retta ad incontro piut che tripunto,
questa retta sard tangente doppia almeno; e viceversa.

Un punto doppio con le tangenti coincidenti in una retta ad
incontro quadripunto abbassa la classe di 4 unitd almeno (n. 22, o
n. 23). Se lequazione della curva si pud porre, con le solite con-
venzioni, sotto la forma

art +...+y@?+ .. )+ @+ .)+...=0,

ed & a’? == 4aa, labbassamento di classe prodotto dal punto sara
precisamente di 4 unitd; se invece a’* = 4aa, l’abbassamento di
classe sard almeno di 5 unitd. Nel 1° caso il punto doppio dicesi
tacnodo. Esso costituisce il caso pit generale di punto doppio con
una sola tangente la quale sia tangente doppia (n. 22). Per dualita
da origine alla stessa singolaritd. — Nel caso che a2 = 4aa, si
ha, in generale, la cosl detta cuspide o regresso di 2% specie. Ma
non ci fermiamo su questa singolarita e sulla condizione (disegua-
glianza) che devon verificare i coefficienti perche si abbia realmente
quella, e non una singolarita che produca un abbassamento di
classe maggiore di 5.

V.

Hessiana di una curva piana, ¢ numero dei flessi.
Singolaritha della Hessiana, ed abbassamento del numero dei flessi
prodotto da punti multipli.

25. Si chiama Hessiana della curva piana f d’ordine n il luogo
di quei punti le cui coniche polari si spezzano. Essa vien rappre-
. sentata uguagliando a zero il determinante delle seconde derivate
di f rispetto alle tre coordinate omogenee. Si sa, e si dimostra sabito
ricorrendo alla detta definizione ed alla teoria della polarita (n. 15),
che la Hessiana passa per tutti i punti multipli di f, ed inoltre

incontra f solo in quei punti semplici ognun dei quali e tale che
la tangente ad f nel punto abbia ivi incontro pilt che bipunto con f.
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Ne segue che se di f fa parte una retta, oppure una linea multipla,
la retta stessa, o la linea staranno pure nella Hessiana di f. Dimo-
streremo ora che solo in questi casi f ha comuni infiniti punti colla
Hessiana. ‘

Indichiamo con O un punto semplice di f, il quale non stia
su una retta che faccia parte di f: cosicche la tangente ¢ in O ad
S avrd ivi con f una moltiplicita d’intersezione finita (< n) che
rappresenteremo con ¢ -4 1. Preso O come origine e quella tangente
U come asse y =0, avremo:

F=ar by e ) g e ),
dove, per le ipotesi fatte su. ¢ e su O (punto semplice), saranno o
ed «a, diverse da zero. Cerchiamo, nella Hessiana H di f, quello
fra i termini privi della variabile y che & del minimo grado rispetto
ad x. A tal fine, nello scrivere il determinante H bastera prender
solo in ciascun elemento il termine privo della y e pit basso rispetto
ad x. Abbiamo cosi:

o (6-1) a1 b (0+1) (m—0—1) ax°
b 2a, (n—1)a,
(6+1) (n—o—1)ax®c (n—1)a;  (n—0—1) (n—0—2) ax°t! v
Ne deriva che in H il termine piit basso fra quelli privi di y sard
— o0+ 1)n — 12 aa} - 2°7";

poiche questo termine esiste certo, essendo, come g® detto, a e a,
non nulli.

Cid posto, se y & una parte di f (che pud essere anche tutta f)
contenente il punto O, non potra y stare anche in H. Invero, poiche .
O & semplice per f, O non sard contenuto dalla residua parte di f;
¢ quindi il termine di y pilt basso fra quelli privi della y sara di
grado ¢ 41 come D’analogo termine di f. Ora se la funzione y fosse
un divisore di H, il- termine di H piu basso fra quelli che non
contengono y dovrebbe essere almeno del grado del termine analogo
di y, cioé almeno del grado ¢ 4 1. Invece abbiamo trovato che il
suo grado & ¢ — 1. Giungiamo cosi alla seguente proposizione : con-
dizione mnecessaria e sufficiente perché la curva f, od una sua parte,
sia contenuta nella Hessiana di £, é che f, o quella sua parte, st
componga tutia di linee multiple per £, o rette. :

26. 11 fatto che, nelle ipotesi poste prima, il termine di H pill
basso fra quelli che non contengono y sia di grado ¢ — 1, cioé che
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o — 1 sia la moltiplicitd d’intersezione in O di t con H, permette
di assegnare subito la moltiplicita d’intersezione in O di f ed H.
Basta applicare la proposizione finale del n. 7, e si ottiene cosi che
quest’ultima moltiplicita vale ¢ — 1. In un flesso ordinario di f
cade una sola intersezione di f colla Hessiana; mentre in un punto
semplice tale che la tangente vi abbia contatto (o -+ 1)-punto (6 > 1)
con f cadono o — 1 intersezioni di f colle Hessiana. Possiamo anche
esprimere cid, in modo convenzionale, dicendo che un tal punto
gsemplice di f equivale a o — 1 flessi ordinari, assorbe o — 1 flessi
ordinars.

Se la curva f non ha componenti multiple, n® componenti ret-
tilinee, il numero delle sue intersezioni con la curva Hessiana, d’or-
dine 3(n — 2), sara finito (n. 25), ed uguale a 3n(r — 2). Quelle
intersezioni che cadono in punti semplici di f daranno i flessi di
questa curva, contando ogni punto nel modo detto come equivalente
ad un certo numero di flessi ordinari, Se f non ha punti multipli,
si ha cosi che il numero dei flessi (ordinari) di f & wuguale a
3n(n — 2): il che sard un modo abbreviato di enunciare che
2 (06— 1) = 3n(n — 2), estendendo la somma a tutti i punti di f,
oppure a quelli soltanto pei quali o> 1. Se invece f ha punti
multipli, diremo abbassamento nel numero dei flessi di £ prodotto da
un punto multiplo la moltiplicita d’intersezione, in quel punto, di f
colla sua Hessiana. Ed avremo allora che il numero dei flessi
(ordinari), vale a dire la somma X (¢ — 1) calcolata pei punti sem-
plict di f, & uguale a 3n(n — 2) diminuito degli abbassamenti pro-
dotti dai vari punti multipli.

Volendo occuparci di questi abbassamenti del numero dei flessi,
conviene che esaminiamo ora il comportamento della Hessiana di f
in un punto multiplo di questa curva.

27. Supponiamo dunque che il punto O sia s-plo, eon §>1,
per la curva f d’ordine n ("> 2). Se s == la conica polare di un
punto qualunque ha sempre un punto doppio in O, e pero la
Hessiana & in questo caso identicamente nulla. Possiamo dunque
limitarei ai casi in cui § < #n. Assumendo O come origine, potremo
scrivere

J=¢s + Pst1t Qoo+ o+ P,

ove le ¢ sono forme di «, y degli ordini indicati dai loro indiei.
Per vedere come si comporta in O la Hessiana H di f, cercheremo
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quali sono i suoi termini degli ordini pitt bassi (*2), Indichiamo cogli
apici superiori 1 e 2 apposti ad una ¢ le derivazioni di questa
funzione rispetto ad x e y, rispettivamente, sicche @i, ¢?, pil, p!'? @?
indichino dg/ox, dp/oy, 0%p/éa, %plox dy, 3%¢/dy?. I Hessiana
H di f sard rappresentata da

<P§1+90§5,1+...' yeony (Re8) r-(—8 — V) @gag -+ ...
R R s voey (N—8) Q2 (N—8—1)Pap1+ oe
(n—8)s (8 —1)Pky 1 rer 5 crey (W—8) (N—8—1)pg-(R—58—1) (N—8—2)Py 1+

ove la 2* colonna, che non s’ scritta, si ricavera dalla 1* mutando
nelle ¢ il primo apice, che ¢ 1, in un 2. Trasformiamo quel de-
terminante, moltiplicémdo la 3* colonna per —s -+ 1 (che & 5= 0)
ed aggiungendole poi le prime due colonne moltiplicate rispettiva-

mente per (n — s)r, (n — s)y. La 3 colonna diverra:

(—1) s+ 20— D giya+ 3 (0 — Dplya + ... .
(=1l +20—1 g +30—D el +. ..
(n—1) (n — 8) Pet-2(n—1) (n—5—1) P11 -+ 3(B—1)(1 —8§—2)Psy2 -+ . . .

Dividiamola per » — 1 (che & =£ 0). Poi aggiungiamo alla 32 linea, .
moltiplicata per — s 1+ 1, le prime due moltiplicate rispettivamente
per (n — s)x, (n — s}y, 1 primi due elementi della 3* linea diver-
ranno cio che prima eran diventati i primi due elementi della 3% co-
lonna ; ¢ lultimo elemento verra ad essere la somma delle ¢, y; (per
t=0, 1, 2,...) moltiplicate rispettivamente per

(i D) n—s—i) (—5--1)-(n—r8) (s i) =—(s—1) (n—8)4i (i+1) (n —1).
Se, per riavere un determinante simmetrico, dividiamo la 3% linea
per n» — 1, e poniamo, per brevita,

s —1m—2s

—_—— =0,

n—1

(1?) 11 sig. BRriLL, Ueber die Hesse’sche Curve (Math, Ann., XIII, 1877-78) ha
calcolato il 19 termine di H, deducendone le conseguenze che vedremo. Il calcolo
che noi qui faceiamo di pia termini & stato adoperato pid tardi, per le Hessiane
di superficie, dal sig. ROHN, Das Verhalten der Hesse’schen Fliche in den vielfachen
Punkten und vielfachen Curven einer gegebenen Fliche (Math. Ann., XXIII, 1883-84), —
Alcune osservazioni singolari sui contatti delle tangenti di f con lo Hessiana si
possono trovare nella mia Nota: Sulla forma Hessiana (Rend. Acc. Lincei, (5)
4, 1895) [V. p. 305 di questo volume].
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avremo che H & ungunale al prodotto di (» — 1)%/(s — 1) per

@+ Pipr A Pake ey oy Pips + 20542 + 3paps A+ o
@ + ‘Pgl-l + @ota Aoy Psr1+ 2@ira + @it + -

Dot 2042 3igst e oor s — 0P (0—2)Psr1—(0—B)pstr— (0—12)Paps — oo

28. Prima di procedere allo sviluppo di questo determinante
conviene osservare che il breve calcolo ora fatto vale senza modi-
ficazioni, nemmeno nei coefficienti, quando in luogo delle due va-
riabii #, y si abbia un numero qualunque di variabili. Se queste
gono piu di due, si dovrd solo scrivere nei determinanti, dopo le
linee e colonne 1* e 2? caratterizzate dallavere le ¢ per primo apice
superiore rispettivamente 1 e 2, altre linee e colonne col primo
apice superiore 3, 4,... Se invece si vuole applicare il calcolo fatto
al campo binario, cio® al caso di una sola variabile x, dovremo
cancellare la 2* linea e la 2* colomna. Dunque in questo caso, che
appunto ¢’importa considerare pel seguito, I'Iessiana di f &

(”— 1)2>< @ -+ Q?.EH +.y 99:}4-1 + 2‘Pa1'+2 + ...

s—1
Piit 2002ty — 0P —(@—2) Py — ...
Fssa ha quindi come termine piit basso — g (n — 1)2 g} /(s — 1)
ossia, ponendo @;=ax® con a == 0 se il punto O (x=10) & esatta-
mente s-plo per f:

—sm—1)(n —s) a® a2,

Dunque: wun punto s-plo per una forma binaria d’ordine >s ¢
multiplo secondo 28 — 2 per la forma Hessiana. — Notiamo subito
chg, quantunque c¢io risulti dimostrato solo nell’ipotesi s >> 1, pure
rimane vero anche se s = 1; cio¢ un punto che sia semplice per la
forma binaria non puo far parte dell’Hessiana, giacche la sua polare
di 2.° ordine ha in esso un punto semplice, non ha punto doppio.
Possiamo ora risolvere subito la questione di vedere in quali
casi ’Hessiana di una forma binaria svanisce identicamente. Se O
¢ un punto di una forma siffatta, esso non pud esser semplice; se no
non annulla PHessiana, come ora s’¢ detto. Sia dunque s-plo, con
s> 1. Allora nell’espressione del’Hessiana il termine piit basso &
quello dianzi seritto. Perche esso svanisca, essendo n>1, a==0,
occorre che sia s =n. D’altronde se la forma binaria d’ordine
n ha il punto O per n-plo la forma Hessiana sara indeterminata.
Dunque: la condizione necessaria e sufficiente affinche la Hessiana
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di una forma binarie d’ordine n svanisca identicamente é che la forma
si riduce ad wn elemento n-plo (13).

29. Dopo questa’digressione, ritorniamo al determinante ottenuto
alla fine del n.” 27 come Hessiana (a meno di un fattor costante)
della curva f. Sviluppiamo quel determinante, cambiato di segno,
serivendo in una stessa linea, oppure collegando mediante {}, i
termini di uno stesso ordine, a partire dall’ordine minimo. Indi-
cando per brevita con h(p) la Iessiana nel campo binario di una
forma binaria ¢ di x, y, ciod Despressione ! p?2 — (p!?)?, otte-
niamo che H & uguale a — (» — 1)?/(s — 1)*> moltiplicato per

0 s M@s)

+ (0—2)Per1 M)+ #s PotiH s Pitr— 205 Pikn)

+ ((e—8)@et bl @) -0 —2)Peir (@3 Fit1H @5 Popr— 205 Pidn) Fo@ih{Par)
+ 0ps (@3 Prtetor pate— 200 0 ke) 08 (@i) 05 (@) — 208 Praven
~+ termini d’ordine superiore.

11 1° termine, il pitt basso, & d’ordine 3s — 4. La forma @; che

}

vi compare rappresenta, come sappiamo, le tangenti in O ad f. Quel .

1° termine manca solo: quando o =0, cio® s=mn, nel qual caso
I’Hessiana & identicamente nulla; e quando hip;) =0, cioe (n. 28)
@s & la potenza s-esima di una forma lineare, le s tangenti in O
ad f coincidono. Dunque: la Hessiana di una curva f d’ordire n
con punto s-plo O, quando s < n e le s tangentt ad f in O non coin-
cidono tutte in wuna, ha in O la moltiplicita 3s — 4 e per tangenti
quelle s tangenti di fed il gruppo di 28 — 4 rette che ne é I Hessiano.
Queste tangenti in O alla Hessiana di f saranno tutte distinte fra
loro, se tali sono le tangenti ad f; ma (per la prima proposizione
del n. 28) se 8" (< 8) tangenti di f in O coincidono in wna, in questa
coincideranno s’ -+ (28’ — 2) cioé 38’ — 2 tamgenti all’Hessiana.

(*3) Hessy ha dato nel t. 42 (1851) del Journal fiir Math. il teorema pin
generale, che le forme ad un nunmero qualunque di variabili, il cui determinante
Hessiano svanisce identicamente, sono le forme d’ordine = con un punto n-plo.
Invece GORDAN e NOTHER, trattando pilt completamente la questione mnella Me-
moria: Ueber dic algebraischen Formen, deren Hesse’sche Determinante identisch ver-
schwindet (Math. Ann., X, 1876), hanno dimostrato che il teorema di Hrsse &
vero solo se il numero delle variabili & 2, 3, 4.
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La Hessiana di £ avrd in O moltiplicita maggiore di 3s — 4 solo
quando le s tangenti in O ad f coincidano tutte. In tal caso, ponendo

, =y,
lo sviluppo dell’Hessiana, a meno del fattore — (n — 1)%/(s — 1),
diventa:

os(s—1)y* gl +
F(e—2)s(s—1y* 7, ok ey ke, ) +os(s— Dy gl +-s(s—1)y* (g} P+

- termini superiori.

I’attuale primo termine non puo, nelle nostre ipotesi (s >1, s <n),
svanire se non quando (p;_lH_Z_O, ciod quando ¢, contiene » solo
al 1° grado. Tolto questo caso, avremo che: se le s tangenti in O ad
f coincidono in una, il punto O ha moltiplicita 38 — 3 per la Hes-
siana, e 28 — 2 tangenti in esso a questa coincidono mnella tangente
di f. Quanto alle rimanenti s — 1 tangenti dell’Hessiana, cioe
@1 =0, esse si possono oftenere cosl. Si consideri la polare d’or-
dine s+ 1 di O rispetto ad f, cioé (n — 8)y* - @01 =0; quel
gruppo di s — 1 rette gvi_lH ¢ la 2.* polare di un punto qualunque
della tangente in O ad f, y = 0, rispetto alla curva d’ordine s | 1;
oppure anche, osservando che la Hessiana di questa si riduce (come
segue anche dalle cose precedenti) a y>—2 q;;}rl =0, il gruppo delle
s — 1 rette qo;}}_l ¢ il gruppo delle rette che congiungono O ai flessi
della detta polare d’ordine s 4+ 1 di O rispetto ad f.

La Hessiana di £ avra in O moltiplicita almeno uguale a 38 — 2
quando le 8 tangenti in O ad f coincidono, in una retta la quale, con-
tata s volte, faccia parte della polare d’ordine s+ 1 di O rispetto
ad f. Si possono anche esprimere queste condizioni cosl: il punto
O (s-plo per f) & tale che la sua polare d’ordine s 41 ha un punto
(8 + 1)-plo P. Cio equivale, per la teoria della polaritdy, a dire che:
il punto O (s-plo per f) é (s + 1)-plo per la 1.2 polare di un certo
punto P, Se si pone ancora

ps =19,

P’ulteriore condizione perche O sia multiplo almeno secondo 3s — 2
per VHessiana ¢, come abbiamo trovato:

Qs1 =Y (ax -+ by),

essendo a, b costanti. Sostituendo nello sviluppo dell’Hessiana si
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trova ora come 1° termine, & meno di un fattor costante non nullo,

g [0 — ) ik, — (0 — 5 — 1) a?y7].
Dunque: se Pespressione fra [ | non svanisce, la Hessiana avra in
-0 esattamente la moltiplicits 3s — 2, e di nuovo come nel caso pre-
cedente 28 — 2 tangenti in O alle Hessiana cadono mnella tangente
di £ (M), '
La Hessiana avrd in O moltiplicita almeno uguale & 3s — 1 se,
oltre alle condizioni gia poste per g; € g1 8i ha

m—-s)oll —n—s—1)a?y=0;

s42
donde, con una doppia integrazione, si ricava

n—s—1

Pst2 = —2(—-———

~ S) a? a2 ys __|_ G.’L‘y8+1 __l__ dys+2,

essendo ¢, d nuove costanti. L’equazione della curva f, quando si
prenda O come origine e la tangente come asse y =0, deve dun-
que avere la forma:

n—s—1 . :
Y 1+aw+by+mq2x2+cwy+dy3 + Pots+ ... =0.

30. Ponendo' s =2 nei risultati precedenti troviamo la molti-
plicita dell’ Hessiana in un punte doppio di f.

Se 0 & un nodo per f ’Hessiana avrd pure in O un punto dop-
pio, e precisamente un nodo con le stesse tangenti di f.

Se O ¢ una cuspide ordinaria o di 1.* specie per f, PHessiana
avra O per punto triplo, e due delle sue tangenti in questo punto
coincideranno con la tangente ad f.

Se O & un tacnodo di f, I’Hessiana avra ancora in generale
questo punto per punto triplo (!5); con la sola particolaritd che la
3.2 tangente ad essa in O, la quale & rappresentata in generale da
@it =0, nel caso attuale che ¢, contiene il fattore y viene a coin-
cidere anch’essa con la tangente y = 0 di f: vale a dire tutte tre

(%) Nella Memoria del sig. E. KOTTER, Die Hesse’sche Curve in rein geome-
trischer Behandlung (Math, Ann., XXXIV, 1888) & stabilito un teorema molto generale
sulla moltiplicitd e sulle tangenti dell’Hessiana in un punto singolare di f: esso
contiene in s® tutti i easi qui considerati (veggasi Ienunciato alla fine di quella
Memoria, dove in luogo di » + o< o si deve leggere » + o < 2p).

(15) Non quadruplo, in generale, come dicono il BRILL (loc, cit., in nota a
p. 178), ed il KOTTER (loc. cit., nota a pp. 147-8). :
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le tangenti dell’Hessiana in O éoincidono con la tangente ad f. —
I’Hessiana avra in O moltiplicitA maggiore di 3 solo quando ¢,
contiene il fattore y*, sicche

S=R 04 ar by g
Allora f ha in O un tacnodo particolare, che per certe ragioni si
potrebbe chiamare {acnodo simmetrico od armonico: PHessiana di f
vi ha in generale un punto quadruplo, di cui due tangenti cadono
nella tangente ad f (19).
I’Hessiana ha un punto quintuplo in O se questo punto ha per
f singolaritd (una particolare cuspide superiore) tale che

r=o (Lo =2 e eyt a4 g+

31. Veniamo finalmente all’abbassamento prodotto nel numero
dei flessi della curva f d’ordine » dai suoi punti multipli; vale a
dire (n. 26) alla moltiplicitd d’intersezione, in questi punti, di f
colla Hessiana. Dovremo limitarci ad alcuni casi.

Sia anzitutto O s-plo per f, sicche

=0+ s+ Por2 + - o,
e lo sviluppo del’Hessiana sard quello scritto sul prinecipio del
29. La moltiplicita d’intersezione in O per le due curve non mu-
terd (n. 3) (1") se sialtera ’equazione della seconda, sottraendone la
prima moltiplicata per ¢- % (p;); con che si ottiene:

—2p,, 0 (®) -+ ep, (P} 0%, + el el, — 20790 ) +
-} termini superiori.

Ora questa nuova curva ha in O moltiplicith 3s — 3, almeno. Se
supponiamo che le tangenti di f in O, cioe le rette ¢,, sian distinte
ed abbiano con f incontro (s - 1)-punto soltanto, nessuna di esse
potrd annullare l’insieme dei termini scritti, d’ordine 3s — 3, della

(16) 11 sig. WoLrriNG, nella Memoria: Ueber die Hesse’sche Covariante einer
ganzen rationalen Function von terniren Formen (Math. Ann,, XXXVI, 1889), ha incon-
trato pel primo, sembra, questa specie particolare di tacnodi, e la particolaritd
che essi presentano per I'Hessiana. — Veggasi anche una mia Nota : Su alcuni punti
singolari delle curve algebriche, e sulla linea parabolica di una superficie, nei Rend.
Ace. Lincei, (5) 6, settembre 1897.

(!7) Invece di applicare, qui e poco dopo (pel caso di O doppio a tangentl
coincidenti), il n. 3, si potrebbe profittare del n. 13: ma con c¢id non si avrebbe
alcun vantaggio sensibile.
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nuova curva; poiché non annullerd né UHessiana A(ps), ne la forma
@s41 - In quell’ipotesi dunque ha luogo effettivamente la moltiplicita
38 — 3, e di pit le tangenti in O a quella curva saran diverse dalle
tangenti ad f. Quindi (n. 6) la moltiplicita d’intersezione- cercata
varra $(3s — 3). Un punto s-plo di f abbassa in generale di 3s(s — 1)
unity il numero dei Slesst; Vabbassamento é maggiore solo quando: o
le s tangenti ad { in quel punto non sono tutte distinte, oppure una
di esse ha ivi incontro piw che (3 4 1)-punto con f.

In particolare il numero di flessi assorbiti da un nodo ordinario
¢ 6. Un punto doppio assorbe pitt che 6 flessi: quando una tangente
ha in esso incontro pin che tripunto, e quando le due tangenti
coincidono.

Esaminiamo appunto il caso del punto doppio a tangenti
coincidenti:

=2+ estoi+.o o+ enn
I’equazione trovata per I’Hessiana (n. 29) nel caso che @,=y*® si
riduce, per s =2, a ’

oy vt 4 (0 —2) o, ¢ -+ 0¥ {7 h(py) + wi‘] + (@5)? i -t termini superiori.

La moltiplicita d’intersezione di questa curva con f in O non mu-
tera se da questa curva si sottrae f moltiplicata per ogi': sicche
essa diventa

1 .. .o
(pif — 20, @it 4 oy? {—2— h(p,) 4 991]} -+ termini superiori.

I termini seritti sono del 4° ordine. Perche la retta ¥ = 0 annulli
il loro insieme, cioé annulli (pl)* — 2¢, ¢!, dovra annullare ¢, : in-
vero se siindica con dx® il termine di ¢; indipendente da ¥, 1’ana-
logo termine in (¢l — 2¢,@l! sara (3aw2)2 — 2az®. 6ax = — a2,
e svanisce solo se a =0, cioé se ¢; contiene il fattore y. Se cid
non accade, la curva considerata ha in O un punto quadruplo, con
le tangenti diverse dalla y — 0: e pero la moltiplicitd d’intersezione
con f in O sard 8. Se invece @, e divisibile per y, quella curva
avra in O un punto quadruplo con la y = 0 come tangente, oppure
avrd in O moltiplicitd maggiore di 4: in ogni modo le sue interse-
zioni con f che cadono in O saranno pilt di 8. Dunque: una cuspide
ordinaria abbassa il numero dei flessi di 8 unita; ogni altro punto
doppio « tangenti coincidenti (tale cioé che la tangente wnica abbia in-
contro pitv che tripunto) produce nel numero dei flessi un abbassamento
maggiore di 8 .



