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XV.

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA
SOPRA UN ENTE ALGEBRICO
SEMPLICEMENTE INFINITO

« Annali di matematica pura ed applicata »,
gerie IX, tomo XXII, 1894, pp. 41-142.

4 ENrico D’Ovipio ed EUGENIO BERTINI
in segno di gratitudine ed affetto. (")

La geometria sopra una varietd algebrica, sémplicemente infinita
(curva), doppiamente infinita (superficie), ecec., cioeé quella che studia
le proprieta invariabili per trasformazioni birazionali della varieta
(v. § 3), conduce naturalmente (§ 4) a considerare su questa delle serie
lineari (di gruppi di punti, di curve, ecc.). Una tal serie & definita
sulla varieta da un’equazione che contenga linearmente uno o pilt
parametri. In altri termini se la serie & co! ogni suo elemento si
compone di tutti quei punti della varietdi nei quali una determinata
Junzione razionale delle coordinate prende uno stesso valore. Geo-
metricamente si rappresenta con vantaggio una serie lineare ricor-
rendo ad una particolare varietd su cui essa vien segata dagl’iper-
piani del suo spazio: ad es. una serie lineare di gruppi di punti
sull’ente algebrico semplicemente infinito mediante nna curva, una
serie lineare di curve (di dimensione > 1) di un dato piano o di
una superficie qualunque mediante una superficie, ecc.

La geometria sull’ente algebrico - semplicemente infinito, ed in
particolare lo studio delle funzioni razionali dell’ente ossia delle serie
lineari di suoi gruppi di punti, fondata dal RIeMANN (*), si & poi
svolta secondo vari indirizzi: quello funzionale che deriva appunto
da quel sommo matematico ; quello algebrico-geometrico che & dovuto

() Questa dedica non esiste nel volume degli Annali di matematica qui indi-
cato, ma solo negli estratti della presente Memoria, ed & stampata in una pagina
apposita (N. d. R.). ) ‘

(*) Theorie der Abel’schen Functionen (Journal fiir Math., 54, 1857).
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principalmente all’importante lavoro dei sigl, BRILL e NOETHER (%);
quello algebrico-aritmetico seguito dal KRONECKER (3) da un lato e
dai sigl, DEDEKIND e WEBER (*) da un altro. — Ora, nel fare, son
gid vari anni, delle ricerche sulle rigate algebriche, e in generale
sulle varietd composte di ‘co! spazi, avendo io avuto bisogno di va-
lermi delle proprietd delle serie lineari studiate nella Memoria BRILL-
NOETHER, mi accorsi come ricorrendo invece alle rigate ed alle dette
varietd di spazi, e rappresentando quelle serie lineari mediante curve
iperspaziali nel senso gia accennato, si potessero ritrovare (almeno
in parte) quelle proprietd mediante semplici ragionamenti geometrici,
evitando i calcoli algebrici o le comsiderazioni funzionali che occor-
rono per stabilire il teorema del NOETHER fondamentale per quella
Memoria. Cosi dalla considerazione di due curve in corrispondenza
univoca (imagini di due serie lineari di uno stesso ente algebrico) e
della rigata delle congiungenti i loro punti omologhi, giungevo a
qualche caso particolare del Restsatz di BRILL ¢ NOETHER, vale a
dire dei teoremi sulle serie complete, residue, ecc. (§ 14)(5). E poi
da una formola fondamentale relativa ad una varieta algebrica com-
posta di co! spazi e ad una curva segnata su essa (§ 13) (6) ottenevo
qualche proposizione che si collega al teorema RIEMANN-ROCH (§ 19),
come il teorema di CLIFFORD, ecc.(’). Poco dopo il mio amico
gig.  CASTELNUOVO, entrando piu di proposito nell’argomento, espo-
neva in modo assai pilt completo e sistematico una trattazione geo-
metrica delle serie lineari sopra una curva algebrica (8).

(®) Ueber die algebraischen Functionen wund thre Anwendung in der Geomelrie
(Math. Ann., VII, 1873). Qui & fondamento il considerare la curva piana come ima-
gine dellente algebrico, come pure Vapplicazione di un teorema del sig. NOETHER
relativo alle condizioni perche una curva si possa rappresentare con Ade -+ By,
ove @ ¢ 1 son curve date. ‘

(3) Specialmente nelle sue lezioni. V. la Nota: Ueber die Discriminante alge-
braischer Functionen einer Variabeln (Journal fiir Math., 91, 1881).

(4) Theorie der algebraischen Functionen éiner Verdnderlichen (Journal fiir Math.,
92, 1882).

(5) V. lc Ricerche sulle rigate ellittiche di qualungue ordine (Atti Acc. Torino,
XXI, 1886), ad es. i n.i 3, 8; le Recherches générales sur les courbes et les surfaces
réglées algébriques (1. Partie, Math. Ann., XXX, 1887; 2.6 Partie, Math. Ann., XXXIV,
1887), ad es. i ni 6 e seg. della 1.2 Parte [V. pp. 56, 80, 125 di questo volume].

(8) Intorno alla geometria su wna rigata algebrica. Sulle varietd algebriche com-
poste di una serie semplicemente infinita di spazi (Rend. Acc. Lincei, luglio e ofto-
bre 1887) [V. pp. 110, 114 di questo velume]. A

(1) Sulle curve normali di genere p dei vari spazi (Rend. Ist. Lomb., aprile 1838)
[V. p. 119 di questo volume]. ' ‘

(8) Ricerche di geometria sulle curve algebriche (Atti Acc. Torino, XXIV, 1889).
V. anche il lavoro, di poco anteriore, Geometria sulle curve ellittiche (ibid., XXIV, 1888).
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Nella Memoria attuale io espongo appunto il metodo geometrico
che si & formato mediante questi lavori, quale & stato poi elaborato
per un corso di lezioni di geometria sullente algebrico semplice-
mente infinito svolto nell’anno 1890-91(%). In questo metodo non oc-
corrono considerazioni funzionali, né sviluppi algebrici: unico modo

3

con cui compare l’algebricitd degli enti & col principio di corrispon-
denza per le forme semplici razionali. L’esposizione verrd fatta prin-
cipalmente con la mira di divulgare certe considerazioni geometri-
che che, se anche non sono piit nuove, pure non sono abbastanza
diffuse; sebbene in questi ultimi tempi, specialmente per opera del
sig. CASTELNUOVO e di qualehe altro giovane valoroso, abbiano dato
alla scienza risultati essenzialmente nuovi ed importanti. Tali consi-
derazioni e mezzi di ricerca possono ancora rendere grandi servigi,
¢ non solo per la geometria sull’ente algebrico semplicemente infi-
nito, ma anche per la geometria sopra una superficie, ecc. B in vi-
sta di cid che nel 1.° dei tre capitoli in cui questo lavoro si pud
dividere si danno le generalita spettanti alla geometria su una va-
rietd di qualunque dimensione, anzi che limitarsi a quelle relative

(®) In quelle lezioni, a lato del metodo geometrico qui esposto, furono pure
svolti il metodo Riemanniano e quello di BRILL ¢ NoETHER. L’argomento in fatti
& tale che non & ben trattato se non si sviluppa sotto pit aspetti. Ond’® che
laver io qui preso ad esporlo dal punto di vista geometrico non va interpretato
nel senso di nna preferenza che a mio avviso si debba dare a questo metodo ri-
spetto agli altri. Tutti meritano di essere stmudiati; ognuno ha i suoi pregi spe-
ciali; per ciaseuno vi sono questioni in oui esso va pift in 13, od almeno riesce
pitt luminoso degli altri. Ma il metodo geometrico sul quale mi permetto di ri-
chiamare l'attenzione & appunto quelle meno conosciuto finora. Quanto agli altri,
oltre che nei lavori originali, qnaleuno fu nuovamente esposto assai recentemente
nel 1.° vol. (1890) delle Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunctio-
nen del XLEIN (e Frickg), non che nelle Lezioni litografate dello stesso KLEIN
(1892) sulle RIEMANN ’sche Flichen; e nel 2.9 vol. (1893) del Traité d’Analyse del
gig. Prcarp. In particolare il metodo algebrico-geometrico fondato da BRILL
e NOETHER viene ora di nuovo svolto con opportuni ampliamenti e modificazioni
dal chiar. prof. BERTINI (i cui amichevoli incitamenti hanno pure influito nel
risolvermi all’attuale publicazione), in una Memoria che uscird in questi 4nnali
insieme con questa mia. Grazie a tale combinazione, da noi espressamente desi-
derata, ed accolta gentilmente dal chiar. Direttore degli dnnali, i lettori di que-
sti potranno vedere in pari tempo un argomento trattato con due metodi ben
diversi. Ma affinchd ciascnno dei due scritti si possa studiare indipendentemente
dall’altro, non abbiam oreduto di dover rimandare dall’'uno all’altro per quelle
cose — poche del resto — che occorrevano ad entrambi: ognuno di noi ha e-
sposto per proprio conto c¢id che gli poteva servire,
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agli enti semplicemente infiniti (1), Nel 2.9 Cap. si espongono varie
proprieta e formole relative a questi enti: anche qui alcune cose,
come il § 11 sui punti multipli di una serie lineare ed il § 12 sul
principio di corrispondenza CAYLEY-BRILL, pur riguardando questioni
di lor natura importantissime, non sarebbero necessarie pel seguito.
Nel 3.% Cap. si ricorre anzitutto (§ 15) alle curve aggiunte di una
curva piana per la costruzione effettiva delle diverse serie linéari
sullente algebrico co! di genere p e per ottenere il noto limite mi-
nimo n — p della dimensione di una serie lineare completa d’ordine
n. In base poi a due proposizioni fondamentali (§ 13 e 14) del 2.°
Cap. si possono ottenere tutte le principali proprieta delle serie li-
neari (v. specialmente i §§ 17 e 19).

L’indice seguente servira a dar subito un’idea piu precisa del-
lordinamento del lavoro.

Torino, antunno 1893.

(1) Ond’® che il lettore il quale avesse nrgenza di veder trabtati in parti-
colare gli enti oo! potrebbe sorvelare su quel 1.0 Cap.: nel quale poi vi sono
talune cose forse troppo note, ma che conveniva presentare rinnite con altre me-
no conoscinte. — Valgano alcune di queste ultime (specialmente il § 1) a richiamar
I’attenzione di qualche geometra su certi lavori aritmetico-algebriei, sulla teoria
generale dell’eliminazione, ece. del KRONECKER e della sua seuola; i quali lavori
mi pajono d’importanza capitale per fondare solidamente ledifizio geometrico
(degli enti algebrioci).
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CAPITOLO 1.

§ 1. Le varietd algebriche.

1. Per Dben definire il nostro argomento occorre stabilire: 1.°
quali sono gli enti di cui ¢i occuperemo; 2.9 quali sono le trasfor-
mazioni di essi che fissiamo come fondamentali ; cosicehe le proprieta
degli enti stessi che intenderemo studiare siano quelle che non mu-
tano per tali trasformaszioni (1)

2. Gli elementi delle varieta che considereremo saranno rappre-
sentabili mediante gruppi di numeri (numeri complessi), ¢ potranno
ricevere, oltre all’interpretazione puramente analitica (aritmetica) che
cosl se ne ha, infinite forme d’interpretazioni geometriche, se quei
gruppi di numeri si assumono come coordinate (**) di enti geometrici,
punti, rette, ..., curve, superficie, ecc. Noi prescindiamo in generale
da ogni scelta speciale d’interpretazione. Solo, per comodita, adotte-
remo il linguaggio geometrico degl’iperspazi; siccheé ad esempio in
luogo di elemento diremo punto, cce. Ma cosl facendo non intendiamo
escludere Yinterpretazione puramente analitica della parola « punto»;
e pur accogliendo d’altra parte tufte le possibili interpretazioni geo-
metriche, ci asteniamo dal far dipendere DPessenza delle nostre ri-
cerche dai postulati della geometria.

3. Per varietd algebriche si potrebbe pensar di definire quelle
composte di tutti i punti le cui coordinate sono date funzioni alge-
briche di uno o pit parametri variabili indipendenti. Ma questa de-
finizione non sarebbe abbastanza generale, cioé non darebbe tutte le
varietd che si soglion chiamare algebriche; ed inoltre non sarebbe
invariantiva per trasformazione di coordinate (13). Si dovrebbe modi-

(4) Cfr. il Programma del sig. F. KLEIN: Vergleichende Betrachtungen iber
neuere geometrische Forschungen (Erlangen, 1872 ; ristampato nei Math. Ann., XLIII);
o la traduzione italiana del sig. FANO mnel tom. (2) 17, 1890, degli Annali di
Matematica.

(4?) Alle volte counsidereremo anche coordinate omogenee: ¢id si capird sempre
dal diseorso.

(43) Si pensi ad esempio ad una curva sghemba dello spazio ordinario. Se
essa fosse definita dal dare per le coordinate dei suoi punti tre -funzioni alge-
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ficarla aggiungendo che i valori da assumersi per quelle funzioni
algebriche in corrispondenza ad ogni gruppo di valori di parametri
giano legati da unna o pilt equazioni algebriche date.

11 modo pilt generale di definire le varietd algebriche (%) consi-
ste invece nel considerar come tale Uinsieme dei punti le cwi coordi-
nate soddisfanno ad un numero gqualunque di date equazioni algebriche,
nelle quali possono anche comparire razionalmente dei parametri inde-
terminati (15). ,

Rientrano evidentemente in questa definizione generale, oltre a
quella accennata da prima, le due seguenti definizioni particolari.
1.0 Come intersezione di varietd rappresentate ognuna da un’equa-
zione algebrica fra le sole coordinate; vale a dire, se & Sy (di di-
mensione d) lo spazio che si considera, di varietd algebriche M, _;
di dimensione d — 1. 2. Come luogo dei punti le cui coordinate
sono date funzioni razionali di un certo numero di parametri legati
fra loro da un’equazione algebrica.

4. Data una varietd algebrica definita nel modo pilt generale
suddetto, essa pud comporsi di parti aventi diverse dimensioni (*6).
Con opportune trasformazioni appartenenti alla teoria generale del-
I’eliminazione si riesce (") a rappresentare staccatamente quelle par-’

briche [generiche], non tutte razionali, di un parametro, vi sarebbe almeno un
punto fondamentale dal quale la curva sarebbe projettata pia volle; ciod la curva
ammetterebbe alimeno un cone di corde (o trisecanti, ecc.).

(1) Suggeritomi dallo studio del Festschrift del KRONECKER: Grundziige einer
arithmetischen Theorvie der algebraischen Grissen (Journal fiir Math, 92, 1881, pp.
1-122). V. anche MOLK : Sur une notion qui comprend celle de la divisibililé et sur la
théorie générale de Vélimination (Acta Math,, 6, 1885, pp. 1-166).

(15) Questa definizione ba evidentemente carattere invariantivo per trasforma-
zione di coordinate. — Incltre da essa segue che projeftando nna varietd algebrica
da un punto (ad es. un punto fondamentale) si ha ancora una varietd algebrica
(rappresentata dalle stesse equazioni, nelle quali perd una coordinata — quella
corrispondente al detto punto fondamentale — non si consideri pilt come coor-
dinata, ma come parametro). — E segne pure che intersezione di due o pid varietd
algebriche & (se esiste) una varietd algebrica.

(18) Non occorre avvertire che il concetto di dimensione a oui noi alludiamo
® quello che derivd dalle ricerche @i G. CANTOR; che si basa non solo sul nu-
mero dei parametri che determinano gli elementi, ma anche sulla continuitd della
corrispondenza fra questi e quelli.

(1) V. KRONECKER, loc. eit,, p. 28; e MoLK, p. 147,
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i (18). Si dimostra allora('%) che una tal parte, cioé una varietd al-
gebrica di dimensione determinata, quando questa sia = d — 1, ciod
inferiore di un’unitd a quella dello spazio ambiente, si puo rappre-
sentare con un’equazione unica fra le coordinate ; ed in generale
guando la dimensione ha un valore qualsiasi si pud rappresentare
come lintersezione completa di d -+ 1 varietd My, rappresentate da
singole equazioni (**). — Cosl pure, sempre con procedimenti alge-
brici della stessa natura, si dimostra che una M; algebrica si puo
rappresentare, ¢ c¢io ha la massima importanza per not, come la tra-
sformata birazionalmente (cfr. il § 2) di una M, di Spp (la 2.2 delle
definizioni particolari con cui finiva il num. prec.) (*!). Cido si pnod

(#8) Nel seguito una varietd (sottint. algebrica) di dimensione determinata %
- 'indicherd brevemente con M, . Cosi M, potrd indieare un gruppo (di un numero
finito) di punti.

(19) Cfr. KRONECKER, p. 30; MoLxK, p. 163,

(*°) 8i pnd ad esempio rappresentare muna curva dello spazio ordinario eome
Pintersezione completa di 4 suoi coni projettanti. Ed in generale una M, di §;
con k< d—1 & Vinlersezione completa di d4-1 coni M, _, che la projettino da spazi
Sy _—g » Purche questi siano presi in posizione convenienle (generale). In fatti sup-
pongasi che gid si abbiano i di siffatti coni projettanti, i quali si taglino, oltre
che nella data M, in una o pitt varietd irriduttibili M, ,: come gid si ha su-
bito per i=1. Un nuevo cono projettante la M, avra comuni coi precedenti,
oltre la M, , delle M, , ., a meno che contenga una di quelle 3, .. Peroid
sarebbe necessario che un punto 4 fissato ad arbitrio sn questa (fuori della M)
stesse in uno spazio Sy _, ., generatorc del cono; sicehd 1'asse 8 4_p_g del cono
conterrebbe allora un punto della retta che congiunge il punto 4 a quel punto
della M, che & projettato dal detto spazio generatore; ossia 1'asse Sy _p_o in-
contrerebbe il cono Mk_‘_1 che da 4 projetta la My : il che si pud evitare. Pro-
cedendo in questo modo si finira dunque per avere d 4 1 coni che all’infuori
della M, non avranno altri pnoti comuni.

E’ facile vedere che meno di d-+ 1 varietd M, , non basterebbero in gene-
rale per determinare, come loro intersezione completa, una M, . Veggasi ad es.
per le curve sghembe dello spazio ordinario VAHLEN: Bemerkung zur vollstindigen
Darstellung algebraischer Raumcurven (Journal fiir Math., 108, 1891),

Dal teorema del KRONECKER sopra riferito si pud trarre ehe il numero dei
punti d’incontro di una M, (algebriea) di 8; con un 84 _j non muta (in gene-
rale, ciod finch® rimane finito) al mutare di questo spazio. Cid si pud anche sta-
bilire per induzione completa osservando che & vero per una M, di Sk+1 (come
mostra l'equazione); e che la proposizione stessa vale‘per la My di S; e preci-
samente pei snoi inocontri con due Sd—lc aventi un punto comune, se ha luogo
per la M, projezione di quella su un 8§51 dal detto punto. 11 numero, bén de-
terminato, dei punti d’incontro di mna M, di S, con un 833 generico si chiama
ordine della M .

(*!) Cfr. KRONECKER, p. 31; MOLK, p. 155.
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effettuare geometricamente, per esempio, con una projezione della
My da un 83— (fondamentale) su un Sy (lo spazio fondamentale
opposto), siccheé i punti (x, #,...as) della M; vengono ad esser le-
gati da equazioni della forma :

(1) Sl opqa) =0
Tpt2 == Yipo Ly -« o Ep)

)
Xg =Yg (.L'i e mk—l—l)y

dove f & funzione intera, e le vy funzioni razionali (**). Si possono
allora riguardare le (1) e (2) come equazioni di d — k varietd My,
(la prima cono, le altre monoidi) che si tagliano secondo la M (%%).
Ma si pud anche dire che le (2) fanno corrispondere birazionalmente
la M, primitiva a quella (projezione) che in S;4,; ¢ definita dalla (1).
Introducendo coordinate omogenee (ryx,...xy; pei punti di S
e Yy ¥, ---Yrpr per quelli di Spyq) si pud dare ad una tal rappresen-
tazione di una M; di S la forma:
Cy:yt e ia=yo )y, () ...y (y)
con ,
JWovi- o Y1) =0, ,
essendo le y ed f forme (algebriche intere) nelle y, tali che ogni
punto x corrisponda in generale ad un solo punto y.

5. Fra le varieta algebriche son da distinguere le varietd razio-
nali od omaloidi. Chiameremo cosl quelle pér le quali le coordinate
dei punti,son funzioni razionali di un certo numero %k di parametri
indipendenti, con la condizione che vi sia corrispondenza univoca in
ambi 1 sensi fra i punti della varietd ed i gruppi di valori di quei
k parametri. Vedremo poi (n. 24) che questa condizione, almeno nel
cagso di k=1, e superflua.

(**) Estensione della nota rappresentazione monoidale delle curve sghembe
dovuta al CAYLEY : v. HALPHEN : Reclerches de géoméirie &4 n dimensions (Bull. Soc.
math. de France, 2, 1873, pp. 34-52). lvi si troverd pure, dedotto da questa
rappresentazione, il teorema che il numero delle intersezioni di una M, ed
una M, . i Sd 8 dato dal prodotto dei loro ordini.

(*3) La My perd non & }’intersezione completa di quelle varietd (sicche non
vi & contraddizione con un asserto precedente): esse hanno anche comuni tutti
quei punti che verificano la (1) e rendono indeterminate le v, i quali punti pos-
sono non giacere sulla M, . — E facile vedere che si pud render completa la Tap-
presentazione in d]scmso poneudo insieme colle equazioni (1) e (2) una dzsugua-
glianza & cui debbano soddisfare le coordinate (efr. MoLxk, p. 153).
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§ 2. Le corrispondenze algebriche.

6. La nozione di corrispondenza algebrica fra due varieth X, Y
rientra in quella gia definita di varietd algebrica : concetto noto, im-
portante e fecondo. Se cioé si considera la coppia di punti ¥,y presi
su X, Y come elemento, una varietd algebrica di tali elementi dara
origine a c¢id che diremo appunto una corrispondenza algebrica fra
X, Y. Questa e dunque definita da un sistema di equazioni alge-
briche fra le coordinate dei punti x,y, sistema che abbraccia anche
le equazioni che definiscono rispettivamente X ed ¥ . La definizione
della corrispondenza puo esser tale che nelle sue equazioni compa-
jano (razionalmente) oltre ai punti «,y, anche dei parametri varia-
bili. Ma per quanto sopra (n.° 4) s’ detto si potranno sempre eli-
minare tali parametri.

Se ad ogni punto y di Y corrisponde un numero finito o > 0
di punti z su X, si potra dal sistema dato di equazioni ricavare le
coordinate di ¢ come funzioni algebriche ad « valori delle coordinate
di y, vale a dire si potra ottenere per eciascuna coordinata di «
un’equazione di grado « i cui coefficienti son funzioni razionali delle
y: e ¢i0o con semplici eliminazioni (operazioni di massimo comun
divisore). Invero se il campo X & determinato da wuna variabile =
(X & una retta) avremo per definire la corrispondenza un certo nu-
mero di equazioni fra ¥ e le y; ed & noto che da esse si trae ra-
zionalmente (appunto con Poperazione del massimo comun divisore)
un’equazione unica di grado « in @, la quale determina appunto
nel modo detto tutti i punti # di X corrispondenti ad uno stesso
punto y. Se poi i punti # hanno pie coordinate x, @, a,..., basta
che nel sistema delle equazioni che definiscono la nostra corrispon-
denza fra i punti ¢,y di X, Y si riguardino x,®;... come para-
metri, per avere una corrispondenza fra l'unica variabile x; ed il
punto y di ¥, s1 che ad ogni tal punto y corrispondono o valori di
x, : laonde x, sard funzione algebrica ad « valori delle coordinate
y; ed analogamente x,,x;...

7. Segue da cid che una corrispondenza algebrica fra due va-
rietd & wunivoca in un senso, solo quando egsa in quel senso & ra-
zionale, vale a dire quando le coordinate dei punti.dell’una varieta
si possono esprimere come funzioni algebriche ad un valore, cioe
razionali di quelle dei punti omologhi dell’altra; sicché chiamando
x ed .y le coordinate omogenee dei punti omologhi delle due varieta



INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ECC. 209

si possa porre (le vy essendo forme):
oyt o=y )y (y):.

Sara biunivoca solo se & birazionale, sicché oltre a queste equazioni
si possan scrivere le analoghe :

YoiYpiee =qo(@): o (@):.

Due varietd in corrispondenza birazionale con una terza Sono
pure in corrispondenza birazionale fra loro.

La definizione algebrica data precedentemente (n. 5) delle va-
rietd razionali equivale a dire che sono quelle che corrispondono
(algebricamente ¢) biunivocamente a spazi. Segue che se una varietd
corrisponde biunivocamente ad una razionale sard essa stessa razio-
nale ; e che due M; razionali sono riferibili fra loro biunivocamente
in infiniti modi.

8. Considerando tra due varietd semplicemente infinite (M,) ra-
zionali una corrispondenza («, a') (*Y), risulta dal 1. 6 che essa si
puo rappresentare con un’equazione di gradi o« ,a’ fra i parametri
x,x" degli elementi omologhi delle due forme; in particolare che
una corrispondenza (1,1) si pud rappresentare con un’equazione bi-
lineare, sicché si riduce ad una projettiviiéc nel caso che si tratti di
due forme fondamentali (mentre se si tratta di forme non fonda-
mentali si pud assumere 'univocitd — sempre, s’intende, con Palge-
bricita, — oppure Vequazione bilineare, come definizione delle corri-
spondenze projettive). Se nell’equazione di una corrispondenza lovy )
fra gli elementi di una M, razionale si suppone che gli elementi
omologhi x, #' coincidano si ottengono o - a' elementi uniti : mnoto
principio di corrispondenza formulato dallo CHASLES (2%). B nellap-

(*%) Nel seguito dicendo una corrispondenza (a,a’) fra due varietd ¢inten-
dera una tal oorrispondénza che ad ogni punto della 1.2 varieid corrispondano «’
punti nella 2.¢ wvarietd, e ad ogni punto della 2.2 « punti nella 1.2.

(25) Cfr. su esso i miei Appunti storiei nella Bibl. math., 6, XX, 1892, p. 33
[V. p. 185 di questo volume].

Come si sa, nell'applicare guesto principio si deve badare alla multiplicita da
attribuire ai vari elementi uniti: ed appunto nello stabilire quella multiplicita
sta qualche veolta il difficile. Un caso semplice noto & il seguente: quando un
elemento & tale che, in qualunque delle due varietd sovrapposte lo si consideri,
sempre due dei suoi omologhi dell’altra varietd cadano in esso, allora lo si deve
contare due volte (almeno) nel numero complessivo o - o’ degli elementi uniti.
La proposizione (che non sarebbe pilt vera se in luogo di due si ponesse un nu-
mero maggiore) si verifica subito sulle equazioni, ad es. ponendo che 1’elemento
di cui si tratta corrisponda al valore # =0 del parametro. Essasi pud invertire

14



210 CORRADO SEGRH

plicazione di questo prinecipio che comparird nei punti piai essenziali
del nostro studio 1’algebricita degli enti ¢ quindi il teorema fonda-
mentale dell’algebra.

§ 3. La geometria sopra una varieth algebrieca.

9. Possiamo ora (cfr. n.? 1) definire semplicemente Poggetto della
geometria sopra wna variets My . Essa & la geometria che studia le
propriete della My invariabili per trasformazioni birazionali della va-
rietd, stessa (%6).

Le proprieta projettive della M, , cioé quelle che non mutano
per trasformazioni projettive o lineari, mutano generalmente per tra-
sformazioni birazionali qualunque della My: quindi & solo una parte
di esse che costituisce la geometria sulla M. Cosl mutano in gene-
rale per trasformazioni birazionali la dimensione dello spazio cui ap-
partiene la M, l'ordine di questa, le sue singolarita, ecc.

Si puo profittare di cio, prendendo come rappresentante delle
My, o meglio di un corpo o classe di M) composto di varieta tutte
riferibili birazionalmente fra loro, una che stia in uno spazio di op-
portuna dimensione (abbastanza elevata od abbastanza bassa); o che
abbia un ordine conveniente, ad es. minimo; o che abbia singolarita
opportune ; ecc.

10. Rigunardo alla dimensione dello spazio della M, possiamo gia
enunciare questa proposizione importante -m.% 4): per la geometria
su una My di un Sg, ove d >k 41, si pud sostituive a quella una
My di un Spp1. E se la My & razionale, cioe trasformazione bira-
zionale di un 8, le si pud addirittura sostituire un S;.

quando la corrispondenza & inwoluloria o simmelrica; sicoh® & condizione neces-
saria e sufficiente affinch® un elemento unito di una corrispondenza involutoria
conti due volte nel numero complessivo degli elementi uniti, che due dei suoi
elementi omologhi coincidano eon esso. -

Una proposizione generale sulla multiplicitd degli elementi uniti & stata data
dal sig. ZEUTHEN nella Note sur le principe de correspondance (Bull, des. se. math.,
5, 1873, p. 186)

(*%) A vero dire si nsa spesso chiamare « geometria sulla variefd » quella che
studia gli enti contenuti nella varietd, senza preoccuparsi delle trasformazioni che
si assumono come fondamentali: cosi quande si chiama geometria sulla superficie
la teoria di GauUss, ecc., delle linee tracciate su questa. Perd per brevitd di lin-
gnaggio, quando si & nel campo algebrico-geometrico ho ereduto opportuno (an-
che in lavori precedenti) di fissare per quella locuzione il senso pilt ristretto so-
pra enunciato.
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In particolare per la geometria su una curva si puo assumere
la curva piane; e la retta se si tratta di curyva razionale. Per la
geometria sopra una superficie si pud assumere la superficie dello
spazio ordinario ; e il piano se la superficie & razionale. Ecc.

11. Riguardo alle singolarita di una M, esse nella geometria
sopra la varietd vanno considerate come decomposte o risolte in ele-
menti. Questa risoluzione si effettua geometricamente mediante tra-
sformazioni birazionali della varieta, che la riducano ad altra in cui
quella singolaritd sia ‘scomparsa (cfr. la nota al n.° 20). Analitica-
mente la stessa risoluzione trova la sua espressione in opportuni
sviluppt in serie delle coordinate dei punti della varieta negl’intorni
dei punti singolari. Si dimostra che nell’intorno di un puntokqua~
lunque della M le coordinate dei punti di questa si posson espri-
mere mediante wrno o pin gruppi di serie di potenze intere di k pa-
rametri: ognuno di questi gruppi di serie rappresenta un elemento
della M;; e Pintorno di un punto qualunque, singolare o no, di
questa varieta e un insieme di siffatti elementi. Nel caso di una
curva piana f(xy) =0 gli elementi che contengono un suo punto
(wy ¥o) sono tanti quanti gli sviluppi di y — g, in serie di potenze
di # — @, : la loro considerazione trae origine, come si sa, da (CAU-
CHY ¢) PUISEUX ; essi furono poi pilt ampiamente studiati dal WE-
IERSTRASS (nelle sue lezioni sulle funzioni abeliane) appunto col
nome di elementi, dal CAYLEY che li chiamd rami, lineari e superli-
neari, dal’HALPHEN col nome di ciclé (corrispondenti ai sistemi ci-
clici del PUuiseUuX di valori della funzione y di a intormo al punto
%, Yo)y © da tanti altri geometri (*7). Analogamente in un punto qua-
lunque di una superficie si hanno uno o piu elementi, o falde supe-
riori, o cicli di falde secondo una denominazione del’HALPHEN (%%),
— B chiaro che in seguito a trasformazioni birazionali un elemento

(®7) Nel segnito avremo occasione di fare qualche citazione pili precisa.

(28) Sur les lignes singulidres des surfaces algébrigues (Ann. mat., (3) 9, 1877).
1 lavori salle singolaritd superiori delle superficie e varietd -di maggior dimen-
sione sono finora assai searsi rispetto a quelli relativi alle singolaritd delle
curve. Per la scompesizione in elementi (sviluppi in serie) delle superficie e va-
rietd superiori va oitato specialmente: G. KoBB: Sur la théorie des fonctions al-
gébriques de deux variables (Journal de math,, (4) 8, 1892), a cui si collega la
Nota dello stesso autore : Sur un point de la théorie des fonctions algébriques de deux
variables (Bull. soc. math. de France, 21, juin 1893). Veggasi pure il § III del
lavoro del sig. DEL PEZZO : Intorno ai punti singolari delle superficie algebriche (Rend,
Palermo, 6, 1892). :
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§i muta in un elemento, ma posson diventare staccati fra loro gli
elementi che dapprima avevan comune (come origine) uno stesso
punto singolare. Quindi allorquando studiando la geometrja su una
varieta si ha in questa un punto (singolare) pel quale passano piu
elementi (rami, falde, ecc.) si dird che ivi si considera un punto ben
determinato, solo quando sia fissato Uelemento su cui lo si vuol
considerare.

§ 4. Le serie lineari e le involuzioni. Varietd imagini.

12. Una grande classe di proprieta relative alla geometria su
una varietd X di dimensione % contenuta in 8; si legano alla con-
siderazione delle serie o sistemi lineari di M, ; giacenti in X, Chia-
meremo cosi la serie di Mp_; che su questa M, si ottiene come se-
zione con un sistema lineare di My :

2higi(@)=0;

con Pavvertenza che ove questo sistema di varietd avesse su X una
My base, la quale cosl verrebbe a comparire come parte in tutte
le My.; della serie, si possa ad arbitrio toglierla da tutte, ovvero
conservarla in tutte. — Cosi allorquando una curva €? (d’ordine n»)
di Sy si sega con un sistema lineare di M} | il quale abbia I punti
base su essa, si ottiene una serie lineare di gruppi di my punti con
quegli ! punti fissi; ovvero, togliendo 1,2,...,1 di questi punti,
delle serie lineari di gruppi di ny —1,nmy — 2,...,%v — I punti.

In particolare ¢ una serie lineare quella segata su una varietd
dagliperpiani del suo spazio.

Una serie lineare su X pud anche comporsi di un solo elemento
(My—;), come il sistema lineare di Mg_; che la definisce. Una Mj,_,;
qualunque di X costituisce su questa una serie lineare di dimen-
sione zero.

13. In generale la dimensione della serie lineare che si considera
sulla varieta X si collega semplicemente alla dimensione h del si-
stema lineare di My_; ed al numero delle varieta di questo sistema le
quali passano per X . Se due My_; segano su X lo stesso elemento
My della serie, Ia varietd del loro fascio che passerd per un punto
di X esterno a quella M, ; ed alla base del sistema lineare conterra
X(*). Se dunque per X non passa alcuna Mg, del sistema lineare,

(*) A partir di gqui supponiamo X (ed in generale ogni varietd su eui stu-
diamo la geometria) irriducibile, ciod non composta di due o pih distinte varietd
della stessa dimensione.
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ogni My ; della serie lineare sard segata su X da. una sola varietd
del sistema ; sicché la dimensione della serie lineare sard evidente-
mente quella stessa, h, del sistema di My ;. Se invece per X pas-
sano oo! varietd My, del sistema (£=0), esse formeranno un si-
stema lineare; e questo, con un’altra M,_; del sistema primitivo
oo”, determinerd un sistema lineare ooft! composto di tutte le Mg g
che passano per la M, ; segata su X da quella. Prendendo allora
entro al sistema oco* un sistema lineare co”, ove r=h —t—1,
che non abbia alcun elemento M, ; comune col sistema oo?, 8850
avrd comune con ogni sistema lineare oo't! passante per questo una
sola varietd, sempre diversa quando & diverso il sistema ocot!; ed
¢ chiaro che questo nuovo sistema lineare oot di Mg—; dard da sé su
X tutta quanta la serie lineare di My_i, ogni elemento una wvolta
sola (3%). La serie sard dunque di dimensione # .

Da r punti generici di X sara individuato un elemento M;_,
della serie lineare. Bastera prendere il 1.° punto fuori dei punti base
del sistema lineare oco” di My ;, onde le varietd di questo sistema
passanti per esso formeranno un sistema oo™ 1; poi il 2.2 punto
fuori dei punti base di questo, onde le My, passanti per questi 2
punti formeranno un sistema oo’—?; poi il 3.° punto fuori dei punti
base di questo, ecc. ecc.: e c¢id si potra continuare fino alla fine,
perchd mai i punti base dei successivi sistemi invaderanno tutta X,
essendo che X non sta in alcuna M4 ., del sistema co”.

14. La nozione di serie linedri spetta giustamente alla geome-
tria sulla varietd. Trasformando razionalmente (non occorre birazio-
nalmente, ciod Vinvertibilitd) la varietd X in un’alfra varietd X' me-
diante le formole :

o= fi (&),
la serie linearc che su X & segata dalle varieta :
2hipi(x)=0,
avra per corrispondenti su X' le varietd che vi sono staccate dal-
’equazione trasformata :
X aplf @) =0,
equazione della forma:

le @i(w’)=0,

(3%) Nel seguito si potra sempre intendere che al sistema primitive ook di
M, sisia sostitnito un sistema oot cosl fatto.
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ove le @ sono forme nelle &’: equazione dunque di un sistema li-
neare. La serie lineare di X si muta dunque in una serie lineare di
X'. Riguardo ai punti fissi, o punti base, della prima secrie, ciod
punti # di X pei quali le ¢;(x) si annullano, essi si mutano in punti
' di X’ per cui le @;(2') son nulle, cio¢ in punti base della se-
conda serie: ma 1’inverso esigerebbe qualche considerazione ulte-.
riore (che pel seguito non occorre) nel caso di un punto & di X'
che fosse fondamentale per la trasformazione, cio¢ tale da annullare
tutte le f(x').

15. Per tal modo le serie lineari vengono a presentarsi sponta-
neamente nello studio delle trasformazioni birazionali della varieta.
Ad esempio alle sezioni iperplanari di questa ecorrispondono nella
varietd trasformata le varieta di una serie lineare.

Vieeversa supponiamo data sulla varietd X di dimensione k una
serie lineare infinita di Mz :

Z}ui(pi(%‘)zo,

nella quale non vi siano (si sian tolte) part: (di dimensione %k — 1)
fisse ; e si consideri la varietd Y dei punti y di coordinate :

Y = @i (@),

ove le & son legate dalle equazioni che definiscono X . Essa sard in
corrispondenza razionale (in un senso) con X, per modo che a quella
data serie lineare di X corrisponde su Y quella costitnita dalle sune
gezioni iperplanari. La serie lineare data su X determina dunque
una trasformazione razionale di questa varietd in un’altra ¥ su eui
la serie corrispondente & segata dagl’iperpiani.

Si puo anche dire che quella trasformazione viene eseguita po-
nendo una corrispondenza lineare o projettiva fra le varieta che co-
stituiscono la serie lineare X 1; ¢; (#) = 0 e gliperpiani 2L y; = 0
di uno spazio d’ugual dimensione: allora a quelle varietd che pas-
sano per un punto generico x di X corrisponderanno iperpiani pas-
santi pure per un determinato punto y; ed il luogo generato da y
sard appunto la varietd Y.

16. B importante di ricomoscere sulla serie lineare data su X
quando & -che la trasformazione che essa definisee & univoea, ossia
razionale, in ambi i sensi (birazionale). Se un punto y della varietd

trasformata Y corrisponde a due punti 2, 2” di X, sard (n.° 15):

pi (@) = @i (@"),
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a meno di un fattore. Cio equivale a dire che le due equazioni:
Zhipia) =0,
> 1.,; Pi (w”) =0 s

fra i parametri indipendenti A sono equivalenti fra loro: ossia che
il passaggio di una varietd della serie :

per Puno dei due punti & «” trae di conseguenza il passaggio per
Paltro. Dundque: la serie lineare data su X definird una trasforma-
zione biunivoca, cioe birazionale, di X in una nuova varietd (nel
senso spiegato, cioé che a quella serie corrispondano le sezioni iper-
planari della nuova varieta), solo quando essa sia tale che il pas-
saggio di un suo elemento per un punto generico di X non tragga
di conseguenza il passaggio per alfri punti mobili.

11 fatto che cosl si esclude avverrebbe necessariamente quando
la dimensione » della serie lineare fosse minore di quella k della
varieta X : giacche allora le oo™ varieta My, passanti per un
punto di X taglierebbero questa secondo una My, variabile. Ma
puo accadere anche se r > k; quantunque se » > k esso sia da con-
siderarsi come eccezionale, cioe esiga che le varieta ¢ si prendano
in modo particolare rispetto ad X.

17. Se su X il passaggio di un elemento M;_, della serie lineare
per un punto mobile trae il passaggio per. altri in numero finito,
u#—1, 1 punti di X vengono a raggrupparsi a g a p in un parti-
colare aggruppamento tale che ogni punto di X individua il gruppo
di p punti di cui fa parte. Un siffatto aggruppamento lo diremo
un’involuzione di grado p fra i punti di X. La serie lineare si dira
composta mediante l’involuzione, perche ogni suo elemento & tutto
composto di gruppi delPinvoluzione. Quando una serie lineare &
composta con un’involuzione di grado p la varietd Y rappresentante
la serie ha la stessa dimensione &k di X ed & con questa in corri-
spondenza (1, u).

Data su X un’involuzione qualunqﬁe di grado u si costruiscono
subito delle serie composte mediante quell’involuzione. Si rappre-
sentino cioé i gruppi di questa col punti di una nuova varietd X’
di dimensione k(3!), Fra X' e X vi sard corrispondenza (1, pu), e

(3') Come ben si sa, un gruppo di g punti x,y,.. di 8y si pud determinare
simmetricamente ad es. mediante i valori delle somme (funzioni simmetriche)
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quindi alle serie lineari su X' corrisponderanno (n.’ 14 applicato con
lo scambio di X e X') su X serie lineari, le quali evidentemente
saran composte con la data involuzione (32).

Non vi sono differenze sostanziali quando in luogo dell’involu-
zione, cioe dei gruppt di un numero finito u di punti, si abbiano su
X infinite varietd M; tali che per un punto generico di X ne passi
una sola, e gli elementi My_; della serie lineare su X sian compo-
sti con quelle M; per modo che. quelli che passano per un punto
contengano tutta la M; passante per quel punto. Data su X un’in-
finitd di varietd M; cosi fatta, cioé tale che per ogni punto ne passi
una sola (sicché saranno oo®—), si costruiscon subito nel modo anzi
detto delle serie lineari composte con esse. — Si noti perd che una
varieta Y rappresentata da una serie lineare cosi composta avra
ogni suo punto per imagine di tutti i punti di X situati su una di
quelle M;, sicche sara solo di dimensione ¥ — 4. Si ¢ dunque nel
¢aso in cui una varietd X si trasformi razionalmente in una Y di
dimensione minore.

18. Se X & uno spazio S; (e x,...x; le coordinate in questo),
una serie lineare di Mj_; in esso sara data senz’altro dall’equazione:

SZhpix)=0,

sard cio® un ordinario sistema lineare di varieta dell’S;. Essa defi-
nird una trasformazione razionale
Yi = @; (%)

di quello spazio in una nuova varietd Y. Se la dimensione r di quel
sistema lineare & =%k, la Y sara in corrispondenza birazionale col-
S, e quindi sard una varieta razionale, se le M,_; passanti per un
punto non passano di conseguenza per altri. Nel caso di r=1=% la
Y & pure un §j; e la corrispondenza fra i due spazi X, Y & bira-
zionale o Cremoniana se il sistema lineare considerato di X e oma-
loidico, cioé tale che k varietd generiche di esso si taglino in un

a; =2 y;...(in cui la somma s’intende fatta tenendo fissi glindici e permu-
tando le lettere xy..): il che equivale a considerare quel grnppo come un in-
viluppo di classe g d’iperpiani. Assunte quelle a.. come coordinate di punti si
ha che un’inveluzione di grado g sn una M, di §; vien rappresentata da una My
del nuove spazio.

(32) Da una proposizione }che stabiliremo®al n.% 27 (v. anche una nota ivi)
seguirebbe poi subito ohe in tal modo si ottengono su X tfuite le serie composte
con la data involuzione.
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sol punto variabile. — Data nello spazio X un’involuzione qualunque
di grado p (oppure un sistema di varieta M; tale che per un punto
generico ne passi una sola) si costruiranno subito, nel modo detto
‘superiormente (n.> 17) infiniti sistemi lineari di My, composti con
essa (o col sistema di M;).

§ 5. Seguito. Varieta multiple.

19. Abbiam visto come una serie lineare co” di Mj_; su una
varietd X di dimensione & si possa sempre rappresenfare con una
varieta ¥ di §,, la cui dimensione sard pure ¥ nel caso che r =¥k
e che la serie non sia composta mediante M; (¢ > 0) nel senso esposto
(n.% 17). Questa rappresentazione & molto importante, servendo la
varietd Y per lo studio della serie lineare di X, e viceversa questa
serie lineare su X per lo studio di Y. Naturalmente, come gia av-
vertimmo (n.° 13), in questa rappresentazione la serie lineare di My,
8i suppone priva di parti fisse. Se no, per averne Pimagine, si dovra
considerare, insieme con la varieta Y le cui sezioni iperplanari cor-
rispondono alla serie lineare di X privata della parte fissa, imagine
di questa su Y. '

20. I caratteri della varietd imagine danno caratteri della serie
lineare, e viceversa. Cosi abbiam gia notato come la dimensione
della serie lineare sia pur quella dello spazio cui appartiene (o in
cui é immersa) la varietd imagine Y. Vediamo ora che cosa sia per
la serie lineare l’ordine della varieta Y. Quest’ordine & il numero
dei punti d’incontro di % sezioni iperplanari indipendenti di Y. A
questi punti corrispondono — biunivocamente, se, almeno pel mo-
mento, supponiamo che la serie lineare non sia in alcun modo’ c¢om-
posta, sicche la corrispondenza fra X e Y sia biunivoca — i punti
variabili di X in cui #&incontrano % elementi (My.;) indipendenti
della serie lineare. Onde l’ordine di ¥ & uguale al numero, che di-
remo n, di questi punti variabili. Nel caso pit semplice di k=1,
lVordine della curva Y imagine di una serie lineare sulla curva X &
il numero dei punti (variabili) di ciascun gruppo di questa serie.

Se sulla varietd X vi sono u punti (non fissi per la serie) tali
che il passaggio per essi sia una sola condizione per gli ele-
menti My, della serie (cioe tali che il passaggio per l’uno abbia
come conseguenza il passaggio per gli altri), si potranno i ¥ elementi
indipendenti su nominati assumere in guisa che passino tutti per
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quei p punti: sicché si taglieranno solo pin in » — u altri punti.
Per tal modo si vede che a quei u punti corrisponderd su Y un
golo punto, il quale perd contera come u intersezioni di & sezioni
iperplanari qualunque passanti per esso: onde il punfo stesso sard
multiplo, u-plo, per Y (3% ’

Ora se questo fatto accade sempre, per ogni punto di ¥, eciod
ge la serie lineare data su X & composta mediante un’involuzione di
grado-p, ogni punto di ¥ verra ad essere u-plo, e quindi ¥ non

_sard pit d’ordine n come nel caso della serie semplice, ma solo d’or-
dine »:u . Perd, volendo evitare la distinzione fra serie lineari
semplici e composte, potremo dire che sempre Vordine di ¥ & », ma
che Y puo ridursi ad una varietaé multipla, doppia, tripla, ... p-pla,
cioe ad unhd varietd d’ordine n:u da contarsi u volte.

21. La considerazione delle varietd multiple é utilissima. Essa
permette di riguardare come biunivoca anche nel caso che prima si
escludeva la corrispondenza razionale fra le due varieta X e Y. Se
Y & u-pla, ogni suo punto va considerato come un gruppo di u
punti generalmente distinti; e la corrispondenza con X viene ad
essere biunivoca in quanto i x punti di X che prima corrisponde-
vano ad uno stesso punto di Y ora invece si considerano come corri-
spondenti rispettivamente ai x4 punti di ¥ sovrapposti in quello. —
Cosl quando la dimensione » della serie lineare data su X & =1Fk,
Ia Y coincide con 8y, ma continua ad essere una M; d’ordine =
(= p nel caso attuale): uno spazio Sy (rettw, piano...) n-plo. Invece
di assumere come limite minimo dello spazio che pud contenere una
My I’Sgy1, possiamo ora prendere 1’S; e cosl parlare di curva d’or-

(*3) Lo stesso fatto accade, alineno in generale, se X ha un puntoe w-plo x
che non sia punto base per la serie lineare ossia pel sistema lineare di M, che
la definisce: generalmente gli corrispondera auncora e per ragioni analoghe un
puanto u-plo di ¥. Ma se « & punto base, non si hanno immediatamente punti
omologhi su ¥: per averne bisogna considerare i punti di X che sono infinita-
mente vicini ad x, vale a dire le fangenti ad X in x.Ognuna di queste, quando
non sia tangente comune a tutte le M, , del sistema, ha un determinato punto
come corrispondente su Y . E se le M, , che toccano in x una tangente gene-
rica di X non ne toccano di couseguenza altre, avverra che a tangenti diverse
corrisponderanno su Y punti diversi: cosicch® allora le imagini su Y dei punti
di X infinitamente vicini ad @ formeranno una M, _,. L’ordine di questa sara il
numero delle tangenti variabili in x ad X che son pure tangenti a k—1 M, ,
generiche: quindi in generale, se il sistema di M ;_ | passa semplicemente pel punto
%, sard uguale alla multiplicitd g di « per X. Ece. ecc.
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dine n distesa sulla retta, di superficie d’ordine » distesa sul piano,
ecc. Ed invece di prendere come rappresentanti delle M; nella geo-
metria su queste varietd le My di Sy (v. n.% 10) possiamo anche
assumere le M di 8, ossia gli 8, multipli (che si otterrebbero ad
es. proiettando su un S, le M} qualunque che son date) (34).
Rignardo alle varietd multiple aggiungiamo che col loro mezzo
si puo riguardare come biunivoca una corrispondenza  d’indici qua-
lunque (u, u’) fra due varietd: basta che queste si considerino come
multiple risp. secondo u” e p. Cit si rende sensibile ad es. consi-
derando come intermediaria la varieta delle refte che congiungono i
punti omologhi delle due varieta date (o semplicemente la varieta
delle coppie di punti omologhi): ad essa & riferita biunivocamente
la 1.» di queste se i suoi punti si contano u’ volte, e la 2.* se se
ne contano u volte i punti. Si avverta poi in generale che quando
s’introduce nello studio una varieta multipla, per potersene valere,
anzi perche la cosa abbia un senso ben definito, bisogna che sia
sempre data una varieta semplice con cni quella varieta multipla sia
in corrispondenza biunivoca determinata: come nell’esempio citato,
in cui i 4 punti di una varietd u-pla che occupano uno stesso luogo
son ‘rappresentati da u rette distinte uscenti da questo. ‘
Si pofrebbero anche considerare varietd multiple in cui ogni
punto va contato infinite volte. Cosi abbiam visto (n.° 17) che quando
la varieta X si trasforma razionalmente mediante una sua serie
lineare composta di varieta M; (i >> 0) tali che per un punto gene-

rico di X ne passi una sola, la frasformata Y ha i suoi punti che
sono imagini ognuno di tutti i punti di X costituenti una M;; cia-
scun punto di ¥ si dovrebbe dunque contare oo® volte per poter
concepire come biuniveca la corrispondenza fra X e Y. Anche qui
pud soccorrere la rappresentazione mediante la varietd delle coppie
di punti omologhi di X ed Y.

22. Meritano un cenno speciale le varietda doppie. Quando una
varietd ¥ di dimensione &k si considera come doppia, cid vuol dire
che si pensa ad un’altra varieta X con un’involuzione di 2.° grado
riferita biunivocamente ad Y, ogni punto di Y rappresentando una

(3%) Com’® noto, alla rappresentazione delle curve mediante una retta mul-
tipla si collega subito la rappresentazione reale con superficie di RIEMANN : i punti
complessi della retta si rappresentano coi punti reali del piano o della sfera
reale ; ed all’esser la retta n-pla corrisponde il sovrapporsi di » fogli sulla su-
perficie, ece.
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coppia di punti di quell’involuzione su X e viceversa. Mentre le
coordinate dei punti ¥y di Y son funzioni razionali di quelle dei
punti omologhi # di X, le coordinate di un punto « di X son fun-
zioni algebriche a due valori di quelle del punto omologo y, e
quindi del tipo:

@ = A;(y) + B: ) VR (),

ove le funzioni A;, B;, I son razionali e si possono anzi, introdu-
cendo coordinate omogenee, supporre intere. La R (y) si pud supporre
priva di fattori multipli; e si pud ammettere che sia una stessa
funzione per tutti i valori di ¢, sicche anche x;, contenga solo il
radicale che compare in x;: giacché ¢ chiaro che in generale z; &
funzione algebrica ad un valore delle ¥ e della a;, cioe delle y e di
l/fi.(—qﬁ, ¢ perd si esprimerd razionalmente con queste. — L’equazione:

R(y)=0

determina sulla varietd Y una varieta M;,_; composta di quei punti
y (alPinfuori eventualmente di punti eccezionali che annullino anche
le A;(y) pei quali coincidono i due omologhi su X: la varieta limite
o varietd di diramazione della varieta doppia Y, o della corrispon-
denza (1, 2) fra ¥ ed X. Ad essa corrisponde univocamente su X
la My_; doppia dellinvoluzione di 2.° grado.

Abbiansi due varietd X, X’ che si rappresentino sulla varieta
doppia Y con la stessa varietd My, di diramazione R (y) = 0; per
modo che si possan definire risp. con le equazioni:

r; == A (y) ‘|— B; (y) VE—(?/—)
@i = Aj(y) + Bi () VR ().

13 chiaro che esse saranno in corrispondenza algebrica biunivoca, se
si considerano come omologhi due loro punti «, #” quande corrispon-
dano agli stessi valori delle y e di Vm (oppure anche a valori op-
posti per Vm, sicche si hanno duwe corrispondenze biunivoche).
Dunque le varieta semplici che rappresentano una data M doppia
con una determinata My, limite sono tutte equivalenti fra loro (per
trasformazioni birazionali) (33), Ha quindi un senso pienamente deter-
minato il dire: la My doppia con una data varietd limite. Due va-

(3%) Almeno finchd la loro rappresentazione analitica si pud far dipendere da
un radieale guadratico il cni anuullamento non stacehi dalla M, alcun’altra M,
che la varietd limite. Questa restrizione vale anche per le linee seguenti.
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rieth X, X” di dimensione %, riferite biunivocamente a due varieta
doppie Y, Y’ determinate risp. da due M;_; limiti, si potranno rife-
rire biunivocamente fra loro se si posson riferire biunivocamente le
varieta semplici Y, Y’ in modo che si corrispondano quelle due Mj_; ().
' E cosi che si pud parlare della retta doppia con 2p -+ 2 dati
punti di diramazione come rappresentante di una classe ben deter-
minata di curve (iperellittiche; cfr. § 16); del piano doppio con co-
nica limite e di quello con quartica limite 37); ecc.

Tutto cio non si potrebbe estendere senz’altro a varietd u-ple
per u > 2. Non possiamo cioé asserire che sia ben determinata una
tal varieta quando si assegni su essa la varieta limite.

§ 6. Serie lineari contcnute in una data.

23. Data sulla varieta X di dimensione & dello spazio §; una
gerie lineare co” di My_;, che possiam supporre vi sia segata da
un dato sistema lineare oo™ di My _;, i sistemi lineari minori che
son contenuti in questo quando # > 1 segano su X delle serie lineari
di M,_; contenute nella co”. Rappresentando questa con la varieta
Y (di dimensione < k) di 8., le serie lineari minori che cosi si
ottengono saran segate su Y dalle forme fondamentali d’iperpiani di §,.
E la serie lineare oot non contiene altre sevie lineari minori che queste.
E pin in generale possiamo osservare che: se entro une serie lineare
di dimensione r > 1 di My_; su X si ha una seric algebrica infinita
[di Myx_1 non aventi componenti multiple variabili] tale che per 1’
punti generici di X (%) passi una sola di queste My_,, questa serie

(36) Se dunque una variefd X ammette un’involnzione di 2.0 grado riferibile
nel modo detto alla varietd ¥, ma non pid involuzioni trasformabili birazional-
mente fra loro, i smoi moduli (ciod numeri che non mutano per trasformazioni
birazionali della varietd X) saranno precisamente i moduli chela M, , R(y)==0
ha sopra la Y (ciod numeri relativi alla detta M, , i guali non mutano per tra-
sformazioni birazionali di XY).

(37) Cosl dal fatto che queste due specie di piani doppi si posson sempre ot-
tenere come imagini (projezioni) di una quadrica (da un punto esterno) o di una
superficie cubica (da un punto semplice), e dall’essere queste superficie rappre-
sentabili binnivocamente sul piano, ciod razionali (escluso il cono cubico), segue
che quei dune piani doppi (il 2.° se la quartica limite non si spezza in 4 rette
concorrenti) son riferibili biunivocamente al piano, cio® che son razionali tutte
le superficie rappresentabili su quei due piani doppi.

(3%) E quindi per i grmppi di punti (o le Mi) collegati ad essi, nel caso che

la serie lineare co” sia composta con un’inveluzione (o con un sistema di M),
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sard una serie lineare di quelle gia considerate entro la data. In fatti
rappresentando la serie lineare co” su Y, quella serie algebrica di
My, di X avrd per imagine una serie di sezioni iperplanari di ¥
tale che per #’ punti generici di ¥ ne passerd una sola (3%): donde
segue (49) che gliperpiani di quelle sezioni costituiscono appunto una
forma fondamentale, cioé passano per uno stesso S,_,—j ().

24. T/ultima proposizione, generale, trova un’applicazione imme-
diata alle varieta razionali. Se X & una My razionale e su essa si

(39) Anche se Y fosse multipla, sicehd a quegli #' punti corrispondessero su
X altrettanti gruppi di punti, od M; (v. la nota preced.).

(%% 8i ha in S, una serie algebrica cor’ d’iperpiani tale che per »' punti ge-
nerici di ¥ passa un solo ipel;pi:mo. Si tratta di dimostrare che la serie si com-
pone degl’iperpiani passanti per nun Sy g+

Sia anzitutto »” == 1. Allora se gli co! iperpiani non formassero un fascio,
per un punto generico di Sy ne passerebbe pilt di uno, onde essi avrebbero un
inviluppo M,,_,; e su questo dovrebbe stare ¥, perch® per ogni suo punto coin-
cidono gliperpiani che lo contengono. Dunque gli co! iperpiani sarebbero tan-
genti ad Y nei punti in eni Uincontrano; sicchd le varietd d’incontro sarebbero
varietd di contatlo (come sarebbero ad es. quelle determinate su un ordinario cono
quadrico dai suoi piani tangenti), a differenza di quelle segate su ¥ dagliper-
piani generici di Sy. Invece lipotesi che sopra si ammette & che la serie alge-
‘brica cor’ stia in quella lineare oor semplicemente, 0i0d senza contar come multi-
ple le sue varietd. Segue che veramente per »’ =1 si hanno gl'iperpiani di un
fascioe.

Ed ora suppongasi ' >1 e che si sia dimostrato l’asserto per serie (alge-
briche) d’iperpiani di dimensione <C ', sicch® per es. si abbia che una cor'—1
d’iperpiani tale che per ' — 1 punti generici di ¥ ne passi un solo si componga
degliperpiani uscenti da un S,—,/. Data la cor’ d’iperpiani tale che per  punti
generiei di ¥ ne passi un solo, e preso su ¥ un punto 4 (non comune alla cor’),
glliperpiani di quella serie i quali passano per A passeranno per un §,_ ., ; men-
tre gl’iperpiani della stessa serie i quali passano per un nuovo punto B di ¥
non situato su questo spazio passeranno per un secondo 8,_,; e questi due
spazi staranno in un S, per cui debbon passare gliperpiani della serie
che contengomne in pari tempo 4 e B. Gliperpiani della serie usocenti da un nuo-
vo punto € di ¥ non posto sull’S,,_'_,_F1 congiungente i due S
mune un terze S, , che incontrerd quei due secondo spazi 8, _,_; Decessaria-
mente coincidenti (col primo 8y 1y [eomune ai primi S, ], glaccha altri-
menti I'S,_ ., relativo a C starebbe ne]l’S,,__r,_*_1 congiungente i primi due. Dun-
que movendosi C su Y gliperpiani della serie co*’ passanti per esso passano
sempre per un ‘Sr~1-’—1 fisso: come si voleva dimostrare. ‘

(41) Questa proposizione, essenziale pel segnito, fu da me esposta gia da al-
onni anni pel caso che la varietd X sia una enrva. Essa va confrontata con
quella, pit recente, che esporremo al n.% 27 (v. anche la relativa nota a pid di

pag.).

- avranno oo-
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ha una serie infinita algebrica di M,_,, nella rappresentazione bira-
zionale di X su un S, a quelle varietd corrisponderanno Mj_; di
un certo ordine: contenute dunque nella serie lineare composta di
tutte le M;_; di quell’ordine dell’S;. Dunque anche la serie alge-
“brica di My, di X & confenuta in una serie lineare di Mj_;; e
perd le si pud applicare quella proposizione generale, sicché: sopra
una My razionale una serie z‘nﬁnita algebrica di My_; [non .aventi
componenti multiple variabili] tale che per un cervto numero di. punti
generici ne passt una sola ¢ una serie lineare.

Cosi per k=1 si ha che sopra una curva razionale una serie
(algebrica) di gruppi di punti [distinti] tale che da alcuni punti
generici sia individuato un gruppo & lineare, ossia un’involuzione
ordinaria. — Se una curva si puo rappresentare ponendo per le
coordinate delle funzioni razionali di un parametro 1, e ad ogni
punto della curva corrispondono n valori di 4, in altri termini se
la curva & in corrispondenza (1, %) con una retta (su cui si distende
il parametro 1), gli co! gruppi di » punti di questa che corrispon-
dono ai singoli punti della curva saranno tali che ogni punto della
retta fara parte di un solo gruppo. Dunque formeranno un’involu-
zione, cioé una varietd semplicemente infinita razionale, alla quale
saray riferita biunivocamente la curva: sicche questa sara razionale.
fr. la definizione del n.0 5 (*3).

25. Da quella proposizione del n.? 23 che si riferisce alle serie
lineari contenute in una data oo” di X, segue che se si cambia
(com’®¢ possibile) il sistema lineare di Mg,

che sega su X la serie lineare oo’ di M, senza che questa muti,
con che cambieranno anche i sistemi lineari di M4z_; contenuti in
quello, non muteranno perd le serie lineari minori di My_; che questi
staccano su X. Cosicche le relazioni fra le serie lineari minori con-
tenute nella serie lineare oc” (riguardo agli elementi My;_; con cui
si posson determinare o che esse hanno di comune, ecc.) son le

(42) Appunto ora il sig. CASTELNUOVO & riuscito a dimeostrare I’analoga pro-
posizione per le superficie: ogni superficie il cui punto generico abbia le coor-
dinate funzioni razionali di due parametri & rappresentabile biunivocamente sul
piano; ossia ogni serie algebrica di gruppi di punti del piano tale che un punto
generico stia in un sol gruppo (involuziene piana) & razionale: Sulla razionality
delle involuzioni piane (Rend. Acc. Lincei, ottobre 1893).
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stesse che quelle esistenti fra i sistemi lineari minori contenuti in
un sistema lineare co” di My, ossia quelle esistenti fra gli spazi
contenuti in un §;. Inoltre, mutando il sistema lineare di M, che
stacea su X la data serie, cioé mutando le ¢, la varietd Y definita
dalle formole:

Y= @i (@),

rimarrd sempre collineare a se stessa (sicché, projettivamente par-
lando, non muta); giacch®é due tali varieta Y saranno dalla corri-
gpondenza con la X riferite fra loro in una corrispondenza algebrica
univoca tale che alle sezioni iperplanari dell’una corrispondono le
sezioni iperplanari dell’altra, e agl’iperpiani di una forma fondamen-
tale gl’iperpiani di una forma fondamentale: donde una collineazione
fra i due S, e le rispettive varieta ¥. Trasformando birazionalmente
X in una nuova varietd X’, e quindi (n.° 14) la serie lineare oo’ di
X in una serie lineare oo™ di X/, avremo che le varieta ¥, Y’ ima-
gini di queste due serie saranno collineari fra loro. La geometria
sulla varieta X (geometria delle trasformazioni birazionali) quando su
questa si fissi una serie lineare co' di My_; equivale alla geometria
projettiva della varietd Y imagine delle serie.

26. Se la serie lineare oo” considerata su X contiene una serie
lincare oco”, esse si potranno (pel n.’ preced.) supporre date su X
dalle equazioni :

,
2 ll f/”i (.T) =0
0

r!

le 2] (1}) == 07
0

e quindi le varietd imagini ¥, ¥’ si potranno rappresentare con
=) G=0,...,1)
= @ () {I=0,...,7)
(le x essendo legate dalle equazioni che definiscono X). Ora da
queste formole riesce evidente che Y’ si pud riguardare come proje-
zione di Y (dallo spazio S,_,~—; che congiunge i punti fondamentali
r’ +1,...,r di §,). D’altra parte € chiaro che viceversa se una
varietd Y’ & projezione di un’altra Y, la serie lineare rappresentata
da Y’ ha per omologa (¢ projezione di) quella serie che su Y vien
segata dagl’iperpiani passanti per lo spazio centrale di projezione, e
quindi & contenuta nella serie rappresentata da Y. B dunque la
stessa cosa dire che una serie lineare é contenuta [totalmente] in un’al-
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tra ¢ dire che la varieta imagine della 1.* serie & projezione della
varietdy imagine dellaltra (3). ‘

Riguardo a cio conviene osservare che la serie lineare oo™ po-
trebbe avere dei punti fissi i quali non fossero tali per la serie
lineare oco”: si ottiene una tal serie lineare contenuta nella oo” se
8i considerano gli elementi M, ; di questa i quali passano per
1,2,... punti dati di X (in modo che esistano_elementi siffatti).
Questi punti che son fissi per la serie co™ e non per la co” pos-
sono anche (per k> 1) essere infiniti, in guisa da formare una o
pitt varieta; e possono addirittura costituire una M;,_4 che fara parte
di tutte le My_; elementi della serie co”, In tali casi la serie oo”
¢ segata su Y da una forma fondamentale co” d’iperpiani il ecui
sostegno S, . incontra ¥ nei punti fissi speciali per quella serie:
la varieta Y’, essendo la projezione di ¥ da quel sostegno su un S,,
avra dunque in tal caso un ordine minore di quello di ¥, — s%in-
tende finche sussiste la nozione di ordine, cio¢ finche " >k. —
Saranno uguali gli ordini di ¥, Y se lo spazio, centrale di proje-
zione S,_,_; non incontra ¥, vale a dire se non vi sono punti su
X che sian fissi per Ia serie oo™ e non per la oco”. Allora (cfr,
n.0 20) il numero dei punti d’incontro variabili di %k elementi gene-
rici della serie co” & lo stesso che il numero dei punti variabili
d’incontro di % elementi generici della serie oco”.

Una serie lineare co” di M,_; sulla varietd X di dimensione
I <v si.puo chiamare completa (« Vollschaar ») se non & contenuta
[totalmente] in nna serie lineare di maggior dimensione (dello stesso
ordine) con lo stesso numero di punti d’incontro variabili di % ele-
menti generici; parziale nel caso opposto. D’altra parte dicesi nor-
_male una varieta M; di S, se non & projezione di una varieta dello
stesso ordine appartenente ad uno spazio superiore (*4). Noi possiamo

(43) Cosl, per fare sin da ora qualche esempio, dal fatto che sopra una M,
razionale (o retta) una serie lineare di gruppi di n punti & contenuta in quella
oo composta da tutti i gruppi di n punti segue che una ourva razionale d’ordi-
ne n (o minore) & sempre projezione della curva d’ordine n appartenente ad S, .
Similmente si vede che le snperficie razionali rappresentdte sul piano da sistemi
lineari di curve d’ordine n sono projezioni di quella superficie, d’ordine n?, ap-
partenente allo spazio di dimensione n(n 4 3)/2, che & rappresentata dal sistema
di tutte le curve piane d’ordine n, Ecec."ece. Cfr. VERONESE : Behandlung der pro-
jectivischen Vérhr’z‘ltnisse, ece. (Math. Ann., XIX, 1881).

(44) 8i dice pure che una data M; ha per spazio normale un §, quando la
varietd normale dello stesso ordine di cui essa & projezione appartiene ad S,.



226 ‘CORRADO SEGRE

dunque dire che: una serie lineare completa ha per imagine una va-
rietd normale, e viceversa.

27. Credo opportuno di non chiudere questo paragrafo senza
prima esporre una proposizione piu completa che quella generale del
n.% 23: Sulla varieta X di dimenstone k > 1 una serie algebrica oo*
di My__; drriducibili tale che r > 1 e che per r punti generici di X
passi una sola My_q & certamente una serie linearve (*).

Consideriamo anzitutto il caso di r = 2, sicche su X si abbia
una oo? di My, tali che per due punti generici ne passi una sola,
o, come diremo pit brevemente, una rete di My_,. Per un punto A
di X (non fisso per la rete) ne passeranno oo! formanti e¢io che
diremo un fascio. Presa una M;.; nella rete ma non in questo
fascio, per ogni punto generico B di essa passera un elemento del
fascio; sicche quella Mj,_; (non potendo, in causa della supposta
irriducibilita, incontrare secondo parti M, , di s& stessa qualche
elemento del fascio) dovra comporsi di co! varieta My, d’interse-
zione di essa risp. con gli co! elementi del fascio 4. Una tale My,
d’intersezione di due M;._; della rete ha tutti i sunoi punti C su
tutte le co! M;_; della rete che passano per uno di essi, B: giae-
che per B e ( passano per ipotesi due clementi My 4 dell:t'rete, e
quindi infiniti. Adunque dalle mutue intersezioni degli elementi della
rete si ottengono su X infinite M;_, tali che un punto generico di
X sta su wna di esse (I'interseziome di due M;g_l passantl per esso)
e che le M;_; della rete si comporgono mediante le M;_,, nel senso
in cui alla fine del n.% 17 abbiam parlato di serie di M;_, composte
di M;. Due My, della rete si tagliano in'une My o; per due My_,

(45) Fssa ® dovuta al sig. ENRIQUES, di cui riproduco pure, un po’ modifi-
cata, 1a dimostrazione; v. Una questione sulla linearitd dei sistemi di curve appar-
tenenti ad une superficie algebrica (Rend. Ace. Lincei, luglio 1893), — Quasi simulta-
neamente il sig. CasTELNUOVO ha trattato il caso di k=1 dimostrando che: sopra
una curva algebrica una serie cor, ove » > 1, di gruppi di punti tale che r punii ge-
nerici stiano in un sol gruppo ¢ lineare, tolto il caso che i suoi gruppi si compongano
raggruppando ad r ad r i gruppi di un’involuzione semplicemente infinita non razionale
(di grado==1): v. la Nota Sulla linearitd delle involuzioni pil volte infinite appar-
tenenti ad una curva algebrica (Atti Acc. Torino, giugno 1893). La dimostrazione
& meno semplice che quella relativa al caso k> 1 (caso che si potrebbe far de-
rivare, come i due Autori citati hanno esservato, da quello &k =1): essa vien ba-
sata dal sig. CASTELNUOVO sulla rappresentazione per mezzo d’integrali Abeliani
delle corrispondenze algebriche fra i punti di mna curva (rappresentarzione gia
abilmente adoperata dal sig. HURWITZ in lavori che avremo da citare pid tardi).
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passa una My ;. Rappresentando per semplicitd queste oco? My,
biunivocamente sui punti di una superficie ¥, alle M, ; della rete
corrisponderanno su F una oo? algebrica di linee tali che due di
esse si tagliano in wn punto e che per due punti ne passa una. In
‘particolare dunque (supponendo questi due punti infinitamente vi-
cini) le linee uscenti da un punto generico di F (fascio) corrispon-
dono biunivocamente (ed algebricamente) alle loro tangenti in quel
punto e quindi costituiscono una co! razionale. I punti di F poten-
dosi determinare come intersezioni delle linee di due tali fasci, se

ne trae subito — come nellordinaria costruzione delle collineazioni
piane mediante due coppie di fasci omologhi di raggi — che I si

puo riferire birazionalmente ad un piano in modo che le oco? linee
corrispondono alle rette del piano (potendosi anzi prendere ad arbi-
trio di 4 linee date di F le 4 rette omologhe sul piano). Si pud
dunque ottenere la rete di My—; di X trasformando razionalmente la
serie delle rette del piano: donde segue (n.° 14) che essa & una serie
lineare. :

Se poi si ha su X una oo’ (con »>> 2) di My, irridueibili tale
che per » punti generici ne passi una sola, suppongasi gia dimostrato
per valori di » minori del dato che una serie siffatta & lineare,
sicche si puo riferire univocamente agl’iperpiani di uno spazio in
guisa che agli elementi della serie passanti.per un punto generico
di X corrispondano gl’iperpiani di una forma fondamentale (di modo
che questo riferimento sara determinato dando di » -4 2 elementi
della serie gli » -~ 2 iperpiani omologhi). Si fissino poi su X due
punti A, B ed in uno spazio §, due punti 4, B”; e si riferiscano
le due serie lineari co’™1 delle M;_; passanti risp. per 4 e per B
agl’iperpiani di S, passanti risp. per A4/, B’ in guisa che alle M,_;
di quelle due serie passanti per un punto generico di X corrispon-
dano risp. gliperpiani di quelle stelle passanti risp. per due rette
delle stelle stesse; ma di pih si faceia in modo che ad ogni M;_,
comune alle due serie, cioé passante per A e per B, corrisponda
sempre uno stesso iperpiano (per A’ e B’) in ambe le stelle. Allora
accadrd che le due rette delle stelle .A’, B’ che corrispondono nel
modo detto ad un punto qualunque P di X s’incontreranno in un
punto P/, cioé staranno in oo”—?* iperpiani: quelli che in entrambe
le stelle corrispondono alle o©o"=3 Mj_; passanti per 4, B e P;
gicche per ogni punto P di X si ha un punto P’ in §,. D’altra
parte segando una M;_, fissa non passante per A né per B con la
~serie lineare co™! delle M;,_; che passano per A (o per B) si ha,
come subito si vede, sulla M), | una serie lineare oo™ ! di M,_5: e
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si posson riferire le due serie lineari oo™ delle Mj_; passanti risp.
per A e per B prospettivamente fra loro, riguardando come omologhi
due elementi che determinino una stessa M, _, sulla My ; fissa. La
corrispondenza sara tale che si corrisponderanno pure fra loro le
serie lineari minori contenute in quelle due, e che saranno omologhe
di se stesse le Mjy_, comuni alle due serie, ciodé passanti per A e
per B. Ne derivera fra le stelle d’iperpiani 4’ e B’ una collinea-
zione in cui saranno uniti tutti gliperpiani comuni alle due stelle,
cioé una prospettivita. L'iperpiano in cni si tagliano allora gli ele-
menti omologhi delle due stelle si faccia corrispondere alla My_; che
g'era fissata su X. B chiaro che se questa passa pel punto P prima
considerato, Diperpiano corrispondente passera per P’. Si saran
dunque riferiti univocamente i punti P di X ai punti P’ di una
varietd di S, per modo che ai punti di una M;_; della serie oo”
data su X corrispondono i punti di quella varietd posti in un iper-
piano. Dunque (n.’ 14) la serie oco” & lineare.

Mettendo a riscontro la proposizione ora dimostrata con quelle
dei n.i 23 e 24 si vede che in quelle avevamo imposto alla serie che
8i considerava la condizione di esser contenuta in una serie lineare
(n.% 23), od in particolare (n.% 24) di stare su una varietd X razio-
nale: ed in tali casi esse valevano anche per serie ocol. Qui invece
abbiam dovuto porre la condizione dell’irriducibilita degli elementi
My, generici della serie; ed oltre a c¢id abbiam dovuto escludere le
serie ool: esclusione neceessaria poiché & chiaro che si pnd eon una
ool di My, generare una M, per modo che ogni punto di questa
stia su una sola Mz_; e che quelln oo! non sia razionale, e quindi
non sia una scrie lineare. '
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CAPITOLO 1I.

§ 7. L’ente algebrico semplicemente infinito.
‘Le serie lineari co! e le funzioni razionali dell’ente.

28. D’or innanzi il nostro argomento si restringeri alla geome-
tria su una M, , o varieta algebrica semplicemente infinita, o, come
diremo pure brevemente, ente algebrico (*6) (sottintendendo « sem-
plicemente infinito »). Questo ente sara di solito rappresentato con

una curve (Y); e percid parleremo dei punti dell’ente, considerando

perdo sempre come diversi i punti che stanno in elementi diversi
nel senso del n.% 11, sicché ad es. in un ordinario punto s-plo di
una curva piana (imagine dell’ente algebrico) noi avremo s punti ben

distinti dell’ente.

Una serie lineare di gruppi di » punti dell’ente algebrico dicesi
di ordine n, e s’indica brevemente (coi sig.! BRILL ¢ NOETHER) con
g,; € con g7 se r ¢ la sua dimensione. Cosi una ¢° sard un gruppo
di » punti. — Se una ¢7 non ha punti fissi, sicche »> 0, essa
avra per imagine (n.® 20) una curva d’ordine n appartenente ad §,
(sulla quale Ia serie stessa sard segata dagl’iperpiani di questo
spazio): perd questa curva sard multipla, cio® si ridurrd ad una

Y

d’ordine = :p contata p volte, se la serie & composta mediante
un’inveluzione di grado w. Se poila g7 (con v >>0) ha k punti fissi,
la sua imagine sara una carva d’ordine n — k appartenente ad 8, ¢

(46) Algebraische Gebilde secondo WEIERSTRASS.

(47) Ad onta di cido adotto la denominazione pilt vaga di «ente algebrico »,
affinch® si pensi simultaneamente a tutta la classe di varietd oo! equivalenti per
trasformazioni birazionali, e non si ponga mente invece alle singolaritd projetiive
che pud avere una curve della classe.

Ci accadra pure qualche volta che l'ente algebrico sia rappresentato da una
rigata (come varieth oo! di rette). Allora una serie lineare di generatrici della
rigala pud esser data direttamente (mediante la definizione della rigata con eoor-
dinate di retta); oppunre anche pud esser ottenuta come corrispondente prospettiva-
mente ad una serie lineare di gruppi di punti di una qualunque curva diretirice della
rigata (chiamando cosl una linea che sia incontrata in un sol punto da ogni ge-
neratrice: ad es. il resto di una sezione iperplanare della rigata condotta per
0, 1, 2,... generatrici). Cosl se per una particolare direttrice passano degliper-
piani, questi segano ulteriormente la rigata in. groppi di generatrici di una serie
lineare (come appare considerando glincontri di questi gruppi di generatrici con
un’altra direttrice).
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sulla quale son fissati & punti; ed ancora questa curva potra esser
semplice o multipla.

I caratteri, le singolaritd della serie lineare sono i caratteri, le
singolarita della curva imagine (e dei punti fissi della serie). Cosi
ad un gruppo della g7 dotato di punti (non fissi) multipli secondo
@, b,... corrisponderd per la curva imagine un iperpiano avente
con essa contatti a-punto, b-punto,...: ad es. ai gruppi che hanno
punti (mobili) »-pli gliperpiani osculatori alla curva nei vari punti,
ai gruppi con punti (r 4 1)-pli gliperpiani iperosculatori o stazionari
della curva. D’altra parte u punti dell’ente algebrico i quali ai
gruppi della g che si costringano a contenerli presentino non u,
ma un numero minore h di condizioni (<l#), sicche quei gruppi
siano oo™ (dei p punti si dice che hanno un certo grado di neu-
tralita rispetto alla serie), avranno per imagini u punti della curva
giacenti in un 8,_;, spazio u-secante: ad es. per h — 1, se cioe i
4 punti impongono wna sola condizione, le loro imagini sulla curva
si sovrappongono in un punto wu-plo di questa (cfr. n. 20); per
h =2 cioé quando i u punti contano come due condizioni, si ha in
corrispondenza una retta p-secante della curva; ece. In particolare
se i u punti considerati dell’ente algebrico coincidono (nel senso
ricordato della geometria sull’ente), anche sulla curva imagine si
avranno p punti coincidenti, in un sol ramo (od elemento o ciclo)
della curva; e per h =1 si avra cosi sulla curva un punto u-plo
(ramo od elemento o ciclo d’ordine u); per h = 2 una tangente che
incontra in quel punto u volte la curva; per h qualungue, quando
ciod i gruppi della g7 per cui.un dato punto & w-plo sono oco"—*
invece che oo™ #, la curva imagine avra nel punto corrispondente
un 8;—; osculatore che la ineontra ivi p volte.

Le formole di PLUCKER, di CAYLEY, di VERONESE, che legano
i caratteri di una curva piana, sghemba (di S,), iperspaziale (di §,),
gi possono considerare come relazioni fra caratteri di una serie
lineare di gruppi di punti co?, co3, co’.

29. Su cid avremo occasione di ritornare. Intanto & bene rilevar
subito una limitazione per la dimensione e l'ordine di una serie
lineare, la quale deriva immediatamente dalla definizione di quei due
caratteri, Poicheé (n.° 13) si posson prendere ad arbitrio sull’ente
algebrico r punti per determinare un gruppo di una g7, sara sempre

n=r,
ossia
n—r=>0;
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il numero n —» & quello dei punti di un gruppo che rimangon
determinati in generale dai rimanenti (r). — Se la g7 ha k punti
fissi, e se poi la g7 , che da essa rimane togliendo questi punti e
composta con un’involuzione di grado w, allora dando # punti gene-
ric per un gruppo della g7 si vengono ad avere immediatamente
pr -k punti del gruppo; sicche sard , N

n==ur+ k.

Nel caso particolare che sia n = r si trae da quest’ultima rela-
zione: k=0, u=1; cioé che la serie data non ha punti fissi e non
& composta. Inoltre fissando » -—1 punti e considerando i gruppi
della serie che li contengono, il punto residuo di quei punti descri-
verd una gi, varietd razionale, che non sara altro che la serie dei
punti dell’ente algebrico. Dunque: se un ente algebrico contiene una
serie lineare il cut ordine é cguale alla dimensione, Uente € razionale.

~

Per una g- sopra un ente non razionale € sempre m >r.

30. Conviene considerare anzitutto in modo particolare le serie
lineari semplicemente infinite. Si pud dire che esse sono le pid im-
portanti, in quanto che dalle loro proprietd si posson trarre quelle
delle serie pitt ampie. ’

Esse son caratterizzate come infinitd di gruppi di » punti (se
n ne & lordine) dell’ente algebrico dalle due proprietd: 1.° di esser
razionali, 2.0 che un punto generico (ciod non comune a tutti i
gruppi) individua il gruppo che lo contiene. Invero dalla 1.2 pro-
prietd segue che glinfiniti gruppi corrispondono algebricamente e
biunivocamente ai valori di un parametro z; e dalla 2.* che se x &
il punto dell’ente, la corrispondenza fra i gruppi ed i punti che li
compongono da z come funzione algebrica univoca, e quindi (n.° 7)
razionale, delle coordinate x, ossia

1 —
1) Ty

ove le @,y son forme dello stesso grado nelle x. Se ne trae
@ @) —zp@) =0,
equazione lineare nel parametro z, la quale prova appunto che la
serie di gruppi & lineare.
Per tal modo si vede anche come le funzioni razionali dellente

. algebrico, vale a dire le funzioni razionali delle coordinate dei punti
dell’ente, ossia della forma (1) (dove le x son legate dalle equazioni
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che definiscono ente) (48), corrispondano alle serie lineari ocol: es-
sendo gruppi di una tal serie i gruppi dei punti in cui una data
funzione razionale z dell’ente assume uno stesso valore (*9). L’ordine
n della serie lineare, ossia il numero dei punti di eciascun gruppo,
in particolare il numero degli zeri (@ (x) = 0) o deglinfiniti (y (x) = 0)
della funzione razionale z, dicesi grado (°°) od ordine di z.

Data una g% (senza punti fissi, come tutte le serie che conside-
riamo nel seguito di questo paragrafo)

p@)—zyp@E) =0,
¢ chiaro che essa sard rappresentata nel senso spiegato non solo
dalla funzione razionale
@ ()

VRN
Y (x)
ma anche dalle trasformazioni lineari a coefficienti costanti

az b Loap@Fby @)
wtd " To@tdy@

di quella (®). EQ anzi queste saranno tutte le funzioni razionali del-
Pente che corrispondono a quella g}, giacché se

,_ P@
J__fm

(48) La denominazione « funzioni razionali dell’ente » & quella usata dal Wx-
1ERSTRASS nelle gid eitate Lezioni; mentre altri autori dicono «fanzioni alge-
briche dell’ente». — In ogni punto ben determinato dell’ente una data funzione ra-
zionale 2 prende un valore ben determinato, o direttamente (per semplice sostitu-
zione delle coordinate del punto nell’espressione (1) della funzione) o come limite
(quando la detta sostituzione annullasse numeratore e denominatore di quell’e-
spressione).

(49) Secondo l'osservazione fatta nella nota preced. si ottengono cosl nei vari
gruppi della serie i soli punti che variano da un gruppo all’altro, e non i punti
Sissi: sicochd propriamente le fuuzioni razionali dell’ente non sono atte a rap-
presentare le serie lineari dotate di punti fissi; o meglio possono rappresentarle
solo in parte, ciod astraendo da questi punti.

(59) Secondo WEIERSTRASS. I1 KLEIN invece lo chiama wvalenza (Werthigkeit).

(31) Da cid segne che due gruppi qualunque della gh si possono assumere co-
me gruppi degli zeri e degl’infiniti di una funzioue razionale dell’ente. Si pud
dnnque esprimere che due gruppi (ben distinti) di » punti stannoe in una stessa
g, (infinita), e per conseguenza in tna g;, dicendo che sono gli zeri e gl'infi-
niti di una stessa funzione razionale dell’ente: come appunto soglion fare gli
analisti (chiamando equivalenti due tali gruppi). — Ceosi pure si pud dire oche le g}l
contenenti un dato gruppo di » punti si posson rappresentare mediante le fun-
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indica una funzione razionale corrispondente a quella serie, fra i
valori di z e Z che corrispondono- ad uno stesso punto x dell’ente
vi sard una corrispondenza algebrica biunivoca, e quindi bilineare (%)

31. Consideriamo ora due funzioni razionali qualunque

(2) | g =2 (@) § = 7y (#)

y(w)’ Wy (x) ’
dei gradi risp. n, m, dellente algebrico; tali perd che non ogni
gruppo di punti 2 = cost. abbia pin di un punto comune con qual-
che gruppo s = cost., vale a dire tali che le serie ¢!, ¢! rappresen-
tate da quelle funzioni non abbiano infinite coppie comuni (cioé cop-
pie di punti che stiano in gruppi delle due serie). Fra z ed s,
considerando come omologhi i valori che assumono in uno stesso
punto dell’ente, vi sard una corrispondenza algebrica (m ,n), e
quindi (n.° 8) un’equazione :

n om

3) F(s,2)=0,

la quale risulterebbe dall’eliminazione delle x fra le (2) e le- equa-
zioni che definiscono I’ente algebrico. Le coordinate x saranno poi
esprimibili come funzioni razionali di s e 2: i punti dell’ente essendo
in corrispondenza biunivoca c¢oi gruppi di valori (s, 2) soddisfacenti
all’equazione (3). Sicche per la geometria sull’enfe si potrd assumere
a rappresentante di questo quell’equazione. Vale a dire si puo in
generale rappresentare un ente algebrico mediante ’equazione che
lega due sue funzioni razionali qualunque (con la detta restrizione),
ciot con la varietd co' costituita,dalle soluzioni di quell’equazione.
— T noto come questa varietd si possa rappresentare in modo sen-
sibile distendendo ad es. la variabile complessa 2z sul piano o sulla
sfera reale e deponendo su ogni valor di 2z gli # corrispondenti

zioni razionali dell’ente che hanno i loro infiniti in quegli » punti (funzioni di
grado n). Convien perd tener presente (v. sopra) che con ¢id si vengono ad esclu-
dere fra le dette g:l quelle che hanno punti fissi (fra gli » dati). Volendo evi-
tare tale esclusione si dovra dire che le g}l contenenti il dato gruppo di
punti son rappresentate dalle funzioni razionali del’ente che hanno i loro in-
finiti FrRA quegli » punti (fanzioni di grado << n): allora quelle fra tali funzioni
che non sono infinite in uno di quei punti rappresenteranno serie 9}; per cui questo
& un punto fisso.

(5%) Le considerazioni di questo n.% 30 si applicherebbero evidentemente, quasi
senza modificazioni, alle serie lineari ool di M;,_, su una My, o alle funzioni
razionali della My, .
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valori di s: donde nasce una superficie di RIEMANN ad # fogli (cfr.
la nota al n.0 21). _

Qui si presenta un nuovo modo analitico di considerare l’ente
algebrico (°3). In luogo di definirlo assumendo particolari coordinate
e quindi particolari equazioni fra queste, si pensino simultanea-
mente per ciascun punto dell’ente i valori che in esso prendono
tutte quante quelle variabili s,2, le #,... che finora chiamavamo
« funzioni razionali dell’ente ». Tl punto dell’ente & precisamente un
insieme, una coesistenza di valori di quelle variabili. Due qualunque
di queste verificano in tutti i punti un’equazione algebrica; e se
non vi sono infinite” coppie di punti nei quali ognuna delle due
prenda lo stesso valore, ogni altra variabile si potra esprimere
come funzione razionale di quelle due.

32. IL’equazione. (3) si puo rappresentare geometricamente in
pin modi, prendendo z,s come coordinate di elementi geometrici.
Josl assumendole risp. per coordinate degli elementi di due fasci di
raggi §,8” in uno stesso piano, quella sara l'equazione di una curva
piana, generata nel seguente modo: Le due serie lineari ¢!, ¢! del-
Pente algebrico, considerate come varietd oo! razionali, si riferiscano
biunivocamente risp. ai due fasci di raggi §,8”: considerando come
omologhi nelle due serie due gruppi che contengano uno stesso punto
dell’ente, ne deriva una corrispondenza (i, n) fra i raggi di quei
due fasci; ed il luogo dei punti d’incontro dei raggi omologhi ¢ la
curva y rappresentata dall’equazione (3). Su », considerata come
imagine dell’ente algebrico, la serie g! & quella staccata dalle rette
del fascio § (fuori del centro del fascio stesso), ¢ cosi la g! & stac-
cata dal fascio §’. La curva & in generale d’ordine m -+ n ed ha 8
per punto m-plo, § per punto n-plo. Ma se ad es. nel riferire le
due serie dell’ente algebrico ai fasei 8,8’ si fa corrispondere la
retta §8” comune a questi a due gruppi che abbiano un punto co-
mune, sicché quella retta corrisponda a sé stessa nella corrispon-
denza (m, n) tra i due fasci, essa si staccherd dal luogo generato
da questi, e la curva y si ridurrd all’ordine m 4+ n — 1 avendo i
punti §, 8 come multipli secondo m — 1, % — 1; ecc. — Un punto
u-plo di y fuori di 8,8 corrispondera in generale a x punti del-

(%3) Veggasi per maggiori schiarimenti la Memoria DEDEKIND-WEBER.
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? <1 . : 1 3 P P 1 .
Pente posf;] in un gruppo della ¢} ed in un gruppo della gl ; e
viceversa (3).

§ 8. Genere dell’ente algebrico.

33. Per una serie lineare co! oltre all’ordine si pud considerare
un altro carattere: il numero degli elementi (gruppi di punti; o valori
di una corrispondente funzione razionale z dell’énte) di diramazione,
ossia dei gruppi della serie che contengono due punti coincidenti
(punti doppi della serie). Nella rappresentazione dell’ente algebrico
con Pequazione

Fs,5)=0,

e quindi con la curva y generata dai due fasei 8,8 (.0 32), gl
clementi di diramazione per la serie 2z = cost., segata dalle rette
del fascio 8, .corrispondono alle tangenti condotte da S a teccar y
foori di § ed inoltre, nel caso che y abbia cuspidi, alle rette pas-
santi per queste: i punti doppi della serie stessa essendo quei punti
di contatto e queste cuspidi (mon i nedi di y perché ognuno di essi
rappresenta due punti distinti dell’ente). )

Con l'ordine di una serie lineare co! e col numero dei suoi ele-
menti di diramazione ossia dei suoi punti doppi si forma un’espres-
sione, la quale non muta valore cambiando la serie sull’ente alge-
brico : il genere.

Si considerino in fatti sull’ente algebrico due serie gl , g1 dotate
risp. di p,» punti doppi. Riguardando nella ¢! come-omologhi due
elementi (gruppi) quando contengono due punti di uno stesso gruppo
della ¢! , avremo fra gli elementi di quella serie una corrispondenza
simmetrica d’indice n(m — 1); ed in questa saranno elementi uniti
qnei g gruppi che contengono risp. i w punti doppi della gl , ed
inoltre quei d gruppi che hanno coppie di punti comuni con gruppi
della g} . Applicando dunque il principio di corrispondenza (n.% 8)
entro la ¢!, forma razionale, con lavvertenza di contare due volte
ciascuno degli ultimi d elementi uniti perché su esso cadono due
degli elementi omologhi (v. una nota al detto n.?), avremo :

(1) 2a(m — 1) = u -} 2d.

(54) Si pud similmente rappresentare un ente algebrico contenente % serie li-
neari co! date, mediante una ourva di §, generata da & fasci d’iperpiani riferiti
tra loro (e seganti poi sulla curva risp. quelle serie). Ece. ecc.
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Similmente scambiando le dune serie si ha:

(1 2mn — 1) =» 4 2d.
Sottraendo 'una dall’altra queste due relazioni viene :
(2) Y — 20 = — 2m .

Dunque la differenza fra il numero » dei punti doppi ed il dop-
pio dell’ordine n di una serie lineare co! non muta al mutar di
questa.- Si osservi poi che in forza della (1) il numero » & sempre
pari. Sard quindi intero ed invariabile al variar della serie il nu-
mero »/2 —n - 1; ed & questo numero che noi chiameremo il ge-
nere dell’ente algebrico (). Lo indicheremo con p, sicche

. _r .

3) 1’—7 n41,
ossia -

(4) y=2mn+p—1).

34. Osserviamo subito, nel caso che Pente sia razionale, che.
una g! definisce fra i punti dell’ente una corrispondenza simmetrica
d’indice n» — 1, considerando come omologhi i punti di uno stesso
gruppo : e quindi applicando il principio di corrispondenza (il che
si pud fare nell’ipotesi della razionalitda dell’ente) la serie stessa avra
2(n — 1) punti doppi. Sostituendo questo valore a » mnella formola
(3) si ha p=0. Dunque gli enti razionali hanno il genere p =0.

Rileviamo anche subito come la definizione data del genere renda
evidente che questo carattere spetta veramente alla geometria sul-
Vente : vale a dire per trasformazioni birazionali dell’ente il genere
non muta. In fatti per una tal trasformazione una serie lineare ool
si muta in altra dello stesso ordine e con lo stesso numero di punti
doppi.

(55) Questa definizione del genere, sotto forma pid analitioa, si trova gia in
altri autori: v, ad es. NORTIER, Math, Ann,, VIIT, p. 497 ; DEDEKIND-WEBER, D.
264. Nella ZTheorie der Adbel'schen Functionen del RIEMANN — ove, com’s noto, il
nomero p & introdotto per la prima volta, partendo dalla connessione dell’ente
algebrico, cios della superficie reale ¢he lo rappresenta — s’inconfra non solo la
formola (8) (nel § 7), ma anche la (1) (nel § 6).

Come fu gia notato, sarebbe forse stato opportuno dare un nome speciale
all’espressione »/2 — n, ciod p —1, anzi che a p: poichd appunto quell’espres-
sione, p — 1, compare di solito nelle formole,
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35. Ritornando al ragionamento generale del n.’ 33, osserviamo
che rappresentando 'ente algebrico, nel modo ricordato da principio,
con la curva y su cui le serie g!,g! vengon staccate dai fasei di
rette S,8’, la corrispondenza che si considero fra i gruppi della go
'si potrebbe sostituire con una corrispondenza fra le rette del fascio
8; ecc. Allora il numero d che §’¢ incontrato delle coppie di punti
comuni alle due serie non & altro (v. la fine del n.° 32) che il nu-
mero dei punti doppi che y ha, fuori di 8§, &’.

Si puo, introducendo appunto quel numero d relativo alle due
serie gl , ¢! (numero che prima avevamo eliminato dalle relazioni (1),
(17), ed eliminando invece » fra le (3) e (1’), ricavare quest’altra
espressione del genere (pure invariantiva per trasformazioni bira-
zionali)

(5) R p=m—1)n—1)—d,

che definisce il genere dell’ente algebrico in funzione degli ordini di
_due serie lineari semplicemente infinite esistenti su esso e del nu-
mero delle coppic di punti che esse hanno comuni. Cosi si ha dalla
(5) che se lente contiene due g} il suo genere sara 1 oppure 0, se-
condo che queste serie mon hanno ovvero hanno una coppia comune.
Ece. (5¢).

36. Nelle applicazioni particolari tanto della definizione primi-
tiva (3) del genere quanto della (5) pud accadere di dover badare a
~multiplicita di soluzioni che compajano nei numeri » ¢ d. Dalla pos-
sibilita, su cui ritorneremo in seguito, di rappresentare lente alge-
brico con una curva piana dotata di soli punti multipli ordinari, od
anzi di soli nodi, si trae subito lesistenza d’infinite serie lineari gl
che hanno i » elementi di diramazione tutti semplici, ossia che non
hanno altri punti multipli che punti doppi; non che l’esistenza d’in-
finite coppie di serie lineari ¢!, ¢, che hanno in comune solo coppie
di punti, non ferne, ecc. Se perd avvenisse che le due serie consi-
derate gl , gl avessero comune una s-pla di punti distinti — cioe se
vi fossero sull’ente s punti comuni ad un gruppo dell’una serie e ad
un gruppo dell’altra (il che significa che la curva y avrebbe un punto
s-plo) — e chiaro che quella s-pla darebbe s(s — 1)/2 eoppie di punti

(%) La (b) si trova alla fine del § 7 della citata Memoria del RIEMANN. — 8i
confronti anche, per quella formola, come per la rappresentazione contenuta nel
precedente n.? 32, il n. 4 delle Ricerche di geomeiria sulle curve algebriche del Ca-
STELNUOVO.
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-comuni alle due serie, e quindi di tanto influirebbe nel numero d
(allo stesso modo che un ordinario punto s-plo di y equivale ad
$(s — 1)/2 punti doppi). — Se invece nel n.® 33 si avesse una g.
dotata di un punto i-plo, si vede facilmente conm mnoti procedimenti
analitici che questo andrebbe contato come ¢ — 1 punti doppi nel
numero complessivo », vale a dire che il gruppo (il valor corrispon-
dente della funzione razionale z rappresentante la g}) dotato di punto
i-plo & un elemento di diramazione d’ordine ¢ — 1, che conta come
i — 1 elementi di diramagzione semplici. Si pud rappresentare lente
algebrico con la curva y in modo che quel punto sia semplice per
questa : allora l'essere quel punto i-plo per la ¢! staccata su y dal
fascio di rette § signifiea che una retta di questo fascio ha in quel
punto un contatto i-punto con y: ed & ovvio che essa contera pre-
cisamente come i — 1 tangenti semplici condotte da S a y (*7). —
Da ultimo si osservi come dalla formola (3) appaja che se la si vo-
lesse applicare anche a serie ¢! dotate di punti fissi, ognuno di que-
sti dovrebbe conlare mel numero » come due punti doppi.

§ 9. Genere di una curva piana.

37. La formola (5) del paragrafo prec. da il genere di una curva
piana, d’ordine m -4 » con un punto m-plo ed uno =-plo, ovvero
d’ordine m 4-n — 1 con un punto (m — I)-plo ed uno (» — 1)-plo,
ece. : d indica il numero dei rimanenti punti doppi, ovvero la somma
Zs(s — 1)/2 estesa ai rimanenti punti multipli.

Si puo anche determinare il genere di una curva piana qua-
lunque y ricorrendo alla definizione del n.® 33, applicata alla serie
lineare che & segata su essa da un fascio di rette col centro in un
punto O del piano esterno a y. Se n & Vordine, »n’ la classe di que-
sta curva, quella serie lineare sard una ¢! ed avrd per elementi di
diramazione quelli che corrispondono alle »” tangenti di y che escono

(57) Del resto, basandosi sn an teorema gid citato (in nota al n.” 8) del sig.
ZEUTHEN relativo alla mulbiplicitd degli elementi nniti in una corrispondenza,
si pud nel ragionamento col principio di corrispondenza fatto al n.? 33 tener conto
direttamente dei punti multipli (non solo doppi) delle due serie, ed allora in
quelle formole viene a comparire in lnogo di » la somma 2(i — 1) estesa a tutti
i punti multipli (secondo i) della g}” ecc. Qualehe eosa di equivalente vien fatto
appunto dal sig. ZruTHEN nel n. 4 della Nole sur les singularités des courbes pla-
nes (Math, Aun., X, 1876).



INTRODUZIONE ALLA GROMETRIA ECC. 239

da O. E non ne avra altri se 1a curva non ha altre singolarita che
punti multipli ordinari, cioe a tangenti distinte. In tal caso dunque
la formola (3) del n.’ 33 dard il genere di y se per n si mette Vor-
dine e per » la classe n’ della curva.

Poniamo invece che y abbia anche singolarité superiori (come
cuspidi ecc.) (8. Abbiamo gia ricordato (n.° 11) che un punto sin-
golare P (x,y,) di una curva piana algebrica y ¢ origine di uno o
pitt rami o cicli od elementi che corrispondono ai vari sviluppi che
in prossimita di esso si posson fare di y — y, in serie di potenze di
& — x,. Si consideri uno di questi rami e la corrispondente serie di’
potenze : il minimo denominator comune ¢ degli esponenti fratti (ri-
dotti ai minimi termini) di quella serie dicesi grado di moltiplicita
od ordine del ramo (con la sola restrizione che la retta z = 0 non
gia parallela alla refta ¢ tangente in P al ramo stesso): esso non &
altro che il numero delle intersezioni (infinitamente vicine a P) del
ramo con una retta infinitamente vicina a P (ma faciente un angolo
finito con ¢); o, come si suol dire pitt brevemente, il numero delle
intersezioni che in P si hanno fra il ramo stesso ed una retta ge-
nerica (diversa da t) passante per P. Considerando la curva y, e
quindi il ramo di essa, come inviluppo, si ha il carattere duale al-
Pordine : la classe i’ del ramo; cioé il numero delle tangenti al
ramo (infinitamente vicine a t) che escono da un punto infinitamente
vicino a t (ma a distanza finita da P); o pitt brevemente la multi-
plicita che ha la tangente ¢ pel ramo considerato. Si sa(*) che il
numero delle intersezioni coincidenti in P del ramo stesso con la
sua tangente t, come pure il numero delle tangenti al ramo coinci-
denti in ¢ che escono da P, sono uguali alla somma ¢, =4 -} 4’ del-
P’ordine e della classe del ramo (%).

Jome origine del ramo considerato d’ordine 4 il punto P rap-
presentera un punto i-plo per la ¢! segata su y dal fascio di rette
O (mentre come origine di un altre ramo rappresenterebbe un altro

(58) Queste singolaritd sono ampiamente trattate dal punto di- vista che qui
accenniamo nell’Eiude sur les points singuliers des courbes algébriques planes che
VHaLpHEN fece seguire all’edizione francese del trattato delle ecurve piane del
SaLmMoN (Paris, 1884). Ivi si trovano anche citati glimportanti lavori precedenti
di CAYLEY, STOLZ, SMITH, eco. — Altri abbiamo gia nominati prima, o citeremo tosto.

(*9) V. ad es. il n.° 1 della Memoria del sig. ZEUTHEN citata al n.0 36, ed il
n.% 7 del citato studio del’HALPHEN,

(80) Per un ordinario punto semplice i caratteri i, sono (1, 1); per-un flesso
(1, 2); per una cuspide (2, 1); per un regresso di 2.2 specie (2, 2); ece.
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punto dell’ente: v. n.® 11), e quindi (n.% 36) equivarra ad ¢ —1
punti doppi di quella serie. I’influenza della retta OP nel numero
complessivo » degli elementi di diramazione della g! sara dunque
rappresentata da una somma di tanbe espressioni (i — 1) quanti sono
i rami di y che passano per P. Estendendo ¢id a tutte le singola-
rita superiori di y, cioé a tutti i suoi rami superlineari, si ha che
in generale:

(1) yv=n"+3(E—1).

[+

E sostituendo questo valore nella formola (3) del n.° 33 si ha:

I

(2) p:——n+1 +—2e-—1)
oppure :
(3) W= 2+ p—1)—I(E—1).

38. Considerando le singolaritd di una curva piana da un punto
di vista un po’ differente si puo esprimere il genere p sotto una forma
diversa dalla (2), facendo cio¢ comparire invece della classe »” di y
e degli ordini dei suoi punti di diramazione altri caratteri relativi
al punti singolari di y.

Dall’applicazione di successive trasformazioni quadratiche piane
a y e dall’esame dell’effetto che esse hanno su un punto singolare
qualunque di questa curva, il sig. NOETHER dedusse (*1) che una
singolaritd superiore di y si puo riguardare come la riunione (in un
senso preciso) di un certo numere di punti singolari ordinari a cui
g’aggiunge pure un certo numero di punti di diramazione di y (nel
genso che si trova chiarito nei lavori citati, e che viene a coincidere
col significato delle espressioni (¢ — 1) del n.? preced.). Dicendo s la
moltiplicita di uno dei punti singolari ordinari di cui la singolarita
superiore & composta, ’abbassamento che questa produce nella classe
¢ dato dalla somma di tutte le corrispondenti espressioni s(s —1)e
del numero dei punti di diramazione di y che cadono in quella sin-

(64) Ueber die algebraischen Functionen einer und zweier Variabeln, Note 2 (Got-
ting. Nachrichten, 1871), — Ueber die singuliren Werthsysteme einer algebraischen Fun-
ction und die singuldren Punkte einer algebraischen Curve (Math. Ann., IX). — Rationale
Ausfithrung der Operationen in der Theorie der algebraischem Functionen (Math. Ann.,
XXIII).

Veggasi pure I'importante Nota, d’indole pih sintetioa, del sig. BERTINI: So-
pra aleuni teoremi fondamentali delle curve piane algebnche (Rend. Ist. Lomb., (2)
21, 1888).
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golaritd (%2). Segue che la classe di y sard data da:
(4) w=mnn—1)— s —1)— 3@ —1),

ove le somme si estendono a tutte le singolarits ordinarie ed a tutti
i punti di diramazione che compongono i vari punti singolari di y.

Ritornando dunque alla determinazione del genere, noi avremo
sostituendo nella (1):
(5) ' v=unn—1) —Xs(s —1),
e quindi per la definizione (n. 33) del genere p applicata alla g
del n.% 37:

n— 1) (n — 2)

o ) ) s —1)
(6) p= 5 2——2—.

In particolare se y ha per soli punti multipli d nodi ed » cu-
spidi, sara:
(n— 1) (n — 2)

M p=—y —d—r.

39. Ritornando alla formola (3) del n.% 37:
(3 w=2m+p—1)—3@F—1),
da essa si trae per dualitd :

n=2m+p—1)—F {#F—1),

ed eliminando »” fra le due:
(8) S —3)=3mn42p—2),
od anche, introducendo il numero i, =i -4’ (n.° 37) dei punti d’in-
contro che nel punto singolare hanno luogo fra il ramo (i,4’) e la
sua tangente :
(87 Zi+i,—3)=3n-4 2p—2).

Se la curva y non ha punti multipli che ordinari (cioé sempre
i=1) alla somma che compare nel 1.° membro della (8) od (8”) con-
tribuiscono i soli flessi. Vediamo cosi che il numero #’ dei flessi per
una curva piana di genere p e d’ordine n & in generale
9) r’=3nr 4 2p — 2);
ma in pari tempo vediamo che un ramo singolare qualunque che la
curva venga ad avere contribuird all’espressione del 2.9 membro per

(62) Cfr. NoETHER, Math., Ann., IX, § 7 ¢ Math. Ann., XXIIT, § 17.

16
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2¢ +4’— 3, ossia ¢ -4, — 3 unita, conta cioe per altrettante unita
nel numero complessivo »’ dei flessi quale sarebbe dato dalla (9).

La formola (7) del n. prec. da per dualitd, chiamando d’ il nu-
mero delle tangenti doppie non stazionarie :

Suppongasi ¢ dotata solo di d nodi senz’altri punti multipli
(generale nel suo ordine e genere), sicche la (3) si ridurrd a
n'=2m-}p—1),
. e 81 sostituisca questo valore di »’ e quello di » dato dalla (9).
Verra :

(10) d=2n+p—2)(n+p—3)—4p.
Aggiungasi che in tal caso (essendo » = 0) la (7) diventa:
a ===y

Tutte queste formole si possono interpretare in un modo pitt
generale del consueto, considerando la curva piana come imagine di
una g2 qualunque non composta (perché la curva y si suppose che
non fosse multipla) dell’ente algebrico di genere p (v. n.® 28). Cosi
la (11) da il numero delle coppiec neutre della g2 (coppie di punti per
cui passano infiniti gruppi); la (10) il numero dei gruppi della g2
dotati di due punti doppi distinti; la (9) il numero dei punti tripli
della ¢ . Cid per una g2 generale dell’ente algebrico di genere p:
ma se la serie ha singolarita speciali si dovra tenerne conto in quei
numeri. Cosl se un punto dell’ente algebrico & i-plo per gli col
gruppi della g2 che lo contengono, ma per uno di essi & multiplo
secondo ¢, (> ), allora per avere i punti tripli della g2 che cadono
fuori di quello, si dovra togliere i 4 i, — 3 unitd dall’espressione
(9). BEee.

Estenderemo ora successivamente alcuni risultati degh ultimi
due paragrafi.

§ 10. Formola di ZEUTHEN (53).

40. Nel § 8 1a definizione del genere di un. ente algebrico ci
permise di concludere subito 'invariabilita di esso per trasformazioni

(83) V. Nouvelle démonsiration de théorémes sur des séries de points correspondanis
sur deux courbes (Math. Ann,, III, 1871, p. 150).
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birazionali, perché queste mutano una serie lineare oco! in una serie
lineare ool. Ora questo fatto vale anche (n. 14) per una trasforma-
zione, che sia razionale in un senso solo. Vediamo di profittarne.

Sia fra due enti algebrici p,” dei generi p,p’ una corrispon-
denza algebrica (1, u), sicch® le coordinate dei punti di y sian fun-
zioni razionali di quelle dei punti omologhi di y’; e sianvi su y y
punti di diramazione, cio® punti per ognun dei quali due fra i p
punti omologhi di y” coincidono. Ad una ¢! di y con » punti doppi
corrispondera su y” una g‘lm composta (con l'involuzione dei gruppi
di p punti corrispondenti ai singoli punti di y), la quale avra per
punti doppi i wr punti omologhi di quei » ed inoltre gli ¥ punti
nominati prima, che corrispondono, contati due volte, ai punti di
diramazione di y (%), Applicando dunque a queste due serie co! su-
gli enti y,y” dei generi p,p’ la definizione del genere, ossia la for-
mola (4) del n.0 33, avremo:

y=2n-+2(p—1)
Y+ pr=2un+2(p’—1).
Di qui si eliminano simultaneamente » ¢ » e si ha:
(1) y=2(p'—1) —=2u(p—1).
Questa formola & molto importante. Da essa segue :

PY—1=p(p—1),
sicche ad es. se fosse p =p’> 1 dovrebb’essere u =1, cioe la cor-
rispondenza fra i due enti sarebbe biunivoca (). Si pud anche dire
che la (1) da il numero y dei punti doppt di un’involuzione di grado
p e di genere D sopra un ente algebrico di genere p’. Oppure anche
il numero y dei punti di diramazione che un ente algebrico di genere

p ha quando, contandolo p wolte, lo si riguarda come un ente algebrico
di genere p’.

41. Si pno subito dedurre dalla (1) la formola di ZEUTHEN pill
generale. Abbiasi fra i due enti algebrici y,y” dei generi p,p’ una
corrispondenza (x,2”) con y,y” punti di diramazione (tenendo conto

(64) Se un punfo di diramazione di y & tale che, non solo dune, ma i fra i
suoi g omologhi su y’ coincidono in un punto, questo sard i-plo per la g:m, ciod
(n.9 36) conterd come i — 1 punti doppi. Dunque quel punto di diramazione si
dovra rignardare come multiplo secondo i — 1, ciod conterd come ¢ — 1 nel nu-
mero complessivo y.

(6%) Nota osservazione del sig. WEBER (Jourual fiir Math., 76, 1873, p. 345).
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delle loro moltiplicitd : v. n.° preced., in nota); e consideriamo ’ente
algebrico ausiliario I' di genere n costituito dalle coppie di punti
omologhi di y,y”: rappresentato ad es. se y,y” son curve dalle rette
congiungenti i punti omologhi (cfr. n.? 21). Sard y con I in corri-
spondenza (1, «’) con y punti di diramazione su y ; sicché applicando
la (1) avremo :

y=2@—1)—22(p—1).

Similmente da y” e I' in corrispondenza (1 ,x) con y" punti di dira-
mazione si ha:
Y=2(m—1)— 2x(p’—1).

T sottraendo si ottiene appunto la detta formola generale :
(2) y—y'=22(p'— 1) — 22'(p — 1) (%).

Come si vede, questo ragionamento equivale a supporre che nel
n.% 40, ove fra i due enti y,y” dei generi p,p’ si considerava una
corrispondenza (1, u), lente y” sia multiplo, ad es. secondo pu, , sic-
che propriamente si riduca ad un ente y, di un certo genere p, da
contarsi u, volte. La formola (1) naturalmente rimane ancora appli-
cabile (potendosi ad es. imaginare che »’ si sostituisca con un ente
di genere p’, cquivalente a 9’ ma semplice); ma di piu si pud ap-
plicare alla corrispondenza (1, u,) fra y, e »”; e cosi si ottiene la (2)
per la corrispondenza (u, u,) fra y, e y.

(88) T.a si poteva anche stabilire senza passaie per la (1), che ne & un caso
particolare, considerando su y e y’ dne serie 9'};’91;/’ alle quali ocorrisponde-
ranno su [' due serie gim, y g,ll,w; ed applicando a queste il teorema espresso
dalla formola (2) del n.’ 33. Od anzi, pitt direttamente ancora, nello stesso modo
con cui si dimostrd quel teorema, vale a dire applicando il prineipio di corri-
spondenza entro la g:‘ ola g}l, a determinare il numero d dei gruppi dell’una
serie che contengono due punti di cui risp. due punti omologhi sono in un gruppo
dell’altra serie. Cid da per d due valori, dalla eui mguaglianza si trae una rela-
zione, che per x =2’ == 1 coincide colla (2) del 1n.0 33, ed in generale, posta la
definizione del genere, diventa appuntoe la formola (2) di sopra.

Avverto che il coneetto comune a qunesti ragionamenti si trova gia nella Nota
del sig. SCHUBERT: Uecber die Erhallung des Geschlechts bei zwei ein-eindeutig auf
einander bezogenen Plancurven (Math. Ann., XVI), ove in sostanza le g}l s g,ll, son se-
gate su due curve piane in corrispondenza biunivoca mediante due fasei di rette.
Nelle dimostrazioni pidt antiche dei sig.i BERTINI (Giornale di matem., 7, 1869)
e ZrUTHEN dell’invariabilitd del genere le serie stesse erano trasportate sopra
un ente ausiliario: la eurva generata da quei due fasei di rette. In quelle dei
sigd CREMONA (Mem. Acc. Bologna, 1866; Preliminari, ecc., n. 54) e Voss (Gotting.
Nachrichten, 1873, p. 414) V'ente ausiliario & invece risp. la rigata o l'inviluppo
piano delle rette congiungenti i punti omologhi delle due curve piane.



INTRODUZIONE ALLA GHEOMETRIA KCC 245

§ 11. Punti (= -+ 1)-pli di una serie lineare oo’ .

42. Il numero dei punti doppi di una ¢! sopra un cnte alge-
brico di genere p e dato (n.° 33) da

24 p —1).

Il numero dei punti tripli di una g% (n.° 39) da

S+ 2p —2).

In generale, indicando con N, il numero dei punti (» 4- 1)-pli di una
g’ , dimostreremo facilmente che il suo valore &

Ne=@+1Dnt+rp—r.

Per comodita rappresentiamo la ¢° (supposta priva di punti
fissi) eon una curva € d’ordine » di S,. Allora (efr. n.% 28) il nu-
mero cercato N, sara quello degl’iperpiani a contatto (r - 1)-punto,
ciod stazionari od iperosculatori, di ('; mentre N,_; sara il numero
degliperpiani osculatori (a contatto »-punto) uscenti da un punto
dato (ciod il numero dei punti r-pli della g7—1 segata su C dagli
iperpiani c¢he passano per quel punto), ossia la classe di C; N,
sard il pnumero degliperpiani a contatto (r — 1)-punto uscenti da
nna data retta, ciod Pordine della varieta M,_; costituits dagli co!
S,_s osculatori a ¢ nei suoi vari punti; ecc. — Consideriamo come
imagine dell’ente algebrico di genere p la co! degl’iperpiani oscula-
tori a C. I gruppi degli N,_; iperpiani osculatori che escono dai
singoli punti di una retta « fissata ad arbitrio formeranno una serie
lineare oo!; mnella quale, come facilmente si vede, sono elementi
doppi gli N, iperpiani stazionari, non che gliperpiani osculatori a
¢ in quegli N,_, punti i eni S,_» osculatori incontrano « (giaeche
ogni 8, osculatore si pud riguardare come Dintersezione di due
iperpiani osculatori infinitamente vicini). Dunque, applicando la for-
mola ricordata che da il numero dei punti doppi di una serie lineare
col, sara:

Ne+Neo=2 ,1+p—1),
ossia :
@8] N, =2N,_ 31— N,y +2p— 2.
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Da questa formola ricorrente, basandosi sui valori gia ottenuti
per N, nei casi di v=1,2, si trae appunto :

(2) No=@r-4+1)(n+rp—r) O

43. La stessa formola ricorrente (1) puo servire a determinare
DPabbassamento che nel valore generale (2) di N, produce un punto
singolare qualunque di ¢, ciod un punto dell’ente che sia comun-
que singolare per la g7. Per un punto P della curva C di S, , con-
siderato su un determinato ramo o ciclo di questa curva (cioé come
imagine di un determinato elemento dell’ente algebrico), si hanno »
caratteri analoghi a quelli definiti al n.0 37 pei rami di curve piane (%8):
cioe¢ lordine ¢ di multiplicita del punto (ossia del ramo), il numero
i, (> 1) dei punti d’incontro coincidenti in 2 del ramo con la retta
tangente in P, il numero i, (> ,) dei punti d’incontro coineidenti
in P del ramo col piano osculatore in P,..., infine i numeri
g (> pz)y By (> 4,—2) dei punti d’incontro in P del ramo con
1’S,_s e con Diperpiano osculatore in P. Riferendosi all’ente alge-
brico qualunque ed alla ¢7, il punto P rappresenta la singolarita
seguente (cfr. n.0 28): wun punto dell’ente che & i-plo per gli cor—1
gruppt (gemerici) della g% che lo contengono, é i,-plo per co™2 gruppi,

(87) Questa dimostrazione semplicissima della formola (2) non ricorre ad altro,
in sostanza, che alla definizione del genere ({poichd anche il caso prima trattato
di r=2 derivava dallo stesso concetto). Una dimostrazione, pure assai semplice,
e basata sulla ricerca suoccessiva delle tangenti stazionarie di una curva piana,
dei piani stazionari di una curva sghemba, ecc., & stata data dal sig. BRILL al
principio della Nota: Ueber zwei Beriihrungsprobleme (Math., Ann,, IV, 1871). E la
stessa formola si ritrova (ancora come numero degliperpiani stazionari di una
curva) fra quelle del VERONESE (Math. Ann,, XIX, p, 201); e poi al n.0 7 delle
Ricerche di geometria sulle curve algebriche del CASTELNUOVO (ove ® ottenuta se-
gando con un piano fisso, anzi che con la retta a); ece. — Essa non & che un caso
particolare di quella generalissima del sig. DE JoONQUIERES (Mémoire sur les con-
tacts multiples d’ordre queloconque, ete., Journal fiir Math., 66, 1866) che da il nu-
mero dei groppi di una gfl aventi un punto maultiplo secondo k;, uno multiplo
secondo ky,..., ove Z(k—1)=r (v. nel seguito il n.% 49; cfr. anche CAYLEY,
On the Curves wich satisfy given condifions, Phil. Trans.,, 158, 1867, n.i 74 e seguenti).

(88) Essi corrispondono a caratteri degli sviluppi in serie che rappresentano
il ramo di curva considerato; e compajono gid ad esempio (v. n.? 87) nel Liicken-
satz del WEIERSTRASS. Cfr. anche i lavori citati al n.0 11, e: FINE, On the Singu-
larities of Curves of Double Curvature, Amer. Journal, 8, 1886; FINE, A Theorem
respecting the Singularities of Curves of Multiple Curvature, ibid., 9, 1887 ; DEL PEZZO,
Intorno ai punti singolari delle curve algebriche, Rend. Ace. Napoli, 1898, — I numeri
byiyg—d,dg— 4,0y b g —b_y,%._ — 4. o nominati poi nel seguito son da
congiderarsi eome i sucecessivi ranghi del ramo o cicle: il primo e I'ultimo sono
Vordine e la classe,
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iy-plo per oo™3 gruppi,..., i,_o-plo per ool gruppi, e i,_i-plo per
un gruppo. — Ora Dabbassamento che una tal singolaritd produce
nel valore (2) di N, sappiamo gid (n.i 36 ¢ 39) che per r =1 &
i—1, e per r=2 & i+ i —3. Dico che in generale esso &

(3) i+i1+..».+i7_1—m§—}_’—l).

Ammetteremo che ¢io valga per valori minori di r, e dimostreremo
che & vero per r. ’

A questo fine osserviamo che i caratteri introdotti si possono
anche interpretare in quest’altro modo. Come il punto P & i-plo per
la curva C (o meglio pel ramo considerato), cosl la tangente consi-
derata in P & multipla secondo ¢, — ¢ nella superficie sviluppabile
Iuogo delle tangenti a C (o meglio nella falda di questa sviluppa-
bile che proviene da quel ramo); il piano osculatore in P e multiplo
secondo ¢, — ¢, nella M, luogo dei piani osculatori a C;...; IS,
oseulatore in P & multiplo secondo %,_s — 4,3 nella M,_; luogo
degli 8,_» osculatori; infine Diperpiano osculatore in P & multiplo
secondo 4,_; — 4,2 per la ool degliperpiani osculatori di C, cioé
conta ¢,_; — i,y volte nel numero complessivo degl’iperpiani oscu-
latori uscenti da un suo punto, vale a dire assorbe é,_; — i,—p de-
gliperpiani esculatori di ¢ wuscenti da un punto generico di S, ,
quando questo punto vada a cadere su quell’iperpiano. Cio risulta
in modo intuitivo se si considera uno spazio osculatore in P, 8,
come congiungente lo spazio osculatore immediatamente inferiore,
Si—1,.ad un punto di € infinitamente vicino a P: quell’S, apparira
multiplo secondo 4 — #;_;, perché tanti sono i punti infinitamente
vicini a P che esso congiunge all’S;_;. Ma possiamo vedere la cosa
in modo pin rigoroso, ad es. per quanto si riferisce all’iperpiano
osculatore, considerando la curva €’ projezione di C da un punto
generico O sopra un iperpiano S,_;: gli S,_; stazionari di €’ son
le tracce degl’iperpiani osculatori a ¢ uscenti da O. In generale la
curva €' avra nel punto P’ projezione di P una singolaritd di ca-
ratteri ¢,4;,...,4—9; e ne deriva un abbassamento nel numero dei
suoi 8, stazionari espresso dalla formola (3) dove in luogo di »
si ponga r —1. Ma se il centro O di projezione va sull’iperpiano
osculatore in P a €, P'ultimo carattere della singolaritd P’ di- ¢' si
muta in 4,.1; e per conseguenza quell’abbassamento s’accresce di
iy — t,—o unita. Dunque tanti sono appunto gl’iperpiani osculatori
a € uscenti da O che vengono a coincidere nell’iperpiano oscula-
tore in P,
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Cio premesso, rifacciamoei al ragionamento con cui nel n.% prec.
si ottenne la formola (1), cioé alla considerazione della serie lineare
! dei gruppi d’iperpiani osculatori a ¢ uscenti dai singoli punti

della retta fissa a. Noi abbiamo per ipotesi che la singolarita P di
C produce nell’ordine N,_; della detta serie lineare un abbassamento
espresso da (3) ove v si muti in »r — 1. Cosi pure nel eomputo
degli elementi doppi di quella serie noi abbiamo un analogo abbas-
samento nel numero N, , di quelli che provenivano dagli 8, s
osculatori a C che incontravano la retta a_(poiché 'S, osculatore
in P non incontrerd in generale ¢, e deve quindi esser sottratto).
Fatte queste riduzioni nel 2.° membro della (1), il numero N, cosl
modificato esprimerda il numero dei rimanenti elementi doppi di
quella serie lineare: elementi doppi che non erano altro che gliper-
piani stazionari di €. Ora Viperpiano osculatore in P assorbe, come
abbiam visto, ¢,; — 4., degliperpiani osculatori uscenti dal suo
“punto d’ineontro con @, ossia & multiplo secondo 4,3 — #._» per la
serie lineare: e perd (n.° 36) assorbird ¢,_; — i,_3 — 1 elementi
doppi della serie stessa. Dunque concludiamo che per effetto della
singolarita P il numero degl’iperpiani stazionari quale sarebbe espresso
dalla (2), subisce, se si vuol togliere Viperpiano osculatore in P, la
riduzione complessiva

(0.0]

1 — s — 1] +2 [i+@1+...+ir_,_~_ﬂ_<"’“1>’” _

2

2 2 7

— {7:+z'1+...+i7_3———__—(7'*2)(’" - 1)}=1:+7:1+...j'-i,,_l_"__’(wrl)

che & appunto Despressione (3) (59).
Quando il punto P stesse su pitt di un ramo della curva O,
per ciascun ramo la formola (3) darebbe Il’influenza che esso ha sul

(%9) Nella citata formola del VErRONESE, che da il numero degliperpiani sta-
zionari, si tien conto delVinfluenza che su quel numero hanno le tangenti sta-
zionarie, i piani stazionari,...; sicch® si hanuno casi particolari dell’abbassamento
generale espresso dalla (3). — Questo abbassamento generale si trova poi ealeolato,
pel caso della serie canonica (di cui diremo in segnito) sull’ente di genere p, nella
Memoria del sig. HURWITZ : Ueber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transforna--
tionen in sich (Math. Ann., XLI, 1892; v. pp. 408-9, da confrontarsi col n.° 87 del
presente seritto): mentre pel caso p =10, come influenza di una singolaritd data
nel numero dei punti (r 4+ 1)-pli di un’involuzione cor fra i punti di una retta,
& dato dal sig. Guccra nella Nota: Due proposizioni relative alle involuzioni di spe-
cie qualungue, dotate di singolarity ordinarie (Rend, Palermo, 1893 : v. il Lemma 11).
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numero complessivo degl’iperpiani stazionari; sicché si dovrebbero
sommare gli abbassamenti che. cosi sarebbero prodotti dai vari
rami. — Se invece si considera la questione in modo piﬁ astratto,
cioe come relativa ad un ente algebrico ed ai punti (» - 1)-pli di
una g7 di questo, l'inflnenza di un punto dell’eﬁte, singolare per
quella serie, sul numero di quei punti multipli sard data dalla (3)
senz’altro, perche al punto dell’ente corrisponde un ramo ben deter-
minato della curva C. '

44. Nella dimostrazione (n.° 42) della formola (2) per il numero
dei punti (r 4 1)-pli di una g7 sull’ente algebrico di genere p si &
supposto che la serie stessa non fosse composta (cioé che la curva
imagine € non fosse multipla). T facile vedere perd che la stessa
formola sussiste anche quando la g7 & composta mediante un’invo-
luzione, purché si computi nel modo indicato dalla (3) del n.° prec.
Vinfluenza dei punti doppi di quell’involuzione sul numero che
si cerca.

Sia p il grado e m il genere dellVinvoluzione con cui & composta
la g7; sicche, posto n = mp, si avra entro Vente y, i cui elementi
sono i gruppi di u punti di quell’involuzione, una serie lineare
gr i cui gruppi formano appunto i gruppi di punti della serie
g" dell’ente algebrico primitivo y. Il numero degli elementi (r 4 1)-pli
di quella ¢” (che possiam supporre semplice) sull’ente y, di genere
7 sara, per la (2):

(r+1)(m-+ra—7r),

ed ognuno di essi si comporrd di u punti di y (r 4 1)-pli per un
gruppo della ¢”. Se poi consideriamo in questo ente un punto P
che sia doppio per linvoluzione ed i gruppi della ¢* di y, che
contengono l’elemento passante per P (che & un gruppo di u punti
di » di cui due coincidenti in P) 1,2,...,r — 1, r volte, noi
vediamo che P & multiplo secondo 2,4,...,2(r—1), 2r per
oo™, 002, ..., 00, 00" ossia 1, gruppi della ¢7; sieché stando
alla formola (3) dovrebbe influire nel numero dei punti (r - 1)-pli
di questa serie per

2+4+...—1—2(1’—1)4-27—’"(72"'_1):"'(’”;—1).

Ora questi punti P doppi per Vinvoluzione di grado p e genere =
sono, per la formola di ZEUTHEN (n.0 40):

2(p— 1) —2u@=—1).
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Dunque in complesso troviamo come numero dei punti (r - 1)-pli
della g7

e ) o rm— )+ D (1) g — 1=

= pm (r 1) 47 (r =+ 1) (p — 1) = (r + 1) (0 4 rp — 1),
gicche riman valida la (2) del n.0 42,

45. La detta formola del n.° 42, completata con le osservazioni
precedenti, assegna tutti i successivi ranghi di una curva di qual-
giasi spazio, dati DPordine ed il genere (e i caratteri dei punti sin-
golari): o dualmente, dati il genere e la classe. Pitl in generale
essa dd immediatamente il numero dei punti in cui una data curva
ha il contatto pilt elevato possibile con varietd di un dato sistema
lineare.

Come esempio consideriamo i punti sestattici di una curva piana
y di genere p e d’ordine n, cioé i punti in ognun dei quali y ha
contatto sipunto con una conica. Le co® coniche del piano segano
su y (supposto n > 2) una serie lineare g5 : i punti in discorso

sono punti sestupli di questa serie. II loro numero sarebbe quindi
(n.° 42)

(4) 120 4-30(p—1).

Ma si posson fare delle riduzioni, se si voglion togliere i punti
singolari (flessi, cuspidi, ecc.) di y: ed il n. 43 ci permette di
determinare queste riduzioni. La curva abbia in un punto P un
ramo o ciclo d’ordine ¢ e classe ¢’ (incontrato dunque dalla tangente
t in ¢ -4 punti coincidenti in P). Le oo* coniche passanti per P
danno in quella serie lineare gruppi per cui P & 4-plo. Se poi con-
sideriamo una conica tangente in P a ¢, delle 2n intersezioni sue
con y cadranno in P 44" se i'<<i, e 20 se ¢ =14 ("°. Se ¢’ < ¢
_abbiamo dunque nella ¢i oo gruppi con P multiplo secondo
iy =11 fra questi poi gli co® gruppi che son dati dalle coppie
di rette uscenti da P hanno in questo punto la multiplicitd supe-
riore i, == 2i; e se una retta della coppia & ¢ (co! gruppi) si ha in
P la multiplicita ¢; = 2¢ 4 4¢'; e finalmente pel gruppo dato dalla

() Cio si verifica immediatamente sostituendo nel 1.0 membro delVequazione
della conica (o curva qualunque) tangente in P a { le serie di potenze che danno
le coordinate del ramo considerato di y ed osservando qual @ I’esponente minimo
che comparird nel risultato della sostituzione.
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conica ridotta a ¢ contata due volte, P & multiplo secondo i,= 2i -+ 24'.
— Se invece i' > i avremo nella g3, co® gruppi per cui P & multi-
plo secondo i, = 2i; e poi oco® gruppi dati dalle coniche spezzate
in ¢ ed un’altra retta qualunque, pei quali P avra la maggior mul-
tiplicita i, = ¢ -+ ¢’; e se la seconda retta passa per P (co! gruppi),
o se coincide addirittura con ¢ (un gruppo), ancora come prima
avremo in P le multiplicitd i, = 2i +i', e i, = 2¢ + 2¢'. — Se fi-
nalmente ¢ =4 > 1, le coniche tangenti in P a ¢t danno ancora
nella g5 oco® gruppi per cui P ha la multiplicitd 4 = 2i; ma le oo?
coniche degeneri che, dopo quelle, si consideravano nei casi prece-
denti, non darebbero multiplicitd maggiori: si devon dunque consi-
derare le co® coniche che toccano ¢ in P ed inoltre passano per un
punto di y (del ramo) infinitamente vicino a PP. Ta multiplicita di
P per gli co? gruppi che cos) si hanno sard in generale: i,=2i-1.
Dopo cid le coniche spezzate in ¢ ed una retta passante per P (col),
od in particolare coincidente con t daranno ancora le multiplicita
ordinatamente superiori i, = 3¢, i, = 4i. — Ed ora sostituendo i
valori trovati nella (3), cioe:

it+4+...F+ i —15,
8i ha che: un ramo d’ordine ¢ e classe ¢’ diversi fra loro abbassa
il numero (4) dei punti sestattici di

8i - 4i' — 15

unita (ad es. un flesso di 1 unita, una cuspide di 5); mentre un
ramo d’ordine e classe uguali fra loro ¢ > 1 lo abbassa in generale
di 12— 14. — Naturalmente si avranno altri valori per questi
abbassamenti se la formola (4) si modifica eliminandone il genere
mediante la (2) del n.® 37 o la duale ("%).

(™) Indicando con M il numero dei rami d’ordine uguale alla classe, e sup-
posto che questi rami non presentino particolarity (v. sopra) alle co? eoniche
che li osculano, abbiamo ottenuto pel numero dei punti sestattici che cadono
fuori dei punti singolari:

1204 30(p—1)— 3 8i 4 4i' —15) —M,
ovelasomma si estende a tutti i rami pei quali i ed i non sono entrambi nguali
ad 1. Sostitnendo la (2) del u.0 37 quel numero diventa (n’ essendo la classe di ) :
150 —18n 4+ 2 (Ti — 4¥'y — M,

e sotto questa forma in sostanza il numero dei punti sestattici si trova (otte-
nuto per mezzo dell’invariante differenziale che caratterizza le coniche) nel n.0 32
del oitato Etude sur les points singuliers ete. de]’HALPHEN; v. anche il precedente
lavoro dello stesso Autore Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les
courbes du troisiéme degré (Bull. Soe. Math. de France, 4, 1875).
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T chiaro poi che si posson determinare in modo analogo i
punti in cui una cunrva piana o sghemba ha contatti superiori con
cerchi, sfere, curve o superficiec del 3.° ordine, ecc.

§ 12. Formola di corrispondenza di CAYLEY e BRILL.

46. Possiamo applicare il risultato del n.0 42 a ritrovare per
una via nuova e semplice la nota formola del sig. CAYLEY che da
il numero dei punti uniti di una corrispondenza algebrica (x, o)
sopra un ente algebrico di genere p, nel caso particolare che que-
sta corrispondenza si possa rappresentare con UNA (7?) equazione :

S,2)=0,
fra le coordinate dei punti omologhi »,a’, la quale, dato x, non sia
soddisfatta da altri punti dell’ente algebrico che dagli &’ corrispon-
~denti punti 2’ ed eventualmente da punti fissi dell’ente e dallo
stesso punto « contato un certo numero y (= 0) di volte. Conside-
rando un sistema lineare di varietd che comprenda tutte quelle
rappresentate (nelle coordinate variabili z') dalla detta equazione
quando per x si pongono successivamente i vari punti del dato
ente, si vede subito che il detto caso particolare di corrispondenza
(@,a) & quello in cui @ gruppi composti degli o' punti X' corrispon-
denti ad wuno stesso punio x dell’ente ¢ di questo punto X contato
y(=0) volte somo ool gruppi di una serie lineare d’ordine o'+ y.
Dimostreremo che il numero U dei punti uniti ¢ dato da:

U=+ o'+ 2p ().

(™) Dal n.® 6 si trae che una corrispondenza («,a’) fra due enti algebrici
(distinti o no) si pnud sempre rappresentare con DUE equazioni fra le coordinate
dei punti omologhi. Ad es, se si tratta di due curve piane e si projettano i punti
omologhi risp. mediante i raggi x,a" di due fasci, questi saran legati da un’e-
quazione f(x,x’) =0; e similmente con altri due fasei di raggi ¥,y si ha
un’altra equazione ¢ (y,y) =0. E si pud sempre supporre (mutando eventual-
mente i fasci, ciod le coordinate), come subito si vede, che due punti (x¥),
(x"y") delle due curve i quali veritichino quelle due equazioni (oltre quelle delle
curve stesse) siano in generale omologhi nella data corrispondenza.

(™) Questa formola & stata data per la prima volta dal sig. CAYLEY: Note
sur-la correspondance de deux points sur une courbe (Comptes rendus, 62, 1866; v.
anche i Proc. Lond. Math. Soc. dello stesso anno). Il sig. BRrILL ne diede .poi
dimostrazioni complete nelle Note : Ueber Enisprechen von Punkisystemen anf einer
Curve (Gotting. Nachrichten, 1871; e Math. Ann., VI, 1872); Ueber die Correspondenz-
JSormel (Math. Anu,, VII, 1874). V. anche quella pilt recente dello stesso sig.
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La minima serie lineare contenente quei gruppi di #’' =o'+ y
punti sia una ¢",, che supporremo semplice. Allora ente algebrico
si pofra rappresentare con una curva semplice C di genere p e
’ordine «' appartenente ad §,; e per ogni punto » di ¢ gli o
punti @' omologhi saranno le ulteriori intersezioni di C con un
iperpiano determinato avente in x un contatto y-punto con €, vale
a dire passante per I'S,_; osculatore in # a ¢ (donde appare che
y<<r). Si hanno cosl co! iperpiani passanti risp. per gli ool Sy—1
osculatori di €. Poiche ad ogni punto &’ corrispondono « punti x,

per ogni punto P di ¢ — considerato come punto &' — passeranno
o iperpiani di quella co!; mentre per lo stesso P — considerato
come punto x — passera (se y > 0) Dliperpiano inerente all’S,_;

osculatore in P: perd siccome i punti di € si posson riguardare
come intersezioni di y spazi §,_; osculatori infinitamente vieini
(ossia somo y-pli per la M, luogo di quegli co!S,_;), cosi si pud
dire che in quell’ultimo iperpiano cadono y iperpiani del sistema
infinitamente vicini ("%); onde si conchiude che per P (e quindi anche
per un punto qualunque di 8§,) passano in. tutto « -y iperpiani
del sistema, ossia che questo & di classe » =« 4 y. Questo sistema
ool @’iperpiani essendo in corrispondenza biunivoca coi punti x di
C sard un ente di genere p, che si potra anche agsumere in luogo
di ¢ come rappresentante dell’ente algebrico dato. Allora l’ultima
considerazione svolta ci fa vedere che 4l gruppo degli a punti x
dellente corrispondenti ad un dato punto X', preso insieme con questo
punto X' contato y wvolle, dda un gruppo variabile entro una serie lineare
dordine n=oa 4y e di dimensione r: la serie lineare che entro
quel sistema co! d’iperpiani ¢ staccata dai punti di S, (vale a dire
& costituita dai gruppi degliperpiani del sistema passanti pei vari
punti di S,) 7%\

BRILL: Ueber algebraische Correspondenzen (Math. Ann., XXXI, 1888). — Lo studio
generale delle corrispondenze algebriche d’ogni specie sopra un ente algebrico
qualunque, ed il calcolo del numere dei loro punti uniti, faron poi fatti dal
sig. HURWITZ nella Nota: Ueber algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte
Correspondenzprincip (Berichte séichs. Ges. d. W., 1886; e Math. Ann., XXVIII).

(74) lL.a considerazione duale riescird forse pih intmnitiva a qualche lettore.

(5) Tale serie & certo di dimensione » e non minore; perchd Vipotesi con-
traria significherebbe che tntti guegli oco! iperpiani passano per un punto (od
une spazio): dal che segmirebbe che avrebbe dimensione minore di r la serie li-
neare d’ordine n’ prima oonsiderata contenente.ogni panto z contato y volte ed
i suoi a’ punti 2’ omologhi.
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Se, riferendoci al detto sistema di classe n d’iperpiani, diciamo
che un punto, retta,..., S;,... & del sistema quando si pud deter-
minare come lintersezione dell’opportuno numero (r - ¢ nel caso
dell’S;) d’iperpiani del sistema infinitamente vicini fra loro, avremo
nei vari spazi del sistema gli analoghi (duali) dei successivi spazi
osculatori di una curva. Ed & chiaro ad es. che gli ordini delle co!
di 8,—, e di §,_,—; del sistema saranno risp. i numeri degli elementi
y-pli, (y +1)pli di una g, di dimensione y —1, o y contenuta
entro la g7 che mnel sistema d'iperpiani ‘di classe n e genere p &
staccata dai punti di 8,: ossia i numeri N,_,, N,, adoperando an-
cora il simbolo del n.° 42, \

Ogni punto P di € sta, come gia rilevammo, su y iperpiani
infinitamente vicini del sistema, cioé su un 8,_, del sistema. Ed
un punto unito della corrispondenza fra x ed «' sard un punto pel
qnale accade che uno degli o iperpiani del sistema uscenti da esso
e distinti in generale da quelli (v. sopra) viene pure a coincidere
con essi: ossia un punto che sta su (y | 1 iperpiani infinitamente
vicini cioe su) un S,_, ; del sistema. Ogni §,_, del sistema contiene
un determinato punto P di ¢ ed un determinato 8,._,_; del sistema:
la questione che c¢i occupa consisterd nel trovare quante volte quel
punto e quell’S,_,_; sono incidenti. A tal fine da uno spazio fisso
0, di dimensione y projettiamo ogni punto P di ¢ sul corrispon-
dente 8, ,_; del sistema: avremo un punto P, che descriverd una
curva C,, e si trattera di trovare le coincidenze di P e P,, ciod i
punti d’incontro delle due curve ¢ e C,. Consideriamo la rigata
descritta dalla retta P P, : essa incontra 0, secondo una curva C,
che & il luogo delle traccie su questo spazio degli co! §,_, del
sistema, e quindi d’ordine N,_;; dungque lordine di quella rigata,
per la quale C e C, sono direttrici (semplici) prive di punti comuni
(se lo spazio O, non ineontra C), sard la somma degli ordini di
queste, ciod n' - N, ("%). Per avere invece l'ordine della curva O,
osserviamo che essa & incontrata da un iperpiano passante per O,
in tanti punti P, mobili quante sono in quell’iperpiano le genera-
trici della rigata ovvero i punti P di ¢, ciod #'; e di pitt nei
punti fissi che €, ha su 0,, i quali sono i punti d’incontro di
questo spazio con la varieta degli co! §,_,; del sistema, e quindi

(") Com’® ben note, ¢ risulta del resto dall’applicazione del principio di
corrispondenza in un fascio d’iperpiani, Pordine della rigata luogo delle congiun-
genti i punti omologhi di doe curve in corrispondenza univoca 3 la somma de-
gli ordini di queste diminuita del numero dei loro punti uniti.



INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ECC. 255

sono N, . Dunque Pordine di C, sard »'-+ N,. Segue (") che sulla
rigata d’ordine ' - N,_; il numero dei punti d’incontro (punti
uniti) delle due curve direttrici ¢ e C, sard:

U=n+w+N)— @0+ Ny y)=n-+N,—N,_;.
Ponendo qui per N, e N,y i valori assegnati dal n. 42 e

rimettendo poi per =,n i loro valori attuali & 4+ y, &'+ », quel
numero diventa : :

U=n'+G+Dotmw—n—ratmp—p—y+hH=
=n w4 2p — 2y =o'+ 2p,

come appunto si voleva dimostrare.

47. 11 ragionamento precedente fu esposto con Iipotesi y > 0.
Nel caso y = 0, senza modificarsi pel concetto, si abbrevia alquanto
nello sviluppo. Ogni punto P di C viene allora projettato dal centro
fisso O sull’iperpiano corrispondente del sistema in un punto P, .
Il cono projettante sara dell’ordine »’' (di C); la curva C, luogo di
P, sara dell’ordine » -+ ' (con O punto n-plo, corrispondentemente
agli n iperpiani del sistema uscenti da esso); per conseguenza le
direttrici ¢ e O, di quel cono s’incontreranno in »' 4 (n 4 »') — n'
=mn -+’ punti, ciod (essendo y =0) «-«, come darebbe la
formola generale.

Si osservi pure che la projezione che in generale si faceva dei
punti P sui corrispondenti §,_,_, del sistema da uno spazio fisso
0, ha senso ed & utile finehe y <<+ —1. Quando y =7 — 1 una -
Jprojezione non occorre pitt: I'S,_,; del sistema & un punto P,
che genera una curva (,; mentre gli 8,_, del sistema son le ge-
neratrici di una rigata. L’ordine di questa & N,_;; Pordine di ¢, &
N, ; quindi le intersezioni delle direttrici C e C; della rigata sono
#' + N, — N,1, come sopra.

Nel caso estremo y = r il ragionamento basato sugli §,_,_; del
gistema non si applicherebbe piu. Si noti pero che in tal caso gli
iperpiani del sistema avrebbero con C contatto v-punto, cioé sareb-
bero gliperpiani osculatori di C': sicche la classe del sistema sarebbe
0 42) n=rn +rp —p —7r -4 1); mentre i punti uniti della
corrispondenza su O sarebbero i punti ove liperpiano osculatore e
stazionario, i quali sono in mumero di (r 4-1)(®' 4 +p — 7). Que-
st’espressione, tenendo conto di quel valore di n, si pué metter
sotto la forma n - n" -4 2rp — 27, che equivale nel ecaso attuale ad

o+ a' < 2yp.
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48. Si ¢ pure supposto nella dimostrazione del n.’ 46 che la
serie lineare g7, contenente ogni punto x dell’ente algebrico contato
p volte ed i snoi o' punti omologhi #" non fosse composta. Ma il
lettore potra verificare (in modo analogo a quello tenuto nel n.% 44)
come nel caso che la detta serie fosse composta coi gruppi di
un’involuzione di grado u e genere m, il teorema rimanga vero,
percheé la ricerca dei punti uniti della data corrispondenza si riduce
a cercare gli elementi uniti di una nuova corrispondenza entro
quelPente di genere n (la detta involuzione): e vi sard solo da
ammettere che a quest’ultima corrispondenza la formola del n.® 46
gia applicabile. Ai punti uniti che cosi proverranno dai gruppi
uniti della corrispondenza entro Iinvoluzione saranno da aggiungere
nel caso che y >0 i punti doppi dell’involuzione stessa, ognuno
contato y volte se si vuol che rimanga valida anche in questo caso
P’espressione generale del numero dei punti uniti.

E qui osserviamo in generale che un punto unito puo contare piit
volte nel numero U trovato per due cause diverse. Pud cioe acca-
dere nel ragionamento del n. 46 che un punto equivalga a piu
intersezioni (sia punto di contatto, ece.) delle due curve ¢ e O,
vale a dire della curva C e della varietd costituita dagli oo! P
del sistema. E pud avvenire invece (se y >> 0) che un punto (sin-
golare) produca un abbassamento nei numeri N, , ¥,_; che cold com-
pajono, e quindi anche una riduzione nel numero U =54 N,— N, ;.
Limitandoci a questo secondo caso, la proposizione del n.° 43 ap-
plicata al caso aftuale da subito (applicando la legge di dualita) il
risultato seguente: Nel numero complessivo o - o' 4 2yp dei punti
uniti un punto unito singolare conterd k volte se (condizione suffi-
ciente, ma non necessaria) I’S,_; osculatore in esso alla curva C la
incontra in y -} & punti coincidenti in quello: o, riferendoci all’ente
algebrico astratto, se per la serie lineare minima ¢’, oy contenente
ogni punto x# y volte coi suoi a' punti omologhi #' vi sono oco’™7
gruppi pei quali quel punto & maultiplo secondo y 4+ k. Cosl ad
esempio per una corrispondenza fra i punti di una curva piana per
la quale sia y =1, un punto singolare che sia origine di un ramo
superlineare d’ordine ¢ e che non stia su tutte le curve che segano
su quella la data corrispondenza sard da contarsi in generale i— 1
volte fra i punti uniti; ecec. (7).

(") Cfr. specialmente la citata Nota del sig, Brirr, Math. Ann., XXXI.
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49, Alla formola del n. 46 lo stesso sig. CAYLEY ha dato
(loc. cit.) una forma pilt generale, che si applica alla soluzione dei
problemi di contatto (*%).

Suppongasi che nella corrispondenza («, ') da noi considerata
tra i punti z, 2" dell’ente algebrico il gruppo degli «" punti ' corri-
spondenti ad un punto x si secomponga in un certo numero aj di
punti A; multipli secondo 4;, a; punti A; multipli secondo 1,,.:.
cosicché sara :

)

a=a1 bt asds ...

Rappresentando come al n.® 46 lente algebrico con la curva €
avremo che gliperpiani del sistema oo! che ivi si consideravano
~avranno con C un contatto y-punto in «, i,-punto in ogni punto
Ai, lgpunto in ogni A4j,... Quindi se si contano gl’iperpiani del

sistema uscenti da un punto P di ¢, — fra i quali gia s’era visto
che y si dovevan considerare come coincidenti nell’iperpiano inerente
a quel punto considerato come punto #, — si vede che per ragioni

analoghe ogni iperpiano pel quale P sia un punto Aj, o 43, ...
sara da contarsi 1,,4,,... volte fra gl'iperpiani del sistema uscenti
da P. In altri termini si rappresenti un punto dell’ente con 4,, o
Ay, ... secondo che rignardandolo come punto x si voglion consi- .
derare come suoi omologhi (punti a’) ghi A;,o0d 43,...: ad 4, cor-
risponderanno «; punti 4; (distinti da esso), e suppongasi che vice-
versa ad A corrispondano «, punti 4,; e similmente ad A} corri-
spondano «, punti 4,, ece. Allora gli o punti # corrispondenti ad
un dato punto 2’ e distinti da esso si scindono in «, punti 4, mul-
tipli secondo 4,,a, punti A, multipli secondo A,,..., sicche:

a=a i +ads+ ...
Cio posto diciamo u, il numero dei punti uniti della corrispondenza
(@1, a1) fra i punti Ay, A1; up il numero dei punti uniti della cor-
rispondenza (as, a3) fra A,, 45; ecc. I facile vedere che ognuno di
quegli u, punti contera i, volte nel numero complessivo U dei punti
uniti della corrispondenza (x,a’) fra @, x’; e similmente gli u, punti
saranno A,-pli nel numero U; ecc. Sara dungue:

U=u dy+u by ...

Ponendo questi valori di «,a’, U nella formola:

U=a-+ o'+ 2yp,

(8) V. anche i citati lavori del sig. BriLL (Math. Ann., VI, VII e XXXI),

17
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essa diventa :
(g —ar—a) by + (upg —ag— ag) o 4+ ... = 2yp.

Questa relazione generale serve a determinare il numero dei
punti uniti (w;, 0 uz,...) di una delle corrispondenze parziali (a; , ai),
(as , a3), ... quando si conoscano i numeri di punti uniti di tutte
le altre.

B appunto questo caso che si presenta nel problema dei con-
tatti, ossia in generale nel problema di determinare il numero dei
gruppi di una ¢’ aventi un punto multiplo secondo %, , uno multiplo
secondo ky,..., ove X (k — 1) = r . Nella citata Nota del sig. BRILIL
(Math. Ann., tom. VI; v. p. 46) si vedra come, seguendo quel con-
cetto e tenendo conto della natura delle corrispondenze che cosi si
presentano (la quale deriva dal lavoro dello stesso scienziato citato
in nota al n.% 42), si possan subito ricavare due formole ricorrenti
mediante cul si stabilisce la formola generale del sig. DE Jon-
QUIERES (citata nella stessa nota al n.’ 42) che risolve il detto
problema. ‘

§ 13. Una formola generale per le involuzioni
sopra un ente algebrico.

50. Abbiasi sopra una curva C d’ordine n appartenente allo
spazio S, una semplice infinitd di gruppi di.m punti tale che ogni
punto stia in un sol gruppo, ossia un’involuzione di grado m . Siano
di dimensione k, ossia degli S,, gli spazi a cui appartengono i
gruppi generici: sicche sara k <C . S’indichi con » finché k<<r —1
il numero di quegli Sy che incontrano un 8, j_; arbitrario, ossia
Vordine della varietd My, costituita da quegli col! Sy (per k=r—1
la classe della co! d’iperpiani). Vedremo di esprimere in funzione
di tutti questi numeri il numero y dei punti doppi di quell’invo-
luzione (79) .

A tal fine introduciamo gli ordini @, ,4,,...,%;,... delle va-
rieta costituite risp. dalle rette, piani,..., §;,... congiungenti 2,
3,.:..,i41,... punti di un gruppo. Come ultimo di questi nu-

y o s
meri si pud assumere ap_1; od anzi xy, se k<< r — 1, ed allora sard

(") Il procedimento che seguniremo, come la formola a cuni esso oi condnrrd,
son dovuti al sig. SCHUBERT. Veggasi, anche per il seguito, la mia Nota: Sulle
varietd algebriche, ece., citata nell’Introduzione. [V. in particolare la nota (1) a
p. 115 di questo volume (N.d. R.)].
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da porre (come apparird poi) =< Similmente si potra

mn
o l)v.
cominciare col numero (corrispondente a i = 0) x,=1mn .

Applicando il principio di corrispondenza (%) ad un fascio d’iper-
piani projettanti le coppie di punti che fan parte di uno stesso
gruppo del sistema, il che da in quel fascio una corrispondenza
simmetrica d’indice (m — 1), si ha anzitutto

2m —V)n =2, +vy. ’
Perd se vi son dei punti doppi di ¢, ognun dei quali rappresenti
due punti di uno stesso gruppo dell’involuzione, il loro numero rad-
doppiato si dovra aggiungere al 2. membro di quellequazione, poi-
che ognuno di essi da origine ad una coincidenza (doppia) che non
conta in generale fra le y.

Pin generalmente si considerino due §;(peri=1,2,..,k—1)
i quali congiungano sempre i punti P,...P; di un gruppo risp. a
due ulteriori punti 4, A" del gruppo medesimo ; e fissato ad arbi-
trio un fascio di 8,_;_; (cioé I’S,_; che 1i contiene e I’S,_;_» per cui
essi passano), si riguardino in esso come omologhi due spazi che
siano incidenti a due tali §;. Applicando a questo fascio ed alla
corrispondenza che cosi si avra fra i suoi elementi il principio di
corrispondenza, si otterranno (pei suddetti valori di ¢) k¥ — 1 rela-
zioni. I’ultima, ciod quella che si ha per i =%k —1, quando fosse
k = r proverrebbe dal segare con una retta una corrispondenza fra
iperpiani. — In generale, qualunque sia ¢, la corrispondenza fra gli
S; che formino coppia nel senso spiegato & simmetrica e d’indice
(t+1)(m —¢—1): quindi quella che si ha fra gli S,_;_; del fascio
sara pure simmetrica e d’indice (i 4 1) (m — ¢ — 1) x;, ed avra percio

204+ 1) (m —i— 1)
coincidenze. Ora queste si possono avere nei 4 modi seguenti :
1. Essendo i due 8: distinti, ma incidenti all’S,_; del fascio
in uno stesso punto: che sarda dunque nello spazio S;_;(P,...P)
comune a quelli. Si hanno cosi x;; coincidenze, di cui ognuna, per
D’arbitrio che rimane nella scelta di A, A’ fra gli m — ¢ punti di un
gruppo che restano togliendo P, ... P;, conta per (m—i) (m-—i—1) (51).

(8% V. n.% 8 anche per le coincidenze che contiamo come doppie.

(81) Qui e nel seguito siamo nel caso di coincidenze multiple nell’applicazione
del principio di corrispondenza, ma senza le Qifficoltd che altre volte si hanno
per la determinazione delle multiplicita. 8i osservi in fatti che qui il problema
algebrico, dal fascio di Sy—i—1 8i pud riportare di nnovo ai particolari aggrup-
pamenti P, ... Pi 4 4’ di punti di C: donde segue che un elemento unito di quel
fascio dovra contare sempre tante volte quanti sono i particolari aggruppamenti
da cui proviene. -— Un’osservazione analega si pud fare spesso.
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2.% Hssendo i due S; distinti ed incidenti all’ S,_; in due punti
distinti: i quali dunque saranno in un 8,_;_; (unito) del fascio, sic-
ch® la retta che 1i congiunge incontrers il sostegno S,_;_s di questo ;
ossia I Siq (P ... P;AA’) di quei due §; sard incidente all’ 8,..;o.
Si hanno dungue x;y; coincidenze siffatte, ognuna multipla secondo
(i 4+ 1) (¢ 4 2). Cio finche ¢ non arriva a k¥ — 1. Quando i=k—1,
allora (se k<. r — 1) ognuno dei » S; (gli Sy del caso attuale) che

A

incontrano VS8, 1 (VS_is) da (]:z_ 1)-k(k -+ 1) aggruppamenti
v

(Pr...Py1 AA’), sicche vale ancora la determinazione precedente

del numero delle coincidenze, purcheé si ponga x, = (70':@_ 1) r. Solo

se k= questa specie di coincidenze pel caso estremo ¢ =k — 1
non si presenta evidentemente pitt: ma siccome appunto allora il
simbolo » non ha significato, converremo di porre y =0 se k=7,
e con cio rimarra vero anche allora quanto g’¢ detto.

L . Lo ) ooy (m—2
3.0 Coincidendo i due S; pel coincidere di A ¢ A': ¢id da ( . )y
i

coincidenze mnel fasecio.

4.9 Coincidendo i due S; senza che coincidano A4 e A/, cioe
essendovi un §; con i -+ 2 punti di un gruppo. Ogni elemento unito
del fascio ottenuto in questo modo conterebbe per (¢ -+ 1)@ -+ 2).
Pero Vegistenza in un gruppo dell’involuzione (appartenente quindi
ad un 8,) di i - 2 punti situati in un S; impone al gruppo k — ¢
condizioni ; sicché si puo dire che in generale essa ha luogo solo
nel caso estremo ¢ =4k — 1, cioé che vi sono solo dei gruppi nei
quali k-1 punti appartengono ad un 8_;. Sia 2 il loro numero.

Sommando insieme tutte le coincidenze si ha la relazione ge-
nerica, che per ¢ =1,2,...,k—2,k—1 da il gruppo seguente:

2(m—1n=—= 1.22 —+vy
2. 2(m—2)p;=(m—1)(m—2)n +2.3x, -+ (m—2)y
2(i+1)(m—i—1);=(m—i)(m—i—1)2; (1) +2)2i 44 -+ (m—{-—Z)y

¥

2(k—1)m—k4+1)ap—o=(m—k-2)(m—k-+1)2p_g -+ (k—1) krj,_, -+
2k{im—Ek)xy_1=(m—k-+1)m—k)r;_o —+kik-41) [(#;_1) v+ z] +
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Da esse si trae successivamente :

1
(xiz(m—l)nv—-é—y

m— 1 1
x, = (m o >rn—7(m——2)y

w——m—l" 1 m—27
A U A A W

. . . . . . .

e per ultima (8%):

m . m— 1 " 1 (m~2 .
1) T g ) ~ o \k—1)¥

che ¢ appunto la formola cercata, la quale puo servire a determinare
y in funzione degli altri caratteri n,m,k,»v,z.

Riguardo agli ultimi due converra tener presente che quando
fosse k= r, ciot i gruppi dell’involuzione non stessero in spazi in-
feriori allo spazio di C, si dovrebbe porre » — 0; e che il simbolo
z rappresenta il numero di quei gruppi che sono singolari pel fatto
di contenere k -1 punti appartenenti ad un Sp_;. Se vi fossero
(eccezionalmente) dei gruppi pilt particolari, nei quali un numero
< k-1 di punti fossero gia legati linearmente, il modo come ab-
biamo proceduto prova che la relazione (2) varrebbe ancora, dando
a z il significato di una sommae nella quale entrerebbero con deter-
minati coefficienti i numeri di quei gruppi particolari dell’involu-
zione. In altri termini si puo ritener sempre valida quella formola
conservando a z il significato primitivo come numero dei gruppi
singolari prima nominati, purche in esso si computino conveniente-
mente, cioé con le debite multiplicita, 1 gruppi eccezionali suddetti.

Si osservi anche, riandando il ragionamento fatto, che esso non
esige che la co! dei gruppi di m punti su ¢ sia un’involuzione,
vale a dire che un punto individui il gruppo che lo contiene. Se
ogni punto di € fosse su u gruppi non vi sarebbe evidentemente
altro da modificare che la 1.*> e la 2.* delle relazioni (1), nelle quali

(2)

(82) Direttamente si trarrebbe la (2) dalle (1) moltiplicandols risp. pei fattori
E.gm —2)...(m —k); (E—1).(m —3) ..(m—k);.; (F—=%i! (m—i—2)..
ve(m—Fk); ;2 —2)!(m —k);(F—1)!; e poi sommandole e dividendo per
k41!
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i termini contenenti n dovrebbero essere moltiplicati per u (sarebbe
cioé da porsi x, == nu). Dunque anche nelle (1) e nella (2) vi sara
solo da scrivere nu in luogo di ». Ma invece di far cid, a noi con-
verrd rilevare qunesto: che la formola (2) vale anche per un’involu-
zione su una curva O multiple, purche con » §’intenda Vordine di
questa curva tenuto conto della sua multiplicita (cioe moltiplicato
per p nel caso che ( sia u-pla).

51. Introducendo il genere p della curva C ed il genere = del-
Tinvoluzione, ciod della co! di gruppi di m punti di ¢, noi abbiamo
pel numero y dei punti doppi I’espressione (n.? 40):

3) y=2(p—1)—2mr—1),
valida anche nel caso che ( sia multipla, purche allora p ne rappre-
senti il genere come curva multipla.

Dalle (2) e (3) eliminando y si trae la formola generale :

@ =" e—n— (2 )= (I )@=,

nella quale pure converra ricordare che n e p indicano Vordine ed
il genere della curva C tenuto conto della sua multiplicita.

52. Questa formola (4) & molto importante e da luogo a vari
corollari fecondi. Rileviamo subito il caso particolare che & essen-
ziale per la teoria delle serie lineari, quale sara svolta nel seguito;
cioe quello in cui i gruppi di m punti dell’involuzione si compon-
gono in generale di punti linearmente indipendenti, vale a dire ap-
partengono in generale a spazi S,_;. Sara allora ¥ = m — 1 ; sicche
la (4) diventa: '

(5) n—p=vy—mag—+4m—1-42.

In particolare se quell’involuzione & razionale, ossia & una serie li-
1 g
neare g Sara:

(6) n—p=v+m—1-4z2.

53. Quando i gruppi delV’involuzione considerata su € non stiano
in generale in spazi inferiori a quello di questa curva, cioé &k =r,
si deve porre (n.° 50) » =0. Con c¢id la (4) diventa:

. m— 1 m— 2
@ z=(7)m—m—Q_Jw—wm

ed esprime il numero dei gruppi dell’involuzione che contengono
-1 punti posti in un iperpiano.
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Ora s’imagini che la curva C rappresenti una serie lineare qua-
lanque g7 di un ente algebrico di genere p sul quale esiste Dinvo-
luzione di grado m e genere m. 1 gruppi dell’involuzione di C che
contengono » 4+ 1 punti posti in un iperpiano sono i gruppi che
hanno r -~ 1 punti posti in nn gruppo della ¢7 . Dunque la formola
(7) d& & numero dei gruppi di r + 1 punti dell’ente algebrico di ge-
nere p comuni ad wnw g (ciog a gruppi di questa) e ad ww’involu-
zione di grado m (> 1) ¢ genere m: s’intende, nel caso (generale) che
il numero di quei gruppi non sia infinito. — Per 7z =0 la (7) diventa :

— 9
® =" Na=n= (12

Ia quale assegnera il numero dei gruppi di r -1 punti comuni ad
una gr ed una gl (%3).

Si noti che il teorema ora enunciato relativo alla formola (7)
abbraceia a sua volta quello espresso dalla formola pit generale (4).
Basta applicarlo sostituendo alla g" la gk che sulla curva O & segata
dagliperpiani passanti per un 8S,_p_;: allora il numero dei gruppi
di &+ 1 punti comuni a quella g¥ ed all’involuzione di grado m

m
E+1

)v+z, ove a v e 2 8i dia di nuovo il
significato generale che avevano nel n% 51.

sarad rappresentato da (

§ 14. Serie complete ¢ curve normali. Serie residue.

54. Un altro teorema fondamentale sulle serie lineari, (’indole
pitt elementare c¢he quello del paragrafo prec., & il seguente: Se
sopra un ente algebrico due serie lineari d’ordine n hanno un gruppo
(di n punti) comune, esse son contenwte in una stessa serie lineare
d’ordine 1 .

11 concetto della dimostrazione consiste nel rappresentare l’ente
algebrico con due curve, in corrispondenza univoea, imagini delle
due serie (3%), e quindi con la rigata luogo delle rette congiungenti

(8%) Nelle Ricerche di geometria sulle curve algebriche (n.% 8) il sig. CASTELNUOVO
ritrova per altra via (servendosi della formola data qui al n.° 42) la formola (8) —
Nella Nota : Un’applicazione della geometria enumerativa alle curve algebriche (Rend.
Palermo, 3, 1889) egli assegnd pit in generale il numere dei gruppi di » 4+ »'
puati comuni ad una g; ed una g‘r". ,

(84) Le serie si posson supporre entrambe infinite : in caso opposto la pro-
posizione sarebbe evidente.
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i punti omologhi di quelle curve: dalla quale poi si deduce una
terza curva che rappresenta una serie lineare contenente le due date.

Consideriamo anzitutto il ecaso di due serie g7, ¢ prive di punti
fissi. Saran rappresentate da due eurve (semplici o multiple) y,y’
d’ordine =, appartenenti risp. ad S§,, 8, , e in corrispondenza biu-
nivoca fra loro. Supporremo quei due spazi indipendenti, cioé¢ con-
giunti da un Sy, 4. Il gruppo di » punti comune alle due serie
lineari sara rappresentato su y,y’ da due gruppi omologhi di =
punti posti risp. in un 8,; ed in un S._;. Condotto per questi
due spazi un iperpiano (8,1,), che non contenga né¢ 1’S, ne I'S,,
esso seghera la rigata d’ordine 2n luogo delle congiungenti i punti
omologhi di y,y’ in » generatrici (le congiungenti quei due gruppi
omologhi di punti) e poi anecora in wuna curva direttrice d’ordine
n, p”. Sulla rigata, considerata come imagine dell’ente algebrico (cfr.
la seconda nota al n.” 28) le due serie a g7 (serie di gruppi di ge-
neratrici) son segate dagliperpiani passanti risp. per 8,/, 8, : quindi
anche sulla curva y” le stesse serie (di gruppi di punti) son segate
da quegliperpiani; e perd saran contenute nella serie lineare d’or-
dine n che & rappresentata da y”, cioé che & segata su questa curva
dal sistema di tutti gl’iperpiani.

Poniamo ora che una almeno delle due serie abbia punti fissi.
Possiam supporre per brevita che nessuno di questi sia fisso per
entrambe : altrimenti, dimostrato il teorema per le serie che si avreb-
bero dalle date astraendo dai punti fissi comuni, rimarrebbe eviden-
temente provato anche per le serie primitive. Siano k i punti fissi
della serie g7 e k” quelli della ¢g”'. Le due serie saran rappresentate
da una curva y d’ordine » — %k di 8§, con %k punti fissi 4 e da una
curva y’ d’ordine » — k&’ di 8,/ (spazio che assumeremo di nuovo
indipendente da 8,) con %k’ punti fissi B”; gli omologhi 4’ dei punti
A su y’ saran distinti dai punti B, e cosi gli omologhi B su y dei
B’ saran distinti dai punti 4. I1 gruppo di » punti che si suppon
comune alle due date serie lineari si comporra dei k -+ %’ punti
fissi rigpettivi e di altri » — &k — &’ punti: siano ¢ e ¢’ i punti
imagini di questi ultimi risp. su y e p”; per essere quel gruppo di.
n punti nella g” dovranno i punti B e C, che coi punti fissi 4 ne
costituiscono l'imagine su y, essere in un §,_;, e similmente i punti
A’ e ¢’ di y” saranno in un 84_;. Indichiamo risp. con a,b,c le
rette congiungenti i punti omologhi 4 e A, B e B/, C e €’ delle
due curve y e y’, vale a dire le rette che sono imagini dei tre gruppi
di punti dell’ente algebrico sulla rigata luogo delle rette congiun-
genti i punti omologhi di y, y”. Questa rigata & d’ordine 2n — k — k’;
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e su essa la serie g7 si compone delle & generatrici a fisse insieme
coi gruppi di n — & generatrici variabili poste negliperpiani che
passano per S, ; e la serie g*' si compone delle k" generatrici b fisse
insieme coi gruppi di # — k&’ generatrici degl’iperpiani passanti per
8,. Ora un iperpiano passante per I’S,_; dei punti B e ¢ e per
1S,y degli A” e €7 (ma non per S, ne per 8,) sega la rigata se-
condo le n — k — &’ generatrici ¢ ¢ secondo mnna curva direttrice
d’ordine =, 7", passante per i punti B ed A’; e su questa nuova
curva quelle due serie saranno segate completamente da quegl’iper-
piani passanti risp. per S, (e quindi pei punti fissi A”) e per S, (e
quindi pei punti fissi B): sicché le serie g7, ¢" staranno nella serie
d’ordine n che su y” & segata da tutti gliperpiani (%)

55. Dal teorema fondamentale cosi dimostrato seguono imme-
diatamente corollari importanti.

Se due serie lineari d’ordine » hanno un gruppo (di = punti)
comune, o 'una di esse stara nell’altra, o entrambe staranno in una
gerie lineare d’ordine = di maggior dimensione. Segue che se chia-
miamo (come al 1.0 26) completa (0 normale) una serie lineare d’or-
dine n quando non sta in una (dello stesso ordine e) di maggior
dimensione, e parziale od incomplete mel caso opposto, sard certo’
parziale una serie che abbia comune un gruppo con un’altra senza
contenerla tutta quanta; in altri termini wna serie completa contiene
ogni serie con cui abbia wun gruppo comune. In particolare due serie
complete aventi un gruppo comune (¢ quindi dello sfesso ordine)
coincidono.

(85) Sapendo che le dne serie son contenute in una stessa serie lineare si pud
subito, grazie ad un’osservazione fatta al n.% 25 intorno alle serie lineari conte-
nute in una serie lineare, e basandosi su una nota proposizione relativa alle in-
tersezioni di spazi, ece., precisare di pi il nostro teorema cosi: Se mna !I:; ed
una g:; hanno comuni precisamente oo’ gruppi di » punti, ciod una gf’l (i=0), e
son contenute in unna serie d’ordine n e dimensione t e non minore di ¢, si ha
ti=r-42.

Qui rileviamo come lo stesso concetto che ha servito a dimostrare il teore-
ma fondamentale di questo n.0 54 possa servire per stabilire Panalogo teorema
relativo a due serie lineari di M;_, sopra una M, , qualunque sia k: si ricor-
rerd ciod ancora alla varietd delle rette congiungenti i punti omologhi di due
M, in corrispondenza biuniveca fra loro. Cosl pure le conseguenze che da quel
teorema fondamentale trarremo nei n.i successivi hanno le analoghe nella geo-
metria sa una M, qualunque. ‘
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Se un gruppo di » punti, o pilt in generale una serie g, , non
costituisce una serie completa (in particolare una g2 completa), stara
in serie lineari d’ordine »n di maggior dimensione. Ma siccome questa
dimensione non puo essere maggiore di » (n.® 29), fra quelle serie

N .

contenenti la data ve ne sara almeno una che non & pilt contenuta
in una serie di maggior dimensione, ossia che & completa. La pro-
posizione ultima ci prova che ve ne sard wna sola. Vale a dire &
ben determinata ed urica la serie completa d’ordine 1 che contiene un
dato gruppo di n punti, o una datla serie lineare d’ordine n: s’intende
che quella serie completa potrebbe anche ridursi ad un sol gruppo,
cioé ad una ¢°.

56. Se una serie lineare g é completa, ¢ tale anche la seric dei
resti (se ne esistono) di k punti fissi rispetto ad essa: vale a dire se
k punti fissi A stanno precisamente in -co? gruppi (¢ = 0) cioe in
una g¢ della ¢ (sicché o =r — k), la serie lineare ¢2 , costituita
da quei gruppi dai quali si tolgano i & punti A & completa (36).
Invero, posto che quest’ultima serie stia in una ¢¢'  , ove ¢'=p,
aggiungendo a questa i &k punti A come punti fissi si avra una gﬁ’
che ha comune colla ¢’ la ¢g¢ su nominata; e quindi, poiche la g7 si
suppone completa, essa conterra (n. 55) la ¢¢". Dunque nella g7 vi
sono oo¢ gruppi contenenti i punti 4, sicché ¢o’<S¢; onde o’=¢:
sicche la serie g¢ , non & contenuta in una di maggior dimensione.

Non & escluso che sia ¢ =1, ciod® che 1 b punti A sian comuni
a tutti 1 gruppi della serie data.

57. T teoremi precedenti (n.! 55 e 36) si possono enunciare in
altro modo, considerando in luogo delle serie lineari le curve ima-
gini, le quali son normali se le serie son complete (n.° 26). Avremo (¥7):

(88) Debbo quest’osservazione, come pure 'applicazione che ne faremo al n.0 77,
al sig. CASTELNUOVO ; il quale nell’antunno del 1890 mi comunicd gentilmente,
per uso del mio corso, qualche aggiunta o perfezionamento alle sue Ricerche di
geomelria sulle curve algebriche. '

(87) 8i noti che queste proposizioni, e cosl altre che incontreremo in seguito,
valgono anche, pel modo come son dedotte (eiod trasportando risultati relativi
a serie lineari, che possono essere composte), per curve multiple. Cosl quande si
projetta una curva su uno spazie inferiore pud darsi che essa sia projettata piu
volte, oioe che la projezione sia una curva multipla. Le nostre proposizioni var-
ranno anche allora, purchd, gl solito, si tenga il debito conto della multiplicita
nel valutar Vordine della curva, nella considerazione delle corrispondenze, ecc.
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Due curve d’ordine n in  corrispondenza biunivoea tale che ad
una particolare sezione iperplanare (gruppo di = punti). dell’una
corrisponda una sezione iperplanare dell’altra son projezioni di una
stessa curva d’ordine . Se le due cnrve date son normali, la cor-
rispondenza nominata sara projeftiva (una collineazione).

Le curve normali d’ordine n di cui una data curva qualsiasi
del medesimo ordine & projezione sono tutte projettive (collineari)
fra loro. ‘ '

Projettando una curva normale d’ordine n appartenente ad S,
da k suoi punti qualunque, cioé dallo spazio che li congiunge (la
cui dimensione sard h <k — 1), sopra uno spazio duale di questo
(cio¢ di dimensione ¢ = — h — 1), si oftiene una curva (d’ordine
n — k) normale.

58. Sia data sull’ente algebrico una serie lineare completa gf.
I resti (supposto che ne esistano) di un dato gruppo di » punti @,
rispetto ad essa formano (n.® 56) una serie lineare completa g”,, ove
n 4 n’=N. E similmente i resti di qualunque gruppo G, di que-
st’ultima serie rispetto alla gf formeranno una g. completa; la quale
dovra contenere @, e perd sara sempre le serie completa indivi-
duata (n.0 53) da questo gruppo. Se ora consideriamo i resti (sempre.
rispetto alla gy) di un altro gqualunque gruppo di questa g7, essi
formano una g, completa che contiene il gruppo @G, e quindi coin-
cide colla ¢7’,. Dunque non solo ogni gruppo della ¢” ed ogni gruppo
della g7, saranno resti Uun dell’altro rispetto alla gE; ma ciascuna
delle due serie abbraccia fufti i resti di un gruppo qualunque del-
Paltra, rispetto alla g£. Le due serie g7, g7’ si dicono residue rispetto
alla ¢%. Fra gli ordini passa la relazione n - n’=N; e quanto
alle dimensioni quella di ciaseuna delle due serie da l’indice d’infi-
nitd dei gruppi della gf, che eontengono un dato gruppo qualsiasi
dell’altra.

Se la gﬁé rappresentata da una curva normale d’ordine N di
S, , abbiamo che su questa curva i gruppi della g” appartengono a
spazi 8, . . e quelli della ¢7 a spazi S, ., e che due spazi
determinati risp. da gruppi delle due serie stanno sempre in un
iperpiano Sp_;.

59. Una questione inversa, almeno in parte, a quella delle serie

residue & quella della serie somma (3%). Siano date sull’ente algebrico

(88) Cfr. CASTELNUOVO: Sui multipli di una serie lineare di gruppi di puniti ap-
parlenente ad una curve olgebrica (Rend. Palermo, 7, 1893, n.0 1).
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due serie lineari qualunque g, g".. Presi in esse risp. due gruppi
Gy, Gy, si consideri la serie completa g% d’ordine N =n -+ 2" che
¢ individuata dal gruppo somina (cio® insieme) di quei due. Rispetto
a questa nuova serie saranno residue (n. 58) le due serie complete
d’ordini », »’ individuate risp. dai gruppi @,, G.: serie che con-
tengono risp. g7 e g7,. Dunque ogni gruppo di g7 ed ogni gruppo
di g7, presi insieme dinno sempre un gruppo di N punti della g% .
Hsiste quindi una serie lineare d’ordine N = n -+ n’ che contiene tutti
i gruppi somma di wn gruppo delle g* con un gruppo della gv,. —
ILa minima serie lineare d’ordine N cosi fatta & quella che il sig.
CASTELNUOVO (loc. cit.) chiama serie somma di g7 e g7,. 1 gruppi
somme dei gruppi di queste due sono co™": ma essi non costitui-
scono in generale una serie lineare. La dimensione della serie somma
sara dunque =+ - 7’.

Dalla definizione della somma di due serie si passa subito a
quella della somma di pée serie lineari, come pure delle serie mul-
tiple di una serie lineare data: nozione fondamentale per alcune
importanti ricerche (59). ‘

(8?) V. specialmente il lavoro citato nella nota preced. — Cfr. anche, per la
questione del massimo genere di un ents algebrico contenente una g}, (questione
che si tratta appinto considerando i successivi multipli di questa serie) 'ultima
parte delle Ricerche, ecc., del CASTELNUOVO e la Nota del prof. BERTINI: Intorno
ad alcuni teoremi della geometria sopra una curva algebrica (Atti Ace. Torino, XXVI,
1890).
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CAPITOLO III.
§ 15. Le serie segate su una curva piana dalle curve aggiante.

60. Nel Cap. preced. abbiamo studiato delle proprietd generali
delle serie lineari, indipendentemente dalla costruzione effettiva di
queste. Per tale costruzione, da cui poi faremo discendere 1’esistenza
di serie con dati caratteri, conviene ora che ricorriamo alla rappre-
sentazione dellente algebrico con una curve piana semplice. Questa
curva potremo supporla dotata.di sole singolarita ordirarie (punti
multipli a tangenti distinte); poiche, se gia non fosse, si pud render
tale con un numero finito di trasformazioni quadratiche del piano (%)

Indichiamo con s in generale la multiplicitd di un punto singo-
lare per la curva piana y d’ordine m (cosicché le somme rispetto ad
8 che avremo da considerare si estenderanno a tutti i punti mul-
tipli di y). Dicesi curva aggiunta (') di y ogni curva che in ciascun
punto multiplo, s-plo, di y abbia la multiplicitd s — 1 almeno. R
chiaro che una serie lineare segata su y da un sistema lineare qua-
lunque di curve si puod intendere staccata da un sistema di curve .
aggiunte, bastando aggiungere a tutte le curve del sistema primitivo
una curva aggiunta fissa (ad es. la 1.2 polare di un punto rispetto a
y) per mutarlo in un sistema di curve aggiunte, che all’infuori di
nuovi punti fissi seghera su y la serie lineare primitiva.

61. Le curve aggiunte di ¥y d’un dato ordine ! (abbastanza
grande) formano un sistema lineare che sega su y una serie lineare
g7 di cui vogliamo determinare (per quanto si pud) i caratteri.

Anzitutto la dimensione 7 di quel sistema lineare di curve

aggiunte sara:
: Ll-+3 s(s—1
) i e prb =)

9 b

(%9) V. i lavori citati al n.% 38 del sig. NOETHER (Math. Ann., IX e XXIII); e
del sig. BERTINI (la couni dimostrazione geometrica & di una notevole semplicitd).

Si potrebbe anzi — ma 6id non occorre per noi -- riferire binnivocamente
Pente algebrico o la curva piana ad una ourva piana che non abbia altri punti
multipli che nodi. Anche di questa proposizione & stata data una dimostrazione
geometrica semplicissima dal sig. BERTINI (Dimostrazione di un teorema sulla tra-
sformazione delle curve algebriche, Rivista di mat., I, 1891).

(?') Cfr., anche pel seguito, la Memoria BRILL-NOETHER.
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ossia, introducendo il genere p di y che vale (n.0 38)

y _(m—1)(m — 2) s(s—1)
(2) 5 — 3=
sara:

(1) h2l(l—21—o)__(m—1)2(m—2)+p.

Nella (1), e quindi anche nella (1’), il segno d’uguaglianza varrebbe
se le condizioni che i singoli punti multipli di y impongono alle
aggiunte d’ordine !, pel fatto che in un punto s-plo di y queste
curve devon avere un punto (s — 1)-plo, fossero tutte distinte (e
quindi in numero di Xs(s — 1)/2). In caso opposto la differenza fra
il 1.9 membro % ed il 2.° di quelle disuguaglianze esprimerd quante
fra quelle (Zs(s — 1)/2) condizioni sono conseguenza delle rimanenti

(indipendenti fra loro). — Ponendo
=m — 3 4 o,
la (17) si potra anche scrivere cosi:
—3
(17) Ibgv'n,a—l—ﬁ%—}—p—l.

Se I <m, ossia & <3, non vi saranno nel detto sistema Ii-
neare d’ordine ! curve che contengano y; sicché la dimensione r
della serie segata su y da quel sistema sard (n.% 13) la stessa che
quella del sistema, vale a dire »=»h. Se invece l=m, ossia
a == 3, vi saranno curve aggiunte d’ordine !, cioé curve del siste-
ma, spezzate nella eurva y ed in una curva (qualunque) d’ordine
l— m, ossia o — 3; e saranno (quante le curve piane di tal ordine,
ciod) oof, ove t = (a — 3)/2. Dunque (n.% cit.) la dimensione r della
gerie lineare sard in tal caso

r=h—t—1,

espressione che coincide con r ="h per o =1, 2, cioé per |=m — 2,
m -— 1. In conseguenza introducendo r mnella (1’7) potremo dire che:
la dimensione v della serie lineare segata sw y dalle curve aggiunte

~

dordine 1 =m — 3 4 o, quando quest’ordine é 1<~ m — 3 ¢é

(3.0) r=ma g 2D g

e quando invece ¢ 1> m — 3

(30) r=mx+4+p—2.
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Quanto poi all’ordine n della serie medesima si ha sempre evi-
dentemente (togliendo le intersezioni che cadono necessariamente nei
punti multipli di ¢):

n=ml— 2s(s — 1);
ossia, introducendo p con la (2):

4) n==ma -} 2p — 2,

62. Dalle (3a), (30) e (4) segue che per la g7 segata su y dal
gistema di tutte le sue aggiunte d’ordine ! si ha:
(5a) n—r<p se l<<m—3
(b b) n—r="p se l>m—23,

63. Dall’esistenza che cosi & provata di serie lineari g/ per
le quali n —r<Tp, osservando (n.® 29) che n —r =0, si trae
p=0: ossia il genere di un ente algebrico (irriduttibile) é sempre
=0. ’

Se poi & precisamente p =10, si trae n —+r =10, e quindi

p P p ’ 3 q
(.0 cit.) che y & razionale: proposizione inversa di quella del n.0 34.
Dunque gli enti algebrici di genwere zero sono gli enti razionali.

G64. La formola (1°/) per h prova che curve aggiunte a y di un
dato ordine 17> m — 3 esistono sempre (se m > 2).

Quanto alle aggiunte d’ordine m — 3, per esse quella formola
(1”7} dd h=p — 1, sicche ne esisteranno certo se p=1. Per p =0
non ve me sono, giacche altrimenti renderebbero negativo il valore di
n dato dalla (4). Per p =1 ve n’¢ una sola, perché la (4)da n =20,
¢ perd quelle aggiunte (cioe i gruppi che esse segano su y) non
posson essere infinite. — In generale le curve aggiunte d’ordine m—3,
0, come diremo piu brevemente (secondo l'uso), «le ¢ » di y segano
su questa curva una serie lineare d’ordine 2p — 2 e di dimensione
r=>p—1; la quale, se p > 1, sarda rappresentata da una partico-
lare curva (d’ordine 2p — 2 appartenente ad S, ove r=p —1).

.\

Vedremo poi che & precisamente vy =p — 1.

65. Ogni serie lineare g7, si pudo staccare su y mediante curve
aggiunte di un certo ordine I (n. 60): vale a dire i suoi gruppi
sono resti di certi k& punti fissi rispetto alla g7 che & segata su y
da tutte le aggiunte d’ordine !. Si ha dunque:

[ .
' =n—k;
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e, supposto che la gt | sia completa, e quindi comprenda tutti quei resti

=r—=FK.
Dunque:
w—r'<<n—r.
In base al n.% 62 otteniamo cosi la seguente proposizione. Per ogni

gy completa di un ente algebrico di genere p si ha:

H—r <P, 08804 P =N—1P;

e se poi, riferito Pente ad wna curve piena d’ordine m, la serie si
pud staccare su queste mediante un sistema lineare di curve ¢ (ag-
giunte d’ordine m — 3), sard:

n—r<p, o08sia r>n-—p.

Al n.% 55 abbiam visto che un grappo di #» punti dell’ente alge-
brico, od in generale una serie lineare d’ordine n, sta sempre in
una serie completa ben determinata. Ora potremo aggiungere che la
dimensione di questa serie completa ¢ =n — p; sicche la serie
completa d’ordine n determinata da un dato gruppo di » punti sard
certo infinita quando n > p.

Il teorema precedente c¢i da pure che: per le curve normali d’or-
dine n e genere p appartenenti ad S, si ha n—r<"p, ossia
r=n —-p.

Sia che ci riferiamo alle ¢” complete, ovvero alle curve d’ordine
n di S, normali, avremo in parficolare che: se p =0 sard r =n;
se p=1 sarda r=mn—1, non potendo essere »>mn-—1, cioe
r = n, altrimenti (n.° 29) Vente sarebbe razionale.

66. Una serie lineare d’ordine » e dimensione > n — p presenta,
come vedremo, delle particolarita che riguardano anche i suoi gruppi,
e quindi le serie lineari minori d’ordine » in essa contenute. Percio noi
chiameremo speciali tutte le serie lineari d’ordine = (in particolare
i gruppi di n punti) contenute in serie d’ordine n e dimensione
>n —p. Se una serie speciale & completa, la sua dimensione sard
certo >n—p. ‘

I resti di ¥ punti qualunque rispetto ad una serie speciale
completa ¢” (anche se fra quei L punti vi sono dei punti fissi di
questa) formano una serie completa (n.° 56), che & ancora speciale,
perché d’ordine » — k& e dimensione =+ —k>n—k —p. Ne de-
riva che se una serie speciale (completa o no) ha punti fissi, sara
speciale anche la serie che rimane astraendo da questi.



INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ECC. 278

Diremo anche speciali le eurve imagini di serie speciali. Le
curve speciali d’ordine »n e genere p saranno dunque quelle che hanno
spazi normali di dimensione > — p. A

Per una g7 completa non speciale, od una curva normale non
speciale d’ordine n appartenente ad S,, sard r =un —p.

Per p=0 e p=1 non vi sono serie lineari speciali o curve
speciali (v. la fine del n. 65). Per p > 1 invece abbiam visto
(n.0 cit.) che si ottengono serie lineari speciali staccandole su una
curva piana mediante sistemi lineari di curve ¢ . Dimostreremo presto
(§ 17) che in questo modo si posson ottenere tutte le serie speciali.
— Prima perdo sara utile che esaminiamo la cosa per una classe
gpeciale di enti: quelli iperellittici.

§ 16. Digressione sugli enti ellittici ed iperellittici.

67. Gli enti algebrici sui quali esiste una serie lineare gl , vale
a dire (n.° 30) un’involuzione razionale di 2.° grado, diconsi iperel-
littici ("?). Chiamando 1 il parametro (o funzione razionale dell’ente
algebrico) che e in corrispondenza biunivoca con le singole coppie
dell’involuzione (parametro che & determinato, a meno di una tra-
sformazione lineare), la corrispondenza (1, 2) che si avra fra 1 ed i
corrispondenti punti dell’ente trae (n. 22) che le coordinate di
questi punti si potranno esprimere sotto la forma: '

(1) wi=A; () + B:WVE (%),

essendo le 4;, B; ed K polinomi in 1. Si pud supporre che R ()
non abbia radici doppie: allora l'equazione

(@) R()=0

dara gli elementi di diramazione della g} ossia i punti doppi di questa.
Se lente algebrico ha il genere p, i punti doppi della g} sono
(n.% 33) 2p 4 2; e tale sard dunque il grado del polinomio R (1),
supposto che 1 — co non corrisponda ad un elemento di dirama-
zione, nel qual caso invece il grado di R si ridurrebbe a 2p --1.

Viceversa sian date comunque delle espressioni della forma (1).
Da esse sara definito un ente iperellittico nel quale le singole coppie
di una g} (coppie provenienti dalla bivalenza del radicale quadratico

(®*) Ad esempio per p =2 esiste sempre nuna g% la serie staceata sulla curva
piana dalle @ (v. n. 64); sicchd ogni ente di_gencre 2 & iperellittico.

18
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che compare in quelle espressioni) corrispondono biunivocamente ai
valori del parametro 1; purché perd, nel caso particolare in cui un
gruppo generico di valori delle ; si ottenga dalle (1) non per un sol
valore di 1, ma per m valori, si consideri come punto dell’ente non
il solo insieme delle x; ma l’insieme di queste e di un valor corri-
spondente di 1 (cioé si conti m volte, ossia come m-plo, Pente de-
seritto dal gruppo delle ;) (%) '

Dalla rappresentazione (1) degli enti iperellittici segue subito
(n.% 22) che per lequivalenza di due enti iperellittici di genere p,
cioe perche si possa stabilire fra essi una corrispondenza biunivoca,
& sufficiente che entro le rispettive involuzioni ¢, abbiano gli stessi
birapporti i 2p 4+ 2 elementi di diramazione, cio& che abbiano gli
stessi birapporti le radici delle corrispondenti equazioni (2). E questa
condizione ¢ anche necessaria se p > 1, perche allora ognuno dei due
enti contiene una sola g (n. 35), e la corrispondenza biunivoca fra
gli enti dovra pure riferire biunivocamente le loro g7 facendo corri-
spondere gli elementi di diramazione. Di qui, e dalla possibilita di
scegliere ad arbitrio nelle (1) il polinomio R (1) di grado 2p -+ 2,
segue che i moduli (indipendenti} dell’ente iperellittico di genere p > 1
sono 2p — 1: i birapporti indipendenti dei 2p 4 2 elementi di dira-
mazione della gl. — Se poi si suppone che i due enti iperellittici a
cul si riferivano le osservazioni precedenti coincidano, si vede che
condizione necessaria e sufficiente perche un ente iperellittico di ge-
nere p > 1 ammetta una corvispondenza biunivoca jra i suot punti
diversa da quella che & data dalla g} & che entro questa serie si
possa fare una trasformazione biunivoca, vale a dire bilineare, che
muti in sé il gruppo dei 2p 4+ 2 elementi di diramazione; ossia che
ammetta una trasformazione bilineare in s¢ l’equazione (2). Ece. ece.

(93) Del resto & facile vedere che mnel caso particolare in cui le (1) definiscano
non una corrispondenza (1, 2) ma invece nnu corrispondenza (m,2), con m>1,
fra il parametro 1 (ossia un ente razionale) ed il punto z di un ente algebrico,
questo (non piu contato m volte, come sopra, ma riguardato come semplice) sard
razionale: vale a dire & razionale un aggruppamento dei punti A (di un ente ra-
zionale) ad m ad m quando ogni punto sta in 2 gruppi dell’aggruppamento. In-
vero rappresentando ] sui punti di una curva razionale normale d’ordine m di
8 quei gruppi di m punti saranno segati su quella curva da una co! d’iper-
piani tale che per ogni punto della curva (e quindi di 8,,) passano 2 iperpiani:
questa varietd sard dunque di 2.2 classe (Vinsieme degliperpiani tangenti di un
cono di 2.9 ordine); e quindi razionale. ’

Quest’osservazione (il cui sviluppo & in gunalehe relazione col n.0 23) & il ri-
sultate di una conversazione avuta col sig. ENRIQUES, il quale pure rilevd con
me che essa si pud notevolimente estendere.
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68. L’ente algebrico di genere p = 1 dicesi ellittico. Esso con-
tiene (pel n.® 65) infinite g} (serie complete), le quali son tali che da
una coppia di punti dell’ente & individuata una tal serie: in parti-
colare sara individuata una g} dandone un punto doppio (dei 4 che
essa ha). Ora se A, A’ sono punti doppi di due ¢!, la corrispon-
denza wunivoca involutoria che ¢ determinata fra i punti dell’ente
che forman coppie in quella g} che contiene la coppia AA’ muterd
Puna nell’altra quelle prime due gl: donde segue che i birapporti
delle due quaterne dei loro elementi di diramazione sono uguali.
Dunque le infinite g; di un ente ellittico hanno le quaterne dei loro
elementi di diramazione tutte projettive, cioé con lo stesso birapporto:
¢ questo dicesi birapporto dell’ente ellittico.

Jid  premesso, il ragionamento che si faceva al n.’ pree. per
p>1 si potra ancora applicare al caso di p =1. Avremo di nuovo
che condizione non solo sufficiente, ma anche wnecessaria perche fra
due enti ellittici si possa stabilire una corrispondenza biunivoca (e
quindi infinite) & che essi abbiano lo stesso birapporto. Questo e
dunque il modulo di un ente ellittico. Vale la formola 2p — 1 anche
per p=1.

69. Possiam determinare - facilmente nel caso dell’ente iperellit-
tico di genere p > 1 la costituzione delle serie speciali (1. 66: come
ivi notammo le serie speciali esistono solo per p > 1).

Abbiasi su quell’ente una serie lineare g’ priva di punti fissi,
la quale non sia composta mediante la serie g;. Sard rappresentata
da una curva d’ordine » di §,, semplice o multipla, ma tale sempre
che le coppie della g} son rappresentate su essa da coppie di punti
essenzialmente distinti, eccetto solo i 2p 4 2 punti doppi della g} .
La rigata delle congiungenti queste coppie di punti sara dunque
(applicando il principio di corrispondenza ad un fascio d’iperpiani
projettanti le coppie stesse; cfr. del resto la prima formola del
n.’ 50) d’ordine

1 .

o [2n — (2p +2)J ’
ossia » — p — 1. Ora siccome questa rigata appartiene ad 8, il suo
ordine dev’essere =+ — 1. Dunque:

n—p—1=r—1, ossia r<in—p (%
(94) Segue che una curva semplice iperellittica di genere p ha sempre Vordine
(=p+r se r & la dimensione dello spazio a cui essa appartiene, e quindi) =p-2;
e che se il suo ordine & precisamente p 4 2 la curva & piana e le rette conte-
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Ma una serie speciale d’ordine n o ha dimensione >n —p, o
¢ contenuta in una serie di tal dimensione. Dunque sull’ente iperel-
littico di genere p una serie lineare speciale priva di punti fissi é necessa-
riamente composta mediante la g} : e quindi, se si tratta di una g,
essa non & altro che un’involuzione di dimensione » e di grado n/2
entro ente razionale che ha per elementi le coppie della g; .

Se una serie lineare g¢7 cosl composta & completa, essa deve
abbracciare tufti i gruppi di #/2 elementi di quest’ente razionale,
cioe dev’essere » = n/2, .

(3) n=2r.

E riprendendo Vipotesi che sia speciale, e quindi (perché completa)

(4) r>n-—p,
dalla (3) e da questa si trae:
(5) r<<p—1, aw<2p—2 (9.

Queste relazioni (5), le quali limitano la dimensione e Vordine delle
serie speciali, varranno poi anche nel caso che queste non siano
complete; perche valgono per le serie complete (dello stess’ordine e
di maggior dimensione) che le contengono.

Possiamo applicarle subito alla serie lineare speciale che su una
curva piana iperellittica di genere p & segata dalle ¢ : serie lineare
che abbiam visto (n.° 64) essere d’ordine » — 2p — 2 e dimensione
r==p —1. Da quest’ultima relazione confrontata con la prima delle
(5) si deduce che & precisamente r = p — 1. Quella stessa (5), op-
pure la (3), ¢i prova che la detta serie non & contenuta in una di
pari ordine e maggior dimensione: vale a dire che la serie & com-
pleta. Inoltre essa non ha punti fissi, perche altrimenti la serie che
si avrebbe prescindendo da questi dovrebbe ancora verificare la (3)
e quindi avere Pordine 2p — 2. Si vede dunque, nel caso iperellit-
tico, che le ¢ sono precisamente co?—! e staccano sulla curva fon-
damentale una serie Iineare completa priva di punti fissi: la quale
¢ composta con la g}, vale a dire non & altro che la ght, costi-
tuita, da tutti gli coP~! gruppi di p — 1 coppie della gl .

nenti le coppie della g% formano una rigata di 1.° grado, ossia un fascio, ciod
concorrono in un punto il quale danque sard multiplo secondo p per la curva.
Se la curva & sghemba ed il suo ordine ha il valor minimo p 4+ 3, essa stard su
una quadrica; ecc.

(%) Volendo considerare anche le serie non speciali complete composte con la
g%, per esse si avrd in luogo della (4): r=n — p; e quindi combinande con la
(3) si ha, invece delle (5): r=p, n=2p.



INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ECC. 277

§ 17. Le serie speciali sopra un ente qualunque.

70. 11 procedimento che abbiam seguito nel n.® prec. per gh
enti iperellittici 8i puo estendere ad enti algebrici qualunque: solo,
in luogo della rigata costituita dalle rette congiungenti le coppie di
punti della g} su una curva iperellittica, si dovra considerare la
varieta degli spazi che contengono i gruppi di una ¢! sopra una
curva qualunque, ricorrendo ad una formola generale del § 13.

Suppongasi dunque che sull’ente algebrico di genere p esistano
simultaneamente due serie g7, ¢l prive di punti fissi, tali che sulla
curva C (semplice o multipla) d’ordine » di 8, imagine della g7 i
gruppi della ¢! appartengano in generale a spazi Sy, ciod si com-
pongano di punti linearmente indipendenti (sicché m — 1 <C7).
Abbiamo allora (n.% 52):

(1) n—p=vr-+tm—1-+z;

ove nel caso di m — 1 =17 si deve porre y» =0, mentre quando
m — 1 < r il simbolo v rappresenta Vordine della varieta di dimen-
sione m costituita dagli co! spazi 8,,—;. Ora la massima dimensione
che possa avere lo spazio cui appartiene una varieta irriduttibile di
dimensione m ¢ d’ordine » & appunto, come si sa, » 4 m— 1.
Sara dunque:

r+m—1=>7r,

relazione valida anche nel primo caso. Si ha poi sempre 2 =>=>0. In
conseguenza la formola fondamentale (1) c¢i da:

n—p="r.

Segue che quando n —r <p i gruppi di punti di una gl sopra lo
curva di genere p, ordine n, appartenente ad S. appartengono & spazi
di dimensione << m — 2 (%),

(%8) Cosl sopra una curva di genere p dello spazio ordinario, la quale abbia
Pordine <<p 4 3 se & sghemba, < p + 2 se & piuna, le terne di punti di una g§
stanno sn rette (formanti una rigata razionale); ece. ’

Se si applica la formolu pil generale del n.? 52, relativa ad un’involuzione
di grado m e di genere qualnnque x, anzi che quella sopra adoperata che si ri-
forisce al caso di @w=0, si avra il seguente risultato pilt generale: quando
n—r< p—ma i gruppi di punii di un’involuzione di grado m e genere m sopra una
curva d’'ordine m ¢ genere p apparienente ad 8y stanna in spazi di dimensione <<m — 2,
V. CASTELNUOVO : Alcune osservazioni sopra le serie irrazionali di gruppi di punti
appartenenti ad una curva algebrica (Rend. Ace. Lincei, 1891).
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71. Abbiasi ora sulla stessa curva C rappresentante la ¢7, sem-
pre coll’ipotesi n—r <p, una serie lineare qualunque 9%: dimo-
streremo che i suoi gruppi Gy appartengono a spazi di dimensione
< @ —¢q — 1. Invero se di un gruppo G, di quella serie si fissano
q¢ — 1 punti generici, i rimanenti @ — ¢ 4+ 1 formano un gruppo di
una serie lineare ool; e quindi, per la proposizione precedente
(n. 70), appartengono ad un Sg_,—1—s5, ove 0=0. Se potesse il
numero ¢ mutare con la scelta dei primi ¢ — 1 punti entro al Gy,
si prenda per ¢ il minimo valor possibile. Indi fra quei Q - ¢ 41
punti che appartengono all’Sg_, 1.; se ne prendano ¢ — q tali che
anch’essi determinino questo spazio, cioé non stiano in uno spazio
minore (cosa che si vede subito esser possibile), Allora ogni altro
punto di G insieme con quei @ — ¢ ne dara @ — ¢ -1 i quali
apparterranno ad un Sy, ;_s con ¢’ =35, e questo spazio dovra
coincidere con quello, di dimensione non minore, determinato dai
@ — q punti. Dunque quest’ultimo spazio, Sg_;—1—s, contiene tutti
i punti del gruppo Gg.

Osservando poi che una curva speciale di genere p e d’ordine
n & sempre projezione di una appartenente ad un 8, con » — r < p;
e d’altra parte che la proposizione dimostrata vale anche nel caso
che la g% avesse punti fissi, come si vede applicandola alla serie che
rimarrebbe astraendo da questi; possiamo enunciarla cosi: Sopra una
curva speciale © gruppi di punti di una serie lineare qualungue 8§
stanno in spazi di dimensione << Q —q—1.

B questo il lemma da cui dedurremo tutte le principali pro-
prieta delle serie speciali: esso & dovuto al sig. CasTBLNUOVO (7).

72. Anzitutto applichiamolo al caso che la serie g% non sia
altro che la g7 speciale segata su una curva speciale di genere p,
ordine », di S,, dagliperpiani S,_;. I suoi gruppi dovranno stare
in spazi di dimensione << n — r — 1; mentre appartengono a quegli
8;—;. Dunque sard n —r — 1 >~ — 1, ossia n=>2r. Per una serie
lineare speciale g, o per una curva speciale d’ordine n di S, si ha
sempre

19 n=>=2r.
Se la serie lineare speciale avesse punti fissi, la (17) varrebbe per

(27) Ricerche di geom., eco. n.% 14, Fra i perfezionamenti di quel lavoro (ac-
cennati qui nella nota al n.? 56) pensati poi dal CASTELNUOVO vi era appunto
Vuso piu sistematico di gquella proposizione.
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quella che se ne otterrebbe astracndo da questi; e quindi, a maggior
ragione, per la serie primitiva.

73. Da questo teorema segue che la serie speciale segata sw una
curva, piana dalle sue @ (n.° 64) & precisamente di dimensione p — 1,
coi 2p — 2 punti tutti variebili, e completa. Poiche, se, astraendo da
2 punti fissi, essa si riducesse ad una serie speciale d’ordine
2p — 2 — 2, e di dimensione p —1 -4 y, ovvero contenuta in una
dello stesso ordine e di tal dimensione, applicando la (1) si avrebbe:

2p—2—x=2(p— 14y,
donde:
x=0, y=90.

74. La stessa formola (17), applicata ad una serie g/ speciale

completa, per la quale dunque:

r==n—p-41,
¢i da (sommandola con questa, tal quale, oppure raddoppiata):
(2) r<p—1, an<=2%—2; '
precisamente come al n. 69 per gli enti iperellittici. Ed anche qui
potremo dire che queste due relazioni (2) varranno pure, a maggior
ragione, per le g speciali parziali. Valgon dunque per tutte le
g’ speciali, o le curve speciali d’ordine = di S, .

Ne segue che se r>p—1,0 8 n>2p—2, la g, oppure
la curva dordine n di S,, son certo non speciali; sicché ove la serie
st completa, o la curva sia normale, sard T =1 —p.

Quindi una superficie a sezioni iperplanari di genere p, d’ordine
n> 2p — 2, appartiene al pitn ad 8, 413 ece. ece.

75. Applicando il lemma del n.° 71 ad una gg;“_l_z gituata su una
curva ¢ di genere p > 1 e d’ordine 2p — 2 che appartenga ad 8,1,
si ha che i suoi gruppi di 2p — 2 punti dovranno stare in spazi
8p—2, e perd saranno i gruppi di punti segati su ¢ dagl’iperpiani.
Ora una curva quale la ¢ si ha come imagine della 921;—_12 (n.? 73)
che sopra la curva piana é segata dalle sue ¢: noi vediamo dunque
che sull’ente non esistera un’altra ¢2—! che quella rappresentata

2p—2
dalla C. Sopra un ente algebrico di genere p>1 esiste una sola
serie gb—L . ’
p—2

Questa serie lineare speciale si puo chiamare la serie canonica,
e canonici i suoi gruppi di 2p — 2 punti. Cosi pure si posson chia-
mare curve canoniche del genere p quelle d’ordine 2p — 2 apparte-
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nenti ad Sp—;: le quali curve, quando rappresentano uno stesso ente
algebrico, ciod quando sono in corrispondenza biunivoca, sono fra
loro projettive (perche rappresentano una medesima serie lineare).
La geometria sull’ente algebrico di gemere p > 1 (geometria delle tra-
sformazioni birazionali dell’ente) equivale alla geomelria projettiva delle
curve canoniche di gemere D . '

La rappresentazione algebrica delle eurve canoniche si ba, ad
es., considerando una curva piana d’ordine m

3) fla)y=0,
p sue aggiunte d’ordine m — 3 linearmente indipendenti ¢ (x), ¢,(x),
«vuy Pp—y (w); € ponendo :

(4) YoiWYrier tYp1 =@ @)@ @)z, 1y 1(2),
per definire, con la (3), i punti y della curva canonica. Questa viene
anche chiamata la curva delle g (%).

Nel caso iperellittico (n.° 69) la serie canonica & composta con
la g3; la curva canonica si riduce ad una curva doppia, la curva
(razionale normale) d’ordine p — 1 di S,_; contata due volte. In
nessun altro modo una curva d’ordine 2p — 2 di §,_; puo esser
multiple : e perd in un ente che non sia iperellittico la serie cano-
nica non sard mai composta, le curve canoniche son semplici, le ¢
che passano per un punto generico della curva piana non passano
di conseguenza per altri.

§ 18. Digressione. Applicazione alle curve aggiunte ed al Restsatz.

76. Gli ultimi risultati ci permettono di completare quelli del
§ 15 relativi alle curve aggiunte. Cold -avevamo ottenuto (n.° 61) per
la dimensione della serie lineare ¢" segata su una curva piana d’or-
dine m e genere p da tutte le aggiunte di un dato ordine m — 3 4«
maggiore di m — 3 :
(1) r=ma-+t+p—2,
e per lordine della serie stessa:
(2) n=mo -+ 2p — 2.
Poiche quest’ordine & > 2p — 2 (o quella dimensione ¢ >p —1)la

(%8) Com’d noto, le forme ¢ (x) si posson anche definire come i differenziali di
1.0 specie esistenti sull’ente algebrico (p dei qnali seno linearmente indipendenti).
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serie non sard speciale (0.0 74); e per conseguenza
(3) r<n-—7p.

Di qui e dalla (2) si trae subito, confrontando con la (1), che in
questa come nella (3) vale il segno d’uguaglianza.

Questo fatto, per quanto si riferisce alla (3), ¢i prova (tenuto
conto che la serie non & speciale) che: la serie linewre segata sulla
curva piane dordine m da tutte le sue aggiunte di wn dato ordine
>m — 3 é completa ; come gid s’era visto (n.° 73) per. la serie se-
gata dalle aggiunte d’ordine m — 3.

I1 valere poi il segno d’uguaglianza nella (1), ossia nella (3 b)
del n.° 61 per I>m — 3, — come pure nella (3 «) dello stesso n.
per I = m — 3 (quest’ultimo fatto in forza del n.® 73), — dimostra
(v. Yosservazione che nel n.% 61 fa seguito alla relazione (17)) che:
per le curve aggiunte d’ordine =m — 3 di una curva piana d’ordine
m @ passaggi pei punti multipli di questa (s — 1 volte per wun punto
s-plo) costituiscono condizioni tutte distinte. — Cido non varrebbe pill
per curve aggiunte d’ordine < m — 3 (cfr. n.° 85).

7. Le aggiunte di un dato ordine qualunque (ove esistano) segano
sulla curva piana d’ordine m una serie lineare completa. Cid & dimo-
strato (n.! 73 e 76) per le aggiunte di un dato ordine =>m — 3.
Ora dall’esser vero per le aggiunte di un dato ordine minore di m ,
ad es. per le aggiunte d’ordine m — 1, si trae facilmente che vale
anche per le aggiunte di un ordine minore, m — 1 — «, se esistono.
Invero queste ultime curve, insieme con una curva « d’ordine a,
fissata ad arbitrio purche irriduttibile e non passante pei punti mul-
tipli della eurva fondamentale y, danno curve agginnte d’ordine
m — 1: sicché la serie lineare che esse segano su yp si compone di
resti degli am punti d’incontro di « con y rispetto alla serie lineare
segata su y dalle aggiunte d’ordine m — 1. Ed abbraccia tufti que-
sti resti, poiché ogni aggiunta d’ordine m — 1 che passi per quegli
am punti dovra contenere in conseguenza tutta la curva o d’ordine
@, e quindi spezzarsi in questa ed in curve aggiunte d’ordine m —
— 1 —a. Applicando dunque il teorema del n.® 56 avremo che, es-
sendo completa la serie data dalle aggiunte d’ordine m — 1, & pure
completa quella segata dalle aggiunte d’ordine m — 1 — a.

78. Applicando lo stesso teorema del n.® 56 ai resti di k punti
qualunque rispetto alla serie completa (n. 77) segata sulla curva
piana y dalle sue aggiunte di un dato ordine avremo: Le aggiunte
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di un dato ordine passanti per dati punti di y vi segano, fuori di
questi (e dei punti multipli di y) una serie lineare completa.

Di qui si trae un modo per costruire la serie completa d’ordine
# che su y e individuata da un dato gruppo qualunque di punti
G,. Si conduca per questo una curva aggiunta vy (il che si puo
sempre fare, prendendola d’ordine abbastanza elevato), e sia @, il
resto (fuori dei punti mulfipli di y) della sua intersezione con y . Le
aggiunte, dello stesso ordine di v, passanti per G, , segheranno ul-
teriormente y secondo una serie lineare completa che comprende il
gruppo @, : cioé secondo la serie voluta. — Mutando la curva ag-
giunta iy muterd G, , anzi muterd anche n” se cambia lordine di
w: ma si otterrd sempre come risultato la stessa serie completa
d’ordine #. Si ha cosi (almeno in parte) quello che i sigl, BRILL e
NOETHER chiamano Restsatz (%), cioe: se due gruppi di n punti sono
resti o corvesiduali rispetto ad un gruppo di n’ punti nel senso che
Jormino con questo Dintersezione di y (fuori dei punti multipli) e di
due curve aggiunte, essi sono pure tali rispetlo ad ogni altro resto
delluno dei due.

S8i vede come in sostanza questo teorema derivi dalla proprieta
fondamentale che presentano rispetto ad una curva piana y le sue
aggiunte di un dato ordine di segarla secondo una serie lineare com-
pleta: proprietd che qui &’¢ dedotta, in ultima analisi, dalla formola
(6) del § 13. Da essa poi s’e tratto il teorema del resto applicando un
altro fatto essenziale (di carattere pitt semplice) stabilito nel § 14. 11
teorema fondamentale Ag + By del NOETHER (v. la prefazione) da
cui BRILL e NOETHER traggono quel Restsatz ¢ pilt complesso, ed
‘adempie insieme per questo scopo ai due uffici dei §§ 13 e 14.

79. La proprietd fondamentale suddetta, di segare su y una serie
completa non spetta in generale al sistema di tutte le curve di un
dato ordine. T facile verificare, scrivendo (analogamente al § 15) la
dimensione e l’ordine della serie ¢” e imponendo la condizione (1.0 63)
n —r<_p, che il modo pitt naturale per avere un sistema lineare
di curve di dato ordine I che seghi su y una serie completa consiste
nelPaggoggettare le curve d’ordine ! ad avere in ogni punto s-plo di

y un punto (s — 1)-plo (1%, Ma anche se si considerano curve ag-

() Mem. ecit., p. 273.

(100) Anche un’altra considerazione pud indurre fin da principio a dar la pre-
ferenzu alle curve aggiunte di y per la geometria su y. Se su questa curva si sega
una serie lineare di dimensione abbastanza elevata mediante un sistema lineare
di curve che in un puuto P s-plo per y o non passino o abbiano un punto sem-
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giunte per cui un punto s-plo P di y sia, non solo (s — 1)-plo, ma
s-plo, esse daranno fuori dei punti multipli di y una serie lineare
completa : giacché Iimporre ad una curva aggiunta che abbia in P
un punto s-plo anzi che solo (s — 1)-plo equivale ad imporle il pas-
saggio per gli s punti di y che cadono in P; e quindi si & ridotti
ad applicare il principio del n.° 78.

Ne segue che dato un sistema lineare oo di curve piane (irri-
duttibili) del genere p determinato dai punti base e con n intersezioni:
variabili delle curve del sistema (ossia del grade », seguendo la de-
nominazione introdotta dal sig. Ju~Na), su ognuna di queste le altre
segano una serie lineare gF—' completa. Sard dunque n.0 63):

k=n—p-+1;

ed avrd luogo il segno d’uguaglianza se la serie non ¢ speciale, ad
es. se » > 2p — 2, oppure k> p; il segno d’inuguaglianza se la
serie & speciale. — Ora una superficie razionale d’ordine n (semplice
o multipla), la quale sia normale, & appunto rappresentata sul piano
da un sistema lineare di curve che non sta in uno dello stesso or-
dine e grado e di maggior dimensione (n.° 26), e che per conseguenza
¢ determinato dai punti base (1°1). In conseguenza potremo dire che
una superficie razionale normale ha per sezioni iperplanari delle curve
normali. Se n & Pordine e p il genere di queste curve, la superficie
appartiene ad S,_,4; od a spazi superiori secondo che le curve non
sono ovvero sono speciali. Ece. (10%).

§ 19. Il teorema RIEMANN-ROCH.

80. Ritornando al §17 ed al lemma (n.® 71) che ivi avevamo
stabilito e cominciato ad applicare, noi possiamo dedurne per le serie

plice, doppio, ... (s — 2)-plo, il passaggio di nn gruppo della serie lineare per gli
s punti di ¥ che cadono in P si avrd imponendo alle curve del sistema nn nuovo
passaggio per P, e quindi importerd solo 1 condizione, o 2, 0 3,..0 (8 —1):
sicch®d quegli s punti di y presentano particolarith per la serie: formane un
gruppo mneutro. Perchd c¢id non accada deve P essere almeno (8 — 1)-plo per le
curve del sistema.

{101y Vieeversa & faeile vederé, in forza del n.% 26, che una superficie rappre-
sentata da un tal sistema lineare & certo normale; perch® non pud aceadere che
il sistema sia tale che, aggiungendogli una carva fissa, venga a stare entro un
gistema lineare di. maggior dimensione (ed ordine) ma dello stesso grado del
primitivo. ‘ :

(192) V, 1a mia Nota: Sui sistemi lineari di curve piane algebriche di genere p
(Rend. Palermo, 1, 1887) [V, p. 105 di questo volume]. '
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lineari speciali una proprietd caratteristica che da ragione del loro
nome.

Applichiamolo in fatti al caso di una serie lineare g7 sopra la curva
canonica (n.> 75), d’ordine 2p — 2 appartenente ad S,_; : esso ci dice
che i gruppi di quella serie stanno in spazi di dimensione <<n—vy—1.
Ora poiché quei gruppi stanno in S,_;, cid non avra alcun signifi-
cato se n —r>=>p. Ma se invece n — r < p, ad es. se la serie ¢
speeiale e completa, e se inoltre si suppone » > 0, quel fatto costi-
tuira una particolarita per i gruppi della serie ; giacché lo spazio
determinato da » punti qualunque della curva & I'S,_;sen>=p, se
no un S,_;: in ambi i casi uno spazio la cui dimensione non & nelle
ipotesi attuali << n —» — 1. Dunque i gruppi di una serie lineare
speciale infinite d’ordine n sono veramente speciali, nel senso che un
gruppo qualunque di n puntt dell’ente algebrico NON sta in generale in
wna tal serie (103).

Di un gruppo di # punti che debba far parte di una g7 spe-
ciale completa si potranno prendere ad arbitrio sull’ente al pit n —r
punti; giacche sulla eurva canonica i rimanenti r punti dovranno
stare sull’S,_,_; che congiunge quegli n — r.

81, La proprieta dei gruppi di una ¢* sopra la c¢nrva canonica
n
di stare in spazi di dimensione =<Zn — r — 1 si puo anche enunciare
dicendo che per essi passano oo’ iperpiani Sp_s, ove r'=p — 1 —
— (n — r), ossia:

1 r=p—1—n-tr,

mentre per nun gruppo generico di » punti ne passerebbero cof—1—n,
S’intende che quest’esponente, od anche »’, potrebb’essere negativo e
cosl svanirebbe la corrispondente infinita. — Possiamo anche dire che
ogni gruppo della ¢" sta in oo™ gruppi canonici, od in oo™ curve ¢
{sulla curva piana y), valendo la relazione (1); ossia che esso impone
al piw n — r condizioni (invece di ») agliperpiani di Sy,—1, o ai
gruppi canonici, o alle ¢, che lo debbano contenere. Tali gruppi
canonici, o ¢, ecc., esisteranno certo, vale a dire sard per la (1)
r’=0, nel caso che »—r <p, ad es. nel caso delle serie speciali
complete. :

82, 11 risultato ottenuto si puo precisare meglio. Per stabilirlo
avevamo fatto uso del lemma del n.® 71, ossia, in ultima analisi, di

(493) Cosi la serie lineare completa determivata da wn granppo di n punti presi
in modo generico, se n > p sard una g::_p (non speciale), se n =< p sara la 9(;)1 che
si riduce a quel svlo gruppo.
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una formola del § 13. Lo completeremo ricorrendo al § 14 : appunto
come per il Restsatz (n.® 78) avevamo adoperato elementi di quei
due paragrafi.

Figsiamo come ipotesi che la serie lineare g7 dei n.' prec. sia
completa, cioé che r significhi la dimensione della serie completa de-
terminata da un gruppo G, di » punti; ed inoltre che essa sia spe-
ciale, sicche n — v < p. Hsisteranno allora (n.° prec.) oo’ resti G,
di @, rispetto alla serie canonica e formeranno (n.° 56) una serie
completa g7, ; ove han luogo la (1) e
(2) n-+n'=2p—2.

Ma, per le relazioni esistenti fra le due serie complete g7 , g7, residue
rispetto alla serie canonica (n.° 58), ogni gruppo @, della seconda
stard su oo” gruppi camnonici, e quindi applicando alla g7 la (1)
si avrd:

(19 r>=p—1—a'+ .

Sommando queste due formole (1) e (1’), e tenendo conto della (2),
si vede che in quelle varra il segno = . Restano dunque pienamente
precisate le cose precedenti col seguente teorema, al quale secondo
Puso (v. n.% seg.) daremo il nome di teorema RIEMANN-ROCH :

Se un gruppo G, determina una serie completa di dimensione 1 e
sta in oot gruppi canonici (o curve @) si ha:

(3) =p-—n-fr—1,

sicch® @, stard certo in gruppi canonici (»'=>0) se & speciale (cioe
n—r << p—1), e viceversa (1%, In altri termini G, impone precisa-
mente 1 — r condizioni (anzi che 1) ai gruppt canonici (od alle ) che
venrgano obbligati & contenerlo (19°),

Possiamo anche enunciarlo sotto quest’altra forma (dovuta ai
gigl. BRILL e NOETHER, ed alla quale il sig. KLEIN d il nome di
teorema di reciprocitd): se due gruppi risp. di n ed n’ punti formano,
presi insieme, un gruppo canonico, sicché :

(2) n4n'=2p—2,

(104) Invece di dire che G sta in co?’ gruppi canonici, o ¢, si dica che sta
in (v 4+ 1) gruppi canonici, o @, linearmente indipendenti. Allora il caso che non
stia in tali gruppi corrisponderd ad (+" 4 1)=10, »"= — 1; ed anche allora varrd
la (3) poiche essendo la gz completa non speciale 8 r—=a—p.

(195) Ad esempio se una coppia di punti impone una sola condizione ai gruppi
canonici, essa determina una g;, e quindi ente & iperellittico: in altri termini
se la curva canonica ha un puntv doppio essa & una curva doppia.
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e s¢ le serie complete d’ordini n,n’ da essi determinate (serie residue
rispetto alla serie canownica) hanno le dimensioni r,r’, avra luogo la
relazione (3), oppure :

y [gu— o ’
(4) n—n'=2@r —r),

che si trae dalla (3) raddoppiandola e sottraendone la (2).

83. Si puo porre il teorema RIEMANN-RocH sotto un’altra forma,
pitt analitica, che ci da ragione del suo nome. Proponiamoci cioe di
cercare il numero delle costanti da cui dipende una funzione razio-
nale dell’ente algebrico la quale debba avere tutti i suoi infiniti (sem-
plici) fra i punti di un dato gruppo @, . Se la serie lineare completa
ar determinata da questo gruppo si puo staccare dall’ente mediante
Pequazione :

(3) Aoy @) + Ay (@) 4 oo Ay (@) =0,
ed in particolare il gruppo G, & dato da
(6) Yo () =0,

la detta funzione razionale dell’ente si avra (n. 30) dividendo una
forma generica (B) per la (6), cio& sara:

Wt BT

cosicche conterra linearmente » - 1 costanti arbitrarie 15,24, ,..,4,.
In conseguenza il risultato del n. preced. si potra enunciare cosi :

Le funzioni razionali dell’ente algebrico di genere D, i cwi infi-
niti (semplici) sono fra gli n punti di wn dato gruppo, dipendono li-
nearmente da n—p -+ 2 -+ 1’ costanti, se per quel gruppo passano
oo™ gruppi canonici (od iperpiani di §,—;; o se in esso s’annullano
¥’ 1 funzioni ¢, o differenziali di 1.* specie, linearmente indi-
pendenti).

Nel 0.0 5 della Theorie der Abel’schen Functionen il RIEMANN
pel caso di » > p ottiene in generale (dalla rappresentazione delle
funzioni razionali dell’ente medianfe integrali di 2.* specie) che quelle
funzioni razionali dipendono da » — p -+ 1 costanti (il che corrisponde
all’ipotesi che per gli # punti non passi alcuna ¢, ossia »’-+1=0),
ed inizia il calecolo per »n<Cp. Questo calcolo, con lintroduzione
delle ¢ che passano pei dati punti, fo poi fatto completamente dal
RocH (106); il quale cosl ottenne la proposizione generale ora esposta.

y}, x)
W

(198) Ueber die Anzahl der willkirlichen Constanten in algebraischen Functionen
(Journal fiir Math., 64, 1864).
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Cid spiega la denominazione di teorema RIEMANN-RocH (n.° 82) in-
trodotta per iniziativa dei sig'. BRILL e NOETHER. Non & perd inu-
tile rilevare in pari tempo che il RocH, invece di parlare di fun-
zioni razionali i cui infiniti somo fra i punti di G,, dice che gl’in-
finiti sono i punti di G, : il che costituisce un'inesattezza, poiché se
la g7 completa determinata da G, (e quindi ogni ¢! contenente G,)
avesse qualche punto fisso non esisterebbero funzioni razionali aventi
# soli infiniti risp. nei punti di G, ; le funzioni razionali i cui in-
finiti sono fra i punti di @, sarebbero tutte quante finite (n.0 30)
in quei punti che son fissi per la ¢" (cfr. il n.% 87).

84. 11 teorema RIEMANN-ROCH abbraceia tutte quante le pro-
prietd viste precedentemente (§ 17) delle serie speciali, e permette
di precisar meglio qualcuna di esse. Cost dal fatto (v. la fine del
n.% 80) che di un gruppo @, che debba far parte di una gr speciale
si posson prendere ad arbitrio sull’ente non pi di » — r punti,
mentre quando la g7 ¢ data si posson prendere ad arbitrio » punti
per determinare un suo gruppo, si trae che r <<n — v, ossia

n = 2r;

ciod la proposizione del n.° 72, dalla quale poi nei ni 73 e 74 ab-
biam dedotto varie conseguenze..

Osserviamo inoltre, appunto in relazione colla fine'del n.> 80,
che se per avere un gruppo G, che determini una g7 speciale com-
pleta ed infinita si’ posson prendere ad arbitrio precisamente n — r
punti della curva canonica (', deve lo spazio 8,_,_; che congiunge
n — » punti qualunque di C incontrare ulteriormente questa curva
in  punti. Ora si vede facilmente che se € & curva semplice, ciod
(v. Ia fine del n.9 75) se Vente non & iperellittico, la cosa non &
possibile se non quando quello spazio sia un iperpiano (17), cioé:

n———r:p—l.

In tal caso la (3) ¢i da = 0; sicché i gruppi @, saranno i resti
rispetto alla serie canonica di #’= 2p — 2 — n punti indipendenti

(107) V. il prineipio della Memoria del sig. DEL Przzo, Sulle projezioni di
una superficie e di una varietd dello spazie ad n dimensioni (Rend. Acc. Napoli, 1886);
non che il n.% 2 delln Nota del sig. BERTINI, Intorne ad alcuni teoremi, eoc., citata
alla fine del n.? 59 (ed il ragionamento del sig. CASTELNUOVO riferito in quella
Nota). )
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rispetto a questa, cioé formanti una ¢°, completa. Dunque: tolto il
caso che lente sia iperellittico; e tolto.il caso delle g” complete che
son residue rispetto alla serie canonica di un numero qualunque di
punti indipendenti rispetto a questa, supposto ciod:

n—r<p—1,

saranno meno di » — r i punti dell’ente che si posson assumere ad
arbitrio per formare un gruppo di una g’ speciale completa (1%). Con
tali restrizioni sara dunque » < n — r ossia

n > 2r.
In questo modo viene ulteriormente precisato il cit. n.° 72. T1 segno
d’uguaglianza, cioe la

n = 2r

potra valere solo, oltre che nel caso iperellittico (n.° 69), per g¢” le
quali diano

n—yr=p—1,
donde (combinando con quella) r > p — 1; e quindi per nessun’altra

serie speciale che la serie canonica gﬁ’;_lg .

§ 20. Alcune applicazioni note.

85. Un’ovvia applicazione del teorema RIEMANN-ROCH serve per
rispondere alla questione se nna curva piana y di genere p e d’or-
dine n sia projezione di unna curva dello stesso ordine appartenente
allo spazio ordinario o ad uno spazio superiore (1), Cid equivale a
dire (v. n.% 26) che la g% staccata su y dalle rette del suo piano &
contenuta in una g, con r > 2. La cosa si decide subito se la curva,
ossia la g2, non é speciale: y avrd per spazio normale S, , . In caso
contrario, ad esempio se n < p -+ 2, si esprimera che la serie com-
pleta contenente la g2, cioé contenente un gruppo di questa, & di
dimensione r, dicendo (teorema RIEMANN-RoCH) che quel gruppo sta
in coP—?+—1 curve ¢, cioé aggiunte d’ordine » — 3 di y. Ora sic-
come quel gruppo si compone di n» punti in linea retta, le aggiunte
d’ordine n — 3 che lo contengono saranno quelle che si spezzano

(1%8) V., NOETHER, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven
(Abhandl. d. k. Akad. zu Berlin, 1882), teor, 1I1".

(109 Per lo spazio ordinario veggasi ad es. NOETHER, loc. ¢it., § 3; per uno
spazio qualunque il § 4 della Nota del sig. BERTINI, Intorno ad aleuni teoremi, ece.
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nella retta stessa ed in aggiunte d’ordine n — 4. Sicche quel fatto
si esprimera dicendo che 7 ammette co?—"+r—1 curve aggiunte d’or-
dine n — 4. Se si contano come distinte le condizioni che i punti
multipli di y impongono alle aggiunte d’ordine n — 4 si trova (n.° 61)
che queste curve sono oo?—?+1 : J'egsere invece oo?—n17—1 gignifica
che r — 2 di quelle condizioni- sono conseguenza delle rimanenti.
Dunque : condizione necessaria e sufficiente perché una curva piana di
genere p e d’ordine n, la quale sia speciale (ad esempio tale che
n < p - 2), sia projezione di une curva normale dello stesso ordine
di 8, & che precisamente T ~— 2 fra le condizioni che i passaggi pei
suot punti multipli impongono alle swe curve aggiunte d’ordine n — 4
siano conseguenza delle rimanenti (119, (Cfr. la fine del n. 76).

Jon cio si ha pure un modo per riconoscere se una data curva
di nno spazio qualunque S sia projezione di una curva dello stesso
ordine di uno spazio superiore §,. Bastera applicare il teorema pre-
cedente alla curva y d’ordine n projezione della curva data da un
Sx—s sopra un piano; oppure applicarlo addirittura alla data par-
lando (anzi che di curve aggiunte a y) di coni aggiunti d’ordine n —4
uscenti da un Sp_3, e {(anzi che di punti s-pli di y) di spazi Sy
s-secanti della curva data uscenti pure dall’§, 5, ecc.

Si osservi anche come si possan subito trasportare con la legge
di dualita le considerazioni precedenti. Cosl il fatto che una curva
piana di genere p e d’ordine » > p -+ 2 & sempre projezione di una
curva sghemba dello stesso ordine da, per dualita (nello spazio or-
dinario, sostituendo prima alla curva piana il cono projettante), que-
st’altro : wna curve piana di genere p e di classe n’> p -+ 2 sta sem-
pre su una superficie sviluppabile, non conica, della stessa classe. Ece.

86. La questione trattata nel n.° prec. conduce naturalmente a
pensare quest’altra: se una curva d’ordine » (di uno spazio qualun-
que) sia projezione di una curva d’ordine n - 1,n -4 2,... da uno
spazio che ne contenga 1,2,... punti. Bastera che ci limitiamo a
vedere se una curva C d’ordine = di 8, sia projezione di -un’altra
¢’ d’ordine n 4 1 d&i 8,41 da un punto P’ di (/. Indicando con P
la traceia su C della retta tangente in P” a (’, cio equivale a ve-

(*19) 8i noti che l'esistenza di curve aggiunte d'ordine » — 4 trae gia di con-
seguenza che la curva & speciale (perchs i smoi gruppi di » punti in linea retta
staranno su aggiunte d’ordine n — 3). — Il teorema esposto si pud completare
congiderando anche le curve agginnte d’ordine <{n—4: v. i lavori citati.

19
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dere se la serie lineare g7 che & segata su C dagli 8,_; del suo spa-
zio 8,, quando ai suoi gruppi si aggiunga il punto fisso P, dia ori-
gine ad una g7 1 parziale (percheé projezione della ¢ 11 che su ¢’ ¢
segata dagl’iperpiani passanti per P/, la quale & contenuta nella g;;fl
segata da tutti gliperpiani), oppure completa.

Domandiamo dunque se aggiungendo ai gruppi di una ¢ sopra
un ente di genere p un punto fisso P si pud ottenere una g” 4 COMm-
pleta. Percheé cid accada occorre anzitutto, evidentemente, che gia la
g’ sia completa. Inoltre questa serie dev’essere speciale, altrimenti
sarebbe n — r =p, e quindi (® 4 1) — » > p, sicche (n.? 65) la Iia
non sarebbe certo completa, Supposto che sian soddisfatte quelle due
condizioni, cioé che la ¢’ sia speciale e completa, un suo gruppo @,
imporra, pel teorema RIEMANN-ROCH, n — » condizioni ai gruppi ca-
nonici obbligati a contenerlo; e per esprimere che anche la g7 o
completa si dovra similmente dire che il smo gruppo costituito da
G, con P impone ai gruppi canoniei (n -} 1) — r condizioni, cio¢ una
condizione di piu: vale a dire che non tutti i gruppi canonici pas-
santi per @, passano anche per P. Dunque la condizione necessaria
e sufficiente affinché la serie completa d’ordine n - 1 che contiene un
dato gruppo di n -+ 1 punti abbia un punto P (di questo gruppo) per
punto fisso € che ¢ rimanenti n punti del gruppo stiamo in gruppi ca-
nonici (uno almeno) nei quali non stia . Questa proposizione & do-
vuta al sig. NOETHER ('*!), che le da il nome di teorema di riduzione
(Reductionssatz).

Ed ora, in base ad essa, possiamo rispondere cosl alla domanda
postaci da prineipio. Una curva di genere p e d’ordine n NON é pro-
jezione di una curva dordine n -1 di uno spazio superiore solo
quando essa ¢ speciale e tale che § gruppi camonici passanti per gli n
punti in cui essa & segata da un dato iperpiano non abbiano altri
punti comuni. — Ad esempio una curva piana d’ordine » & proje-
zione di una curva sghemba d’ordine » -+ 1 da un punto di questa
solo quando essa non € speciale, ciot non ammette delle curve ag-
giunte d’ordine » — 4; ¢ quando, essendo speciale, queste curve ag-
giunte hanno sulla data curva (tuori dei punti multipli) dei punti

(11 V. il n.% 3 della Nota Beweis und Erweiteruny eines algebraisch-functionen-
theoretischen Satzes des Herrn WEIERSTRASS (Journal fiir Math., 97, 1884); efr. an-
che Math, Ann., XXXVII, p. 424. — Questo teoremn di riduzione si pud pure,
seguendo il sig. NOETHER, mettere al principio (dopo il teorema del resto) di una
trattazione algebrico-geometrica delle serie lineari: veggasi la Memoria del sig.
BERTINI pubblicata con questa.
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fissi comuni (ognun dei quali si potra poi assumere come traceia
della tangente alla curva sghemba nel centro di projezione).

87. 11 teorema di riduzione si pud (col sig. NOETHER, loc. cit.)
enunciare sotto forma piu analitica cosi: La condizione mecessaria ¢
sufficiente affinche le funzioni razionali di un ente algebrico i cui in-
Jiniti (semplici) sono fra n -+ 1 punti dati siano tulte finite in wno,
P, di questi, & che esista almeno wn gruppo canonico (una @) che-con-
tenga @ rimanenti n punti ma nwon P . (Ofr. la fine del n.® 83).

Da esso si trae facilmente, seguendo il sig. NOETHER (*!?), un
elegante teorema del WEIERSTRASS, anzi una generalizzazione di
esso. Abbiansi sull’ente algebrico n punti qualunque, in tal numero
perd che per essi non passi alcun gruppo canonico (alcuna ¢): 1
ordineremo convenientemente, e chiamandoli Py P ... P, considere-
remo i gruppi di punti che si ottengono da

Gm,—_—'(Ple...Pm),

ponendo m =1,2,...,n, e li assumeremo come gruppi dei punti
infiniti di funzioni razionali dell’ente: ossia considereremo delle g
contenenti quei gruppi @, . Anzitutto prendiamo tanti degli » punti
dati da avere un gruppo G,y1= Py s... P, il quale determini
una serie completa, priva di punti fissi, e di dimensione 1: sicché
i gruppi minori Gy per m=1,2,..., u non staranno in serie g .
Pel teorema di riduzione i punti P, Py,..., P, imporranno u con-
dizioni distinte ai gruppi canoniei obbligali a contenerli; e questi
gruppi passeranno tutti per P,.;. Se fra gli #» punti dati ve ne
sono ancora altri pel quali passino tutti quei gruppi, indichiamoli
con Py, Puys,.., P, e poi indichiamo con P, un nuovo punto
(degli n). La serie completa determinata da G,y . non avrd (pel teo-
rema di riduzione) il punto P,,, come punto fisso, e quindi sarjy co?
(perche deve contenere la ‘/,1‘ 1o che si ha aggiungendo PM 1o 81 gruppi
della gL 1 determinata da G” +1) e non avra nemmeno punti fissi nei
punti precedenti (perché non ne ha la g}i 1 nominata). Similmente
non avranno punti fissi le serie determinate da G ys,..., G, ;. In-
vece la serie completa determinata da &, avra P, per punto fisso.
Al gruppi canonici che 1li devon contenere i punti P, ... P, impon-
gono u -+ 1 condizioni distinte. Se quei gruppi passano ancora per
altri punti degli » dati li indicheremo con P, 1, Py a,y..0y Py 13

(112) Nota citata (Journal fiir Math,, 97).
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e con P, indicheremo un nuovo punte. La serie completa determi-
nata da G,41 non avra per punti fissi ne P, ne P, ., perché ogni
gruppo canonico che passa per G, _; e per uno di questi due punti
passa pure per Valtro; ne ha punti fissi nei punti di ¢,,—;, perche
non ne ha la serie determinata da questo gruppo. Similmente non
hanno punti fissi le serie complete determinate da G q0,..., G
mentre quella determinata da G, avrd P, per punto fisso. Ed ora
si continui, considerando i gruppi canonici passanti per G, — ai
quali gruppi canonici sono con cio imposte u -+ 2 coundizioni distinte
—, e quei nuovi punti fra gli n dati che son comuni ad essi; ecc.
Si arrivera fino ad aver un gruppo G,, che imporra p — 1 condizioni
distinte ai gruppi canoniei, vale a dire che stara in un solo gruppo
canonico : sard evidentemente ! = p — u — 1. S’indicheranno allora
con Pyiy, ...y Py 4;—1 1 nuovi punti fra gli # dati, che stanno in
quel gruppo canonico; e finalmente con Pw_H 3+ ooy Py 1 rimanenti.

Allora fra i gruppi di punti G,, i soli che determinino serie
complete dotate di punti fissi saranno quelli che corrispondono ai
valori seguenti di m:

Ly 250y py s Mgyeeey g,

(ognun dei quali imponeva ai gruppi canonici una nuova condizione,
rispetto al gruppo precedente), i quali complessivamente sono in nu-
mero di p. Possiamo esprimer cio in altro modo dicendo che: tra
le funzioni razionali dell’ente che sono infinite risp. nei soli punti dei
vard sgruppt G (m=1,2,...) mancano solo quelle corrispondenti a
P valori di m.

B questa la proposizione con cui il sig. NOETHER generalizza
un teorema del WEIKRSTRASS. Questo (che nelle Lezioni del sommo
analista si trova distinto col nome di Liickensatz) si deduce suppo-
nendo che gli # punti considerati coincidano: Tra le funzioni razio-
nali dell’ente i cui infiniti coincidono tutti (¢ siano m) in wn dato
punto (113) mancano solo quelle che corrispondono a p distinti valori
del grado m, ossia dellordine d’infinitd di quel.pzmto. In altri ter-
mini se si considerano le serie lineari complete d’ordine m che hanno
un dato punto P come m-plo, i valori di m che corrispondono a serie
per cui P & punto fisso sono sempre in numero di p. — Rappre-
sentando l’ente di genere p > 1 con la curva canonica € di Sp—i,
mancheranno le funzioni razionali di grado m che sono infinite solo

(43) Cotali funzioni hanno un’importanza particelare in quelle Lezioni.
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in P, vale a dire la g, completa determinata dal punto m-plo P
avrd questo punto come punto fisso, se (pel teorema di riduzione)
esistono iperpiani che in P incontrino m — 1 volte, e non m volte
la curva €. Cio accade in un punto generico di € pei valori (114)

m=1,2,...,p;

in un ordinario punto d’iperosculazione (di contatto con iperpiani
stazionari) per ’

m=1, 2,..., p—1, p-41;
ed in generale in un punto singolare qualsiasi di ¢ (v. w0 43), il
quale sia multiplo secondo i (= 1) per la curva (1) e conti ¢y, is ,...,
ip_p volte come punto comune a questa ed alla retta tangente, al
piano osculatore, ..., all’iperpiano osculatore, per

m=1, i1, i1+1, d-+1,..., ips-+ 1010,

§ 21. Sulle corrispondenze univoche e sui moduli
di un ente algebrico.

88. La determinazione delle serie lineari esistenti sopra un dato
ente algebrico si fa in modo noto, basandosi sulle proprieta fonda-
mentali stabilite nei paragrati preced., specialmente sul teorema
RIEMANN-ROCH : possiamo limitarci a rimandare per essa alla Me-
moria BRILL-NOETHER (7).

Vogliamo invece fare ancora un cenno sulla questione della
possibilita di riferire biunivocamente fra loro due enfi algebrici di
genere p: il che e¢i condurra in pari tempo al numero dei moduli,

(114) Su questo cfr. anche NOETHER : Usber einen Satz aus der Theorie der al-
gebraischen Functionen (Journal fiir Math., 92, 1882).
(115) Tolto il caso iperellittico si ha sempre i==1: v. la 2,3 nota al n.0 82,
(116} Su questi punti singolari dell’ente algebrico ed i valori di m nel Li-
ckensatz & ritornato recentemente il sig. HuRWITZ nella Memoria citata al n.0 43
(Math. Ann,, XLI, 1892). Nel numero complessivo dei punti d’iperosculazione della
curva canonica quale risulta dal u. 42 egli determina 1’influenza di un punto sin-
golare qualunque (v.n.043); e giunge al notevole risultato che i punti singolari
" distinti sono sempre in numero > 2p + 2, tolto il caso iperellittico nel quale
sono appunto 2p + 2.
(7 Ed anche, per il numero delle serie minime (quando questo numero &
finito), alla Nota del sig. CASTELNUOVO : Numero delle involuzioni razionali giacenti
sopra una curva di dato genere (Rend. Aco. Linecei, settembre 1889).
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ed alla determinazione degli enti algebrici con infinite trasformazioni
biunivoche in se.

Se p =0, cio¢ se.gli enti son razionali, esistono sempre oo3
corrispondenze biunivoche fra essi: le corrispondenze bilineari. Non
vi son moduli.

Se p=1, cioe se gli enti sono ellittici, vi & (n.° 68) un modulo ;
e vi sono oo! corrispondenze biunivoche fra i punti di un ente, os-
sia fra quelli di due enti che abbian lo stesso modulo.

In quei due casi di p =0 e p =1 ogni punto dell’ente si puo,
con una trasformazione biunivoca di questo, mutare in ogni altro;
non vi sono sull’ente punti particolart (dal punto di vista della geo-
metria sull’ente). Quando invece si abbia p > 1 vi saranno sull’ente
dei punti particolari, a cni potremo ricorrere per la mnostra questio-
ne. Tali sono i punti p-pli della serie canonica, i quali sono in
generale (n. 42, per n =2p — 2, r = p — 1) in numero di (p — 1)
-p(p-+ 1) (M3). Per un punto siffatto P indichiamo con m il minimo
numero tale che esista una ¢! di eui P sia punto m-plo: la ¢! non
avrd punti fissi e sard wnica, perché se vi fosse una g2 avente I’
per punto m-plo, il resto di P rispetto ad essa sarebbe una ¢! |
avente P per (m — 1)-plo. Sara m < p; m sara il primo dei gradi
non mancanti di funzioni razionali infinite mnel solo punto P, del
Liickensatz del WEIERSTRASS (v. la fine del n.® 87). — Cid posto
la g che si sard in tal modo determinata avra in tutto 2(m -
-+ p — 1) elementi di diramazione o punti doppi. Di questi possono
coincidere in uno stesso punto al pitt m — 1 (.0 36): cosi appunto
accade pel punto m-plo P. Ma siccome m <p sara 2 (m |+ p —
—1)>4(m —1), e quindi la g} avra pin di 4 elementi di dirama-
zione distinti. Ora se fra due enti y,y” vi & una ecorrispondenza
biunivoea, al punto particolare P di y dovra corrispondere uno degli
analoghi punti (in numero finito), P’, di 9/, alla g! determinata da
P la g! determinata da P’: e la corrispondenza biunivoca fra queste
due ¢! dovra far corrispondere agli elementi di diramazione dell’una
quelli dell’altra. Essendo pi# di 4 questi elementi distinti in ogni
g1 , le corrispondenze siffatte, possibili fra queste, (corrispondenze
projettive o bilineari), saranno in numero finito. TFissata poi una
corrispondenza fra le due ¢! le corrispondenze biunivoche possibili

(148) I1.ragionamento che segue si pud riferire alle curve canoniche del ge-
nere p. Allora le corrispondenze biuniveche di cui si parla diventano (n.® 75)
collineazioni.
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fra y ¢ »" che danno origine a quella saranno pure in numero finito:
anzi non ve ne potrd essere pitt di una, quando per quelle coppie
di gruppi di diramazione omologhi che contengono piu punti doppi
si gia fissata anche la corrispondenza tra questi (1'%, Concludiamo
dunque che: fra due enti di genere p > 1, o sopra wun ente di tal
genere, wnon vl . puod. essere che un numero finito di corrispondenze
biunivoche (1%0). ,

Di qui segue poi che sopra un ente di genere p > 1 una corri-
spondenza biunivoca ¢ sempre periodica (1*1), ece.

(419) Cid si puo dimostrare geometricamente, riducendosi a provare che wunra
corrispondenza biunivoca fra i punti di y la quale abbia per punti unitd tutli i
2(m 4 p — 1) punti doppi di una g}n (m > 2) & un’identity. Ed invero una corrispon-
denza biunivooa non identica fra ¢ puniti di un ente del genere p non pud avere pin di
2p + 2 punti uniti: giacchd determina fra i gruppi di una g;_H (che non sia tra-
sformata in sd stessa dalla corrispondenza), quando si considerino come omolo-
ghi due gruppi che econtengane 2 punti omologhi, una corrispondenza (p+1,p+1)
la quale avra 2p -+ 2 elementi uniti.

Qnest’ultima proposizione si trova al principio del lavoro del sig. HURWITZ
(Math, Aunn.,, XLI) citate in nota al n.0 87: da essa e dall’altro risultato ivi
ricordato sul numero dei punti singolari distinti dellente algebrico I'A. trae una
nuova dimostrazione del fatto che il numero delle corrispondenze biunivoeche fra
i punti 'dell’ente & finito,

(**%) Come si sa, d dovuto al sig. SCHWARZ il teorema che an ente di genere
p >1 non pud ammettere un’infinith continua (analitica) di corrispondenze bira-
gionali: v, Usber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei verdnderlichen
G'risssen, welche eine Schaar rationaler, eindeutig umkehrbarer Transformationen in sich
selbst zutassen (Journal fiir Math., 87, 1879). Che ¢id valga anche per un’iufinita
qnalunque, discontinua, sembra esser stato dimostrato per la prima volta dal sig.
KrEIN in una lettera del 1882 al sig. POINCARE (V. p. 16 della Nota ai que-
st/nltimo: Sur un théoréme de M. FUCHS, Acta math., 7, 1884), Del resto la se-
conda delle due Note (Math. Ann,, XX e XXI, 1882-83) che il sig. NOETHER ha de-
dicato al teorema del sig. SCHWARZ oontiene una dimostrazione che si pud esten-
dere al caso di ur’infinitd discontinua di corrispondenze: ed ® appunto quella di-
mostrazione opportunamente modificata che sopra si & esposta.

Nuovi importanti risultati sulle corrispondenze biunivoche che possono esi-
-stere sopra un ente algebrico si trovano poi nel lavoro del sig. HURWITZ: Uecher
diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen
{Goth, Nachr., 1887; Math. Ann., XXXII), e nell’altro pid recente (Math. Ann.,
XLI) gia oitato.

(*2t) Cfr. i citati lavori del sig. HURWITZ. V. anche una mia Nota (Rend.
Ist. Lomb., 1888) citata nella prefazione, per la convenienza di rappresentare
lente mediante la curva ecanonica, e quindi le corrispondenze bianivoche sullente
mediante collineazioni (cicliche) che mutano in s® guesta ourva (ad es. pel caso
delle corrispondenze invelutorie, ciod degli enti che considereremo al n.? 90),
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89. Dal ragionamento precedente si trae anche subito il numero
dei moduli. In generale dei 2 (m + p — 1) elementi di diramazione
della g1 di y ve ne saranno m — 1 coincidenti in quello che con-
tiene il punto P ¢ poi altri m 4 2p — 1: in tutto 2p -+ m elementi
distinti; e quindi 2p 4+ m — 3 birapporti. Per tutti gli enti equi-
valenti (per trasformazioni birazionali) a y questi birapporti avranno
gli stessi valori (sebbene non siano individuati questi valori, non
essendo il punto P su y individuato, ma solo determinato in un
numero finito di modi). Viceversa dati questi birapporti, comunque,
un teorema d’esistenza per le funzioni algebriche, del RIEMANN (1%2)
ci assicura che esistono degli enti di genere p contenenti una
gL con un elemento di diramazione (m — 1)-plo e 2p +m —1 ele-
menti di diramazione semplici, i quali abbiano precisamente quei
dati birapporti: e ci dice anzi che quegli enti costituiscono un nu-
mero finito di classi di enti equivalenti (per trasformazioni birazio-
nali). Dunque quei birapporti, nel senso spiegato, si posson riguar-
dare come moduli dell’ente algebrico: ¢ moduli sono 2p +m — 3.
Se Vente & generale di genere p™> 1, sard m =p (P sard un punto
p-plo della serie canonica) e quindi ¢ moduli dell’ente generale di
genere p > 1 sono 3p — 3. Se Pente e iperellittico, P sara un punto
doppio della gl; si avra m =2, ed il numero dei moduli si ridurra
a 2p —1 come al n. 67.

90. Possiamo determinare il numero dei moduli in un altro caso,
che pure abbraccia il caso iperellittico: quello di un ente del genere
P che contenga wna ed une sola involuzione di 2.° grado del genere

(42%) 'Th. d. ABEL’schen Funct, ni 3 e 5: il teorema consiste in questo, che si
posson fissare ad arbitrio i 2(m 4 p — 1) punti di diramazione della superficie
ad m fogli distesa sul piano xy per determinare un sistema di funzioni algebriche
di x + iy diramate come questa superficie; e queste sistema risulta bene indi-
viduato quando si sia fissato per ciascun punto di diramazione quali sono i fogli
che esso congiunge., Cfr. anche la determinazione del numero dei woduli, fatta
nel n.% 12 di quella Memoria.

Non sembra che finora si sia riuseiti a stabilire per via geometrica, od alge-
brioa, il teorema di RIEMANN relativo al numero dei moduli, in modo pienamente
soddisfacente. Nella Memoria BRILL-NOETHER esso & dimestrato in vari medi
(Puno dei quali adopera appunto, come sopra si fa, una g con punto p-plo): i
quali'perd presuppongono tutti, in sostanza, il suddetto teorema d’esistenza (o qual-
cosa di equivalente) per completare i conti di costanti con cui si stabilisce 1’e-
sistenza di certe curve (ad es. di curve per oui si sono assegnati ad arbitrio i
birapporti degli elementi di diramazione di una gqln, ece.).
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7, vale a dire di un ente che equivalga ad una curva di genere p
tracciata sopra una rigata del genere s in guisa da incontrarne due
volte le generatrici (e da esser semplice per la rigata): come la curva
d’intersezione della rigata con una quadrica. Dal n. 22 (nota) segue
(salva la restrizione ivi indicata) che i moduli di un ente cosi fatto
saranno i moduli dell’ente di genere = costituito dall’involuzione di
2.0 grado, pitt i moduli od invarianti per trasformazioni birazionali
che su quest’ente hanno gli elementi di diramazione dell’involuzione,
i quali sono (n. 40) in numero di 2(p — 2z -+ 1). T chiaro che
ognuno di questi elementi ha un modulo: tolti i casi di #=10,1,
nei quali corrispondentemente alle oo®, oo! trasformazioni biunivoche
ammesse dall’ente di genere x si diminuisce di 3 o di 1 unita il
numero complessivo 2 (p — 2z -+ 1) del moduli di quegli elementi.
Ma in quei casi aumenta risp.-di 3 o di 1 il numero dei moduli di
quell’ente, che per &> 1 sarebbe 37z — 3. Dunque in tutti i casi
il numero dei moduli dell’ente di genere p considerato sara: ‘

Br—3)+2(p—2nt+1)=9—a— 1.

Quest’espressione, tanto minore quanto maggiore ¢ =, fa vedere
che per un ente di genere p il contenere un’involuzione di 2.° grado
costituisce una particolarita tanto maggiore quanto pitt grande & il
genere di tale involuzione.

§ 22. Sulle rigate algebriche.

91. Termineremo questo lavoro con qualche applicazione alle
rigate e varietd costituite da co! spazi (1?3).

Nel § 13 abbiamo ottenuto, per una varietd M, d’ordine »
lunogo di una oo! del genere m di spazi 8;, ognun dei quali con-
tenga k -+ 1 punti di una curva d’ordine n e genere p, la formola
(n.0 52):

(1) n—p=v—(Ek+1ant+k-tz;

e questa (per m=0) & poi stata fondamentale in questo 3.0 Cap.
per ottenere le proprietd essenziali delle serie lineari speciali sopra
la curva di genere p. Ora da essa possiamo inversamente, valen-
doci di queste proprieta, dedurre risultati importanti per la va-
rieta Mk+1 .

(1?3) Vv, i miei laveri sulle rigate e in generale sulle varietd composte di oo!
spazi, citati nella prefazione.
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Si osservi in fatti che, data ad arbitrio in 8, la varietd M, ,
si posson sempre. tracciare su essa infinite curve y ognuna delle
quali incontri gli 83 generatori della M;,; in k¥ + 1 punti, per modo
che sempre, senz’eccezione, il gruppo di k- 1 punti di ogni 8§ si
componga di punti linearmente indipendenti, cioé non situati in uno
spazio minore, sicche, pel significato di 2 nella formola (1) applicata

ad una tal curva,
2=0.

Si ottiene, ad esempio, una tal curva segando la M;,; con un
cono M, _; projettante da un 8,_;_ (che non incontri la M;y,) una
curva razionale normale d’ordine k -+ 1 {!*%): giacch® un tal cono &
segato da un S generatore della M., secondo % -+ 1 punti, che si
posson riguardare come situati su una curva razionale normale d’or-
dine k¥ 4 1, e quindi non possono giacere in une spazio inferiore.
Cio posto, se » & Dordine e p il genere di una curva y della detta
specie, varra la (1) con 2z = 0. Se y & projezione di una curva y” dello
stesso ordine n appartenente ad uno spazio superiore ad §,, la
Myq1 data sard projezione di una My, appartenente a questo spazio
superiore, luogo degli §; contenenti i gruppi di punti di p” e¢he han
per projezioni i gruppi di ¥+ 1 punti di y posti negli spazi gene-
ratori della varietd data. I’ordine della nuova My, sard ancora v:
poiché in caso opposto dovrebbe qualcuno dei suoi S, incontrare lo
spazio centrale di projezione, donde deriverebbero su p dei gruppi
di k-1 punti posti in spazi inferiori ad 8y, il che & contrario all’ipo-
tesi fatta su y. Adunque la My, data € o non & projezione di una
varieta dello stesso ordine appartenente ad uno spazio superiore
secondo che la stessa proprietd ha o no una qualunque delle eurve
y tracciate su essa nel modo detto. Applicando a queste curve un
risultato del n. 65, e tenendo conto della (1) avremo che: Una va-
rietd Mii: luogo di una- ool del genere n e d’ordine v di spazi Sy ha
per spazio normale uno di dimensione

v— &k -+a-tk,
oppure maggiore: ¢io a seconda che le dette curve yp tracciate su

essa sono mon speciali oppure speciali. Corrispondentemente a cio si
potrebbe ehiamar speciale la varietd My, nel 2.° caso.

(124) Se r =%k 4 1, ciod se si tratta di una oo! di spazi §) in Sh;+1 , per la
curva che si vuol costrurre si potra addirittura assumere una eurva razionale
normale d’ordine k-1 (contata tante volte quanta & la classe di quella oco! di spazi).
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Se m =0, visto che una Mzy; non pud appartenere ad uno spa-
zio superiore di S,y , sara precisamente questo. lo spazio normale:
cioe le Mﬁ+1 luoghi di una ool razionale di Sy son proiezioni di quelle
(dello stesso ordine) appartenenti ad S,4x .

Si avverta che queste proposizioni valgono anche per le varieta
col di 8, contenute nello spazio Siyi: » indicherd allora la clusse
della varietd (come gid si osservo al n.? 50)(*?5). — Ed anche si
noti come applicando ad una curva y della M,y ., invece che il
n.’ 65, una proposizione del n. 86, si possa riconoscere se la
My, sia projezione di varieta appartenenti a spazi superiori e di
ordini superiori: il che pud anche esser utile.

(#*8) In oconseguenza, posto k=1, i risultati oche nei miei lavori sulle rigate
sono stabiliti mediante projesione delle rigate normali (v. specialmente, per quelli
pit generali relativi al genere p, il lavoro dei Math. Ann., XXXIV), in particolare
le proposizieni sulle direttrici dei vari ordini (ad es. su quelle d’ordine minimo) di
una rigata, valgono anche per le rigate piane, vale a -dire per gl'inviluppi piani
di rette; danno ciod le varie curve (punteggiate) che con una data ool .di rette
del piano sono in corrispondenza biunivoca e prespettiva, ossia tale che ogni punto
sta sulla retta omologa; e forniscono cosi le generazioni di una curva piana al-
gebrica come inviluppo delle rette congiungenti i punti omologhi di due curve
in corrispondenza biunivoca. — Similmente si pud procedere per k = 2, ed appli-
cando metodi analoghi a quelli dei citati lavori sulle rigate si possono otteuere
facilmente (¢ sarebbe bene che fosse fatto) dei risultati sulle curve (e rigate) diret-
triei di una varietd oco! di piani, anche nel caso che questa stia nello spaszio or-
dinario, vale a dire che si tratti dei piani di una sviluppabile ordinaria, Si a-
vranno cosl le curve (e rigate) riferite prospettivamente ad nna col di piani, e
quindi le generazioni di questa varietd mediante i piani conginngenti i punti o-
mologhi di tre curve in corrispondenza univoca (o mediapte i piani congiungenti
le rette ed i punti omologhi di una rigata ed una curva in corrispondenza
univoca). B

Nel oaso che la varietd di piani sia razionale la cosa & gid effettnata nella
mia Nota: Sulle varietq normali a tre dimensioni composte di serie semplici razionali
di piani (Atti Ace. Torino, XXI, 1885), ed in quella simultanea del sig, BriuL: Ueber
rationale Curven und Regelfidichen (Sitzber. bay. Akad., 1885 ; ristampata nei Math.
Ann., XXXVI, 1890). E quelle stesse quistioni, o le duali, relative ad una curva
razionale, piana o sghemba, si ritrovano in lavori piti recenti del sig. W. STAHL
(Zur Erzeugung der ebenen rationalen Curvem, Math. Ann., XXXVIII, 1891; Zur
Erzeugung der rationalen Raumcurven, Math. Ann.,, XL, 1892 ; ecc.) e d’altri;
senza che nessuno abbia avvertito come esse sian risolte dai miei lavori sulle ri-
gate, e varietd di piani, razionali. Richiamo 1’attenzione su cid non per la que-
stione di -prioritd, ma per rilevare come i metodi geometrici da me adoperati
diano molto di pitt che quelli algebrioi usati da quegli Autori: diano ciod la ri-
soluzione degli stessi problemi pel genere p qualunque (v. ad es, il cit. lavoro,
Math. Ann.,, XXXIV).
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92. Limitiamoci ora al caso di k=1, cioe delle rigate. Avremo,
come cago particolare, dal n.” prec., che wuna rigata di genere p e
d’ordine v ha per spazio normale un S,_op11, od uno spazio supwiord

Poniamo che la rigata sia piena, ciot si riduca al sistema delle
tangenti di una curva piana di genere p e classe v. Avremo che se
y=2p -+ 2 la curva, e precisamente la serie delle sue tangenti,
gi pud sempre ottenere come projezione (contorno apparente) di una
rigata (appartenente ad §,_s,11 e quindi non piana) d’ordine ». Indi-
cando con » lordine e con r il numero delle cuspidi (o pitt in gene-
rale dei punti di diramazione) della eurva piana, la relazione (n.° 37)
v+ r=2(n-+p—1) riduce la condizione »=2p + 2 a

<< 2n—4.

Dunque: wuna curva piana (non rette) di genere p e di classe
v=2p -+ 2, ossia d’ordine n e con un numero di cuspidi (punti di
diramazione) << 2n — 4, ad esempio una curve prive di tali singola-
ritd, & sempre il contorno apparente di una rigata non piana (di ge-
nere p e d’ordine v) da un punto esterno (1*).

Trasportando per dualitd (nello spazio) si ha quest’altro teo-
rema: una curva piana di genere p e d’ordine n=>2p -+ 2, ossia
una curva piana di classe v con un numero di flessi (tangenti di dira-
mazione) << 2v — 4, sta sempre su una rigata non cono dello stesso
ordine.

In questi enunciati le condizioni che abbiamo imposte alla curva
piana son sufficienti, ma non necessarie. Per riconoscere in qualunque
caso se essi valgano anche non verificandosi le dette condizioni si
fard cosl (v. n.0 91). Si costrnisca una curva y, semplice o multipla,
in tal corrispondenza con la serie delle tangenti della data curva
piana O che ogni tangente di questa abbia due punti omologhi su y
¢ li contenga, mentre ogni punto di y abbia per omologa una sola
tangente di C (passante per esso); e che la coincidenza dei due
punti di y corrispondenti ad una stessa fangente di C abbia solo
luogo per contatti, non in punti doppi di y. Cosl y potra essere
(secondo il metodo generale del n.° 91) la curva d’intersezione di una
conica con la rigata delle tangenti di C, vale a dire una curva d’or-

(126) Sappiamo poi che quando ad es. 8 n =p + 3 la curva d projezione di
nna curva sghemba dello stesso ordine; sicchd la rigata d’ordine » su nominata
si potrd assumere svilappabile se la curva piana non ha cuspidi (in caso con-
trario queste potrebbero esigere che il centre di projezione giaccia sulla svilup-
pabile). — Osservazione duale (v. n. 85) per la proposizione duale,
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dine 2» composta di quella conica riguardata come »-pla; oppure
il luogo delle intersezioni delle tangenti di € cogli elementi omologhi
di un sistema co! di coniche in corrispondenza biunivoea con quelle
tangenti. In ogni caso si veda sela curva y cosi ottenuta & speciale
o0 no. Se non & speciale, le condizioni che sopra abbiam poste per
la 1.* proposizione, ciot » = 2p -+ 2 od r << 2n — 4, saranno neces-
sarie. Se invece y ¢ speciale sara C il contorno apparente di una
rigata non piana d’ordine » anche se » = 2p 4 1 ossia » =92 — 3;
e potrda esserlo anzi per valori minori di ». — Dmualmente si opera
per la proposizione duale.

93. Le rigate che al n.% 91 abbiam detto potersi chiamare spe-
ciali, quelle cio¢ d’ordine n e genere p che hanno per spazi normali
spazi superiori ad 8,_g,11 (ciod p > 0), presentano delle proprieta
particolari che vogliamo ancora esaminare.

Anzitutto possiam subito vedere che una rigata dordine n e
genere p >0 che abbia per sezioni iperplanari delle curve normali é
un cono. Invero sia 8, il suo spazio: due 8,_; generici taglieranno
la rigata secondo due curve normali d’ordine n, le quali dalle gene-
ratrici della rigata son riferite univocamente, con un gruppo di n
punti uniti nei punti d’incontro della rigata coll’S,_, comune ai due
S,—1. La corrispondenza fra le due curve sara dunque (n.° 57) con-
tenuta in una collineazione tra i loro spazi: e questa avendo =
punti uniti sn un 8,_,, con n = (r — 2) -+ 2 (ossia n_>r, perche
quelle curve d’ordine n degli S,._; sono di genere >0 e quindi
appartengono a spazi inferiori ad §,), mentre r — 1 qualunque di
quei punti non stanno in un S, (efr. la nota (1°7)), avra tutti i punti
dell’S,_ per punti uniti, cioé sard una prospettivita: le rette congiun-
genti i punti omologhi,  in particolare le generatrici della rigata,
passeranno per uno stesso punto. La rigata e dunque un cono.

Cosi ad esempio se una rigata di genere P> 0 e dordine
n>2p — 2 appartiene ad un B, _p1,, ovvero ha un tale spazio per
spazio mnovmale, essa ¢ un cono. — Si noti che con quelle ipotesi,
p>0e n>2p—2, gli spazi normali per le rigate speciali vanno
da 8, _gpt2 ad Su_pir (v. la fine del n.% 74): sicché la proposizione
ora enunciata si riferisce alle rigate speciali estreme.

94. Proposizioni molto piu generali potremo ottenere per un’altra
via, basata sul teorema RIEMANN-ROCH.

Sia F una rigata di genere p > 0 e d’ordine n appartenente ad
S,. Per un numero i--1 di generatrici arbitrarie, ove ¢==0 ed
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inoltre, per cio che diremo poi, @< p -1, conduciamo un iperpiano
Sy—1: cio sara sempre possibile se

(1) ¥ =>2i 4 2.

I’intersezione residua di quell’iperpiano con F sard una curva d’ordine
n — ¢ — 1, la quale potra spezzarsi ulteriormente. Comunque perd
essa sia, non potra stare in un 8,_, mnellipotesi gid fissata di
i << p— 1, altrimenti gViperpiani passanti per questo spazio seghe-
rebbero F (oltre che in quella curva) in una serie lineare g;1, di
generatrici, di cui farebbe parte il gruppo di 7 -+ 1 (< p) generatricl
che s’era scelto ad arbitrio, il che contraddirebbe al teorema
RIEMANN-ROCH.

Supposto dunque, per maggior generalita, che quélln curva d’or-
dine » — i — 1 si spezzi in una eurva ™ d’ordine m direttrice irri-
duttibile, semplice o multipla, ed in (# —m — i — 1) generatrici
(numero = 0), dovri lo spazio 8; a cui appartiene y essere di dimensione

(2) h>r—n-m-i:

altrimenti esso, insieme con quelle generatrici (che si appoggiano a
y, e quindi ad 8;), determinerebbe uno spazio di dimensione r — 2,
o minore, che conterrebbe la curva complessiva.

La curva y™® di 8, & certo speciale se

h=m-—p-+1,

condizione che & sicuramente soddisfatta, grazie alla relazione (2), se
poniamo la seguente condizione

3 ' t=n—p—r—4+1,
Siccome i << p — 1, questa nuova condizione ha per conseguenza
4) r=n—2p+ 2,

e quindi esige che I’ sia una rigate speciale. Supposto che cosi sia,
siccome lo spazio normale della rigata sard 8, _g42 od uno spazio
superiore, potremo anche supporre soddisfatta la (4); ed allora la (3)
ci dard per ¢ un limite minimo che riescira <Ip — 1, cosiccheé Ia
si potra soddisfare con un valore di ¢ tale che 0 <<i<<p — 1. Se
si pud fare in modo che quel valore di ¢ verifichi anche l’altra con-
dizione (1), potremo asserire che la curva y™ da noi costruita é spe-
ciale. Ora la (1) varra certo se r > 2p (poiche p =17 -+ 1); od anche
se n=4p — 2, perché da questa e dalla (4) segue »=>2p. Pos-
gsiamo dunque dire che una rigata di genere p > 0 e d’ordine n la
quale sia speciale, cioé¢ abbin per spazio normale un S, ove r >n —
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— 2p - 2, contiene sempre una curva direltrice speciale (se esiste un
valore di i compreso tra 0 ¢ p — 1, i limiti inclusi, il quale verifichi
le condizioni (1) e (3); ed in particolare) se é r =2p, od anche s¢ &
n>=>4p — 2. S’intende che quella curva potra esser semplice o
multipla. ‘

95. Il fatto che la curva y di genere p, d’ordine m, di S, &
speciale ci da (n.! T4 e 72):
h<p—1, m<2p—2,
m == 2h.

Ma possiamo ottenere pei numeri & ed m delle limitazioni ulteriori,
considerando la serie lineare g'—"=1 che sulla rigata F & segata
dagliperpiani passanti per §;, ¢ supponendo che questa serie non sia
speciale. Basta percio che la sua dimensione sia =>p, vale a dire:

r=p+h-4+1;
oppure che il suo ordine sia > 2p — 1, vale a dire:
n=2p +m—1.
La 1.2 condizione si verifica certo, in causa della h <2 p — 1, se poniamo:
r=2p; |

la 2.* invece, in causa della m << 2p — 2, se poniamo:

n==4p — 3.

Allora dal fatto c¢he quella serie non e speciale seguira:

m—m)—r—h—1)>=>p,
ossia:

(5) m—h<<n—p—r-41.

Questa confrontata con la (3) da:

(6) m—h<i.

E d’altra parte la (5) stessa, o la (6), in forza della m = 2h danno pure:
) h=n—p—r-+4+1

(8) h<<i,

Ora ¢’indichi di nuovo con 8, lo spazio normale per la rigata,

¢ nella costruzione della curva p fatta nel n.% preec. si prenda per i
il valor minimeo, cio®, per la (3),

t=n—p—r-4+1,
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siccheé la condizione (1) diventa:
n=p-+3i+1.

Potremo allora completare Penunciato con cui finiva il n.% prec. cosi:
Se st pone r=n—p—i-41,0<<i<"p—1), la rigata conticne.
una curva direttrice speciale (se n =p -+ 31 - 1 ed in particolare) se
n=>4p — 2, oppure se r = 2p (vale a dire n = 3p i — 1); ¢ sotto
Puna o Valtra di queste due condizioni lo spazio normale per quella
curva sard di dimensione h < i, mentre Vordine m della curva stessa
sard tale che 2h <<m =<_h -} 1i.

Dando ad ¢ i valori 0,1,2,... (il primo dei quali riportera
al teorema del n.? 93); ovvero a p i valori 1, 2,...; si otterranno
come casi particolari una serie di proposizioni notevoli relative alle

rigate speciali.



