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11.

SULLE VARITETA NORMALI A TRE DIMENSIONI
‘ COMPOSTE DI SERIE
SEMPLICI RAZIONALI DI PIANI

« Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino »,”
vol. XXT, 1885-86, pp. 95-115.

Nel presente lavoro, proseguendo le mie ricerche di geometria
ad n dimensioni e specialmente quelle contenute nella mia Nota
Sulle rigate razionali in uno spazio lineare qualunque (), mi occupo
delle 8, —Fy di S,42(). Le rigate razionali normali, queste varieta,
e pilt in generale le §; — Fiy; di 8,y; erano gid comparse nel mio
lavoro -sui fasci di coni quadrici in uno spazio qualungue (3) come

(1) Atti di questa R. Ace., vol. XIX, [p. 355]. — Nel citare i ni di quella
Nota 1i faro precedere dalla indicazione E.

(®) In generale con Si~F,?+1 g'intende una varietd d’ordine » ad ¢ -} 1
dimensioni composta di oot §;. E dicendo che nna varietd gualunque (anche seo
composta) appartiene ad uno spazio (lineare), intendo che non solo vi & contenuta,
ma che non sta in uno spazio a minor numero di dimensioni. Le Fﬁ}-l non pos-
sono appartenere ad nno spazio di piu che n 4+ ¢ dimensioni (per un noto teorema
che il CLFrorp dimostrd per i =0 e che il sig.. VERONESE cstese ad ¢ qualun-
que) ; quelle §; — F?—{-l che appartengono ad un 8, . si diranno normali: da esse
si ottengono tutte le altre serie semplici razionali di §; mediante proiezioni.
Supporrd sempre che non siano coni, perche se fossero tali il loro studio si ridur-
rebbe a quello di varietd della stessa specie e non comiche, a minor numero di
dimensioni.

'(3) Atti di quest’Acc., vol. XIX, [p. 878]. — 1l sig. DEL PEzzZo in una
recente Nota Sulle superficie di ordine n immerse nello spazio di n + 1 dimensioni
(Rend. Acc. Napoli, settembre 1885), ha dimostrato che le sole superficie ‘F;L im-
merse in Sp41 (0, come io dico, appartenenti a questo spazio) sono appunto rigate
razionali normali, fatta eccezione per una F; di 8, che fu studiata successiva-
mente dal sig. VERONESE (Mem. Acc. Lincei, 1884) e da me (in un lavoro Sulla
geometria delle coniche, nel vol. XX di questi Atti). Orbene da quella proposizione
si trae senza difficoltd, che le F?_H appartenenti ad S +i 8omo  appunio [ per
n > 2] le nostre S; — F?_I_l , fatta solo eccezione pel caso di n =4, in cui esiste
inoltre in S; g UnG F’i1 +1 che non & di questa categoria, essendo un cono avente per so-

stegno un 8;_, e per sezione con ogni Sy una Fé della specie suddetta.
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luoghi dei sostegni di un fascio di tali coni; ed ivi avevo enunciato
senza dimostrazione che tutte le varietd nominate non possono
presentare altre particolarita (invarianti assoluti) che i numeri indi-
canti gli ordini minimi delle loro curve direttrici. Qui se ne vedra
la dimostrazione (gia data per le rigate, cio¢ per i = 1) pel caso di
i=2; essa 8i estenderebbe immediatamente ad ¢ qualunque. E
delle varietd che ci occuperanno si vedranno anche varie altre pro-
prietd, relative sopratutto alla geometria su di esse, le quali possono
servire di fondamento per una trattazione completa (*). In ultimo
ne dard una serie di rappresentazioni sullo spazio ordinario, dalle
quali si deduce una serie notevole assai estesa di trasformazioni
univoche dello spazio ordinario, in cui i due sistemi omaloidici si
compongono di rigate d’ordine qualunque.

Sebbene le ricerche che qui esporrd proecedano parallelamente
a quelle citate sulle rigate razionali, pure esse mi presentarono
difficoltd di nuova specie, che md persuasero dell’utilitd di pubbli-
care questa Nota. Perd rispetto alle S;— Fiﬁ_l di Sp4 i ragiona-
menti qui fatti pel caso di ¢ = 2 si estenderanno facilmente ad ¢
qualunque, e l’analogia permetterd di prevederne senz’altro i risul-
tati, sicche non le fard pin oggetto di un nuovo lavoro.

I.
Generalita sulle §: — F3' di Sui2.

1. Sia F una tale varietd appartenente ad §,4, e che suppor-
remo sempre non composta di altre. Issa sara tagliata da ogni
Spy1 (di Sp4e) in una rigata d’ordine n semplice in generale, ma
che potra anche scindersi; tale rigata apparterrda pero sempre al-
I’Sy41, giacche, se stesse in un §,, per questo ed un punto di F
posto fuori di esso passerebbe un 8,41 che taglierebbe questa va-
rieta in una superficie composta d’ordine complessivo >>n, e quindi

(4) Credo bene avvertire, che in guesto, come nella maggior parte dei miei
precedenti lavori di geometria a pih dimensioni, non ® mai una trattazione com-
pleta -dell’argomento che ho avnto di mira, ma bensl il dare soltanto quelle
proposizioni fondamentali, dalle quali una tal trattazione si pud poi dedurre
senza gravi difficolta. E penso che per ora in questo campo vastissimo e guasi
inesplorato della geometria proiettiva a pitn dimensioni sia bene far cosi per
potere pill presto acquistare mwna qualche conoscenza dei vari enti che vi sono da
studiare e delle questioni che vi sono da risolvere.
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la conterrebbe, contro lipotesi. Quindi, siccome le generatrieci di
una rigata d’ordine n appartenente ad un §,, formano una serie
razionale (R. n° 1), cosl i piani generator: di F formano una serie
razionale, : .

- 1 chiaro che, essendo ogni piano di F incontrato da un 8,4
in una retta e da un S, almeno in un punto, un 8,4; qualunque
dovra sempre contenere di F una rigata semplice (°) e non esclusi-
vamente dei piani generatori; ed un 8§, qualunque dovra sempre
contenere una curva semplice o una rigata semplice, e non esclusi-
vamente dei piani generatori o delle rette di questi. Si noti pero
che uno spazio qualunque non pud contenere due distinte rigate
ovvero una rigata ed una curva non posta su questa, altrimenti F
si decomporrebbe, e per la stessa ragione se uno spazio contiene di F
due distinte curve, contiene anche una rigata passante per queste.

2. Estendendo il ragionamento fatto dianzi si prova che ogni
rigata Fy' di ordine m << n situate su F & una rigata razionale mnor-
male, cioé appartiene ad wn Spy; in fatti se stesse in un §,,, per
questo ed (w 4+ 1 — m) punti di F posti fuori di esso su altrettanti
piani generatori passerebbe un §,; contenente anche questi piani -
e contenente percio una rigata composta d’ordine > n. — Questo
ragionamento vale anche se la Fy" si scinde, cio® essa apparterra
sempre ad un Sp41; purché perd comprenda sempre una rigata
direttrice, vale a dire non si scinda tutta in piani generatori. Ve-
dremo pitt tardi a quale spazio appartenga un dato gruppo di piani
generatori (v. n® 11).

3. Ogni curve C* d’ordine p<<n, situata su ¥ e su uno spazio
che non contenga nello stesso tempo una rigata di questa varietd, é
una curva rezionale normale, cioé appartiene ad un S, . Invero un
Sa+1 qualunque passante per quella curva conterrd una rigata sem-
plice passante pure per questa e d’ordine = u, perche tagliata
secondo una C# da uno spazio che non la contiene: quindi per
una proprietd delle rigate razionali normali (R. n® 2) la O appar-
terra ad un S,. Cid vale anche quando la C* si scinde, purché
non si scinda tutta in rette generatrici.

(5) Si avverta che parlando di curve e rigate semplici sottintendo sempre
direttrici, cioe¢ incontrate da tutti i piani generatori; quindi p. e. escludo sempre
dalle curve che considero quelle segnate su un piano generatore. Inoltre dicendo
curve, rigate, piani, occ. sottintenderd spesso di F.
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Una curva semplice O soddisfaciente alle condizioni dette cor-
risponde coi suoi punti univocamente ai piani generatori, giacché
se ognuno di questi piani la incontrasse in pitt di un punto taglie-
rebbe I’S, a cui la curva appartiene in una retta, il cui luogo
sarebbe una rigata dell’S,.

4. Un 8,4, condotto per un piano generatore incontra ancora
F in una rigata Fy'™" (semplice o composta) di un 8,; ogni 8,41
passante per questo incontra ulteriormente F in un piano generatore
e viceversa ogni tal piano sta con quell’S, in un S,p;: vi & cosl
una corrispondenza proiettiva tra la serie dei piani generatori e il
fagcio degli §,4+1 passanti per quell’S,. Considerando » tali fasci di
Syy1 essi saranno proiettivi e genereranno F come luogo dei piani
d’intersezione degli 8,1 corrispondenti. Viceversa fasei proiettivi
di Spy: generano evidentemente in generale una S — F3 apparte-
nente ad S,y2. — Questa generazione & analoga a quella della
O™ normale di S, e della rigata normale Iy di 8p41 mediante n
fasei proiettivi risp. di S,—; e di 8, (5). ’

5. Vi & un’altra generazione di F, pitt importante per certe
questioni che incontreremo, e analoga a quella della rigata normale
Fy di Sn+1 mediante due curve normali punteggiate univocamente.
Tre curve razionali normali punteggiate proiettivamente generano
in fatti coi piani congiungenti i punti corrispondenti una varietd,
il cui ordine & in generale la somma degli ordini di quelle curve
e che appartiene alla specie delle varieta che andiamo studiando se
gli spazi in cui stanno le curve date sono indipendenti (*). Cosl pure
(il che si puo anche considerare come conseguenza di ci0o) una curva
razionale normale ed una rigata razionale normale che non la con-
tenga e le cui generatrici corrispondano univocamente ai punti di
quella, generano coi piani congiungenti elementi corrispondenti una
varietd avente per ordine la somma degli ordini della curva e della
rigata e appartenente alla specie che esaminiamo se queste appar-
tengono a spazi indipendenti, — Vedremo che inversamente la
varieta F si pud sempre generare in questi modi.

(®) In generale una §; — F?_H di 8§, i si puo generare in infiniti modi me-
diante » fasci proiettivi di &, i1 V. VuroNEsE : Behandlung der proj. Verhdli-
nisse ece. (Math., Ann., XIX).

() Piu spazi (i) risp. ad my,...,m, dimensioni sono indipendenti quando il
lore insieme appartiene ad uno spazic di m; 4+ ...+ m; + 4 —1 dimensioni.
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Intanto, a proposito di questa generazione, conviene che qui
aggiungiamo che due curve razionali normali di F, i ¢ui ordini
siano < n, stanno sempre su una determinata rigata di F generata
dalle rette congiungenti i punti in cui quelle curve sono incontrate
dagli stessi piani generatori. Se le due curve appartengono a due
spazi indipendenti, la rigata generata ha per ordine la somma dei
loro ordini ed & normale,

I1.

Loro distinzione in specie. Rigate e curve minime.

6. Un 8,41 condotto per I(n-} 2)/3 (ciod il numero intero
contenuto in (» -+ 2)/3) piani generatori di F potra tagliarla ancora
in altri tali piani, ma sempre la taglierd inoltre in una rigata ra-
zionale normale d’ordine <<n — I (n 4 2)/3, cioé = I (2n)/3. Dun-
que Vordine minimo di una rigata di F non supera 2n/3 .

Diciamo m” quell’ordine minimo e consideriamo una rigata
' di F. BEssa apparterrd (n° 2) ad un Sp.y; e conterrd (R.n° 3)
una curva (od infinite) d’ordine << I m”/2 e quindi anche < I'=»/3.
Adunque Pordine minimo di wna cwrve razionale norwmale di F non
supera n/3.

Diciamo m’ quest’ordine minimo. Sard dunque:
2n
Q !

1) m’g—g— , m” <= 3

ed inoltre :
(2) 2m’ << m”.

7. Esaminiamo meglio il numero delle curve ¢ rigate minime
e le loro relaziomi. Anzitntto si osservi che una tal curva €™ ed
una. tal rigata F;" devono stare una sull’altra, tranne mnel caso Ii-
mite delle (1), cioe quando m’=n/3 (e quindi m"= 2n/3); in fatti
se ¢i0 mnon fosse esse genererebbero (n® 5) una varietd d’ordine
m’ 4 m” al pili, cioé d’ordine minore di n in causa delle (1), _

Civ posto, partendo anzitutto da una Fy" ", vi & su questa
(R. n' 4, 5) una sola curva d’ordine m’ soddisfaciente alla (2), tranne
quando di questa si verifica il caso estremo 2m’ = m”, nel qual €aso
vi sono oo! curve d’ordine m’ formanti una serie lineare. Dunque
su F vi ¢ in generale una sola curva minima C™; perd se m”=2m’
ve me sono ool poste su una rigata mim'ma e formanti una serie li-
neare (escluso il caso pin particolare di m” = n/3).
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Partiamo ora invece dalla C* (0 da una delle ™ nel caso di
m" = 2m’). Per essa, ciod pel suwo §,, e per I(n—m’ - 1)/2
piani generatori (cioe per altrettante coppie di punti di questi) si
pud far passare un 8,4, che taglierd ancora F, oltre che forse in
altri piani, in una rigata semplice d’ordine << n — I (n — m” -+ 1)/2,
ossia << I(n- m’)/2, la quale passerda per la ™. Su una rigata
di tal ordine avente questa per curva minima vi sono (R. n° 5)
infinite curve razionali normali d’ordine < I (n -} m’)/2 — m’ cioe
< I(n—m’)/2. Quindi se per la O™ passassero due rigate d’ordini
<< I(n+-m’)/2, scegliendo sull’una una di quelle infinite curve,
essa genererebbe collaltra una varietda d’ordine

SIn-—2m’ + I/n—gorz"

e quindi < n, tranne quando % -+ m’ essendo pari quelle rigate
fossero precisamente dell’ordine (» -+ m’)/2. Se si eccettua tal caso
(che comprende anche quello escluso da principio di m’ =n/3), si vede
che per la (" passa una sola rigata d’ordine << I (n -+ m’)/2, e
questa sard rigata minima di F. Dunque: vi é in generale una sola
rigata minimao Fy 3t suo ordine m” soddisfa oltre alle (1), (2) la
relazione seguente :

“(3) 2m" < n -+ m’,

Pero se fosse precisamente 2m” =n -} m’ v sarebbe wuna infinitd
di tali rigate passanti per la curva minima C™ (o per ogni curve
minima, mnel caso pin particolare di m’ = n/3); come vedremo me-
glio ora.

8. Abbiamo gia esaminato il caso eccezionale di m” = 2m’.
Esaminiamo ora laltro di 2m”=n -+ m’, che ha comune con
quello il caso di m’ =«/3. Per la (™ (od una O™) ed (n — m’)/2
piani generatori passa.un §, e ne passa in tal caso uno solo;
poicheé se per quelli passasse un §,—; si potrebbe condurre per
esso e per un piano generatore diverso da quelli un 8,4; che con-
terrebbe quindi almeno (r-— m’)/2 + 1 piani generatori e taglie-
rebbe ancora F in una rigata d’ordine < (n - m’)/2, cioe < m”,
il che non pud essere. Cid posto, tutti gli §,4; passanti per quel-
I’S,, tagliano ancora F in rigate d’ordine m”; e viceversa ogni rigata
d’ordine m” passante per la (™ & incontrata da un §,4; passante
per quell’S, e per una sua generatrice (diversa dalle (n — m’)/2
poste sui piani generatori considerati) in una curva complessiva
d’ordine >m’ 4 (n — m’)/2, cioé >m"”, e quindi vi & contenuta.
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Concludendo : Nel caso eccezionale di 2m” =n <+ m’ per PVunica
curva minima C™', o per una di esse nel caso pin particolare m’=mn/3,
passano ool rigate minime F;“”, le quali si possono tutte determinare
come interseziont di F con un fascio di Spyy e formano quindi una
serie lineare si che per ogni punto di F non posto sulle C™' ne passa
una sola.

9. Finalmente nel caso di m’/=n/3 (e quindi m" = 2n/3) le
particolaritd si hanno da quelle relative ai due casi eccezionali gia
esaminati m”" =2m’ e 2m”"=wn -+ m’. Ma osserviamo pure che
ogni rigata minima Fy" sta in tal caso con m’ piani generatori
fissi in un 8,41 e in uno solo; e viceversa ogni 8,41 per quegli m’
piani taglia F in una rigata minima. D’altronde quegli m’ piani
appartengono ad un 8,_; (perche se stessero in un §,—,, per que-
sto ed un altro piano generatoi'e passerebbe un 8,4, tagliante
ancora F in una rigata d’ordine < m") e ogni S, passante per
questo taglia F in una ¢™, poich® taglia la Fy*" di un 8,41 che
lo contenga in m’ generatrici (degli m’ piani generatori). Dunque:
Quando m’=n/3 vi sono oo curve minime C™ ed oo® rigute mi-
nime Fg@; esse si possono intendere determinate su F risp. dagli
Sy e dagli Sy passanti per wun S,_;. Quindi per un punto di F
passa una sola curva ¢ per due punti non posti sulla stessa curva
passa una sole rigata : due curve stanno in una rigate, due rigate
st tagliano in wna curva; una curva ed wna rigata che non la con-
tenga non hanno punti comunt (8).

10. Riassumendo noi vediamo che le 8, — F3' di 8,42 possono

PN

essere di varie specie. Ogni specie ¢ caratterizzata da due numeri

(8) L’esempio pitt semplice di questo caso si ha (per n = 3) nella varietd
_cubica a 3 dimensioni Fi di S;. Questa interessante varieta si compone di ool
piani (generatori) e contiene oco® rette direttrici e co? quadriche ordinarie (di
cui ciascuna ha un sistema di rette appartenente a quelle direttrici e l’altro a
quei piani generatori). Essa si pud intendere generata dai piani congiungenti i
punti corrispondenti di 3 rette (scelte comungne tra quelle oo?) punteggiate
proiottivamente, ovvero dalle rette conginngenti i punti corrispondenti di due
plani (generatori qualunque) punteggiati proiettivamente. Per ogni suo punto
passano un piano generatore ed una retta direttrice; per due sumoi punti passa
una quadrica, ecc. Ogni §, di S5 contiene una retta direttrice; per ogni punto
di 8 passa un 8; contenente una quadriea.

Del resto, per brevitd, non stard a dare in questo lavoro altri esempi delle
varieta studiate.
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v

w , m’/, che rappresentano gli ordini delle curve e rigate minime, e
che devono soddisfare le condizioni (2) e (3), delle quali le (1) sono
conseguenze. Vi & in generale una sola curva minima ed una sola
rigata minima poste I'una sull’altra; fanno eccezione il caso in cui
m’’==2m’, ché allora vi sono co! curve minime sull’unica rigata
minima, il caso in cui 2m’’ = x 4+ m’, perché allora vi sono ool
rigate minime passanti per I'unica curva minima, e finalmente il caso
pitt particolare comune ai due precedenti di m’= /3 nel quale vi
sono .oo? curve minime ¢ oo? rigate minime. v
Vedremo poi che quelle varie specie esistono realmente e che
le varietd di una stessa specie sono proiettivamente identiche. Avendo
noi escluso il caso in cui le varietd stesse siano coni (caso che cor-
risponderebbe ad m’ =0), dovrd essere m’ =1 e quindi m”/ > 2;

quelle varieta non contengono dunque altri piani che i piani ge-
neratori.

111.

Loro rigate e eurve razionali normali.

11. Prima di passare alla ricerca di curve e rigate contenute
in F conviene che ci occupiamo delle relazioni tra piani di questa
varietd, questione che avevamo dovuto lasciare sospesa al n’ 2.

Si vede facilmente che m’-f- 1 piani sono sempre indipendenti,
cios appartengono ad un Sy,19. Invero se stessero in un Ssprpq,
questo conterrebbe la (od ogni) O™, avendo su essa m’ -4-1 punti;
onde se vi sono infinite curve minime, cioé m’’ = 2m’, dovrebbe
contenere una rigata Fgm” e quindi un insieme d’ordine almeno
uguale a 3m’ -1, il che non pud essere (n 2); e se poi non si
presenta quel caso, conducendo un Spiqmr41 Per quell’ Sy € per
m’’ — 2m’ punti di una Fy"', esso la conterrebbe tutta (tagliando
quella rigata secondo la O™ e (m'41) 4 (m"'—2m')=m""— m’41
generatrici),'e quindi taglierebbe F in una rigata composta d’ordine
almeno uguale a m’ -+ m’’ 41, il che & ancora impossibile (n° 2).
Dunque anche un numero qualunque p << m’ - 1 di piani di ¥ sono
indipendenti (°).

Ma se u > m’+ 1, allora u piani sono dipendenti, poiché per
la (od una) O™ e u coppie di punti prese su essi passa un Sytms

(9 In particolare due piani non possono avere un punto comune, senza che
la varietd si riduca ad un cono.
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che li contiene ed & 2u—+m’<3p—1. Se inoltre & p<<m’”’—m’4-1
si vede con un ragionamento affatto identico a quello usato or ora
che pei u piani non pud passare un Ssuym'—1, sicche allora i pu
piani appartengono ad un 8,4, passante per la C™'. Questo caso
¢ solo possibile se m/-+1 < m// —m’ -+ 1, cioe 2m” < m’’, vale a
dire finche vi ¢ una sola 0™, Se poi & u=m’" —m’ 4|1 la (od
una) Fy*" sta coi u piani in un Spmrqs ed & ptm/ H1<2u-fm’;
e se inoltre u—4-m’”/4-1<<n--1, ciot pw<<n-—m’’, non Possono i u
piani stare in un 8,4, , altrimenti questo dovrebbe pure contenere
quella rigata (di cui contiene una curva composta d’ordine = u +
-+ m” > m’’), cio che non pud essere (n° 2); quindi in tal caso i
. piani appartengono ad un 8,,.~y1 passante per la .

Se finalmente la 2* condizione posta non & soddisfatta, ciod se
w>n— m’’, allora evidentemente i x piani appartengono solo ad
8u12. Quando vi sono infinite rigate minime, cioe 2m’" =mn + wm’,
dalla condizione p=m’’— m’--1 segue appunto u >n— m’’.

Concludendo : un gruppo di w piani qualunque di F pud presen-
tare i casi sequenti: 1° se u << m’ 4 1 esso 8i compone di piani in-
dipendenti, cioé appartiene ad wn Sy,_1; 2° se pu=m’++ 1, ma p <<
<m” —m’, esso appartiene ad un Sy, in contenente la C™ (caso
che non pud presentarsi gquande m’’ = 2m”); 3% s¢ u>m’”’ —m’,
ma p<<n —m’’, esso appartiene ad un S,y confenente la Flgnu
(caso che non pud presentarsi quando 2m’”’=n-m’); 4° ¢ u>n—m’’,
esso appartiene ad S,y .

12. Cid premesso, siamo in grado di determinare tutte le ri-
gate Fy" d’ordine m << n (e = m’’), e quindi (n® 2) razionali normali,
contenute in ¥ . In fatti ogni tal rigata insieme con un gruppo fis-
sato ad arbifrio di gu=n—m piani apparterra ad un 8,4,. Viceversa
un 8,41 passante per quel gruppo di piani, cioé per lo spazio a cui
esso appartiene, contiene, se n—m > m’ —m’, cioé m<n—m’ 4-m’,
la 3" (n°11) e quindi determina una Fy" degenerata in questa ri-
gata minima ed m — m’’ piani; ma se invece % — m << m’" — m’,
ciot m = n + m’ — m’’, determinera su F una rigata F,", in gene-
rale non piu composta, e che passera per la €™ quando n—m>m’,
cioe m<<n—m’. Si vede dunque che, limitandosi alle rigate semplici
e non tenendo pill conto delle rigate minime, l’ordine m di una ri-
gata non pud essere minore di » -+ m’ — m’/, e che tutte le rigate
d’ordine m si ottengono mediante gli §,4; passanti per lo spazio a
cui appartiene un gruppo arbitrario di » — m piani, cioé per un
Ssn—3m—1 8¢ m=n—m’, e per un Syy_gmim 8¢ m<n—m’ (0°11),
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Giungiamo cos) ai risultati seguenti:

Se m non supera n e non & minore di n — m’ vi sono su F
oo’ =2+2 rigate d’ordine m, le quali non passano in generale per
la curva minima e formano una serie lineare, si che per v retie ¢
3m — 20 — 2v» 4 2 punti ne passa generalmente una determinata.

Se m é minore di n — m’ ma non minore di n-+m’— m” (il
che & impossibile solo quando m" = 2m’) vi sono co?™—"—m+l pigate
d’ordine m, le quall passano tutte per la curve minima e formano
una serie lineare, s che in generale per v rette ¢ 2m—n—m’—2y-}1
punti ne passa una determinata.

Risulta pure dalle stesse considerazioni che: due rigate d’ordini
m, ,m, di cut una almeno non passi per la curva minimae $i tagliano
in generale in una curva semplice d’ordine m; + m, — n. Una rigata
dordine m wnon passante per la C™ la incontra in m +m’ —n
punti, Hee.

13. Perche siano completamente note le rigate razionali normali
di ¥ & necessario conoscerne non sole l’ordine, ma anche la specie,
ciod Pordine della curva minima. Per una rigata passante per la
O™ gi saprd giad senz’altro che questa & la curva minima. Si tratta
dunque solo di esaminare una F non passante per C™ (siccﬁé
m=n—m’). La (od ogni) rigata minima F™" la incontra in una
curva (semplice in generale) d’ordine m -+ m’’ — n; questa ne sara
curva minima se 2 (m - m’’ — n) << m, cioe m << 2 (n — m’’). Se in-
vece m > 2 (n — m’’) la F;" non avra pill in generale la sua curva
minima sulla F5"'; cid accadrd solo per certe particolari Fy" pas-
santi per un numero conveniente (=TI (m - 1)/2 4 m’'— n) di ge-
neratrici del]a,Fzm”. Escludendo il caso in cui ¢io sia, & chiaro pero
che la curva minima della Fy' sard sempre congiunta alla (o ad
una) C™ con una certa rigata razionale normale. E una F/™ pas-
sante per la O™ pud tagliare la F/™ oltre che in quella curva solo
in generatrici, le quali dovranno essere tra quelle che passano pegli
m -+ m’ —n punti d’intersezione della F* colla O™'. Ora se si
prende m, tale che 2m,—n—m’+1=m-}m’—n, ossia m,—m’=Im/2,
si pud far passare la Fy" per tutte quelle generatrici della Fy* (n° 12),
sicche le due rigate avranno un’intersezione residua d’ordine :

(m -4 my —mn)—(m - m —n)=m, —m’;

il valor minimo di quest’ordine si ha per m, = Im/2 + m’ ed &
Im/2. Se invece my — m’ < Im/2, si pud fare passdre la Fy"* per
(2m, —n — m’ 4 1) generatrici della Fy" e si ha per ordine della
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residua curva d’intersezione :
(m-4m —n)— Q2w —n—m" +1)=m-+4+m —m —1,

.il cui valor minimo si ha per m, = m’ } Im/2 —1 ed & m—Im/2,
cioe I (m -+1)/2. Dunque: in generale quando m > 2(n — m’’) la
curva minima di wna F (non passante per C™) é dell’ordine Im/2
(e solo per particolari FY sari d’ovdine inferiove, facendo parte del-
Uintersezione di quelle colla rigata minima); quando invece m="2(n—
—m”) la curva minima della FD fa parte dell’intersezione con una
rigata minima, ed é in generale dell’ordine (m -4 m” — n).

Da cid si dedurrebbe facilmente quale varietd formano le curve
razionali normali di un dato ordine (soddisfaciente a certe condizioni)
su F. ‘

14. Facciamo invece un’applicazione del risultato ottenuto, la
quale c¢i servird in seguito. Determiniamo cio¢ quanti elementi di
F, punti, piani e rette, puo contenere un S, senza contenere nello
stesso tempo una curva od una rigata. Un 8,.; si pud far passare
per t, piani, ¢, rette ed (n — 2¢, — 3t,) punti di F, essendo:

n— 2t — 3t, = 0.
Perd affinche esso non contenga le ™' deve essere:
t, << m/,

N . s e "’ . . s s
e affinché della rigata minima Fy* , di cui conterrd t, generatrici
e ¢, punti, non contenga ancora una curva dovra essere (R.n’ 8):

t, 4 2t, << m".

~ Queste tre condizioni sono anche sufficienti, perché un 8,
passante per ¢, piani e ¢, rette di F non Ila incontri pitt che in
punti isolati. Invero un S§,y; condotto per quell’§,_; taglia quella
varietd, oltre che nei f, piani, in una rigata d’ordine n — ¢, (in ge-
nerale semplice) passante per le ¢, rette; e I’S,_; contenendo ¢, 4 ¢,
generatrici di quella rigata la taglierd ancora (R. n°8)in (n —t,)—
— 28, 4 ty) =mn — 2t, — 3t, punti isolati, Perocché lordine mi-
nimo di curve di quella rigata d’ordine n — ¢, essendo, come si &
visto al n® precedente, il pitt piccolo dei numeri I(n— t,)/2, m’’—t,,
¢ soddisfatta la condizione che il numero ¢, 4 ¢, di quelle genera-
trici non superi quest’ordine minimo; in fatti quella condizione
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darebbe :
2 (t, 4 t) = n — 1, (19, t, -ty m — 1y,

relazioni entrambe vere in causa delle precedenti.

IV.

Generazione ed equazioni canomiche.

15. Dai risultati del n® 12 si ha in particolare Pesistenza su F
di infinite rigate d’ordine n — m’ non passanti per la curva minima.
In esse le curve d’intersezione colle rigate minime sono in generale
dellordine m’’ — m’ e sono quindi curve minime. Su ciascuna di
quelle F2~™ vi sono poi per conseguenza infinite curve d’ordine
n — m’’. Da tutto cid (e dal n® 5) segue :

St puod sempre generare la varietd F di specie (m’, m’”) mediante
una C™ ed una F2~™" rigata (avente la curva minima d’ordine m”—m’)
corrispondentisi proiettivamente ; ovvero mediante una O* ™" ed una
T2 (con cwrva minima d’ovdine m’); ovvero finalmente mediante tre
curve normali proiettive degli ordini m’,m’”’— m’,n — m’/, — S’in-
tende che gli spazi a cui appartengono risp. la curva e la rigata,
ovvero le tre curve, devono essere indipendenti, affinche la varieta
generata appartenga ad S,1s. '

Viceversa se i numeri m’, m soddisfanno le condizioni (2), (3),
o ¢io che fa lo stesso se m/,m’”’ — m’,n — m’’ sono tre numeri in
ordine crescente, tre curve razionali normali proiettive aventi quei nu-
meri per ordini e appartenenti a tre spazi indipendenti generano una
varietd che & appunto della specie (m’, m’"), ciod che ha la prima curva
per curva minima e la rigata generata dalle prime due per rigata
minima. Il dunque provata lesistenza delle varietd dellé diverse
specie (1), '

144

(19 Veramente nel 2° membro di questa relazione si dovrebbe scrivere
21 (n—ty)/2, che diverrebbe # — t — 1 quando » — ¢, fosse dispari; ma in tal
caso essa sarebbe ancora soddisfatta, giacch® allora « — 2, — 3¢, sarebbe non
solo. =0, ma =1. -

(11) Tra le specie di rigate razionali normali d’ordine » di Sp4q la pih ge-
nerale & quella per cni l'ordine della curva minima & (massimo, ciod) In/2; le '
altre specie si possono dedurre da questa facendo decomporre quella curva in un

numero conveniente di generatrici ed una curva semplice. Similmente tra le varie
* specie (m/,m’") a cui F pud appartenere la pilt generale corrisponde a m'= In/3,
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16. Possiamo anche trovare equazioni canoniche per quelle va-
rietd. Consideriamo quelle tre curve razionali normali o, o,
Oor—m", Gl spazi a cui esse appartengono essendo indipendenti si
possono prenderé su essi risp. m’ 1, m"”" —m’ +1,n —m’" 41
'punti fondamentali e bastera che su ciascuno di essi i punti prési
siano indipendenti perche tutti gli # -3 punti fondamentali presi
insieme siano tali. Prendiamo su ciascuno di quei 3 spazi i punti
fondamentali in modo che formino un sistema di riferimento cano-
nico per la curva corrispondente, e stabiliamo la proiettivita fra le
tre curve ponendo che il parametro variabile # abbia lo stesso va-
lore in punti corrispondenti. Allora le equazioni delle tre curve
avranno le forme :

r
0= yuuu sy =™ Ty 1==0,u 11 =04 Tyt 20,000y p2=0,

et o _ -
:l'O:O,...,w,,n/::O; qur+]:1,...,.’13‘171//_'_1:{[}"7‘ " 3 X2 —0,...,w71+2—0.

) —m!!
(L‘UZO,...,ﬂ?,-,u:O; $7nf+1:0,...,£v7n'l+1:0; L' 4-2 .——1,...,.77”4_2:90” me,

Quindi per un punto qualunque - della varieta F costituita dai
piani congiungenti i punti corrispondenti sard :

. . — /,’.
2y =1, D= ..y Ty =2

’
L. o 2. — yx L e — yag™'’—m .
41 ==Y,y @prdo =YXy 0oy gy = Y ;

g =2y Xy =R g ey Mpge = zan—m'
Eliminando i parametri «,y,2 tra queste equazioni otteniamo per
le n — 1 equazioni di F le seguenti :

Lo X1 « Tym/—1 T/41 /g » Tt Liprig Liptrg 3« Ty |
- == O .
X1 X2 « Tont . L/ 2 X3 « Xonrgr e 3 Lp/rgyg » Tpt2

Queste equazioni provano che F non ha altri invarianti asso-
luti che i numeri m’, m’/, che ne determinano la specie; il che ri-
sultava pure dalla generazione vista di quella varieta.

m''=I2n/3; le altre se ne dedncono sian abbassando Vordine della rigata minima
collo scinderla in piani ed una rigata semplice,.sia coll’abbassare nel modo detto
dianzi Tordine della curva minima sulla rigata minima.
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V.

Rappresentazioni su ;.

17. Prendansi ad arbitrio |[ma genericamente] su ¥ ¢, punti P, ¢,
rette P, e ¢, piani P,, in modo che sia:

(4) tyswm’, t 42, <<m’, 2t +3t,<n—1,

di cui Pultima sard conseguenza della seguente :

(5) b+ 2t 3t =n—1.

Per tutti quegli elementi passerd un defterminato spazio 0, _, da
cui proiettando F su uno spazio ordinario I si avrd una rappresen-
tazione univoca di quella varietd su questo, poiché ogni §,_; pas-
sante per O,_» incontrera F in generale solo pit in un punto (n° 14).
Un 8,41 proiettante (cioé passante per 0, ) taglia F oltre che nei
P, in una rigata d’ordine n — ¢, passante pei P, e P,: tale rigata
corrispondera ad un piano di X . Due di queste rigate si tagliano
(n® 12), oltre che nelle ¢, P, in una curva d’ordine n — ¢, — 2t,,
la quale corrispondera ad una retta di . Una sezione di F fatta
con un 8,1 sard incontrata da una tal curva in n — ¢, — 2¢, punti,
ed avra quindi per imagine in 3 una superficie d’ordine » —¢, — 2t,.
Dunque : ai piant di X corrispondono in F le oo® rigate F3~™ @or-
dine n — t, passanti pei Py e P,; ed alle sezioni di F fatte cogli
Sut1 corrispondono in X co™t? rigate razionali dordine n — t, — 2t,
Jormanti una serie lineare. — Diremo quindi che questa rappresen-
. tazione ¢ dell’ordine n — ¢, — 2¢,. Cerchiamo ora quale & il valor
minimo di quest’ordine e come si ottiene la rappresentazione wminima
corrispondente. '

18. Perche la rappresentazione considerata sia possibile ¢ neceg-
sario e sufficiente che siano soddisfatte simultaneamente le tre con-
dizioni (4) dai due numeri ¢,,%¢,. Vediamo come cid si possa otte-
nere. Scelto anzitutto ad arbitrio ¢, in modo da soddisfare la 1* di
quelle condizioni, la 2* dara: ¢, <<m’’ — 2¢,, e giccome allora
m’ — 2t, =m’" — 2m’ =0, cosi m’’ —-2t, non essendo negativo
si potra prendere ¢, non maggiore di esso, cioé soddisfare anche la
2%, Quanto alla 3* essa ci da: 2, << n — 3t, —1 e questo secondo
membro diventerebbe negativo solo quando, essendo n = 3m/’, si
fosse scelto precisamente f, = m’. Per soddisfare le (4) si pud dun-
que gempre prendere f, <Zm’ ad arbitrio, tranne quando F fosse
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della specie corrispondente ad m’ =a/3, nel qual caso si deve pren-
dere t, < m’. Con questa condizione per soddisfare simultaneamente
la 2* e la 3% delle (4) basterd prendere 2¢, non maggiore di 2(m” —2t,)
e di w— 3¢, — 1. L’ordine » —¢, — 2¢, della rappresentazione si
rende minimo rendendo massimo t, 4+ 2t,; in caunsa della 2* delle
(4) questa quantith non puod superare m’’. Se la pud raggiungere,
ciod se si puo fare ¢, =m’’ — 2¢,, dovrd poi essere in causa della
3%: 2m’" —t,<<nm—1, ossia t,=>2m’”" —n -4 1. Perché questa
relazione sia compatibile colla , <Zm’ occorre e basta che sia 2m’’ —
—a-41<<m’, cioe 2m’”’ << n 4 m’; questa condizione & sempre
soddisfatta per la (3), tranne quando 2m’’ =n 4 m’. B dunque
solo in questo caso eccezionale che il valor massimo che possa pren-
dere ¢, 4- 2, non & m’’; esso e allora m’’ — 1, poicheé posto ¢, |
+ 2t, =m’" —1 la 3* delle (4) da: 2m”" —2 —t, <<w— 1, ossia
ty=2m’"—n—1, cioe {,=>m’— 1. Questa relazione si accorda
colla t,<<m’ prendendo t,==m’— 1, oppure (se non & m’'=mn/3)t, =m’.
— Da tutta questa discussione si traggono i risultati séguenti:

La rappresentazione minima & in generale d’ordine n — m’’ e si
ha prendendo t, non maggiore di m’ e non minore di 2m”’—n 41
e poi t, =m’ — 2t,,t,=n —2m"’4-t, — 1.

Perd quando vi sono infinite rigate minime, cioé quando 2m’’'=
=n+4m’, la rappresentazione minima & dordine n —m’’+ 1 e si
ottiene o prendendo t, =m’— 1 ¢ quindi t; =m’’'— 2m’+ 1, t, =0,
oppure prendendo t, =m’ e quindi t, = m"” — 2m’ —1,t, = 1. Que-
sta seconda ipolesi non st puo tutlavia fure nel caso pit particolare
in cui m’=mn/3; per avere allova la rappresentazione minima d’ordine
n-—m" -+ 1(=m’'-+ 1) bisogna far la prima ipotesi, cioé prendere
m’— 1 piané Py, una sole vetta T, e niun punto P,.

Le equazioni del n® 16, che danno le a; in funzione di tre pa-
rametri x,y,# esprimono, se questi si considerano come coordinate
(non omogenee) di punti in 3, una particolare rappresentazione di
F su 3 d’ordine » — m”’4 1.

19. Cerchiamo ora gli elementi fondamentali della rappresenta-
zione in ogni caso; ed anzitutto vediamo in quale serie di piani di
X sono proiettati 1 piani di F. Si ha w —t, —1=n+ m’ — m’’
dalle ¢, << m’, 2m’<< m”; tranne nel caso di 2m’'=m’" et, =m’. Vi
¢ dunque (n® 12) su F una determinata rigata (non degenere in
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generale) d’ordine n —t, — 1, Fy' "t’_l, passante per le f, rette P,
e pei t, punti P, (e contenente la curva minima quando t, = m’).
Pero nel caso della rappresentazione minima generale (cioé non per
quella corrispondente al caso di 2m’’= n - m’) essendo t,2t,=m’’
quella rigata si ridurra all’insieme dei ¢, 4 ¢, piani generatori pas-
santi pei P, e P, e dell’unica rigata minima F;* ', poichd questo in-
sieme in virtt della (5) & in tal caso appunto dell’ordine n —ty—1.
In particolare cid vale anche nel caso, compreso in quello e che
prima si era escluso, in cui 2m’=m’" e t, = m’; la FF741 ) che
prima  trovavamo non esistere in questo caso, si pud considerare
come compesta di quei piani generatori e della rigata minima.

Cid posto, la Fy """ sta coi t, piani P, in uno spazio proiet-
tante U,, il quale taglia 2 secondo una retta », imagine di quella
rigata. Ogni piano di F contenendo una generatrice di quella rigata
sta in un 8,4, passante per U, ed & quindi proiettato su X secondo
un piano passante per ». Dunque: ¢ piani di F hanno per imagini
i plani di un fascio r.

Siccome poi ogni sezione di F fatta con un 8,4, & incontrata
in una retta da ogni piano generatore, cosl in X la rigata imagine
di quella sezione sara incontrata solo in una generatrice variabile
da ogni piano passante per r. Dunque le co®T% yigate razionali d’or-
dine n — t, — 2t, di X hanno r per retta multipla secondo n — t, —
— 2t,—1.

I ¢, piani generatori passanti per le rette P, ed i t, passanti
pei punti P, sono proiettati secondo ¢, pﬁuti Q e t, rette I ap-
poggiate ad r: essi sono del resto incontrati da ogni sezione di F
fatta con un 8,4;, siceché la proiezione di questa sezione passera
pei ¢ e per le R. Nel caso della rappresentazione minima generale
risulta da quanto si & visto sulla composizione della Fy' 4! ¢he le
B coincideranno con » ed i punti @ staranno su r. Vi sono in X,
oltre ad r,t, rette B fondamentali semplici e t, punti @ fondamentali
semplici ; essi sono risp. generatrici e punti comuni alle co™*? rigate
razionali considerate. Nella rappresentazione minima generale le R
vengono a coincidere con v ed ¢ Q a stare su 1.

I facile vedere che non vi sono altri elementi fondamentali
e trovare (valendosi dei risultati del n° 12) quali rigate in X
corrispondano a rigate di F ’ordine minore di n. Quanto alle
curve si ha immediatamente: Le C® di F hanno per imagini delle
curve razionali d’ordine n — t, (intersezioni residue delle rigate con-
siderate) passanti pei t, punti Q ed appoggiate in 1 — t, — 1 punti
(variabili in generale) ad r ed in un punto o ciascuna delle t) vette R.
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20. La retta » & dessa generatrice delle rigate d’ordine
n—t, — 2t, su cul abbiamo visto che essa & multipla secondo
n—1t —2t,—1% o in altri termini, quante generatrici mobili
di una tal rigata passano per un punto qualunque di r? Per
risolvere completamente questa questione consideriamo 1’S,_; che
congiunge 0,3 a quel punto di » e che quindi sta in U,; esso
contiene della Fy """, oltre alle t, P, ed alle t, generatrici poste
nei P,, una curva C"—4—%—1, che ¢ la sola parte dell’intersezione
dell’S,_; con F la quale non stia su 0,_. Pero se t, = m’, sicche
la Fs~" " passa per la O™, affinchd quella curva non si decom-
ponga deve essere:

-t —2m — L +m"=n—m —1,
il che vale solo se ¢, = 0; cosicche, se ¢, ==m’, per t, >0 quella
curva si decompone nella O™ ed n — ¢, — 3m’ — 1 rette. Supposto
poi t,<m’, tenendo conto dei risultati avuti (n° 13) sull’ordine

della curva minima di una rigata di F, si hauno le seguenti con-
dizioni affinche in generale quella O"—4%—24—1 pon si decomponga :

(se t, < 2m" —n — 1) 2 —t, — 2 — 1) =n—1 —2,
(se t, = 2m" —n — 1) (n—t, —2t,—1)(m"—t, —1)=n — t,—1,
ossia : n— 2t — 3t, >0, t 2, <<m" —1;

di queste la 1* ¢ sempre soddisfatta in causa delle (4), la 2® non
lo & solo quando ¢, 4 2t, = m”, ciod nella rappresentazione minima
generale. Ma in questo caso gid sappiamo che la Fy“~' si scinde
nella rigata minima Fy* e t, 4+ t, piani; I’S,—; incontra i ¢, piani
pagsanti pei P, in ¢, rette che faranno parte della C*—4—24—1 ed
incontra poi la Fy*  in ¢, generatrici poste nei P, ed in una ¢™'",

Ora consideriamo una sezione Fy di F con un Spq1: le sue
(n —t, — 2t, — 1) generatrici che incontrano la ("—h—2=—1 gono
appunto quelle che nella rigata corrispondente di X hanno per
imagini le generatrici passanti pel punto considerato di ». Affinche
una di queste coincida con » bisogna che una di quelle stia in
U,; ma la sezione considerata Iy in generale non contiene della
P37 " aleuna generatrice tranne quando ¢, -4 2¢, = m”, ciod quando
questa si scinde in ¢, - ¢, piani e nella F3"', sicchd & solo in
questo caso che le rigate di 3 hanno tutte la r per generatrice. —
I piani tangenti nel punto considerato di r alla rigata considerata
di X sono le projezioni dei piani di F passanti per le (n —¢,— 2¢, —1)
generatrici considerate della Fy'. Quindi in quel punto vi sono
tanti piani tangenti fissi per tutte le rigate di X quante rette com-

3
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prende la C"—t—24—1 corrispondente a quello. Da tutto cio si con-
clude :

In generale (cioé escludendo il caso di cui poi si parlerd) le
rigate dordine n—t, — 2t, di X non hanno r per generatrice,
stcché per ogni punto di r passano n —t, — 2t, — 1 generatrici
distinte diverse da r. Se to=m’ e t, >0 si ha la particolarita
che in ogni punto di r tutte quelle oco™t? rigate hanno comuni
n—t, —3m’— 1 piani tangenti (variabili da punto a punto). —
Nel caso della rappresentazione minima generale, cioé quando
t, - 2t, =m", in r coincidono t, gemeratrici (le b, generatrici R
del caso generale) ¢ vi sono t, piant tangenti lungo r fisst per tutte
le rigate e per tutti i punti di v; inoltre vi sono t, puntt di r (i t,
puntt Q del caso generale) in ciascuno dei quali vi é ancora un altro
piano tangente comune a tutte le rigate.

21. Se si fanno due diverse proiezioni di ¥ su due spazi
ordinari (distinti o no) X e 3/, facendo corrispondere due punti
di questi spazi i quali giano imagini di uno stesso punto di F
si otterrd una notevole corrispondenza univoca tra X e 27, e si
avranno facilmente dalle cose esposte tutte le sue principali pro-
prieta.

Nella corrispondenza tra F e X’ vi saranno elementi analoghi
a quelli della corrispondenza tra F e 3, cioe ai t, P,, t, P,
ty Py, ¥, @, B e si indichino risp. con # Py, ¢ Pi,t Py, v', @',
R’. Allora ai piani di 3 corrisponderanno in F delle F3'™* passanti
pei P, e P, e quindi in X/ delle rigate razionali d’ordine n—t;—2t;—t,
aventi +/ multipla secondo n — #; — 2t — t5 — 1 passanti pei ¢; punti
@’ e per le # rette R’ ed inoltre per altri ¢, punti ) e # rette
O} (proiezioni su X’ risp. dei P, e P,). Similmente ai piani di X’
corrisponderanno in X delle rigate d’ordine n — t; — 2¢, — ¢, aventi
r per retta multipla secondo n — ¢, — 2ty —# — 1 e # -t punti
Q e O, fissi e & ¢ rette R e C; semplici fisse. I due sistemi
omaloidici che figurano in questa corrispondenza univoca tra X
e X’ sono, come s8i vede, assai notevoli. Quanto agli elementi
fondamentali si vede facilmente che cosa hanno per corrispondenti.
Cosl alla retta » di 3 corrisponde in F una Fi“! passante pei
P, e P, e quindi in 2’ una rigata razionale d’ordine n—1i;—2t;—#,—1
avente +’ multipla secondo n — ¢ — 2t — ¢, — 2 e passante pei
¢Q,0, e per le R',(C;; ai piani per r corrispondono (oltre a
questa rigata) 1 piani per »” e la corrispondenza & proiettiva. Ad
uno dei ¢, punti fondamentali" @ corrisponde in F il piano per unza
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P, e quindi in 3’ uno determinato dei piani »' C; ecec. ecc. — Credo
inutile il fermarci di pilt su questa corrispondenza, il cui studio
con questo metodo non potrebbe essere pilt facile (1?).

Torino, Novembre 1885,

(**) I1 metodo del proiottare varietd appartenenti a uno spazio di piu di-
mensioni su uno spazio a minor numero di dimensioni, oltre ad apparire fin
d’ora fecondissimo per lo studio delle varietd st del primo che di quest’ultimo
spazio, promette di diventare tale anche per la teoria delle trasformagioni di
uno spazio in se stesso, se queste trasformazioni si considerano (come sopra si &
fatto in un caso particolare) come provenienti da dune diverse proiezioni su
quello di una varietd allo stesso numero di dimensioni. Non sembra improbabile
che per questa via si giunga in particolare a completare la teoria delle trasfor-
mazioni univeoche dello spazio ordinario.



