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XI.

RECHERCHES GENERATES SUR LES COURBES
ET LES SURFACES REGLEES ALGEBRIQUES

« Mathematische Annalen», Band XXXIV, 1889, pp. 1-25.

TTe Partie (*).

Surfaces réglées algébriques.

Bien que les recherches qui suivent aient 6té pour la plupart
achevées lors de Vapparition de la 1¢ Partie de ce travail, (comme
il était dit dans son introduction) cependant le retard dans la pu-
blication de cette 2° Partie  (retard causé par des raisons de santé
qui m’ont aussi empéché de faire certains développements du théme
que j’aurais désirés) a permis d’y ajouter des résultats nouveaunx qui
la rendront un peu moins incomplete.

On y trouvera des propositions tres-générales sur les surfaces
réglées de genre et ordre quelconques. Klles sont obtenues par la
méthode si féconde de la projection étendue aux espaces supérieurs.
Cependant ici, de méme qu’en d’autres recherches récentes sur la
géométrie projective & plusienrs dimensions, il ne s’agit pas (j’ajoute
cela pour celui qui ne serait pas au courant des progres que cette
branche des mathématiques est en train de faire, surtout en Italie)
de faciles extensions aux espaces supérieurs de résultats qui pour
Pespace ordinaire soient déja connus. Au contraire il g’agit de ré-
soudre des questions qui, méme pour celui-ci, sont nouvelles et non
dépourvues d’intérét ni de difficulté ; et en introduisant les espaces

(*) Voir la Ie Partie (Courbes algébriques) a p. 203 et suiv. du t. XXX de ces
Annales [qui a p. 80]. On y trouvera des citations de travaux précédents et
Pexplication de certaines dénominations contenues dans celui-ei. (Dans les renvois
anx différents nos de la I¢ Partie je les ferai précéder par lindication L) — Je
bornerai toujours la recherche aux surfaces réglées irréductibles: lorsqu’une telle
surface se réduit & un cedne on le dira expressément.
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de toutes les dimensions on n’a pas seulement Pavantage de la plus
grande généralité, mais encore celui de pouvoir se servir dans toute
sa force d’un instrument que ne possede pas celui qui veut se bor-
ner & l’espace ordinaire: c’est-a-dire la considération. des étres d’un
espace comme projections de ceux des espaces supérieurs.

Parmi les applications qu’on verra ici de ces idées je citerai
surtout une distinction des surfaces réglées en deux espéces, qui a
la plus grande importance pour la géométrie de ces surfaces, et la
détermination pour chaque surface réglée (avee quelques conditions)
de toutes les courbes de chaque ordre qui en rencontrent une fois
toutes les génératrices. Mais c’est surtout aux méthodes que je prie
le lecteur de vouloir " faire attention; car pour les applications il
verra que j’en ai laissé de cdété une foule qui se présentent natu-
rellement et que je souhaite de voir faire par d’autres.

Propositions fondamentales sur les surfaces
réglées et sur leurs courbes.

1. Lovsquw’une courbe algébrique est tracée sur une surface réglée
algébrique, les ordres et les genres de ces deux variétés sont lids par
une relation trés-importante (*). Soient n Vordre et p le genre de la
surface réglée F',» lordre et z le genre de la courbe y, dont nous
supposerons pour plus de simplicité qu’elle soit une courbe simple
pour F; nommons en outre k le nombre, que nous supposerons > 1,
des points de rencontre de y avee chaque génératrice de la surface.
La formule de correspondance de M. ZEUTHEN, appliquée a la cor-
respondance (1, k) entre la série de genre p des génératrices de F
et la série de genre n des points de y, en y faisant correspondre
deux éléments lorqu’ils s’appartiennent, donne pour le nombre y des
génératrices de F qui sont tangentes & y l’expression

(1) y=2(m—1)—2k(p —1).

(?) J’ai donné cette relation, aveec la démonstration qui suit et les premis-
‘res des conséquences que nous en tirerons, dans la Note Intorno alla geometria su
una rigata algebrice (Rend. Ace. Lincei, 1887); mais (comme je 1'ai déja remarqué
1) le cas particulier oh la surface réglée est un cone avait d&ja &t6 trouvé par
M. SturM (Math. Ann., XIX, p. 487). En substituant & la surface réglée une va-
ri6té (de genre p et ordre n) de cot 8y, c’est-d-dire une Sy — Fyr41, contenant la
courbe, on a une relation plus générale et trés-féconde que j’ai donnée peu apres
(dans les mémes Rendiconti) aveec quelques applications dans la Note Sulle varietd
algebriche composte di una seriec semplicemente infinita di spazi (Le due Note qui ci-
tate si trovano a p. 110 ed a p. 114 di questo volume (N. d. R.)].
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D’un autre cété en appliquant Vordinaire principe de correspondance
4 un faisceau de plans, si Pon est dans Vespace ordinaire, ou 3 un
faisceau de Sz si Von est dans S3, en y considérant comme cor-
respondants deux éléments qui aillent & deux points de y placés sur
une méme génératrice de F, on a

(2) y+EE—1n-+20=2Fk—1)»;

ot § désigne le nombre (= 0) de ces points doubles de la courbe y,
dont chacun compte deux fois parmi les & intersections de celle-ci
avec une génératrice de F': tels sont les points doubles de y qui sont
simples pour F, mais pas toujours ceux qui sont doubles aussi pour
cette surface. En éliminant y entre les deux égalités (1) et (2), on
a la relation cherchée, c¢’est-a-dire

Bk —1)

3) (k—1)y —n— 6= .

n—k(p—1)—1.

2. Un cas particulier de cette formule ayant beaucoup d’impor-
tance pour la suite est celui ot k=2, ¢. a. d. 'ou la courbe y ren-
contre deux fois chaque génératrice de la surface réglée F; la rela-
tion devient alors

(4) y—a—d=n—2p41.

Elle donne Vordre n de la surface réglée qui est le lieu des droites
contenant les couples de points d’une involution du 2¢ dégré et de
genre p sur une courbe d’ordre » et genre z dont § points doubles
proviennent de la coincidence de deux points conjugués de Pinvo-
lution.

Sur une surface régliée donnée # d’ordre » et genre p on peut
tracer une infinité de courbes qui en rencontrent deux fois les gé-
nératrices et pour lesquelles il n’y ait pas de points doubles de Ve-
spoce § définie au n® 1; de telle sorte est, par exemple, lorsque ¥
appartient & 1’espace ordinaire, son intersection avec une quadrique
qui ne lui soit tangente en aucun point. Si » est Dordre et n le
genre d’une de ces courbes, on aura comme cas particulier de la (4)

(5) y—m=mn—2p+1.

3. Dans la suite nous entendrons toujours par p le genre des
surfaces réglées que nous aurons & considérer et que nous désigne-
rons par F» lorsque nous voudrons représenter par » leur ordre. — Si
lon suppose quwune courbe p* tracée sur une F” et de Pespece con-

sidérée au n® précédent (e, 4. d. rencontrant deux fois les génératri-
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ces de I" et telle que § = 0) soit la projection d’une courbe de mé-
me ordre appartenant & un espace supérieur, Pinvolution de points
de celle-ci qui a pour projection celle qui est déterminée sur y par
les génératrices de F sera évidemment aussi de lespece § = 0 et
Yordre de la surface réglée des droites qui en joignent les couples
devra encore satisfaire a la relation (5), et sera par suifte n encore;
de sorte que la F™ que Von avait sera la projection d’une autre sur-
face réglée de méme ordre, appartenant & ’espace supérieur.

Cela posé, rappelons (I, n* 4 et 5) qu'une »” non spéciale est
toujours la projection d’une courbe de méme ordre appartenant & un
8,_.; tandis qu'une y’ spéciale a la propriété caractéristique d’étre
la projection d’une y” appartenant a un espace de dimension > ¥ — s:
plus brievement Vespace mormal (3) pour une p” est 8 si elle nest
pas spéciale, et un espace supérieur & celui-la si elle est spéciale.
Par suite la remarque précédente et la relation (5) nous conduisent
aux propositions suivantes:

Chaque swurface réglée de genre p et ordre n qui appartienne & un
espace inférieur & Sy_spp1 est la projection d’une surface réglée de
méme ordre appartenant & ce dernier espace ().

Il y @ deux espéces bien différentes de swrfaces réglées de genre
p et ordre n: 1° celles qui ont powr espaces normaux des espaces de
dimension >n—2p-F1, c. d. d. celles qui appartiennent & de tels espa-
ces et leurs projections ; 2° les autres surfaces, . a. d. celles qui wap-
partiennent pas & des espaces supérieurs & Sy_opy1 Wi sont projections
de surfaces (towjours, bien entendu, du méme ordre) appartenant & de
tels espaces : celles-ci ont précisément pour espace normael un S,_o,q ,
et pour elles on a évidemment n = 2p - 2.,

(®) Lorsqu’une variété quelconque appartient & un S;, oun bien est la projec-
tion d’une variété du méme ordre qui appartiennc & §;, mais dans les deux cas
n'est pas la projection d’une variété du méme ordre appartenant & un espace su-
périeur & S, , nous dirons que 8, est Vespace normal pour cette variété; et dans
le premier cas, c’est-a-dire lorsqne la variété appartient & son espace normal, nous
dirons qu'elle est normale.

(4) La premitre démonstration que jaie trouvée de cette proposition fonda-
mentale était tout-d-fait différente de celle-ci; elle était 'extension de celle don-
née pour p=1 an n® 5 des Ricerche sulle rigate ellittiohe (citées dans la 1e Pe) et
s'appuyait sur la considération de la F'» comme engendrée par les droites joignant
les peints correspondants de deux courbes en correspondance uniforme (ayant un
certain nombre de points communs dont chacun se corresponde & soi-méme). Mais
comme elle était moins générale que celle donnée ci-dessus je crois inutile de la

reporter ici.
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Nous appellerons par analogie et pour cause de briéveté « spé-
ciales » les surfaces réglées de la 1° espece, « non spéciales » les au-
tres (3). Ces dénominations se trouvent aussi justifiées par cette autre
conséquence des choses dites: Les courbes d’ume surface réglée qui
en - rencontrent deux fois les génératrices et qui w’ont pas de points
doubles de Vespéce & (v. n° 1) sont toutes spéciales lovsque la surface
réglée est spéciale, et toutes non spéciales dans le cas opposé.

Par exemple, lorsque n < 2p + 2 toutes les courbes tracées de
cette fagon sur une F™ seront spéeiales, ear cette surface méme (ap-
partenant & un espace de dimension > n — 2p -+ 1) est spéciale (6).

4. Une manidre trés-importante (bien que particuliére) pour en-
gendrer des surfaces réglées d’ordre » consiste & considérer les lieux
des droites joignant les points correspondants de deux courbes d’or-
dres m ,m’ en correspondance uniforme, ott m - m’ = » . Lorsqu’une
Fm peut étre engendrée de cette fagon, on reconnait facilement si
elle est spéciale ou non par examen des dites courbes. .

En effet si ces y™, y™ peuvent étre obtenues comme projections
de courbes de mémes ordres qui appartiennent resp. & S, 8w, la
surface sera projection d’une surface de méme ordre engendrée par

(®) On pourrait faire pour les surfaces réglées F= de §; une autre distinetion
en les considérant comme des courbes de genre p ot ordre n de Pespace de di-
mension d(d 4- 1)/2 — 1 auquel appartient la variété de dimension 2 (d — 1) dont
les poinis sont les droites de §;: on pourrait alors nommer spéciale ou non spéciale
une telle I suivant qu’clle forme en ce sens une courbe spéciale ou non, c’est-
i-dire suivant que spéciale on non est la série lin6aire de dimension d(d+ 1)/2 — 1
(en général) des groupes do » génératrices de la Fn déterminés par les différents
complexes linéaires de droites de S;. Mais cofte distinction n’a pas pour notre but
la méme importance que celle faite ci-dessus, — Remarquons cependant que la con-
sidération des K™ de S, comme courbes de I'espace de dimension d(d -+ 1)/2 — 1
peut donner des résultats utiles sur les surfaces réglées: par exemple, en appli-
quant & ces courbes et & cet espace le théoreme de CLIFrorD (I., no 4), ce qui
déja pour d = 3 donne guelques propositions particulieres intéressantes.

(6) I1 faut remarquer que tout céne d’ordre m non rationnel, qu’il soit ou
non spécial dans le sens de I, n® 10, est toujours spécial considéré comme sur-
face réglée et dans le sens des dénominations introduites ci-dessus (car son espace
normal est Sp—p41 ou un espace supérieur): c’est 1ld un petit inconvénient de
ces dénominations.

Ajoutons dés & présent que dans la suite on verra que, pour n suffisamment
grand par rapport & p, une F7 n’est spéciale que par exception. Ainsi (efr. nos
14,18) une surface réglée pour p =0 n’est jamais spéciale, pour p=1 lest seu-
lement si elle se réduit & un cdéne, pour p = 2 seulement si elle est un coéme oun
hien si elle a une droite directrice double, ete. ete.
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des courbes de cette dernieére espéce et ayant leurs espaces indépen-
dants, surface qui en conséquence appartiendra & Spip4q (7). Pour
prouver cela remarquons avant tout que I'S;-cone d’ordre m qui
projette la y™ d’un S; quelconque sera (a cause de ’hypotheése faite
sur cette courbe) la projection d’un §;-cone de méme ordre appar-
tenant & un Siyp+1 (v. L, n° 10) et jouira par suite de la propriété
(évidente pour ce second codne) de contenir une p™ qui passe par
I -1 points donnés arbitrairement sur lui. Cela posé, si espace
auquel appartient la surface réglée est de dimension d << h -+ 1" 41,
projetons par un Spin—q indépendant de cet espace les deux courbes
y™ et y™ et sur les deux cones projetants prenons (comme l’on voit
facilement qu’on peut prendre) resp. deux groupes de h 4 1 et de
' 4 1 points qui tous ensemble soient indépendants : nous pourrons
tracer sur ces cones deux, courbes resp. des ordres m ct m’ qui en-
gendreront une F* appartenant & un 8,454, (celui qui joint les
h 4 ¥ 4 2 points nommés, c¢’est-a-dire qui ]omt USg & VSpyn—a) et
ayant celle donnée pour projection.

Il est aussi évident que si les espaces 8, S sont ceux nor-
maux pour les courbes considérées des ordres m ,m’, I'espace Spynqy
sera celui normal pour la surface réglée d’ordre » engendrée par cel-

les-ci.
De 13 cette conséquence que: si une F® de genre p peut étre
engendrée aw moyen de deux courbes d’ordres m et n —m, — et si on

considére comme spéciale la y™, méme dans-le cas indiqué dans la
dernitre note, lorsque h>>m — p (h désignant encore la dimension
de l’espace normal pour cette y*), et analoguement pour la p*—™,
— la surface réglée sera spéciale lorsque Pune au moins de ces deux
courbes est spéciale, mon spéciale si ces courbes sont toutes les deux

non spéciales.

5. Nous aurons plus loin l’occasion de nous servir de cette re-
marque particuliere. Mais en revenant aux considérations générales
du n® 3, considérons encore sur une F» appartenant a 8; une courbe
y* de Vespece considérée dans ce n’: nous pouvons en tirer pour la
F™ un nouveau résultat. En effet supposons que 9* soit la projection

(") Dans cette proposition, de mdéme que dans la suite, ym peut indiquer
une courbe d’ordre ¢ multiple suivant g ol m == g o ; la courbe nommée de méme
ordre m , dont elle est projection, peut présenter le méme fait on bien aussi étre
une courbe simple. Analoguément pour la ym’,
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d’une y**+1 appartenant & Sy, faite par un point P’ de cette nou-
velle courbe: on en déduit que la F» sera projection d’une surface
réglée Fm+1 d’ordre » 4 1 passant simplement par P’. La tangente
A 9t en P’ et la génératrice g de I+l passant par P eb rencon-
trant encore »*t! en un point G auront pour -traces sur Sy resp.
deux points P et G de y* qui seront les projections des points P et
G de y*+! et qui seront joints par une génératrice p de F*.

Or supposons que la F*, et par suite chacune des p” susdites,
ne soit pas spéciale, et que Pon donne arbitrairement sur cette sur-
face un point comme point G . Sur une de ces y* qui passe par @
soit P le point conjugué de @ (¢. a. d. placé avec G dans une méme
génératrice de la F"). La y” pourra étre considérée d’une infinité de
maniéres comme la projection d’une y**t1 non spéciale appartenant
& Sgyy faite par Pun P’ de ses points dans lequel la tangente & cette
courbe soit la droite P'P: cela résulte du n 12 de la I¢ P (et pour-
rait cesser de valoir si la ¥, et par suite la F™, était spéeiale). Par
suite on pourra toujours considérer la I'™ non spéciale comme pro-
jection d’une F*+1 non spéciale appartenant & S;qi de telle maniere
que la trace sur S; de la génératrice de cette nouvelle surface qui
passe par le centre de projection soit un point G donné arbitraire-
ment sur la F".

Maintenant en répétant pour la F»+1 de Sa+1 ce que Von a fait
pour la I de 84, seulement en substituant &4 G un point de la
Int+1 dont la projection sur la F* soit un autre point donné arbi-
trairement sur celle-ci; et en remontant ainsi-successivement & Sgqq,
Say2, Satsy ..., on arrive a la proposition suivante :

Chagque F™ non spéeiale appartenant & Sq peut étre considérée d’une
infinité de mawiéres comme la projection d’une Tt non spéciale ap-
partenant & Saqr faite par 1 de ses points tels que les 1 génératrices
de cette nowvelle surface qui en sortent se projettent suivant 1 points
donnés arbitrairement sur lo F™ (8),

6. Tandis que lorsqu’une F" est considérée comme projection
d’une autre F* les ordres des courbes correspondantes sur les deux
surfaces sont égaux et le probléme de la détermination de toutes

() Du n® 3 découle aussi une autre proposition qu'il convient de remarquer.
Comme la y» que Von obtient en projetant une y»+1 spéciale par Iun de ses points
est toujours spéciale, il s’ensnit qu’en projetant une surface réglée spéciale par (un
et par suite aussi par) un nombre quelconque de ses points on obtient toujours une
surface réglée spéciale.
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les courbes d’un ordre donné est le méme sur les deux F», méme
chose n’arrive plus dans les projections introduites derniérement.

Une F7 soit la projection d'une F7+1 faite par un point P’ et
soient, comme au n° précédent, g’ la génératrice de la F+1 qui passe
par P, G sa trace sur la F™ et p la génératrice de celle-ci qui passe
par cette trace, et qui sera évidemment la projection de la généra-
trice de F»t! infiniment voisine & g, e. a. d. la trace du plan tan-
gent & cette surface dans le centre de projection P’ . Alors les points
de F»t1 infiniment voisins de P’ auront pour projections les diffé-
rents points de p, tandis que les points de F* infiniment voisins
de @ seront les projections de différents points de g’. Par suite une
courbe quelconque d’ordre » de la F*t1 qui ait en P’ un point mul-
tiple d’ordre @ et qui rencontre encore g’ en b autres points, de sorte
qu’elle rencontre chaque génératrice de cette surface en « -+ b points,
aura. pour correspondante sur la F* une courbe d’ordre v — a qui
en rencontre a - b fois chaque génératrice mais qui a en G un point
multiple suivant b; et réciproquement une telle courbe de la F'* cor-
respond & une courbe de la dite espece de la Fn+!, En particulier
une courbe de la F7 appuyée simplement aux génératrices de celle-ci
est la projection: d’une courbe de la F™+1 d’ordre supérieur de 1
unité et passant par P’ si elle ne passe pas par G, et an contraire
d’une courbe de méme ordre ne passant pas par P’ si elle passe
par @. Par voie de successives €lévations, et en appliquant la der-
niere proposition du n® prée., on en tire entre autres le résultat
suivant:

On peut toujours considérer une I non spéeiale comme projection
d’une ToH non spéciale faite par 1 de ses points (quel que soit 1) de
telle fugon que chaque courbe d’ordre m qui rencontre simplement les
génératrices de la TR et qui passe par 1 points donnés arbitrairement
sur celle-ci soit la projection d’une cowurbe du méme ordre m de la Frtl,

Ce résultat nous sera utile dans Vétude des courbes appuyées
simplement aux génératrices d’une surface réglée: courbes qui sont
les seules dont nous nous occuperons dorénavant et que nous indi-
querons brievement par le nom de « directrices » (9).

(®) Ajoutons seulement & propos des autres courbes tracées sur une I que
les relations (1) et (2) du n® 1 pourraient conduire & des remarques sur elles as-
sez importantes. Ainsi on en tire: a=k(p —1) + 1 ot 2»=k=n . Donc pour
E>1 les courbes dordre minimum @'une F" seraient celles pour lesquelles k=2,

y=n, (o y=0=0) et a=2p—1.
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Sur les courbes directrices d’une surface réglée: courbes minima,

7. Soit T2 une surface réglée appartenant & S, _,_ip; €t ayont
une courbe directrice d’ordre m appartenant & un Sy (ovh <<n—p —
— 1™ ; alors si

(1) w=>2p + 20 4 2h—m 41,
on awrae
(2) m<h-+1i.

Dans cet énoncé ’on peut entendre que I’S;, ne rencontre F™
que suivant la y™ nommée, mais que cette courbe peunt fort bien se
composer d’un certain nombre (= 0) de génératrices et d’une courbe
irréductible (simple ou multiple pour la surface). — TLa démonstration
de cette proposition, qui trouvera dans la suite plusieurs applications,
est fort simple. Les 8,—,—; qui passent par 1’S, rencontrent encore
la F» suivant une série linéaire de dimension » — p — ¢ —h de
groupes de n — m génératrices variables, et I'on peut prendre arbi-
trairement sur la surface n — p — ¢ — h génératrices comme éléments
d’un tel groupe, car par elles et 1'S, passe (au moins) un S,_,;. Or
(efr. T., n® 2) cette série serait certes spéciale il était

n—p—1i—h>n—m)—p cest-a-dire m >h -+ i;
on pourrait donc dans ee cas lui appliquer le théoréme de RIEMANN
et RooH (efr. loc. c¢it.), en force duquel le nombre des génératrices
que lon pourrait prendre arbitrairement comme éléments d’un groupe
serait tout aun plus (w — m) — (n — p — @ — h): par suite Von aurait
n—p—t—h<—m)— n—p—1i—h),
ou '
n<2p + 28 4 2h — m,

"ce qui est contraire & ’hypothese (1). Ainsi dans cette hypothese on
ne peut pas avoir m >>h -+ i: la relation (2) est donc prouvée. '

Il est bon de remarquer que le théoréme reste encore vrai si au
lieu de la condition (1) on pose une quelconque des deux sunivantes

1% n=2p+i+h,
(1" n=m-+2p—1,

(") §ilegga h < n— p-—i; se no, sostituendo in (1), verrehbe m=n + 1;
onde F7n starcbbe in 8, =8 (N. d. R.).

N—p—i
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car Pune qunelconque de celles-ci, combinée aveec ’hypothoése

m>h+ 1,

donnerait précisément la relation (1), qui est contraire, comme nous

3

Pavons vu, & cette hypothese (19).

8. Le théortme de RIEMANN et RoOH peut encore étre appli-
qué utilement dans les hypothéses du n® précédent et si i <<p —1
3 une autre série de groupes de génératrices de la F*, c’est-d-dire
a la gh des groupes de génératrices qui sortent des points d’inter-
section des S,—; contenus dans §; aveec la directrice y™ appartenant
& celui-ci, Cette série est certainement spéciale si

m=h-+p—1,

N

condition qui, pour ¢{=p —1, est satisfaite & cause du théoréme
précédent si les hypothtses de celui-ci, e. 4. d. (1), ou (1), ou (1),
ont lieu; et comme on peut évidemment prendre sur la surface ré-
glée h génératrices arbitraires comme éléments d’un groupe de cette
série, l'on devra avoir: h<<m — h, c. a. d.

(3) m == 2h (11).
Cette relation, comparée & la (2), donne
4) - h<i.

On peut voir facilement dans quelles surfaces se présente le cas
extrémé de la (3), ¢. a. d. m = 2h. Par exemple, en appliquant une
remarque de M. NOTHER (Rawmcurven, théor. II1") & la gk déja
considérée, nous aurons que si la F™ n’est pas hyperelliptique on
aura alors h=>p — 1 et par suite: h=p—1, m=2p — 2. Cest
ce qui arrivera toujours si la »2* est irréductible, car étant spéciale
elle ne pourra pas étre hyperelliptique. Si au contraire la y? se ré-
duit & une courbe multiple de la F», comme elle appartient & §;,
elle ne pourra étre quune courbe rationnelle normale d’ordre % dou-
ble pour la F" qui alors sera certainement hyperelliptique.

(19) Si dans le théordme de ce n® V'on entend par m lordre de la partie ir-
réductible de la courbe directrice qui appartient & §, (dans le sens général de
la note au n° 4), ¢’est-a-dire si on n’y considere plus les génératrices qui peuvent
ge trouver sur §, comme faisant partie de la ym, il sera encore vrai a fortiori.

(}1) Dans le cas olt la ym serait une courbe irréductible, simple pour la sur-
face, cette relation (3) s'obtiendrait directement en appliquant & cette courbe
d’ordre m et genre p appartenant & §, un théoréme de CLIFFORD .
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9. Lorsque n est assez grand par rapport aux autres nombres
que nous avons introduits au n® 7, la F° quw’on y considérait peut étre
engendrée aw moyen de la y™ et d’une y*—™ (12). — En supposant qu’un
S,—p—i contienne une y»—™ de la F7, il rencontrera encore cette sur-
face suivant un groupe de m génératrices sortant des points de ren-
contre de la y™ avec I’S,—; d’intersection de I’S,_,—; avec S, . Ainsi
pour trouver sur la F" ges y*~™ on doit chercher & mener par un
groupe de m génératrices, qui sortent des points de rencontre de la
ym avec un Sp—; de 8p, un 8§,_,; qui ne contienne pas y™, ¢. a. d.
S5, . L’hypothése ou cela serait impossible reviendrait a dire que
chacun des Sppn—1 qui contiennent de tels groupes de m génératri-
ces contient aussi 8. Supposons quw’il en soit réellement ainsi et
considérons (b 4+ ¢ — m 4 1) groupes- de m génératrices de Vespece
nommée et -autant de Spy.,—1 qui les contiennent respectivement ;
comme ceux-ci passent tous par 8,, on pourra mener par eux un
Shr, ol

MW=hr4+h+i—m-F+1)(m—1),
¢’est-a-dire
M=mh4+i—m-42)—i—1,

pourvu que ce nombre s0it =# —p — i, c. & d. que

n=mkh1—m-4+2)4fp—1.
Cet 8, contiendra une courbe directrice de la F”? composée de la
y™ et d’un nombre de génératrices = m (h 4 ¢ — m - 1), de sorte.
qu’en nommant m’ Dordre de cette courbe, on aura

m' =mh+i—m -+ 2),
ou bien, puisque le second membre en y introduisant ’expression de
h’ se réduit & B+ i+ 1,
m’ > h" 4.

Or en appliquant le théoréme du n® 7 & cette y™' de 'Sy on voit
que ce résultat est impossible si on a ‘

n=2p 4 26 4+ 20 —m’ + 1,

2

(12) Naturellement on prend ici yw dans le sens de la note & la fin du n® 7»
o. a. d. en laissant de c¢6t6 les génératrices de la-I'n qui pourraient par hasard
se trouver dans §,. De méme on ne considere ici que des y»—m n’embrassant pas
des génératrices.
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condifion qui se réduit a (ou est embrassée par)

(5) n=mbh4+i—m-42)4+2p —1,

qui absorbe celle qu’on avait posée précédemment. Donc lorsque la
relation (5) est satisfaite, on est certain de pouvoir trouver sur la
F7 des y»—™ irréduectibles qui avec la y™ pourront servir a engen-
drer cette surface.

De cette proposition et de celle du n 4, en rappelant que l'une
quelconque de ces y)—™ est la projection d’une courbe de méme or-
dre appartenant & 8,—,,—,, 1nous tirons cette autre conséquence: que
st une F appartenant & Sn_p 4, o une courbe directrice d’ordre m
appartenant & un Sy et si Vinégalité (5) est satisfaite et en méme temps
m < h-+1i, la surface sera projection d’une F® appartenant & Vespace
supérieur Sp_pin—m+1 (66 ayant encore une directrice d’ovdre m appar-
tenant & un Sp), et méme dune F™ appartenant @ un espace plus éle-
16 Snpih—mt1 88 la courbe directrice nommée est projection d’une
courbe de méme ordre appartenant & un espace Sy, supérieur & Sy .

10. Commencons par appliquer les résultats des derniers n® anx
surfaces réglées non spéeiales. Si une F™ non spéciale est normale,
c. & d. appartient & 8,_9p+1 (de sorte que dans ces n* on doive
mettre ¢ =p) et si sur cette surface il y a une courbe directrice
d’ordre m , qui appartienne & un §;, je dis qu’on ne peut pas avoir
h>m—p.

En effet la F» non spéciale peut étre considérée (n® 6) (quel
que soit un nombre »’ > ) comme la projection d’une F*" apparte-
nant & Sp_g,y, et ayant encore pour directrice une y™ dont celle
nommée -est la projection. On peut prendre n’ si grand que la con-
dition (5) de notre dernidre proposition soit satisfaite pour cette F"
et sa y™; mais alors si Pon supposait que celle-ci appartint & un
espace de dimension > m — p, ou bien quelle fit la projection
d’une courbe de méme ordre appartenant & un tel espace, la pro-
position citée montrerait que la F* serait projection d’une surface
de méme ordre appartenant & un espace supérieur & S,/_zp11, eb par
suite qu’elle serait spéciale, tandis que la F™ qui en est la projection
n’est pas spéciale: ce qui est absurde (v. la note & la fin du n® 5).

Ainsi non seulement notre assertion est prouvée, mais en outre
on voit que la y™ de notre F™ non spéciale n’est pas la projection
d’'une courbe de méme ordre qui appartienne a un espace supérieur
& Sp—p. En appliquant encore une fois dans le cas d’une directrice
multiple une dénomination déja introduite a la fin du n® 4, nous
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exprimerons ce résultat important brievement ainsi: une T non spé-
ciale ne peut pas avoir de courbe divectrice spéciale (13), — On verra
plus tard qu’au contraire avec certaines restrictions, toute F" spéciale
a une courbe directrice spéciale. :

Mais, en revenant a la considération d’une F™ qui appartienne
& 8,_9py1, si Von applique & elle et & sa y™ le théoreme du n° 7,
on en tire (qu’ elle soit ou non spéciale) que, lorsque ’

m=n—2p-+4+1,

on doit avoir h =>m — p. Si la surface n’est pas spéciale, en com-
binant ce résultat avec le précédent, on conclut qu’on aura préei-
sément h = m — p. Il s’ensuit que toute courbe directrice simple d’ov-
dre =n — 2p 4+ 1 d’une F" normale non spéciale est une courbe nov-
male non spéeiale. '

11. Nous allons maintenant déterminer toutes les courbes direc-
trices d’un ordre quelconque u d’une F® non spéciale; c’est-a-dire
nous chercherons la dimension x du systeme de ces directrices y~,
et en outre le nombre (que nous appellerons indice de ce systéme
de courbes tracées sur la F'™) de celles parmi ces y* qui passent par
& points arbitraires de la surface réglée.

Dans ce but nous pouvons supposer que la F” soit normale,
c’est-d-dire appartienne & S,_sp1;. Une proposition vue a la fin du
n® 6 nous prouve que ces y* de cette surface qui passent par lesx
points peuvent étre considérées comme les projections de toutes les
y# qui sont directrices d’une F*+* non spéeiale appartenant a
Sutz—2p+1 €6 ayant la F™ pour projection. Or ces y» de la nouvelle
surface seront sur des S,_, contenus dans cet espace si

p=n-+x—p;

si 'on suppose qu’elles appartiennent & ces S,_,, ¢’est-a-dire qu’elles
soient normales (ce qui arrive nécessairement, & cause du n® précé-
dent, si : '
p=nta—2p41),

on pourra mener par ces espaces et (n |+ a — w — p) points indé-
pendants arbitrairement fixés autant d’espaces 8,4y, s, qui rencon-
treront encore la F*+® suivant (n -} x — p) génératrices. On a done
pour ces derniers espaces, afin qu’ils passent par les points fixés et

(13) Par exemple, si une surface réglée a pour directrice double une courbe
rationnelle d’ordre <{p, elle sera spéciale.
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quw’ils contiennent (n -4 @ — u) génératrices (non données), un nombre
de conditions qui en général doit égaler n + x — 2p 4 1 afin que
le probléeme soit déterminé. Ainsi en général

(nto—p—p)+uto—w=nto—2pt1,

d’olt
(6) r=2u—n—p-+1.

En substituant cette valeur de z dans les conditions trouvées pré-
cédemment, elles deviennent

(7 nw==2p—1, pn=3p—2;

_mais nous verrons bientdt qu’elles ne sont pas néeéssaires pour la
validité de notre résultat. Au contraire la formule (6) nous donne
pour u la condition

(8) Zu=ntp—1,

dont il faut tenir compte. Ainsi:
Pour une F* non spéciale les courbes directrices dont Pordre p est

= E (n <4 p)/2 forment en général un systéme de dimension 2u —n —
—p-+1.

Lorsque cette dimension se réduit & 0 ou a 1 Von a ainsi la
moindre valeur pour p. Done: en général la surface a pour courbes
du moindre ordre un certain nombre de courbes d’ordre (n -+ p — 1)/2,
ou bien une ool de courbes d’ordre (n - p)/2, sutvant que Pune ou
Pautre de ces deux ewpressions représente un nombre entier. — Cepen-
dant il peut fort bien arriver que la surface ait des directrices d’or-

\ ’

dre inférieur a ces mombres.

12. Quant & l’indice du systeme des directrices d’un ordre quel-
conque, considérons celui du systéme d’ordre u -+ 1, c’est-a-dire le -
nombre des. directrices de cet ordre qui passentpar 2 (u -4+ 1) —n —
— p 4+ 1 points arbitraires, et remarquons que, si Pon prend deux
de ces points sur une méme génératrice, ce nombre (pourvu qu’il
reste fini) ne doit pas changer; mais alors évidemment toutes ces
courbes se décomposent en cette génératrice et les directrices d’ordre
p qui passent par les 2u —n — p -+ 1 points restants. Il faut seu-
lement ajouter que, lorsque la surface a pour courbe minima une
courbe d’ordre m plus petit que le minimum trouvé, les points nom-
més doivent étre pris hors de cette courbe, et celle-ci avec les gé-
nératrices qui passent par tous ces points ne doit former aucune
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courbe d’ordre p -+ 1 (ou moindre); ¢. &. d. on doit avoir

(9) m—+2p—n—p+2>p+1,
oun '
(10) u=n-4+p—m.

Done sous cette condition Vindice du systeme de directrices d’ordre
u -+ 1 est le méme que celui des directrices d’ordre u. Par suite: ‘
Pindice du systéme des directrices d’ordre p=>=1n-+p —m est indé-
pendant de wp(1Y). — En particulier si la surface n’a pas de courbes
minima particulieres (c. a. d. faisant exception au théoréme du n’
prée.) cet indice reste constant quel que soit u, et il est égal au
nombre des directrices (minima) d’ordre (» - p — 1)/2 lorsque cette
expression représente un nombre entier.

‘En projetant la F* de 8,_g,q; sur S; par (n — 2p — 2) de ses
points on obtient une F?12 et il est bien clair que cet indice nom-
mé est le méme que celui relatif & cette nouvelle surface ; il s’ensuit
qwil ne dépendra pas de n, mais seulement de p (!3). Donc: L’indice
du systéme des directrices d’ordre p d’une F™ non spéciale est un nom-
bre qui dépend seulement de p et non de n ni de p, pourvu toutefois
que la surface soit générale, ou bien pourvw que dans le cas o elle
ne le serait pas, ayant pour divectrice minima wune courbe d’ordre m ,
on se borne aux valeuwrs de y =>n-+p—m. P

N

13. Cette proposition vient & étre confirmée par la recherche
directe de cet indice. Les counsidérations du n® 11 nous prouvent
qw’il est le méme que le nombre des y# de la F»+*  clest-a-dire, &
cause de (6), de la F2—r+; pour celle-ci ces y* sont, en force de
(10), les courbes minima, car la y™ de la F* ne donne sur la nou-

(%) 11 suit en outre de notre raisonnement que ce nombre ‘est d’une unité
plus grand que lindice du systéme de directrices d’ordre n + p —m — 1.

(1%) Pour p = 0 on sait bien qune cet indice est 1. -—— Pour p=1 la p+?
devient la surface réglée du 4e degré elliptique de l'espace ordinaire: on sait
quelle a deux droites doubles pour directrices (72) et cela nous prouve que lin-
dice cherché pour p=1 est 2 (on voit d’ailleurs aussi facilement que 2 sont sur
cette I'* les 3 passant par deux de ses points et les p¢ qui passent par guatre
de ses points). — Pour p = 2 la recherche de Vindice se réduit & trouver sur une
F6 de genre 2 de l'espace ordinaire les courbes planes du 4e ordré passant par
un point de la surface: on voit tout-de-suite (par exemple en projetant la surface
par ce point sur un plan) qu’elles sont quatre. — C’est ainsi que de la considération
des premieres valeurs de p jarrivai par indnetion 3 penser qu'en général V'indice
cherché soit égal & 2P: ce qui sera prouvé an n® 13. :
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velle surface qu'une y™+<, et Pon a
m-4x>p

A cause de (6) et (10). En projetant parles (n & — p— p)=p —
— 2p 4+ 1 points fixes du dit n° 11 on voit que le nombre cherché
est celui des p# d'une F2e—p+! non spéciale appartenant & S,_pii:
clles appartiennent, sous les conditions (7) de ce n® & autant ’S,—p
qui rencontreront encore cette surface suivant g — p + 1 génératri-
ces, Done ce nombre est celui des §,_, qui contiennent pw—p 41
génératrices de la F2—»+l, Or M. G. CASTELNUOVO a tres-récem-
ment établi (¥6) que le nombre des S,_; qui contiennent s génératri-
ces d'une F* appartenant a S, est

)

s s —2

H T =BT

en s’arrétant an premier terme nul. Il s’ensuit, en posant
r=2u—p-+1, s=pu—p-+1

ne lindice cherché est égal a
>

e B Pl B4 P

expression qui (comme lon voit sans difficulté par induction com-
plate) tant que la 1° condition (7) a lien se réduit & 2. Done: pour
toute F* non spéciale Uindice du systéme des directrices dont Pordre
w satisfait aux conditions (8) et (10) est égal a 2P ; en particulier ce
nombre est Vindice de tous les systémes de divectrices lorsque la sur-
face w’a pas de courbe minima exceptionnelle,

Dans le cas oun la F7™ aurait au contraire une courbe minima
exceptionnelle ™, la recherche des directrices qui ne satisfont plus
a la condition (10), c. a. d. dont Pordre est < n + p — m, sera faite
plus loin, aprés que nous aurons un peu examiné les surfaces ré-

glées spéciales.

(18) « Una applicazione della geometria enumerativa alle curve algebriche » (Rend.
Palermo, III, n° 4), — La démonstration ingénieuse, que ce géomdtre y donne
de cette importante formule, pourrait laisser sur sa validité absolue des doutes,
qui se réfléchirajent sur le n® présent et plus loin sur les nos 20 et 21 de ces
Recherches : cependant les confirmations qu'on trouve de ces résultats me portent
a penser qu’ils sont absolument vrais.
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Mais des & présent remarquons a propos des derniers n® dn pré-
sent paragraphe que bien qu’il nous ait convenu d’y poser pour
les conditions (7), leurs résultats sont vrais méme si celles-ci ne sont
pas satisfaites. Car on peut considérer les directrices y# d’une F?*
non spéciale comme projections de celles y#tt d'une F*+ non spé-
ciale qui passent par les ! points de celle-ci par lesquels on la pro-
jette; et si les conditions (8) et (10) ont lien pour la F* et les y«,
leurs analogues auront évidemment lien pour la F»+t et les patl,
pour lesquelles on pourra en outre, en prenant ! assez grand, ren-
dre satisfaites les analogues de (7). En appliquant alors & ces nou-
velles courbes les dernieres propositions, on en tire que celles-ci ont
lieu aussi pour les y# de la I,

Surfaces réglées spéciales.

14. Nous bornerons notre recherche sur ces surfaces réglées aux
Fn, dont les sections linéaires d’ordre n ne sont pas spéeiales, et
qui par suite ne peuvent appartenir & des espaces de plus que
n — p -+ 1 dimensions (de cette sorte sont celles pour lesquelles
n>2p — 2).

En commencant justement par une F* qui appartienne & 8,4,

les sections faites sur elle par deux §,_, seront en général deux
courbes d’ordre n et genre p, non spéciales par hypothése, et ap-
partenant respectivement & ces S,_,, ¢. a. d. normales. Ces courbes
sont mises par les génératrices de la surface en correspondance uni-
forme telle que les » points ou elles sont rencontrées par I'S,_,
commun & leurs espaces se correspondent chacun & soi-méme: cette
correspondance sera done projective (I., n® 6), et la collinéation qu’elle
détermine entre les deux S,_,, ayant n points doubles sur VS, ,
nommé, aura, si # >m—p—1)+ 1, ¢ a. d. si p >0, tous les
points de ce dernier espace pour points doubles et sera par suite
une perspective centrale. Par suite les génératrices de la F™ passe-
ront toutes par un méme point (le centre de perspective), et cetite
surface sera un cbéne. Aingsi:

Les surfaces réglées de genre p > 0 et ordre n qui appartiennent
& Sy_pt1 sont toujours des cdnes, lorsque leurs sections linéaires d’or-
dre n ne sont pas spéciales et en particulier lorsque n > 2p — 2 (17),

(17) Cette proposition a été prouvée pour la premiere fois, d’une antre facon,
au n® 2 des Ricerche sulle rigate ellittiche d6éja citées [V. a p. 58 di questo volume
(N. d. R))].
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15. En général désignons par F une surface réglée (non conique)

de genre p > 0 et d’ordre » appartenant & S,—, 4, ot 0 <i<p—1:
une. surface réglée spéeiale (a sections linéaires non spéeciales) rentre
toujours dans cette classe lorsqu’elle est mormale (v. n® 3). Par un
groupe de ¢ -} 1 génératrices quelconques de F on peut toujours me-
ner un Sppi, si 2¢¢+1)—1<n—p—i, c a d. si
(1) n=p43i41;
cet espace coupera encore F suivant une courbe directrice d’ordre
n— 14— 1. Si Pon suppose qu’elle soit irréductible, et par suite de
genre p, elle ne sera pas spéciale si son ordre n —¢ —1>2p — 1,
c. a. d. si
(2) nz=2p+i;
il s’ensuit qu’elle se trouvera alors dans un Sn_p__i_l.\ Mais dans ce
cas les §,_, ; qui passent par cet espace couperaient encore F sui-
vant une série linéaire simplement infinie de groupes de 7 4 1 gé-
nératrices, parmi lesquels il y aurait le groupe dont nous sommes
partis et qui était tout-a-fait arbitraire. Or, puisque i 4+ 1 =p, cela
est impossible & cause du théoreme de RieMANN (v. L, n° 2).
Done dans les hypothéses (1) et (2) echaque 8,_,_; passant par ¢ + 1
génératrices quelconques de F rencontrera encore cette surface sui-
vant une courbe qui ne pourra pas étre irréductible, mais au con-
traire se décomposera en un certain nombre (= 0) de génératrices et
une directrice simple ou multiple y™ appartenant a un §;, ol

(3) h>m—p,

puisque autrement la courbe totale d’ordre n — ¢ —1 se trouverait dans
un 8,_p—i—1, ce gu’on a reconnu pour impossible. Si cette y™ est
multiple, elle ne pourra pas changer en changeant I'S,_,_; qu’on
avait mené par un groupe de i - 1 génératrices, ni méme en chan-
geant ce groupe; car F ne peut avoir une infinité de courbes
multiples. Si au contraire la y™ est une directrice simple, comme &
cause de (3) elle est spéciale et par suite d’ordre m =2p — 2, elle
ne peut changer que lorsque lordre de la surface réglée serait
=4p — 4 (1%). En supposant quun tel changement n’arrive pas, on
prouve facilement qu’on aura h=<<i. En effet alors espace (de di-

(18) Et dans ce cas seulement si une autre particularité se présente. En ef-

fett chaque Sp—p-—; passant par un groupe de 4 4- 1 génératrices doit encore con-
tenir au moins (r — 2p —i + 1) autres génératrices; si celles-ci ne restent pas
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mension =2i -4 1) qui joint chaque groupe de ¢ - 1 génératrices
devra contenir la y™, cest-a-dire son S;. Si donc Von supposait
h > i, on pourrait, aprés avoir choisi 2¢ -+ 1 — h génératrices de
telle facon qu’elles déterminent parfaitement avec 1’8, un Syqq,
prendre encore tout-a-fait arbitrairement d’autres h — ¢ génératrices
qui, formant avec celles-d un groupe de - 1, devraient détermi-
ner avec elles un espace passant par P8, , et comme cet espace ne
pourrait é&tre autre que 1’Syy; nommé, dans celui-ci devraient se
trouver les h — ¢ génératrices arbitraires, e. a. d. toute la surface
réglée, ce qui est contraire AuxX hypothéses, Ainsi 'on aura réellement

(4) h<<i.

16. Qe dernier résultat peut d’ailleurs étre tiré du n® 8 si,
outre les conditions (1) et (2), nous posons

(5) ' n=m -4 2p—1,
ou bien si, outre la condition (1), nous posons, au lieu de la (2), la
suivante qui ’embrasse '

(2%) n=2p-+i-4h.
Non seulement alors le n® cité nous donne la relation (4), mais
encore la suivante

(6) , m = 2h.
D’un autre c¢oté et sons les mémes conditions le n® 7 nous donne aussi

(7) m=h-+1i.

toutes fixes lorsque 1’ Sp—p—i change, c. . d. ne se trouvent pas sur I'espace -
joignant les 4 4+ 1 premisres génératrices, il est clair que pour un Sp—p—i passant
par cet espace la condition de contenir une génératrice ~arbitrairement donnée
sera une condition simple (et non double) et que par suite toutes les génératrices
rencontreront l’espace nommé joignant les ¢+ 1 génératrices, c. &. d. que cet
espace contiendra la pm. Et celle-ci ne changera pas en changeant une de .ces
i 4 1 génératrices (et par suite en les changeant toutes) si F n’appartient pas a
Vespace qui joint i + 2 génératrices, et par suite si

n—p—i4+1>2 43,
ou

19 n=p+ 3+ 3.

Done, sous les conditions (1’) et (2), la ym nommée ci-dessus est toujours unique,
pourvu que la surface réglée ne présente pas cette particularité que chaque espace
joignant ¢ + 1 de ses génératrices en contienne encore au moins n—2p —i 4 1
autres: ce qui semble pouvoir étre exelu facilement par la construction d’un espace
convenable qui viendrait & contenir plus de n génératrices.
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Si nous posons la condition

(8) n=4p — 2,

on voit que, comme i=<p-—1, les (1) et (2) seront satisfaites,
et puis aussi, & cause de (4), la (2%); la (8) suffit donc pour en-
trainer (3), (4), (6) et (7). En Vadoptant au seul dut de simplifier les
énonoiations; nous avons la proposition suivante :

Toute surface vréglée spéciale de genre p et ordre n=4p — 2 a
une courbe divectrice spéciale (cfr. n® 10). Si la surface appartient &
Sp—pitiy, 0 0 Li==p—1, cette directrice appartient & un espace
de dimension h=<<i et a Pordre m tel que 2h<m =<h |-1i.

17. La remarque faite & la fin du n° 8 nous donne en outre
ce résultat particulier: 8i dans la proposition précédente on a préci-
sément m = 2h, — et c’est ce qui arrivera touwjours lorsque Uon aura
h=1i, — la surface réglée sera nécéssairement hyperelliptique, ayant
pour directrice double une courbe rationnelle normale d’ordre hj il
Jaut seulement excepter le cas o h=1i=1p—1, car alors la surface
peut aw contraire avoir pouwr directrice simple une courbe normale de
genre p et d’ordre 2p — 2.

I’existence sur la F" de la ¢" considérée au n® 8 montre
(I, n® 2) que si la surface réglée a des modules généraux, on auwrda

(9) p—Rh+1D)(p+h—m=0.
De cette relation et de la (7) on tire

p—R+1)(p—i)=0,
c. a. d.
(10) Ch(p—i =1,
qui embrasse la (4). Comme k=1, la derniére relation prouve que
lorsque 21 < p les modules de la surface ne sont pas généraux. De
méme (si h=2, ¢c. a d.) si la surface w'a pas de droite directrice ¢t
st 31 < 2p ses modules ne seront pas généraux. Etc.

18. En appliquant tous ces résultats aux cas de i==1,2,3 et
par suite p > 1,2, 3 resp.,, nous aurons comme exemples, en posant
encore pour simplicité n= 4p — 2, (et en excluant encore les cones)
les propositions suivantes (qu’il convient de considérer comme faisant

suite & celle du n® 14):
Chaque F* de genre p > 1 appartenant & S, a une droite dou-

ble pour directrice.
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Chaque F™ de gemre p > 2 appartenant & S,_,_1 a pour directrice
une drotte double ow triple, ou bien une conique double, ou enfin (dans
le cas ot p = 3) une courbe plane simple du 4° ordre.

Chaque F" de genre p > 3 appartenant a S,_,—o @ pour directrice
une droite double, triple ow quadruple, ou bien une conique double, ou
bien une courbe plane simple du 5° ordre (et genre 4, 5 ou 6), ou bien
une cubique gauche double, ou enfin une courbe gauche simple dw 6°
ordre et de genre 4.

Remarquons enfin, comme conséquence de la derniére proposition
du n° 9, que (du moins lorsque n est assez grand pour satisfaire &
la condition (5) de ce n%la): les F* spéeiales ot m < h +1i ne sont
pas normales ; pour les F* gpéeiales normales on a toujours m=h 1.
Par exemple les T™ ayant une courbe rationnelle d’ordre h < p pour
directrice double ont (du moins lorsque » =4k 4+ 2p — 1) pour espace
normal Sy_p_ny -

Cones et autres surfaces réglées particuliores.

19. Occupons-nous maintenant des courbes directrices d’un codne
non spéeial de genre p et d’ordre y, c. &. d. des courbes qui en
dehors du centre du cone ne rencontrent chaque génératrice qu’en
un seul point. Rappelons que dans la P° I (n°® 11 et 12) nous
avons prouvé que les directrices d’ordre » forment une série de
dimension » — p -+ 1 et linéaire, c. a. d. d’indice 1, et que celles
d’ordre » + 1 forment un systéme de dimension y — p -+ 3 et dont
lindice, lorsque p = 0,1, 2, est p - 1; nous posions alors la que-
stion si cet indice valait p -} 1 pour tontes les valeurs de p. Nous
commencerons par établir qu’il en est réellement ainsi.

Dans ce but considérons une courbe normale non spéciale Cj, et
sur elle une série linéaire co! de groupes de k points appartenant
4 des S8,, dans laquelle les seules dégénérations soient dans un
certain nombre y de groupes olt deux (seulement) des k points coin-
cident entre eux. Les S, (f==7) qui joignent £ & ¢ les. points d’un
groupe forment une variété V, dont Vordre ;1 résulte d’unc série
de relations que M. SCHUBERT a dédunites du principe de correspon-
dance ordinaire (1%); on trouve,

__k——l ik———Z1
=\ _1)" T 2 \t—2)Y"

(19) On les trouve dans ma Note « Sulle varietd algebriche ete.» déja citée.

10
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En particulier, si t=% — 1, on aura
1
.’l’:‘k_gz(k—— 1)1"——- Tz-(k— Z)y.

Quant & la valeur de y, on lobtient du principe de correspondance
de M. ZEUTHEN appliqué & la. 0, et & la oco! de groupes de k
points, et en la substituant on aura

o=k —1)v—(F—2)(p+k—1).

Que Pon mette cette série oo! en correspondance uniforme avec
la série des points d’une droite a qui ne rencontre pas I’S,_, de
la (p: les droites joignant les points correspondants de cette courbe
et de cette droite formeront une surface réglée appartenant & un
S,—pto, ayant a pour directrice multiple suivant k& et dont le genre
sera p et Vordre » 4+ k. Il est facile de déterminer les directrices
(non spéciales) d’ordre » + 1 de cette surface. Elles se trouveront’
dans les 8, ,41 qui contiennent k& — 1 génératrices, e. a. d. qui
contiennent un des oo! Sp_; qui joignent un point de a & lun des
Si_s contenant &k — 1 des k points du groupe de la C* qui corre-
spond au point de a. Or ces oo! 8;_; forment une variété V; qui
est engendrée par la droite a en correspondance (1,%) avec la Vi
formée par les Sp_; nommés: cette V3 sera done d’ordre xy_o -+ k.
Et comme elle a évidemment chaque point de notre surface réglée
poar multiple suwivant & — 1, il suit que 1’8, ,_iy2 Jjoignant
(v —p — k + 3) points indépendants de cette surface rencontrera

ailleurs seulement-
Bpor+k—E— 1 —p—F+3)=p-+1
des S;_; de la Vi et que les points nommés se trouveront par
suite sur autant de directrices d’ordre » -4 1 de la surface.
Maintenant si l’on projette cette surface réglée par un point
de la directrice a sur un 8,_,; mené par la Cp, on obtiendra un
cone non spécial de genre p et ordre »; et il est méme évident que
tout come de cette nature peut étre obtenu ainsi comme projection
d’une F*+% ayant la droite a pour directrice k-ple, car sur une
Cp on peut (L, n° 17) déterminer une série linéaire de groupes de
points satisfaisant aux conditions dites (du moins pour » assez
grand, mais cette restriction n’est pas essentielle dans les questions

qui nous occupent (*%)). Les y*+1 de cette surface qui passent par

(2%) 11 suffit, pour s’en apercevoir, de remarquer que le cone non spécial ’ordre »
peut tre considéré comme projection de celui d’ordre »'(>>»), quelque grand que soit »'.
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» —p — k + 3 quelconques de ses points se projettent alors sui-
vant les y*+! du cone qui passent par les projections de ces points
et par les traces des k génératrices de la Fr+* sortant du cemtre
de projection. Donc nous concluons que réellement: dans tout céne
non spécial de genre p et ordre v les divectrices d’ordre v + 1 qui
passent par v — p 4 3 points sont en nombre de p -+ 1.

20. L’artifice par lequel nous sommes arrivés & ce résultat
pourra certes étre généralisé en substituant 3 la droite k-ple a une
courbe d’ordre %k appartenant & 8,,8;,..., et en obtenant ainsi
pour le come nommé les directrices d’ordre » + 2,» 4 3,.... Mais
nous técherons de parvenir & celles-ci par une autre voie.

Soit donnée une F* appartenant a S,_, i1 et ayant pour di-
rectrice une  p™ appa-rtenaht a2 un- 8;, mais ne contenant pas d’aun:
tres courbes qui se trouvent dans des §;. Ses directrices d’ordre
n — 4 non spéciales se trouveront dans des 8§, ,_;: celles qui pas-
sent par (n — p — 2¢ 4 1) points de F" (indépendants entre eux et
de I'8;) lorsque ¢ =1 seront données par les espaces qui joignent
I’ 8,-p—2: de ces points & chacune des p 4 1 génératrices de la sur-
face passant par les autres p -} 1 points de rencontre de celle-ci
avec cet espace, de sorte qu’elles sont alors au nombre de p 4 1.
Si au contraire ¢ > 1, les directrices nommées d’ordre n — ¢ seront
projetées par le dit §,_, o sur un §; suivant les directrices d’ordre
p-+1i—1 de la projection F¥+2—1 de F» placées sur des S;_; con-
tenant 4 génératrices de cette nouvelle surface. Or le nombre de
ces 8;_, est en géndral fini et donné par la formule de M. CASTEL-
Nuovo qui a déja été appliquée au n° 13; dans le cas actuel il
faut remplacer dans cette formule s par i, et » par p 4 2i — 1,
de gorte qu’elle devient

T = (S () =

expression & laquelle on peut aussi donner (comme ce méme savant
me fit remarquer) la forme plus simple

= s (o off)

Donc les directrices non spéciales y»—* de F» forment une co”—»—2+1
d’indice [p,i]. Si i=p on a évidemment [p,i]= 27, et comme
dans ce cas la F™ peut étre supposée non spéciale, ce résultat s’ac-
corde alors avec celui du n° 13, :
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Soit maintenant I' un cbéne d’ordre » et genre p non spécial et
normal. Par son centre menons un §; (ot ¢ < » — p) qui ne rencon-
tre I’8,_p,y, du cone qu’en ce point et tragons-y une courbe y™ qui
lui appartienne et qui soit mise en correspondance uniforme avec
la Cv de section de I' avec un §,_,. Ces deux courbes engendre-

ront une surface régiée F", ou

(1) n=yv -4 m,

qui appartiendra & un S, ,_;; si 'on a
n—p—itl=i+ty—p+1,

c’est-a-dire

2) n=v -4 2i.

Cette surface sera dans les conditions du résultat précédent et par

suite ses directrices non spéciales d’ordre

(3) p=n—i
passant par n—p — 2¢ 1 de ses points seront en nombre de
[p,4. Bt comme la F* est projetée sur I’S,_,4; par un S,y quel-
conque de 1’S; justement suivant le c¢bébne I', ces courbes y# se
projetteront suivant les directrices y* de I' qui passent par les
projections des points nommés et par les traces des m génératrices
de la F™ rencontrées par 1’S;_;, ¢’est-2-dire par (n —p 4 m — 2{ 1)
points. Or des relations (1), (2), (3) on tire

(4) P=p—v

(5) m = 2i,

qui servent a déterminer successivement ¢ et m lorsque les nombres

» et u sont donnés. On en conclut que
n~p+m—2i—!—1=2,u—-w——p+1,

et on a comme résultat de notre recherche:
Sur tout céne de genre p et ordre » non spécial il y a une infi-

nité de directrices dovdre w=v telle que par (2 — v — p - 1) poinis
quelconques du cone il en passe en général

() (e,

nombre qui atteint son maximum 2P lorsque w=v» - p.

On peut cependant faire une objection & notre raisonnement,
en remarquant la relation (5) relative a la ™ gue nous avons con-
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struite appartenant & un S;. Tant que i, c’est-d-dire y—», est
= p—1 une telle courbe peut étre construite avee des modules
quelconques; mais dans les autres cas, ¢. &. d. pour u—rv<p—1
cette courbe doit néeéssairement (cfr. n® 17) se composer d’une
courbe rationnelle normale d’ordre ¢ comptée deux fois, de sorte
que pour qu’on puisse la metire en correspondance uniforme avec
la section O” de I' il faut et il suffit que ce cone soit hyperellipti-
que. Ainsi le théoréme qui préceéde ne serait établi, lorsque
p—v<p—1, que pour les cdnes hyperelliptiques. Mais on voit
bien que les nombres qu’il détermine ne peuvent pas changer lors-
que par transformations continues des modules on rend hyperellip-
tique le come; d’ailleurs du fait que les directrices d’ordre u du
cone pour p assez grand sont coZ#——P,+l on voit qu’il en est encore
ainsi lorsque u s’abaisse par un raisonnement identique a celui du
n° 12, et qui reste confirmé pour les derniers cas de p=y» ef
p=w»-F1 par les résultats rappelés ou établis au n°® préeédent
(qui d’un autre co6té confirment aussi qune Pindice trouvé pour les
systemes nommés ne dépend pas de ’hyperellipticité du cbne). —
On pourrait aussi remarquer que nous avons supposé dans netre
construction i < » — p, cest-a-dire, a cause de (4): pu<2» —p.
Mais lorsque cette condition n’est pas satisfaite il suffit de réduire
comme & la fin du n® 13 la recherche des y# du coéne d’ordre » &
celle des p#t! du coéne d’ordre v -+ 1 pour ! assez grand; on voit
ainsi que notre théoréme reste toujours vrai.

21. De méme que par la considération des surfaces réglées non
coniques nous sommes parvenus aux courbes directrices des céne's,
de méme nous pouvons inversement de celles-ci remonter aux cour-
bes directrices des surfaces réglées non coniques, en obtenant ainsi
des résultats plus généranx que les précédents.

Supposons. que 1’on cherche les courbes directrices d’une F™
normale non spéeiale ayant pour courbe minima une €™ ol

m==n—2p 4+ 1.

Cette courbe appartiendra & un 8,—, (v. la fin du n® 10). En
projetant la surface par un 8S,,—p—1 contenu dans cet espace on
aura un coéne I’ d’ordre n —m appartenant & S,_,—py; €t non
spéeial (puisque son ordre est =2p — 1). Les directrices y* de
la F'™ se projetteront suivant les directrices y# de ce cone qui
passent par m points déterminés de celui-ci. Donc la proposition
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du n° précédent nous donne la suivante (*!):

Sur une surface réglée non spéciale de genre p et orvdre n. ayant
pour directrice minime une courbe d’ordre m, les divectrices d’ordre
u forment en général un systéme tel que par (2u —n —p -+ 1) points
il en passe

p p r
V() ()t )
bien entendw pourvw que p=n —m et 2u=n-+p—1.

Si u=n-+ p—m on retrouve ainsi le résultat des n° 11-13.
On voit que lindice du systéme, qui est alors 27, se réduit d’une
unité en descendant & u=n-+p—m—1 (ce qui est daccord
avec la note (1) au n® 12, et puis encore de p unités, de (%), ete., en
descendant successivement aux valeurs inférieures de u. (Ces abais-
sements sont alors produits par co courbes directrices d’ordre u
passant par les (2u —n-—p -+ 1) points et qui dégénérent en la
courbe minima d’ordre m et u — m génératrices).

Les deux inégalités auxquelles doif satisfaire p pour Vexistence
de courbes directrices d’ordre u se réduisent &

2u=nd-p—1
gi Pon a
ntp—1=2(n—m),
c’est-a-dire '
2m=n—p+1,

tandis qu’au contraire elles se réduisent &

n=n—m
si
2m=n—p-41.

Donc: Lorsque UVordre m de la courbe minima est tel que
2m=n —p -+ 1, pour les autres courbes directrices Vordre u est en
général tel que 2u=n-+p—1 et a par suite pour valewr minima
(m-+p—1)/2 ou bien (n-+p)/2. 8i an contraire on @ 2m=n—rp-1,
la surface contient, en dehors de la courbe minima, des directrices de

(?1) Ici encore on aurait nne restriction causée par Phypothese m=<n—2p +1;
'mais on la Ote en considérant (u® 6) la F™ comme projection d'une ™ conte-
nant encore une C™ et en déduisant ainsi les 9* de la F™ des p#H (passant
par ! points fixes) de la nouvelle surface, a2 laquelle pour ! assez grand notre
démonstration devient applicable.
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tous les ovdres & partir de celles d’ordre n — m qui forment une
série linéaire ooP—2m—p+l (22)

On peut construire des F™ qui outre la particularité de contenir
une ™, ot n —p 4+ 1=2m < n-p — 1, présentent celle de con-
tenir une courbe d’ordre plus bas que (n - p — 1)/2, et ainsi de
suite. Dans ces cas particuliers les propositions précédentes devraient
étre modifiées. Mais nous ne nous occuperons pas de cela, et nous
nous bornerons i ajouter que les méthodes qui ont servi dans les
recherches qui précédent peuvent aussi étre employées avec succes
pour ces cas et seront de méme utiles pour la recherche des di-
rectrices des surfaces réglées spéeiales (recherche qui n’a ét6 faite
ici que dans des cas particuliers) et pour celle des courbes tracées
sur chaque surface réglée de fagon a en rencontrer plusieurs fois
les génératrices (*3).

Turin, Janvier 1889.

(2) Comme si la F™ était générale on devrait avoir 2m=n 4+ p—1, et:
comme pour lexistence d’'une directrice d’ordre = — m on doit en général avoir
2m<<n—p + 1, en comparant ces deux conditions on en tire que sculement
pour p =20 et lorsque p=1 et n est pair, une F™ peut étre engendrée par deux
courbes en correspondance uniforme sans-points communs dont chacun se corresponde
a soi-méme; pour p >1 de telles surfaces sont particulicres. — Jo crois inutile
de reprodmire iei quelques résultats obtenus sur ces surfaces, car on les établit
sans aucune difficulté. Seulement comme exemples on remarquera que des
n® 6 et 7 de 1la 1° P° on tire que: La surface Fom engendrée par deux courbes
non spéciales d’ordre m n’a dautres courbes de cet ordre que lorsque la correspon-
dance enire celles-ld est singuliére et dans ce cas elle en a une oo! linéaire. La
¥~ engendrée par deux courbes spéoiales d’ordre 2p — 2 contient une ool linéaire
de courbes de cet ordre.

(®*3) Dans ces recherches on pourra probablement employer aussi quelques
remarques, contenues au n® 5 de ma Note Intorno alle geometria su una rigdta,
algebrica d6ja citée, relativement aux correspondances uniformes entre les points
de deux surfaces réglées telles que les génératrices se correspondent entre elles
et en particulier aux transformations uniformes d’une surface réglée en elle-méme.
Il semble que celles-ci pourront servir & tirer des résulfats sur les courbes qui
rencontrent deux fois les génératrices de ceux relatifs aux directrices.



