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X.

SULLE CURVE NORMALI DI GENERE p
DEI VARI SPAZI

Estratto di lettera al Prof. E. BerTINI.
« Reale Istituto Lombardo di Scieuze e Lettere », Rendiconti,
gerie IT, vol. XXT, 1888, pp. 523-528,

Ella ricordera che nell’estate dell’anno scorso, diseorrendo in-
sieme intorno ad una teoria sintetica delle curve degli spazi supe-
riori, osservavamo che per giungere ad essa converrebbe anzitutto
stabilire il teorema fondamentale di CLIFFORD per una via pilt sin-
tetica di quelle gia note. Pochi mesi dopo mi riuscl di risolvere
quella questione, grazie alla seguente formola (a mio avviso molto
gencrale e feconda, e sulla quale mi permetto pereio richiamare 1’at-
tenzione di Lei), che io diedi nella Nota: Sulle varietd algebriche
composte di una serie semplicemente infinita di spazi (Rend. Acec.
Linecei, Ottobre 1887 [p. 114 di questo volume]).

Abbiasi in uno spazio qualunque una varieta ad » dimensioni
d’ordine N, luogo di una co! di genere P di spazi S,_;; sia segnata
su essa una curva semplice d’ordine » e genere p, la quale ne in-
contri ogni 8,_; generatore in &k (=) punti e §’indichi con z (== 0)
il numero di quegli 8,_; in cui r fra i ¥ punti della curva appar-
tengono ad un 8§,.,. Sara in generale :

k(k—1)

F—1 k— 2
1 ———————e V — & = — — — K b .
(1) 1'(1"—1)1\ kP pra e J E4+1 z/(/r_2)

Questa formola comprende come caso particolarissimo la propo-
sizione seguente: data su una curva d’ordine » e genere p un’invo-
luzione razionale di grado r (ciod una serie razionale semplicemente
infinita di gruppi di » punti, tale che ogni punto appartenga ad un
sol gruppo) tale che gli » punti di un suo gruppo siano in generale
indipendenti, la varietd ad + dimensioni che & luogo degli S,_; con-
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giungenti i vari gruppi di punti dell’involuzione sarad d’ordine n —
—p—r -4 1 (ed anche minore, in casi particolari). Ne segue che,
se quella curva appartiene ad uno spazio di pit che v dimensioni,
sard: r<m—2p.

Cido premesso, osservo che il teorema di CLIFFORD (Phil. Trans.,
1878, p. 681) si pud enunciare cosi: una curva di genere p e d’or-
dine # > 2p — 2 non pud appartenere ad uno spazio di piu che
#'— p dimensioni. Per dimostrarlo e chiaro che basta provare che
quella curva non pud appartenere ad un S,_,41 (ché, ove apparte-
nesse ad uno spazio superiore, basterebbe projettarla su quello); e
siccome, in caso contrario, projettandola su un S, (!) da » — 2p 1
suoi punti, si otterrebbe (se non era gid » = 2p — 1) una curva di
genere p e d’ordine 2p — 1, cosl basta dimostrare che non pud una
siffatta curva appartenere ad un S,. Per p < 3 ¢id & evidente. Per
p =3, supposto che esistesse una curva di 5° ordine ¢ genere 3 ap-
partenente ad §,, le quadriche passanti per otto suoi punti fissi vi
determinerebbero un’involnzione di 2° grado razionale (giacché nes-
suna di esse potrebbe contener la curva), il che non puo accadere,
in causa della proposizione enunciata. Infine, supposto p > 3, ed
ammesso che una curva di genere p e d’ordine 2p — 1 appartenga ad
un 8, projettandola su un piano da p — 2 suoi punti si avrebbe
una curva piana di genere p e d’ordine p 4 1, dotata in conse-
guenza di p (p — 3)/2 > 0 punti doppi; quindi per p — 2 punti qua-
lunque della prima curva si potrebbe condurre un S, che la in-
contri in p punti. Ma allora il fascio degli S,.; passanti per quel-
I’Sy—» determinerebbe un’involuzione razionale di grado p — 1 sulla
curva d’ordine 2p — 1; il che, per la proposizione ricordata, ¢ as-
-surdo (3).

(1) Da questo ragionamento sarebbero dunque esclusiicasidip=0 ¢ p=1;
ma si vede subito direttamonte in un mode notissimo che una curva irriduttibile
d’ordine n non pud appartenere ad un Sp41 e che, se appartiene ad Sy, essa sa-
ra razionale: il che esaurisce quei casi.

(®*) Se avessi voluto dimostrare il teorema econ la restrizione 2> 2p —1
(che ® quella dcllenunciato di CLIFFORD, ma che ® eccessiva), non sarebbe stato
necessario l'artifizio usato per ultimo e sarebbe stato sufficiente, projettata la eurva
di genere p e d’ordine » di Sp—p41 da n — 2p suoi punti su Spy1, considerare
sulla curva d’ordine 2p che cosl si otterrebbe linvoluzione razionale di gruppi
di p punti determinata dagli S» passanti per p suoi punti fissi. — Ella osserverd
inoltre che, sia nel ragionamento che sopra ho fatto, sia in gqnalche altra consi-
derazione che poi fard, rimane qualche punto da approfondire,
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Il massimo spazio a eui possa appartenere una curva di genere
p e d’ordine n > 2p — 2 & dunque 8,_,; e credo facile dimostrare
la esistenza effettiva di eurve (normali) corrispondenti a quel mas-
simo mediante considerazioni sintetiche. Ma quando »<I2p — 2 il
valore massimo di d, si che esista una curva di genere p e d’ordine
n appai‘tenente ad 8 credo non sia ancor stato determinato che nel-
Vipotesi c¢he la curva abbia moduli generali (v. il mio lavoro sulle
curve nei Math. Ann., XXX [qui a p. 80]). Per0d si pud ottenere, senza
mettere alcuna restrizione sulla natura dei moduli, un limite supe-
riore per d (in generale non raggiunto) ripetendo per la curva che
ora consideriamo in 8y il ragionamento fatto dianzi. Se per d — 2
suoi punti si puo condurre un S;_» che ne contenga altri due punti,
gli Sy, passanti per esso determineranno sulla curva un’involuzione
razionale di grado n — d; sicche se n — d < d, ciod n < 2d, sareb-
be n—d <n—p, cioe d >p. Dunque considerando solo le curve
degli spazi Sy, Sy, Sp—2,.., 8i ha che 2d <<n. — Osservi che
anche questa proposizione si trova nella Memoria di CLIFFORD.

In particolare si deduce che per n = 2p — 2 il massimo valore
dideé d=p-—1. Tali curve di genere p e d’ordine 2p — 2 appar-
tenenti ad 8, sono veramente, come dice CLIFFORD, «la rappre-
sentazione geometrica naturale delle funzioni abeliane generali di ge-
nere p » , e da questo punto di vista furono gia usate da vari geo-
metri, come i sigg. WEBER, NOTHER ed HUrRWITZ (quest’ultimo nella
sua recente Nota: Ueber digjenigen algebraischen Gebilde, welche ein-
deutige Transformationen in sich sulassen, GOtting. Nachrichten,
1887). Ma mi pare che molte ricerche si potrebbero ancor fare su
esse, specialmente per via geometrica. Ad csempio & ben noto che,
se p >3, una curva siffatta sta in (p —2)(p — 3)/2 quadriche
(a p—2 dimensioni) linearmente indipendenti, ma vi sono nel siste-
ma lineare di quadriche passanti per essa certi coni di specie p — 4,
che forse non furono finora osservati e che io otterrei nel modo
seguente. Projettando la curva su un piano da p — 3 suoi punti si
vede che per questi passano p (p — 3)/2 spazi §p—3 ognuno dei quali
contiene altri due punti della curva. Gli §,_, passanti per un tale
§,—3 determinano dunque sulla curva wun’involuzione razionale di
grado p — 1. Quindi, per una proposizione (v.a p. 219 [qui a p. 97]
del mio lavoro gia citato dei Math. Ann,, XXX) che discende
subito da un noto teorema di RIEMANN, ogni gruppo di p — 1 punti
di quellinvoluzione stara in un Sp_3. I Vordine N della varietd
a p— 2 dimensioni luogo di questi co! §,_; sara tale che, appli-
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cando la formola (1) e riducendo, si avra:

donde si trae: 2 =0 ed N = 2. Dunque ciascuno di quei gruppi di
p —1 punti e tale che p — 2 qualunque dei suoi punti sono indi-
pendenti, cioé appartengono all’S,_s cui appartiene il gruppo; ed il
luogo di questi co! 8,3 ¢ una qunadrica, la quale avra evidentemente
per spazio doppio (se p > 4) I'S, 5 ®d’intersezione di due di quegli
Sp—3, e sara quindi un cono di specie p — 4 avente quell’S,_; per
sostegno. Oltre a quella serie di oo! §,_; seganti la curva in oo! gruppi
di p — 1 punti, quel cono quadrico ne conterrd un’altra serie analoga
(di cui fara parte 1’S,_; da cui sono partito), si che, mentre due spazi
della stessa serie s’incontrano solo nel sostegno 8,_; del cono, due
spazi di serie diverse s’incontrano in un 8,4, cioé stanno in un
Sp—s. Le due serie co! di gruppi di p — 1 punti della curva poste
su quelle due serie di S,_; sono serie (speciali) residue l'una del-
I’altra. Projettando dal sostegno del cono su un §;, la curva si pro-
jetta in una curva d’ordine 2p — 2 situata su una quadrica ordinaria
ed incontrata da tutte le rette di questa in p — 1 punti.

La curva normale di genere p e d’ordine 2p — 2 dello spazio
8,—1 puo servire assai utilmente per uno studio sintetico degli enti
ool di genere p dotati di trasformazioni univoche in s& stessi; e
cid percheé una trasformazione univoca di quella curva in s& stessa
¢ sempre parte di una trasformazione lineare, ciod di un’omografic
di quello spazio (v. Math. Ann., XXX, p. 209, n° 7)(3). Quest’omo-
grafia, come quella trasformazione univoca della curva, sard neces-
sariamente periodica ; quindi le proprieta delle omografie cicliche di
8p_1 serviranno ad ottenere proprietd di quella curva normale, e per
conseguenza di quegli enti. Veda ad esempio con qual semplicitd si
otterrebbero proprietd delle involuzioni di 2° grado di qualunque
genere.

La curva considerata y ammetta un’involuzione di 2° grado di
genere P: le coppie di punti coniugati in questa involuzione saran-
no omologhi in un’omografia involutoria di 8§,.;. Diciamo §; ed

(¢ [V. p. 87 di questo volume] Naturalmente vanno esclusi gli enti
iperellittici, poich® la detta enrva non pud esser iperellittica; ma per lo studio
sintetico dell’ iperellitticita Ella sa come possano giovare le curve normali d’or-
dine >2p —2.
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Sp—is gli assi di questa, dove ¢ indica un numero =0 che deter-
mineremo. Le ool refte congiungenti quelle coppie s’appoggeranno
su quegli assi e formeranno una rigata di genere P, il cui ordine,
determinato mediante la formola (1), risulta N = 2P 4 p — 3. Quin-
di, se P=1, quella rigata, appartenendo ad §,—; ed essendo ellit-
tica e d’ordine p — 1, sard necessariamente un cono: onde Pomo-
grafia involutoria sard una omologia armonica e si potra porre i = 0.
In generale poi, qualunque sia P, quella rigata d’ordine N avrd
sugli assi della omografia due curve direttrici i cui ordini devono
dare per somma N, giacche i due assi e quindi anche quelle diret-
trici non hanno punti comuni. Siccome poi la curva data y & normale
per Sp_1, cosil normale dovra pur essere la. rigata per questo spazio,
e quindi quelle sue direttrici saranno normali risp. per S; ed Sp_i—»;
sicche, supposto che esse siano semplici e per conseguenza del ge-
nere I”, non potranno essere entrambe non speciali e pero degli or-
dini P4, P-4+ p—i— 2, che questi numeri darebbero per somma
N 41, ma dovranno invece essere, ad esempio, la prima speciale e
d’ordine P -+ ¢ — 1, e Paltra non speciale e d’ordine P4 p — i — 2.
La 1®* curva direttrice essendo speciale, dovra essere P+ i — 1<
< 2P — 2; ossia:
t<<P-——1.
D’altronde calcolando il numero dei punti d’intersezione di quella
curva e¢on y si trova subito (4) che esso vale 2 (i — P 4 1). Dunque
non potra essere ¢ < P — 1, ma sard precisamente :
i=P—1;0

ed inoltre si vede che quella curva direttrice speciale, od anche
I’'Spy cui essa appartiene, non incontra y in alecun punto. Invece
Paltra direttrice della rigata, ossia ’asse cui essa appartiene, incon-
tra y in 2 (p — 2P -} 1) punti, come risulta dalla formola della pe-
nultima nota (e come anche risulterebbe osservando che quei punti

(%) 8i sa che in generale il nnmero dei punti d’incontro di due curve di or-
dini n,n’ segnate su una rigata d’ordine N ed incontranti oguni generatrice risp-
in k,% punti & dato da: ko' + %k n—EkE N.

(5) Gid nel lavoro che Le citai del sig. HURWI1Z si trova, oltre ad nn cenno
sulla rappresentazione com integrali abeliani di wna curva normale speciale di ge-
nere p e d’ordine 2p — 2 dotata di una trasformazione univoca in s stessa i cui
ool cicli costituiscano nna forma di genere P, un’osservazionc analitica (p. 99
e 100), da cui si pud dednrre che Vomografia ciclica di Sp—1 contenente quella
trasformazione ha un S5, fondamentale (di punti uniti).
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sono i punti doppi dell’involuzione di genere P data su y e deter-
minandone il numero mediante la formola di corrispondenza del sig.
ZEUTHEN). Ne segue :

2P <p+1;

N

e perd Vasse Sp—; su cui sta la curva direttrice speciale & superiore
(in numero di dimensioni) allaltro asse Sp—p—1 nel solo caso estremo
in cui sia 2P =p 41, mentre Vordine 2P — 2 di quella 1* diret-
trice non supera mai quello p — 1 della direttrice non speciale.

Ella vedra subito come questi risultati si possano enunciare in
tal forma analitica che pitt non vi compaja la curva y, e come se
si continuasse invece ad usar considerazioni geometriche su y si po-
trebbero risolvere nuove questioni importanti che subito si affaceiano
alla mente.

Ella vedra pure come la curva direttrice speciale appartenente
ad Sp._; di genere P e d’opdine 2P — 2 viene in certi cagi sostituita
da una curva razionale normale d’ordine P —1 di quello spazio
contata doppiamente, e cioct quando l'involuzione di genere P con-
siderata su y sia iperellittica: cost se P =2 questo fatto accade
sempre e la rigata delle rette congiungenti le coppie di punti di y
coniugati in quell’involuzione ha una retta direttrice doppia.

Infine mi permetto farle notare come ricerche analoghe si po-
trebbero fare su certe superficie degli spazi superiori che costitui-
scono la miglior rappresentazione geometrica delle funzioni algebriche
di due variabili, cioé sulle superficie le cui sezioni lineari sono rap-
presentate su una superficie d’ordine n dello spazio ordinario dalle
sue intersezioni con le superficie aggiunte d’ordine n — 4. Di qual-
che questione su quest’argomento, a cui vado pensando da qualche
tempo, spero di poterle scrivere pilt tardi.

Torino, Aprile 1888.



