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33 [153].

Sull’operazione aggiunta di Lagraﬁge.

Annali di Matematica pura ed applicata (Milano);
(3) 21, 143-151 (1913).

B ben noto come, nello studio elementare delle equazioni diffe-
renziali lineari, la conoscenza di certe funzioni, dette moltiplicatori,
permetta, mediante quadrature, di ridurre una tale equazione ad altre
. di grado inferiore, e come questi moltiplicatori siano gli integrali di
- un’equazione differenziale lineare dello stesso ordine della proposta,
i cui coefficienti dipendono in modo semplice dai coefficienti di que-
sta, di cui viene detta «equazione aggiunta» od anche «aggiunta '
di LAGRANGE », perché venne considerata per primo dal sommo ana-
lista di cui il presente volume intende di onorare il ricordo.

Fra un’equazione differenziale lineare e la sua aggiunta, o meglio
fra le operazioni funzionali (forme differenziali lineari) rappresentate
dai primi membri delle due equazioni, passano notevoli relazioni, di
carattere involutorio. Ma, dal punto di vista generale della teoria
delle operazioni, queste relazioni non sono che una conseguenza di
una dipendenza assai generale, quella stessa che nella geometria ana-
litica delle varieta lineari in uno spazio ad n dimensioni lega le tra-
sformazioni lineari sullo spazio di punti a quelle sullo spazio degli
iperpiani.-Per questa dipendenza, ad ogni operazione lineare si puod
-farne corrispondere un’altra, detta aggiunta (anzi aggiunta di LA-
GRANGE, per lesempio tipico che ne ha dato il nostro grande ana-
lista nella teoria delle forme differenziali lineari) della prima, le cui
proprietd sono legate in modo assai semplice con quelle dell’opera-
zione primitiva, la quale & alla sua volta Daggiunta della propria
aggiunta; e la semplicitd della dipendenza stessa viene intuita dal
fatto che per le operazioni lineari esprimibili mediante una matrice
ad un numero finito od infinito di elementi, ’aggiunta non & altro
che loperazione espressa dalla matrice ottenuta ruotando la prima
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di 180° intorno alla propria diagonale principale. Dell’operazione ag-
~ giunta. di una data operazione lineare mi sono giad occupato da tem-
po (!); mi propongo qui di introdurne il concetto nel modo piu ge-
nerale e di indicarne qualche applicazione.

1. — Un insieme 8 di elementi, per i quali siano definite, ed am-
mettano le usuali proprietd, ’eguaglianza, la somma, la moltiplica-
zione per un numero, e l’elemento zero, e tali che ogni combinazione
lineare di questi elementi appartenga all’insieme stesso, dicesi spazio
lineare. (iova all’intuizione assimilare gli elementi di questo spazio
a vettori. Pilt elementi «,, &, ..., @y, di cui una combinazione lineare
dia Ielemento zero, si dicono linearmente dipendenti; linearmente
indipendenti nel caso contrario. Se esiste un intero m tale che m
elementi di § siano di necessita linearmente dipendenti, lo spazio
& ad un numero finito di dimensioni; ad un numero infinito di di-
mensioni nel caso contrario.

2. — Consideriamo due tali spazi, § e &, dei quali non si esclude
la coincidenza ; indichiamo con le minuscole in carattere grassetto gli
elementi del primo, con le minuscole greche quelli del secondo, con le
minuscole corsive i numeri reali, con le maiuscole i simboli operatori.
Data una coppia di elementi, 'uno a in 8, Valtro « in &', sia de-
finita un’operazione P che, applicata alla coppia, dia luogo ad un
elemento di un nuovo spazio §”, che puo anche ridursi allo spazio
— ad una dimensione — dei numeri reali. IL’elemento ottenuto dal-
Papplicazione di P alla coppia a, a«, venga indicato con (a, ). Per
Voperazione P si ammettano le seguenti proprieta:

a) Essa sia a risultato unico per ogni coppia a, a.
b) Sia distributiva tanto negli elementi di S quanto in quelli
di §; talch® si abbia:

@4+b, o)=(a, a)+ (b, a), (ca, oa)=c(a, a);
@ aeot+p=@ a)+@ f @ ca)=c@, o).
c) Se si ha, per un elemento determinato a, di § e per ogni
elemento arbitrario o in &', '
(a, o) =0,
(1) SulVoperazione aggiunta, Rendic. della R. Accademia delle Scie;lze di Bologna,

1898 ; PINCHERLE e AMALDI, Le operazioni distributive, Zanichelli, Bologna 1901,
(cfr. Cap. IX).

.
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ne consegua a, = 0; e se si ‘ha, per un elemento a arbitrario in §
e per un elemento determinato o, di &,

@, o) =0,

ne consegud o, = 0. :
Risulta dalle ipotesi precedenti che se ¢ a =0 od a =0 ¢ zero
il risultato di P. Cido per Dunicitd del risultato stesso.

3. — Due elementi a, « si diranno ortogonali rispetto a P quando
sia (a, o) = 0. Se piu elementi «,, &, ... sono ortogonali ad un me-
desimo «, & ortogonale ad a ogni loro combinazione lineare. L’ipo-
tesi c¢) del n. precedente si puo enunciare dicendo che un elemento
di S non pud essere ortogonale ad ogni elemento di S’ senza essere
identicamente nullo. Poiche tutti gli elementi di 8’ non possono es-
sere ortogonali ad un elemento a, di S se a, non & zero, questi ele-
menti ortogonali formeranno una parte di Sj, cio® un sottospazio Si
evidentemente lineare, e che si dird ortogonale ad a,. Se poi 8 & orto-
gonale a pil elementi a,, a,,... di 8, sara ortogonale ad ogni loro com-
binazione lineare, cio¢ ad un sottospazio 8, di S; i due sottospazi
8y, 81 si diranno pure ortogonali fra loro. Non sarebbe privo d’inte-
resse sviluppare le proprietd dell’ortogonalita dal punto di vista del-

Valgoritmia generale; in particolare considerare il caso degli spazi
. 8, 8 sovrapposti; come pure darebbe luogo ad esame interessante
lo studio dell’operazione P, in particolare nel caso degli spazi so-
vrapposti, e quello dell’operazione (a, a) che si deduce da P e che &
forse il caso piu semplice di un’operazione non distributiva; ma, tra-
lasciando per ora queste considerazioni, veniamo alla definizione della
operazione aggiunta di un’operazione data.

4. — Sia A un’operazione lineare, univoca, che applicata ad ele-
menti dello spazio 8 riproduca elementi di questo spazio ;. sara allora

(A(a), @)

un elemento di 8”. Ora, sia possibile porre questo elemento sotto
la forma (a, f), per modo che sia

(A(a), @) = (a, B);

la B dipendera da «, e si potra dire ottenuta da « mediante un’ope-
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razione che indicheremo con A («), per modo che si avra

(A(@), o) = (a, A(«)).

a) L’operazione A & univoca. Cid per Dlunivocith di P e la
proprieta ¢) del n. 2. ' " ‘
b) Essa & lineare. Infatti, se &

(A@), @) =@, f), (A(), «) = (a, §)

ne segue [n. 2, b)]

onde

e §i verifica pure subito che &

A(c o) = c A(a).

L’operazione A si dird aggiunta di A rispetto a P; quando, in
una data questione, sia fissata la P in modo che non si possa dare
Iuogo ad ambigu_ita,r la A si dird semplicemente aggiunta di A.

Si hanno ancora le.seguenti proprieti :

¢) I’aggiunta di una somma & uguale alle somme delle ag-
giunte; l’aggiunta di una funzione lineare omogenea di pilt opera-

tori & uguale alla stessa funzione lineare omogenea delle aggiunte
degli operatori medesimi.

5. — Siano A, B due operazioni lineari su S, siano 4, B le ri-
spettive aggiunte rispetto ad una P. Per definizione &:

(AB(a), o) =(B(a), A(a)),

€ ancora

(B(a), A(2) = (a, B A(a),
onde ‘ B
' (AB(a), a) = (a, B A(x)),
che da
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o in parole: L’aggiunta di un prodotto di due operatori lineari e
uguale al prodotto degli operatori aggiunti presi in ordine imvertito.

In generale, per un prodotto di un numero qualunque di fattori
si ha:

ABC..L=1L..CBA.

6. — Ricordiamo che per le operazioni lineari si possono dare
i seguenti casi: ’

-a) A non ammette radici, e applicata ad § riproduce l’intero
spazio 8. In questo caso essa ammette un’operazione inversa univoca.

b) A ammette radici. In tale caso Ioperazione inversa & plu-
rivoca.

¢) A applicata ad S produce solo una parte S, di §; in tale
caso Poperazione inversa di A non ha senso per gli elementi di §
non appartenenti ad S,.

11 caso a) esclude naturalmente gli altri. Per gli spazi ad un
numero finito di dimensioni, i due casi b) e c) si presentano sempre
uniti; per gli spazi ad un numero infinito di dimensioni possono
presentarsi separatamente e si denominano rispettivamente degenere-
scenza di prima e di seconda specie.

Cio posto, sia A nel primo caso. Sostituendo allora, nella relazione

(A(a), «) = (a, A(2)),
per a la A1 (a), viene
(@, @) = (A=Ya), A(a));

relazione che appare come la generalizzazione della proprietd carat-
teristica delle variabili controgredienti. Sia ora (ATI) laggiunta di
A—1; verra dalla precedente che essa & linversa di A, tanto a de-
stra che a sinistra e quindi anche 4 ha operazione inversa univoca.

3

Sia A-nel secondo caso. Se w & radice di A, viene

(w; A(a)) =0

qualunque sia a; loperazione A trasforma dunque & in una sua
parte, e precisamente in un sottospazio di 8 ortogonale ad w, e si
trova dunque nel terzo caso. Sia infine A mnel terzo caso: sia §, il
sottospazio lineare in cui 8 & trasformato da A. Sia B un’opera-
zione lineare univoca di cui 8, sia spazio radice, B la sua aggiunta;
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sara per ogni a di S:
0 = (BA(), «) = (a, 4 B(x),

onde [n. 2, ¢)] per essere a arbitrario in §, & A B(@)=0; A ammette
dunque come radice lo spazio B(a), e quindi si trova nel secondo caso.

7. — Se gli spazi 8§ ed 8 coincidono, e Voperazione P & sim-
metrica, il carattere involutorio dell’operazione aggiunta rispetto al-

3

Voperazione primitiva & ev_idente; ciod se A & laggiunta di A, vice-
versa A e laggiunta di A. :

8. — Passiamo ora ad indicare alcuni casi particolari. Accen-
niamo al pilt ovvio, quello in cui S, 8’ siano coincidenti in uno spazio
ad un numero finito » di dimensioni: caso in cui un elemento o di
A ¢ dato in funzione lineare omogenea di un sistema fondamentale
Ny Mgy oee y . di vettori di S:

a=c, n + Ny i Cn 7,

Cyy Cgy «ve y Cy SONO le coordinate di . Come operazione P su due vettori
0 (Cyy Coy oey C) €d @' (01, €3, ...y 07) 8i prenda il loro prodotto scalare
¢1cy+ ¢ ey + ... + chcn; se allora una operazione lineare A (omo-
grafia di §) ¢ definita da

A(m-)' = @y N1+ @ e + + ain Nny
cioe dalla matrice '

Gy Qg e Gy

Ugy  Qgg  eee U2

Apy  Ap2 oo Apg
VYoperazione aggiunta A & definita dalla matrice
Gy Qgy e Oy

Gy Qgp  wee  Gpg

p  A2p  ees Qpp

ottenuta dall’inversione delle linee in colonne nella prima.
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Allo stesso risultato si giunge anche nel caso di uno spazio ad
un numero infinito (numerabile) di dimensioni, supponendo Vopera-
zione. A definita da una matrice limitata (beschriankt) nel senso di
HILBERT.

9. — Lo spazio 8, coincidente ancora con §", sia ora Pinsieme
delle funzioni reali di una variabile reale, date nell’intervallo 0...1,
ed ivi integrabili (') insieme ai loro quadrati.

Come operazione P applicata a due funzioni «, § dell’insieme si

assuma
1

e | @ ) = [ ato) o) a.

0

Un’operazione funzionale lineare in S si assuma sotto forma di
operazione integrale : ’

1
Afe) = [ K, ) 2) dy ,
0

a nucleoyintegrabile insieme al suo quadrato nel quadrato 0 <<a =<1,
0<<y=<_1, ammessa inoltre Vinvertibilitd delle integrazioni. Si ha
allora

1 1
(A(a), B) = Kz, y) a(y) f(x) dy da,
/]

che per inversione diviene

11
[ | / a(y) K(z, y) @) da dy = (o, A(B))
00

dove e

1
Ap) = f K(@, ) plo) dz.
0

by

Si ha cosl che Paggiunta di un’operazione integrale & quell’ope-
razione integrale del medesimo nucleo in cut la variabile parametrica
¢ scambiata con quella d’integrazione.

(1) Nel senso di LEBESGUE.
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10. — Supponendo che le funzioni prese in considerazione siano
derivabili, si ha

' 1
f d;;w) B(x) dee = [a(x) ﬁ(m)]z __fa(w) dg;w) dw;
0 0

cioé, essendo (,g una costante dipendente da o, 8 e lineare in en-
trambe e pertanto risultante da un’operazione del tipo P, si ha, D
indicando Voperazione di derivazione,

(Day B = «,f (o Dp).

In particolare, se le funzioni riprendono i medesimi valori ai
limiti dell’integrazione (!), si ha

(Day By = — (@, DP),

cioe Voperazione aggiunta di D & — D, ‘
Loperazione aggiunta della moltiplicazione per una funzione u
¢ la moltiplicazione per lo stesso moltiplicatore

(moy B) = (a, up),

onde segue, tenuto conto del risultato del n. 5, che Paggiunta di
una forma differenziale lineare

% @+ oy Do + ... 4 an D"p

& la forma differenziale lineare

ag @ — D(oy @) + D¥aty @) — o + (— 1) D™aty ),
cioe appunto la classica aggiunta di LAGRANGE.

11. — Sia F una forma differenziale lineare, F 1a sua aggiunta;
sia u un moltiplicatore di F, cio® una funzione tale che uF sia dif-
ferenziale esatto di una forma differenziale lineare d’ordine inferiore :
uF = D@. Prendendo le aggiunte si avrd Fu = — GD, e quindi, se

(1) Restrizione senza importanza, potendosi sostitmire all’operazione P data
da (1) Poperazione stessa aumentata di una costante, dipendente da a e §, oppor-
tunamente scelta.
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si applica operatore dell’'uno e dell’altro membro ad 1, si ottiene
f’(p) = 0; u ¢ dunque integrale di F; questa & la mnota proprietd
fondamentale dell’equazione aggiunta di LAGRANGE.

Per le equazioni differenziali lineari, la relazione del n. 5 @& il
teorema noto sotto il nome di principio di reciprocita di THOME e

FROBENIUS.

12. — Nelle ricerche sulle equazioni lineari alle differenze si &
presentata frequentemente (1), accanto ad una data equazione, un’altra
che e con la prima in una dipendenza analoga a quella che passa fra
un’equazione differenziale lineare e la sua aggiunta di LAGRANGE.
Infatti, il primo membro della seconda dd un’operazione che & lag-
giunta, nel senso definito nel presente lavoro, dell’operazione rappre-
sentata dal primo membro della prima equazione rispetto ad una
conveniente operazione P. I’operazione P rispetto alla quale si prende
Paggiunta puo essere scelta in vario modo; per esempio, si puo con-
siderare come spazio § I'insieme delle funzioni, reali di variabile reale, -
integrabili da — oo ad oo, insieme ai loro quadrati (nel senso di .
LEBESGUE) e, & e f§ essendo due elementi di §, porre: '

o0

(@ ) = / a(x) plx) de.

—00

Viene allora che, detta 6 D’operazione di accrescimento finito
[quella che muta fiz) in flx + a)], la sua aggiunta & 6—% e quindi
Vaggiunta di

F = ay@) flz 4+ n) + oy@) fle +n— 1)+ .
oo 7+ 06—1(®) floe -+ 1) + onf) flz)

&, per i principi dei nn. 4-5,

F=oye—n)fle —n)+o@—n—+1)fle —n+ 1)+ ..
. q,,._l(m — 1) flwe — 1) 4 an(®) fiz)

(Y) Vedasi la mia Memoria « Saggio di una generalizzazione delle frazioni conti-
nue algebriche, Mem. Acc. Bologna, 8. 4, T. 10 (1890), pag. 513 » dove Pequazione
aggiunta ® designata sotto il nome di « equazione inversa». Vedasi anche: BOR-
TOoLOTTI, Rend. Ace. Lincei, S. 5, T. 5 (1896), pag. 254; WALLEMBERG, Theorie der
- lin. Differenzengleich., Leipzig 1911, p. 81.
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Le proprietd dell’equazione alle differenze aggiunta di un’equa-
zione data, che si trovano sviluppate nei lavori testé citati, non sono
che semplici conseguenze delle proprieta generali dell’operazione ag-
giunta di una data operazione lineare, quali risultano dal capitolo di
Algoritmia che abbiamo tentato di abbozzare nel presente saggio.

L’operazione 0, o di sostituzione di # con # + 1, & un caso par-
ticolare dell’operazione 8, di sostituzione, che consiste nel sostituire
nella funzione generica f{x) ad « la funzione data w(x). Si trova con
cid che laffermazione «l’aggiunta di 6 ¢ 6—1» & caso particolare
dell’altra « Paggiunta di S, e -ﬁ 8-1», posto w'(z) =g—:3 ed es-
gendo S8—! l’inversa di S: ’operazione P essendo sempre data dall’in-
tegrazione del prodotto fra limiti convenienti.



