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28 [133]. 

Sull'inversione degli integrali definiti. 

Memorie di Matem. e Fis. della Società ital. delle Scienze (fletta dei XL, Roma); 
(3) 15, 3-43 (1907). 

Il problema funzionale rappresentato dall'equazione 

(I) / a(#, t) co(t) &t = q>(x)j 

(D 

dove a(ûCj t) e <p(a?) sono funzioni date ed m(t) è una funzione da 
determinarsi, è noto sotto il nome di « inversione di integrale defi
nito ». La funzione a(#, t) è stata da me chiamata funzione caratte
ristica dell'equazione (I) ; dall'HiLBERT (*), che ha chiamata la. (I) 
e q u a z i o n e i n t e g r a l e l i n e a r e d i p r i m a s p e c i e , la a(#, t) 
è stata detta p e r n i o (Kerrì). Il problema (I) è importante per sé e 
per le applicazioni alle quali dà luogo : non solo si presenta in 
questioni fondamentali nella teoria delle funzioni, nella meccanica e 
nella fisica matematica, non solo è strettamente legato a problemi 
di integrazioni di equazioni alle differenze finite, di equazioni |ìiffe-
renziali, alla ricerca di sviluppi in serie di determinata forma per 
una data funzione, ecc., ma è da questo problema che venne posta 
meglio in luce Fopportunità del calcolo che studia le operazioni di
stributive in quanto si applicano a funzioni. Sotto questo punto 
di vista, l'equazione (I) può venire interpretata in un modo assai 
semplice : Fintegrazione definita, che figura nel primo membro di (I), 
è un'operazione funzionale determinata dalla sua funzione caratte-

(*) Getting. Nachrichten, 1904-05 : lavori dove si trovano, per il campo reale, 
r isultati dei più notevoli per la teoria e per le applicazioni delle equazioni fun
zionali delle forme (I) e (II). 



StJLL*INVERSIONB DEGLI INTEGRALI DÈFÏNÏTI 3Ò3 

ristica e dalla linea (l) d'integrazione ; questa operazione, che va 
eseguita sulla funzione co(t), si indichi con A(co) : allora l'equazione 
(I) non significa se non la ricerca del risultato, sulla funzione data 
(p(x)7 dell'operazione inversa A"1. 

Però, un'equazione della forma (I) non è sempre possibile ) per 
accertarsene, basta ricordare un esempio che è stato citato altre 
volte : se a(#, t) è una funzione razionale intera in x di grado m, 
ed l è una linea finita, l'equazione (I) non può avere soluzione se 
<p(x) non è del pari una funzione razionale intera di grado m. Que
sto esempio mostra come, a differenza dell'equazione, in co(x), 

(II) co(x) + / a(x, t) co{t) dt = <p(x), 

che dall'HiLBERT è stata detta e q u a z i o n e i n t e g r a l e l i n e a r e 
d i s e c o n d a s p e c i e , la risoluzione dell'equazione (I) dipenda più 
da considerazioni qualitative che quantitative ; da ciò ha forse ori
gine il fatto che la risoluzione dell'equazione (II) si sia ottenuta, 
almeno per una classe assai estesa di casi (*), mentre ben poco 
avanzata è quella dell'equazione (I). Per questa si presenta infatti, 
come essenziale, un quesito della seguente forma : « Data un'opera
zione A, caratterizzata dalla forma del suo Kern a(a?, t), quali sono 
le classi €t di funzioni (spazi funzionali lineari) alle quali è appli
cabile l'operazione inversa A - 1 ? » . Oltre a ciò, vi è da chiedere se 
l'operazione A-1 sia o no univoca, e a quali spazi funzionali €V 
appartengano i risultati di A"1 applicata alle funzioni della classe 
€1 ; ma non si può dire che esistano, per ora, risposte generali a 
domande di simile natura. 

Come si è detto, offre particolare interesse lo studio qualitativo 
dell'equazione (I) o la ricerca dell'operazione A~x ) è a questo lato 
della questione che intendiamo di porre maggiormente attenzione. 
Trattandosi di mettere in relazione, più che valori numerici, la forma 
di funzioni fra loro dipendenti, si intende come le ricerche funzionali 
che qui si presentano, a differenza di quelle dei lavori dell'HiLBERT 
e della sua scuola, non offrano che una scarsa analogia con quelle 
che si hanno, ad esempio, nel Calcolo delle variazioni o nello studio 

(l) Per opera specialmente di FREDHOLM ; vedasi: Acta Math., T. 2,7, pag. 
365 (1903). Per un caso alquanto più speciale sono da ricordare i lavori del 
VOLTERRA (Atti dell'Aecad. di Torino, 1896 ; Annali di Mat., S. II, T. 25). 
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delle dipendenze che il VOLTERRA ha dette « funzioni di linee » ; e 
come la particolarità della funzione caratteristica, della cp(x) e della 
co(x) di essere analitiche e di appartenere a determinate classi, 
abbia qui una speciale importanza. Perciò non è il caso già consi
derato da vari autori, ma non risoluto in generale, il caso cioè in 
cui a(#, t) e <p(x) sono funzioni reali delle variabili reali x e t prese 
entrambe in un intervallo fisso, quello che dal nostro punto di vista 
e per la risposta al quesito fondamentale formulato più sopra potrà 
avere la maggiore importanza : prevale invece per noi la considera
zione della forma della funzione caratteristica, supposta analitica, 
ed a questa forma, come l'esempio testé ricordato dimostra lumino
samente, è strettamente legata la possibilità o meno di risoluzione 
dell'equazione (I). 

Sulla quale equazione, o sull'operazione A(a>) che ne costitui
sce il primo membro, è da aggiungere un'osservazione essenziale. 
Un'espressione 

(III) \ a(x, t) co{t) dt 

<*> 

definisce, per un certo campo funzionale in cui possa variare arbi
trariamente co(t) o per certi valori di un parametro s contenuti in 
a, una determinata operazione ; questa gode di particolari proprietà 
e ubbidisce a relazioni di cui alcune sono tali da caratterizzarla. 
Ma può avvenire che, variando il campo funzionale in cui si trova 
co, o variando il valore di s, l'integrale (III) cessi di avere signifi
cato : mentre con altra espressione di forma diversa si avrebbe 
un'operazione che per co o s, nei campi primitivi, coincide con (III) 
e che nei campi nuovi, in cui (III) non vale, conserva le proprietà 
che caratterizzavano la A. In tal caso è ben ovvio il ricorso al noto 
p r i n c i p i o di p e r m a n e n z a : è naturale riguardare come entità 
a se non repressione (III), ma l'operazione A in tutto il campo in 
cui esiste e in cui mantiene le sue proprietà, mentre l'integrale (III) 
non è, per così dire, che un modo contingente di rappresentarla. 
Viene da ciò che dei due problemi della risoluzione dell'equazione 
(I) e della ricerca dell'operazione A-1, il secondo ha estensione 
maggiore del primo : e dal fatto che, in qualche caso, non si trovi 
una funzione che sostituita a co(t) in (I) ci fornisca la <p{x\ si deve 
concludere che non esiste A~~\(p) in quel carneo funzionale che dà un 
senso all'integrale, ma non si può asserire che in campi in cui la 
stessa operazione A ammette rappresentazioni diverse, debba mancare 
necessariamente la A-^y). 
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In questa guisa l'entità « operazione funzionale » viene a riac
costarsi, dal punto di vista logico, a quella di « funzione analitica ». 
Anche all'ente funzione analitica possono competere varie forme di 
rappresentazione aritmetica più o meno contingenti, attraverso le 
quali l'ente funzione conservando le sue proprietà mantiene inalterata 
la propria individualità. Al Lettore che sia alquanto familiare coi 
concetti informatori dell'opera Sulle operazioni distributive, che ho 
pubblicata con la collaborazione del prof. U. AMALDI, questa analogia 
sembrerà assai naturale. 

Codesto concetto di estensione di un'operazione al di là dei 
confini di validità dell'espressione che la rappresenta originariamente, 
si è presentata in certi casi nel modo più naturale. Ad esempio, 
si può citare l'operazione di derivazione ad indice arbitrario, su cui 
ci tratterremo alquanto nel presente lavoro ; ed è questa estensione 
che spiega la formula risolutiva nel noto problema d'inversione di 
A B E L , che si troverà qui esteso al campo complesso. 

La presente Memoria offre un contributo ben modesto allo stu
dio del problema generale dell'inversione degli integrali definiti. 
Eiservando ad una seconda parte lo studio del caso in cui la fun
zione caratteristica ammette come luogo delle sue singolarità una 
curva algebrica [argomento su cui non esiste letteratura, all'infuori 
di una breve Nota preventiva da me pubblicata or son vent'anni (*)], 
in questa prima Memoria considero un Kern che sia funzione della 
differenza x — t. Nel § I codesto Kern è indicato con a(x — t) ; quivi 
a(x) e (p{x) si suppongono appartenere alla classe delle funzioni re
golari in un intorno di x = oo, ed il cammino d'integrazione è una 
linea chiusa : si vede allora come solo eccezionalmente la soluzione 
co(t) dell'equazione (I) possa essere pure regolare nell'intorno di 
x = oo, e come generalmente essa appartenga alla classe delle co
siddette funzioni determinanti, il cui ufficio ha in tutta questa teoria 
una notevole e spontanea importanza. Nel § I I il problema si ge
neralizza per il caso in cui a(x) e cp{x) sono alla lor volta elementi 
della classe delle funzioni determinanti (di cui le funzioni regolari 
per x = oo sono solo casi particolari). Nel § I I I è introdotta un'o
perazione che, per le funzioni determinanti, non differisce essenzial
mente dalla, derivata d'indice s qualunque e nel § IY ne viene fatta 
l'applicazione all'inversione d'integrale definito in cui la funzione 
caratteristica è della forma (x — t)-8-1 a(x —1)7 essendo a una fun-

(i) Rendiconti dell 'Istituto Lombardo, 12 maggio 1887. 

20 
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zione determinante ; tutto ciò nel caso di una linea d'integrazione 
infinita e chiusa, e nel § V ne è data l'estensione al caso di una 
linea d'integrazione infinita ed aperta, che richiede un esame pre
ventivo del cosiddetto problema dei momenti. Infine nel § VI è stu
diato il caso dell'integrale esteso fra un termine fisso ed il punto 
variabile x, la funzione caratteristica essendo dapprima (t — x)-*-1, 
come nel classico problema d'ABEL, poi (t — x)—8"1 #(t — x\ come 
nel detto problema generalizzato dal SONINE ; differendo il caso da 
noi considerato da quelli noti, per il fatto che per la funzione data 
<p(x) è supposta, e per la cercata co(t) è richiesta, l'analiticità (il me
todo essendo del resto estendibile anche al caso delle funzioni non 
analitiche) e che si trova il legame fra la forma analitica dell'una e 
dell'altra : inoltre non figura più l'ipotesi restrittiva della realità di 
8, che può essere per noi un numero complesso qualunque. 

1. — Indicheremo con 3 l'insieme o campo funzionale delle 
funzioni o rami di funzioni analitiche di a?, regolari per x = oc 5 per 
le quali cioè, per valori di x abbastanza grandi in modulo, vale uno 
sviluppo in serie di potenze intere negative di x ; supporremo inoltre 
nullo il valore delle funzioni considerate per x = 00. Ogni simile 
funzione sarà uno speciale elemento di <?, ed d costituirà evidente
mente uno spazio lineare ad una infinità (numerabile) di dimensioni. 

Per ogni elemento a(x) di S vale, per \x\ > r, uno sviluppo 
convergente della forma 

00 a 
(1) - a(x) = 2 v 

0 x^1 

Se t indica una seconda variabile, a(x — t) è regolare sotto la 
condizione 

|a?| > r - f |£|, 

tanto come funzione di x che come funzione di x — t, e se t de
scrive una linea l i cui punti abbiano per modulo massimo r1? 

a(x — t) sarà regolare per tutti i punti di codesta linea, sotto la 
condizione 

(2) | ^ | > r + r i ? 
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2. — Sia l una linea nel senso di JORDAN, di lunghezza unita, 
semplice e chiusa. Sia f(x) un secondo elemento di 3, regolare in 
un intorno di x = oo che includa tutti i punti della linea Z, e sia 

oo I» 

(3) f(x) = S v 

-o ocv+x 

lo sviluppo di f(oc) convergente per \x\ abbastanza grande. 
Consideriamo ora l'espressione 

(4) l-ja(x-t)f{t)&t, 
(i) 

dove la linea l è percorsa nel senso convenuto come positivo; essa 
ha significato per tutti i valori di x soddisfacenti alla condizione (2) 
e rappresenta, nell'area determinata da quella condizione, un ele
mento g(x) di 3. . 

Questa funzióne g(x) rimane la stessa se la linea (l) si dilata in 
modo che ogni sua posizione (^) includa la precedente; in particolare 
si potrà assumere come linea (l) un cerchio di centro x = 0 e raggio 
r2 sotto la condizione che f(x) sia regolare al contorno e all'esterno 
di questo cerchio. 

3. — Secondo un concetto che ho già espresso da lungo tempo 
ed applicato in molte occasioni, la (4) si può riguardare come una 
operazione funzionale, definita dalla funzione a(x) che ne verrà detta 
funzione earatteristiea) questa operazione si indicherà, per brevità, 
con A(f). L'operazione A, eseguita su un elemento / dell'insieme 
3j produce dunque un elemento determinato g dello stesso insieme, 
e la scelta della linea (l) d'integrazione è arbitraria, nel senso che 
ad (l) si può sostituire una qualunque delle ( y di cui al paragrafo 
precedente. 

All'espressione di A(f) data dall'integrale definito 

(a) A(f)=—\ a(x-t)ffldt, 

(J) 

se ne possono sostituire altre di forma diversa. Così, se si sviluppa, 
nella (4), la a(x — t) per le potenze intere negative di x — t, il che 
è lecito per la condizione (2), indi si integra termine a termine, 
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viene, per la formula di OAUOHY, 

Se invece si sviluppa la a(x — t) per le potenze intere negative 
di X) il che è pure lecito sotto la stessa condizione (2), si ottiene 
lo sviluppo 

M aj? + va, t-i + Q at t>~* + ... + av 

a(x — t) = 2 — p , 

che moltiplicato per f(t) ed integrato termine a termine lungo la li
nea (Z), dà, in virtù degli stessi teoremi di CAUCHY, Fespressione 
di A(f)y convergente per \x\ > r -f- r1? 

(0) A ( / , __ 2^ _ . 

Quest'ultima forma ci dà lo sviluppo, nell'intorno di x = oo, del ri
sultato di A(f), e si vede come esso sia simmetrico nelle due fun
zioni a ed / che gli hanno dato origine. 

Si noti, dalla (e), che A(f) non può essere identicamente zero, 
a meno che non lo sia la / . 

Si noti, infine, che Foperazione A è commutabile colFoperazione 
D di derivazione, e che due operazioni A, B del tipo (a), corrispon
denti a due diverse funzioni caratteristiche a(x)j &(#), sono commu
tabili fra di loro. 

4. — Ciò premesso, ci proponiamo il seguente problema d'in
versione : 

A) Dato un elemento g(x) di 3 ? esiste in 3 stesso un elemento 
f(x) tale da soddisfare "all'equazione 

(d) A(f) = g % 

Per le espressioni di A(f) alle quali si è accennato nel n. pre
cedente, questa questione equivale anche alle due seguenti : 

A') È possibile trovare in 3 un integrale delVequazione diffe
renziale lineare non omogenea, a coefficienti costanti e d'ordine infinito, 

vZo v ! àx 2/-—h^-ré = ^), 
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essendo g(x) un elemento dato in 3ì-
A") È possibile, gv essendo il coefficiente di x~~(v+l) nello svi

luppo di g(x) per Vintorno di x = co, trovare soluzioni lcv delle infinite 
equazioni lineari ad infinite incognite-

(f ) o0Tcv + r a ^ - i + ( J a2Tcv_2 -f ... - f avfe0 = #„ (y == 0, 1, 2,.,.) 

fai£i che il massimo limite di | | X | jper r = oc non sia infinito f 

5. — Per dare risposta alle precedenti domande, conviene ri
correre alla teoria, che risale a LAPLACE e ad A B E L e venne po
steriórmente perfezionata, specialmente dal POINCARé , delle funzioni 
generatrici e determinanti (d) ) la quale teoria varrà anche a dare al 
problema d'inversione, espresso dalla equazione (d), le sue più natu
rali estensioni. Supporremo che il Lettore conosca gli elementi, del 
resto assai semplici, di codesta teoria ; ci basti ricordare che se <p(u) 
è una funzione finita ed integrabile fra 0 ed co, per valori ad e-
sempio reali e positivi di u, e tale che per un valore x di x V integrale 

oo 

(5) / ( # ) = / (f(u)euxdu 

sia convergente, esso sarà convergente per ogni x tale che sia 
M(x) > QJI{X) (2), e rappresenterà sotto questa condizione una funzione 
analitica regolare in ogni campo finito : per ogni regione cioè posta 
a destra della parallela all'asse immaginario del piano x condotta 
per il punto x. Questa funzione analitica si dice la determinante di 
(p(u), che ne viene detta la generatrice. Inversamente, la funzione 
generatrice viene espressa, in funzione della sua determinante, da 

fc-j-ioo 

(6) <p{u) = — I f(x) ewx &x 

dove u è reale e Jc > M(x). 

(4) Vedasi in proposito, per esempio, la mia Memoria : Sur les fonctions déter
minantes, Annales de l'Ec. Norm. Supérieure, ser. 3, torn. 22, 1905. 

(2) Con Sì{x) s'intende la parte reale del numero complesso x, 
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Bicordiamo ancora che ogni funzione intera della forma 

(7) rt«)=-5 ^f, 

dove, essendo m un numero positivo assegnabile, sia 

(8) \K\<mvj 

ammette come determinante la funzione delFinsieme 9 rappresentata 
da 

if. 

(9) V+l? 

e, reciprocamente, che ogni funzione delFinsieme d ha per generatrice 
la funzione intera del tipo (7) formata col passare da (9) a (7). Le 
funzioni intere (7) i cui coefficienti verificano la condizione (8) sono 
dell'ordine uno ed eccezionalmente di ordine inferiore; e precisamente 
del tipo che dal PRINGSHEIM (*) viene detto normale Indicheremo 
con & Finsieme delle funzioni intere (7) per le quali è soddisfatta la 
condizione (8), equivalente (indicando le derivate mediante gli apici) a 

|^W(0) |<m v 

e potremo dire che gli elementi di & hanno per determinanti gli e-
lementi di 3, e questi hanno tutti per generatrici elementi di S. 

Inoltre, per il caso di una determinante f(x) appartenente ad 
<?, alla formula (6) si può sostituire Faltra 

(6') ^ cp{u) = - J L ff(x) e™ ùw, 

0) 

dove (Z) è una linea chiusa circondante il punto oc = 0 e tutta com
presa in quell'intorno di x = oo in cui f(x) è regolare. 

6. — Eiprendiamo ora l'equazione (d) ed indichiamo rispetti
vamente con a(u), cp(u)j y(u) le funzioni generatrici di a(x\ f(x), g(x)* 

(*) Math. Annalen, Bd. 58, pp. 262-264. 
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Sostituendo in (a) ad a(x — t) la sua espressione 

(5') a(x — t)= e-**-*)- OL{U) du, 

o 

viene, dall'inversione evidentemente lecita delle integrazioni, 

oo 

A(f) = — / e~ux a(u) i eut f(t) dt du 

0 (Ï) 

e per la (6') 
OO 

(10) Mf)= / e~uxa(u)(p(u)du. 

o 

L'operazione A produce dunque la funzione determinante del pro
dotto delle generatrici di a(x)jf(x). 

Questa proprietà conferma la simmetria, già notata al n. 3, del 
risultato di A rispetto alle due funzioni a(x) ed f(x). Indicando con 
Of l'operazione che, applicata ad / , ne dà la generatrice, la (10) si 
può esprimere simbolicamente mediante 

(10') Ga-Gf=GA(f). 

Dalla (10), o dalla equivalente (10'), risulta subito la risposta 
alla domande fatte al n. 4. Infatti, l'equazione (d) essendo equiva
lente a 

Gg = Ga* Gf, o y(u) = a(u) cp(u), 

ne viene che la funzione / dovrà essere la determinante di y(u)/a(u); 
ma gli elementi di d sono dati da tutte e sole le funzioni determinanti 
degli elementi di & (n. 5) : onde segue che le domande formulate al 
n. 5 avranno risposta affermativa se e soltanto se il quoziente y(u)/(x(u) 
apparterrà alVinsieme '&. 

Ma è facile vedere che affinchè ciò accada basta che y(u) sia 
divisibile per a(u)j cioè che il quoziente predetto sia una funzione in
tera. Infatti, dalla proprietà (8) delle funzioni dell'insieme <S, risulta (*) 

(4) PRINGSHEIM, loc. cit., pag. 327, 
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che y(u\ a(u) sono di altezza (o genere) 1 o 0, e quindi, essendo qv 

le radici di a(w), q'v quelle di y(u), della forma 

0 0 / U \ Qv °° / u \ Q' 

(11) a(u) = e™n 1 — — le , y(u) = ec'u II 1 r ) e v . 

Se ora il quoziente y(u)/a(u) è una funzione intera, le radici di 
a(u) saranno necessariamente tutte comprese fra * quelle di y(u\ da 
cui risulta, per le (11), che y(u)/a(u) avrà la medesima forma e con
seguentemente (*) che i coefficienti del suo sviluppo in serie soddi-
sferanno alla condizione (8). 

Concludiamo dunque che alle domande formulate al n. 4 viene 
data risposta affermativa se e solo se il quoziente y(u)/a{u) è una 
funzione intera, nel quale caso essa appartiene alVinsieme & (2). 

7. — L'inversione d'integrale definito espressa dall'equazione 
funzionale 

(d') ^'f.*(x-t)Màt = g(x) 
(i) 

non è dunque possibile in generale mediante una funzione f(x) re
golare in un intorno di x = oo. La condizione di possibilità risiede in 
una proprietà della funzione generatrice di g{x\ quella che y(u) sia 
divisibile per a(u). La funzione g{x) deve così appartenere ad uno 
speciale insieme contenuto in <?, e che indicheremo con 3a ; è chiaro 
che questo insieme è lineare, cioè che se g(x) e g±(x) hanno le loro 
generatrici divisibili per a(w), lo stesso è di ĉ r -f- eigi. Se g appar-

t\rt 

tiene ad 3a, vi appartiene anche -~-, poiché è, D essendo l'opera-
Q.X 

zione di derivazione, 

GDg = — uGg ) 

più generalmente, se B è un'operazione analoga ad A, in cui f}(u) 
sia la generatrice della caratteristica, e se f appartiene ad 3a, vi 

(*) PRINGSHEIM, loc. cit., pag. 266. 

(2) Per quanto precede possiamo esprimere questo fatto dicendo che y(u) è 
divisibile per a(^). 
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appartiene anche B(g\ poiché è 

OB(g) = p(u) y(u). 

Se g, appartenente ad 3aj è sviluppabile in serie di potenze 
negative di x per \x\ > r' mentre a{x) lo è per \x\ > r, la soluzione 
/(a?) di (&') è sviluppabile fuori di un cerchio il cui raggio è al più 
r' -f- r. 

Il solo caso in cui 3a possa comprendere tutti gli elementi di 
3 è quello in cui è OL(U) = ecu, nel quale caso è 

x —•— e 

8. — Se si limitasse la risoluzione dell'equazione (d) al caso 
ora considerato, il campo delle funzioni g(x) per le quali essa è 
possibile sarebbe così ristretto da far quasi perdere al problema 
qualsiasi interesse. Ma codesto interesse viene riacquistato dal fatto 
che è possibile ampliare il campo di quelle funzioni, e ciò si può 
fare facilmente con una lieve modificazione dell'espressione (a) data 
per l'operazione A. Osserviamo a questo scopo che in quell'espres
sione si può sostituire alla linea finita e chiusa d'integrazione 
una retta che sia tutta esterna al cerchio di centro 0 e di raggio 
r + ri: questa equivalenza si scorge subito mediante un'ovvia ap
plicazione del teorema di OAITOHY. Considereremo, in particolare, 
codesta retta parallela all'asse immaginario, avendosi con ciò per 
A(f) l'espressione : 

k-\-ìoo 

(a') A ^ ^ J - ja{30_t)f{t)dt, 
k—ioo 

dove H un numero positivo maggiore di r + r± • 
Ora questa espressione conserva un significato, ed insieme le 

sue proprietà essenziali, se si estende il campo delle funzioni fix) 
assumendole come funzioni analitiche non più regolari per x = oo, 
ma solo regolari in tutto il semipiano della variabile x definito da 
M(x) > e, dove e è un numero reale ; ed inoltre supponendo che 
esse tendano a zero di ordine non inferiore al primo quando x tende 
all'infinito secondo una qualsivoglia direzione contenuta in quel 
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semipiano (1). Indicheremo con 9) Pinsieme, evidentemente lineare, 
delle funzioni aventi queste proprietà, qualunque possa essere e ; è 
chiaro che Pinsieme 3 è contenuto in 2>. 

Le funzioni di 2> ammettono una funzione generatrice. In altri 
termini, - se f(x) è un elemento di SO, esiste la funzione <p(u) della 
variabile reale u, finita e continua in ogni intervallo positivo 0... m, 
data da 

k-{-ioo 

(6") <p(u) = ^-rjf(x)e™dx, 

alla quale corrisponde un numero G [ordine della funzione <p{u)] tale 
che per M(x) > e sia 

oo 

(5") f(x) = f <p(u) e-ux du (é) ; 

<p(u) è la generatrice di f(x\ questa è la determinante di q?(u). 

9. — ISToi considereremo dunque Poperazione A, sotto la forma 
(a'), estesa ad un elemento f(x) delPinsieme 2>, supponendosi che sia ! 

M(x) > r + &• Tanto a{x) che f(x) ammettono funzioni generatrici, e 
come tali si può, nelle (a'), per éiï(x — t) > r, e quindi, poiché è 
M(t) = Te, per <$(#) > r -J- ft, sostituire ad 4(# — £) Pespressione (5') ; 
viene (cfr. n. 6) invertendo le integrazioni, il che è evidentemente 
lecito sotto le ipotesi fatte, 

oo k-\-ioo 

A(f) =J^ e-ux a{u) / eutf(t) dt du 

0 Je—ioo 

e quindi, per la (6% 

oo 

(10) x A(f) = / e~ux a{u) <p{u) du. 

o 

(1) Si vedrà più. avanti come questa seconda condizione non sia essenziale* 
(2) Vedasi la citata mia Memoria: Sur les fonctions déterminantes, nn. 20 e 

£.; dove per un migliore riscontro conviene porre e~~u in luogo di t, 



# 
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Questa espressione definisce, per M(x) > r -f- le, un elemento di 2> ; 
e perciò, come al n. 6? sì ft& come risultato dell'operazione A su fla 
funzione determinante del prodotto delle generatrici a(u), cp(u) di a(x), 
f(x) rispettivamente. 

Si vede pure che il risultato di A è simmetrico nelle due fun
zioni a(x) ed f(x). 

10. — È facile dimostrare, per una funzione f(x) dell'insieme 
2> data nel semipiano Sl(x) > e, la formula 

k-{-ioo 

(12) M=èï[ f=r ^>c> «•»*]• 
h—ioo 

Basta all'uopo prendere x entro il rettangolo avente per vertici i 
punti le — ih, Tcf— ih, Jcf-\- ih, le -f- ih, dove è le' > le, indi applicare la 
formula di CAUCHY quando si integri lungo il perimetro del rettangolo. 
Per le ipotesi fatte su f(x), quando h tende all' infinito le parti del-
Fintegrale relative ai lati le — ih ...le' — ih e V -f- ih ... le -f- ih del 
rettangolo tendono a zero ; Fintegrazione estesa al contorno formato 
dal lato le' — ih ... W -\-ib e dalla semicirconferenza avente questo 
lato come diametro e rivolto verso il lato positivo dell'asse reale 
mostra subito che anche Fintegrale relativo al detto lato ¥ — ih... 
... le' -f- ih tende a zero per h == oo ; e da ciò segue la formula (12). 
Da questa si deduce poi, senza difficoltà, 

]c-\-ico 

(120 • f^)={-irnl f M d t 

2jti J {x — tf^1 . 
Te—ioo 

Ciò posto, se si sviluppa a(x — t) in serie di potenze intere ne
gative di x — t, il che è lecito per Si(x) > r -f- & e permette anche 
Fintegrazione termine a termine, viene da (12') l'espressione 

oo / 1 \v a 

(b) A{f) = s \ L>tt*f<r\x). 
v=0 Vi 

per l'operazione A nel campo funzionale 2>. 

11. — Si può ora chiedere se, nello stesso modo in cui l'espres
sione (b) dell'operazione A si è estesa dal campo d a quello ben più 
ampio 3), sia anche possibile una estensione dell'altra espressione 
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(c) dell' operazione medesima. A questo scopo, aggiungiamo alle 
ipotesi fatte su f(x) (n. 8) Faltra che la funzione <p(u) ammetta, nel-
Fintervallo dei valori u reali e positivi, le derivate di tutti gli or
dini, tutte di ordine non inferiore a e, cioè tali che tutti gli integrali 

Od 

/ 
0 

e-ux yfn)^ ùU (n = 1, 2, 3 , , 

siano convergenti per M(x) > e. Sotto tale condizione, se si pone 

^ ( 0 ) = ^ (n = 0 , l ,2 , . . . ) , 

è noto (*) che quando x tende alFinfinito parallelamente alla direzione 
dell'asse reale positivo si ha 

(13) lim |/(#) - h. _ ^1 _ ... _ J ^ \ a-H-i = 0 ; 
# = 0 0 X ,n+l ( 

ciò si esprime, secondo il POINCARé (2), dicendo che lo sviluppo 
J^Cky/x^1) rappresenta asintoticamente/^), e si può indicare con la 
scrittura 

(14) ŷ  „£ + £ + ... + J* + ... . 

In base a ciò, riprendiamo la funzione g(x) = A(f), la cui fun
zione generatrice è OL(U) q>(u). Le si potrà applicare la considerazione 
ora fatta, e poiché si ha 

ç*w)(0) = fc«, a<*>(0) = On, 
verrà 

dv 

- — a(u) W(U) = a0 ~kv -f- va± ft„-i + ( 0 ) a% fcv_2 + — + av\. 

Quindi si ha per g(x) lo sviluppo asintotico corrispondente a questo 
sistema di coefficienti ; in altri termini, alla (e) del n. 3 si sostituisce 

(4) Vedasi per esempio la mia Nota : Sugli sviluppi asintotici e le serie somma
bili, Rend, della R. Accademia dei Lincei, 15 maggio 1904, 

(2) Acta Math., t. Vili, pag. 296. 
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ora la 

Ve) A ( . / ) ~ 2 —p r . 

12. — Poiché l'operazione A, dapprima definita nell'insieme <?, 
si estende, conservando le sue proprietà, all'insieme più ampio 2>, 
possiamo cercare se, quando la soluzione dell'equazione (d) manchi 
nel campo <?, essa sia possibile invece in questo campo più esteso 2>. 
Per quanto precede, se la soluzione di (d) è un elemento / dell'in
sieme 2>, detta cp(u) la sua generatrice, dovrà essere 

a(u) <p(u) = y(u). 

Onde : II problema proposto ammette una soluzione in 9)%, quando il 
quoziente y(u)/a,(u) sia, insieme alle sue derivate di tutti gli ordini, fi
nito e continuo per i valori reali positivi di u e di ordine non supe
riore ad un numero assegnabile. La soluzione è data dalla funzione 
determinante del detto quoziente. Soddisfatta questa condizione, 

a) viene eseguita V inversione d'integrale definito espressa da 

k-\-ìco 

a(x — t) f(t) àt = g(x) ; 

b) viene risoluta Vequazione differenziale lineare d'ordine infi
nito (e) 5 

e) viene risoluto il sistema (f) di infinite equazioni lineari ad 
infinite incognite ~kv, per modo che le kv siano i coefficienti di uno 
sviluppo asintotico. 

13. — Gli elementi dell'insieme 3) sono soggetti alla condizione 
di essere regolari nel semipiano a destra di una retta perpendicolare 
all'asse reale del piano x. Questa posizione speciale della retta non 
ha però nulla di essenziale ; non vi è alcuna difficoltà a trasportare 
i risultati precedenti al caso di un insieme 3)Q di funzioni f(x) date 
regolari nel semipiano limitato da una retta l perpendicolare alla 
direzione di argomento 0. Per fissare quello dei due semipiani limi
tati da l di cui si intende discorrere, stabiliremo che sia quello 
posto dalla parte in cui vanno indefinitamente crescendo i segmenti 
sulla semiretta di argomento 0 uscente dall'origine, e lo diremo il 
semipiano in avanti di l. 
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Sia c il segmento tagliato dalla retta l sulla semiretta prece
dente ) il semipiano è il luogo dei punti x = f -f- it] per i quali è 

I cos 0 -\- rj sen 0 > e. 

Se è Jc > o, la parallela Z' ad Z di equazione 

(15) - f cos 0 -p *7 sen 0 = 7; 

sarà il luogo dei punti dati da 

x = eie (k — iv) , 

v essendo un parametro reale variabile. Se allora si forma 

eie r _ 
(16) <p(u) = — — I f(eid {le — w)) e«e^(t-fo) ^ ; 

—oo 

2JT 

la funzione -ç?(w) risulterà finita e continua per i punti u della 
semiretta uscente dall'origine e di argomento — 0 , e si avrà inver
samente : 

ooe*0 

(17) f(x) = / 9(^j e«* ÛM ) 

c si dirà Y ordine di g?(w) nella direzione — 0 . 
Analogamente a ciò che si è fatto per Pinsieme 2>, anche per 

una funzione f(x) di S>e la (p{u), definita da (16), verrà detta funzio
ne generatrice, e la f(x) sarà la sua determinante. Qualunque sia 0, 
Pinsieme S>e contiene sempre Pinsieme S ; se /(a?) è un elemento di 
questo, la <p(u) non differisce dalla funzione intera già considerata 
(n. 5) 5 solo nella (16) essa è calcolata, bene inteso, per i valori u 
posti sulla semiretta uscente dalPorigine di argomento — 0. L'ope
razione A y definita da (a) per le f(x) delPinsieme S, si estende al-
Pinsieme S)Q ponendo 

A(f) = Ja(x-t)f(t)àt, 

dove ora (V) è una retta la cui equazione è della forma (15); anche 
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con questa definizione, la risoluzione dell'equazione 

si ricondurrà alla formazione della funzione determinante di y(u)/a(u) • 
con ciò sarà anche risoluta l'equazione (d), e se il predetto quoziente 
ammette le derivate di tutti gli ordini, di ordine finito lungo la 
direzione d'argomento — 0, sarà anche ottenuto per / uno sviluppo 
asintotico, valido quando oc tenda all' infinito nella direzione 0, in 
avanti. 

14. — La formula (16) definisce una funzione della variabile u, 
il cui luogo è la semiretta uscente dall'origine e di argomento — 9. 
Può accadere in particolare che questa funzione risulti analitica; 
ne diremo z la variabile; e che sia regolare per tutto l'angolo com
preso fra le semirette uscenti dall'origine e di argomenti — 0iJ 

— 9% compresi fra 0 e 2JI (si ruota nel senso positivo). Sia 

0 2 < 0 < 6 i ; 

sia inoltre <p(z) di ordine inferiore a e su tutte le direzioni — 9. 
Consideriamo allora, nel piano xy la retta l perpendicolare alla se
miretta uscente dall'origine e di argomento 9% alla distanza e, indi 
facciamo ruotare la semiretta ed insieme la sua perpendicolare Z, 
fino a che la semiretta abbia acquistato l'argomento 9±. La linea l 
avrà così delimitato un campo che dirò T. 

Si considerino ora gli integrali 

ooe »v ooe 

(18) / e~ux cp(u) du, / e~ux q>(u) du, 

o 

essendo 02 < 0 < 9' < 9±. Un'applicazione immediata del teorema di 
CAUOHY mostra che questi integrali, per un punto x comune ai loro 
campi di convergenza, sono eguali ; essi definiscono pertanto la stessa 
funzione determinante / , che sarà ora regolare in tutto il campo 
indicato con T (campo di sommabilità secondo il BOEEL) . 

15. — Torniamo ora al problema d'inversione espresso dall'e
quazione (d), g essendo sempre un elemento di d. Abbiamo visto 
come codesta inversione sia ricondotta alla ricerca della funzione 
determinante del quoziente cp(u) = y(u) / a(u). Questo quoziente è una 
funzione analitica regolare in tutto il piano u, ad eccezione delle 
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radici della funzione in tera a(u) ; se u è u n a semiret ta uscente dal

l 'origine di argomento — 0, su cui non cada a lcuna di queste radi

ci, e sulla cui direzione (p(u) sia di ordine finito e, la soluzione sarà 

t rovata , essendo da ta dalla funzione de terminante di (p(u), in t u t t o 

il semipiano 

| cos 9 + rj sen 9 > e. 

Se ciò accade su due semiret te u ed u' di a rgoment i — 9 e 

— 9' e e, e' sono gli ordini r ispet t ivi , la funzione de terminante ot

t e n u t a sarà la s tessa se fra u ed uf non cade a lcuna radice di a(u) 

e se l 'ordine si mant iene finito in t u t t o l 'angolo fra w ed %'; se in

vece, ferma questa condizione, cadono fra u ed u' radici di a(u) in 

numero finito, l 'applicazione del teorema di CATTCHY mostra che i 

due integral i (18) rappresenteranno due funzioni diverse, la cui dif

ferenza sarà, 31 ?£2?— izr essendo le radici di a(u) comprese nell 'an-

golo u, u'j della forma 

(19) 2 Cne*h* 

se queste radici sono semplici, e della forma 

2 {Cho + chlx + cmx% + ...) e*h x 

h 

se mult iple. 
Ques ta differenza è soluzione dell 'equazione l ineare di ordine 

infinito, omogenea, 

~ {—iyav dvf=Qt 

v==o vi dxv 

Tralasciamo il caso, non difficile a discutersi , in cui nell 'angolo 

u, u' cadano infinite radici di a(u) ; e, r iassumendo, vediamo come a 

risolvere l 'equazione (d) col metodo indicato, la difficoltà sia ricon

dot ta unicamente a riconoscere se accade, per qualche direzione, che 

l'ordine di y(u) / a(u) sia finito. D i più, notando che è, per la (8), 

\y(u)\ < em\u\, 

si conclude che basta riconoscere finito, in qualche direzione, Vordine 

di l/a(u). 
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§ IL 

16. — Il procedimento tenuto per risolvere l'equazione (d) sug
gerisce nel modo più naturale una ulteriore estensione. Fin qui, tanto 
la funzione caratteristica a(x) quanto la funzione data g(x) si erano 
supposte appartenere all'insieme 9 ; si era visto che la soluzione non 
era generalmente possibile nell'insieme stesso e, sostituendo all'in
tegrale (a) quello (a'), si era riconosciuto che, sotto questa ultima 
forma, f(x) poteva essere anche assunta nel campo 2> ben più esteso 
di d) in questo modo, veniva ampliato il campo di risoluzione del
l'equazione (d) e dei problemi ad essa equivalenti. Ma sotto la forma 
(a'), nulla vieta che anche a(x) si prenda comunque nel campo 2>, 
e così anche g(x) ,• talché, con metodo idèntico a quello precedente
mente tenuto, possiamo giungere ad enunciare i seguenti risultati : 

Sia data l'equazione funzionale 

1C-\-ìOQ 

(d") . A i a(x-t)f(t)dt = g(œ) 
h—ioo 

dove a(x) e g(x) sono due funzioni date dell'insieme 2). Sia a(x) rego
lare per M(x) > r, g(x) per é%(x) > T d ; sia, nell'equazione precedente, 
Sì{x) maggiore del maggiore fra i numeri r1 ed r -\- h. Si domanda se 
l'equazione ammetta soluzione f(x) in S> 

A questo scopo, si indichino con <x,(u), y(u) le funzioni generatrici 
di a(x) e g(x) e si formi il quoziente y(u) / a(u). Se, lungo l'asse u reale 
positivo, codesto quoziente è finito, integrabile e d'ordine finito e, la 
funzione cercata f(x) sarà la funzione determinante, regolare per 
3l(x) > c, del quoziente precedente. 

Se a(u) ammette le derivate di tutti gli ordini, pure di ordine 
finito, a{x) ammette uno sviluppo asintotico i cui coefficienti sono av j 
allora insieme all'inversione (d") è anche risoluta l'equazione (e) diffe
renziale lineare d'ordine infinito. 

Se anche y(u) e y{u) / OL{U) ammettono tutte le derivate finite e 
d'ordine finito, anche f(x) ammette uno sviluppo asintotico, i cui coef
ficienti Jcv sono legati a quelli di a(x) e g(x) dalle relazioni (f). 

Se OL(U), y(u) sono funzioni analitiche regolari in un angolo avente 
il vertice nell'origine, ed hanno insieme a y(u)/a(u) le proprietà delle 
funzioni generatrici per tutte le direzioni contenute in quell'angolo, 
a{x)j g(x) e la soluzione f(x) di (d) saranno regolari non solo in un 

21 
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semipiano M(x) > e, ma in tutto un campo T quale è indicato al n. 14. 
Se nelV angolo esiste un numero finito di radici di OL(U), ed anche, sotto 
condizioni che è facile stabilir e j un numero infinito, si ottengono 
differenti soluzioni dell'equazione (d), la cui differenza è soluzione di 

^(/) = o. 

17. — Sulle operazioni che abbiamo ora considerate si possono 
aggiungere alcune osservazioni. 

Se A , B sono due operazioni aventi a(x) e b(x) come funzioni 
caratteristiche;* determinanti di a{u) e /?(w\ si ha immediatamente che 
la operazione AB è uguale a BA ed ha per funzione caratteristica 
la determinante del prodotto a(ù)'ft(u). 

Notando che la generatrice di l/'x è 1, si ha A(l/x) = a(x). 
Essendo G la operazione avente per caratteristica g{x)7 si ha 

dunque 

g(œ)=0(l/œ); 

onde, risolta l'equazione 

(g) A(b) = l/x 

rispetto alla funzione incognita &, la soluzione di 

(d) A(f) = g(x) 

sarà data immediatamente da 

(h) f=G(b). 

Pertanto, alla risoluzione della equazione (d) basta in generale 
quella dell' equazione del tipo (g) ; la soluzione di questa è una 
funzione b(x) che si può dire associata di a(x) e che? oltre a verificare 
la (g)? dà ancora 

B(a) = 1/x. 

La b(x) esiste sotto la condizione che l/a(w), che ne sarà la 
funzione generatrice, abbia le proprietà richieste più sopra per essere 
tale. La formula (h) darà la soluzione generale del problema (d). 
Però, anche nel caso in cui questo non sia possibile in generale, per 
non essere l/a(u) dotata delle proprietà di funzione generatrice, pure 
potranno darsi speciali forme di g per le quali l'equazione (d) ri
sulti possibile : ciò accadrà quando, essendo X(u) funzione generatrice, 
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sia 
y(u) = <X{U) X(u) , 

o, ciò che torna lo stesso, quando Foperazione G che ha g(x) come 
caratteristica possa mettersi sotto la forma G = AL, essendo L un'o
perazione dello stesso tipo di A . 

18. — Facciamo Fapplicazione di quanto precede al caso in cui 
a(x) sia funzione razionale di x, nulla per a? = oo. 

Indichiamo con zv z27..., zp le radici del denominatore di a(x), 
che supporremo dapprima semplici ; e sia 

(1) a(x) = J °» . 
7ì,=l x zn 

Ne segue immediatamente, per la funzione generatrice, Fespressione 

(2) a(u) = 2 cne
n = S — r . 

n = l v=0 Vi 

Qui è . 

(3) av = ciz[-\- e2 zi + ... -{-cpz
v
p. 

Supponiamo prima 

(4) c± + c2 + ... -f- cp 4= 0. 

La a(u) è allora diversa da zero per u = 0, e si ha per la sua re
ciproca lo sviluppo 

a(.w) r! 
dove 

(6) 

a0 60 = 1, 

a0 ì)i + a± b0 = 0 , 

«o &* + ^ i &"-i + (2) az ^ - 2 + ••••+ av V = ° ? 

la serie (5) converge entro il cerchio di centro u = 0 e di raggio 
eguale al minimo modulo Q delle radici di a(u). 
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L'inversione dell'integrale, espressa dall'equazione 

A(b) = ! a(x — t) b{t) dt = 1/x, (7) 
(i) 

sarà, per la teoria generale precedentemente esposta, data dalla fun
zione determinante della funzione analitica uniforme e meromorfa 
l/a(u). Si tratta di vedere lungo quali semirette d'argomenti 0, 
uscenti dall' origine nel piano u, convenga eseguire V integrazione 

eoe*0 

(8) • m = ' 6~UX ÛU 

0 

che ci darà la soluzione di (7). 

a(u) 

19. — A questo scopo poniamo 

u = rée , zn = £n + irjn ; 
allora è 

p 
afu\ — £ c e<Sncoa9--VnB6ne)-^ir(§nS6ne+VincoBe) ^ 

Ora, la espressione f n cos 9 — rjn sen 9 rappresenta in valore e 
segno la lunghezza del segmento OPn intercetto dalla perpendicolare 
condotta dal punto zn alla semiretta uscente dall'origine e di argo
mento — 9. Accadrà in generale che fra i segmenti OPn vi sia un 
massimo, nel senso che tutti i p — 1 rimanenti gli siano inferiori ; 
ciò cesserà di aver luogo solo quando la congiungente di due punti 
zn, zq risulti perpendicolare alla direzione — 0, e lasci tutti gli altri 
punti Zi dalla banda negativa. Questa eccezione si presenta solo 
per quelle direzioni — 9 perpendicolari ai lati del poligono convesso 
che, avendo i vertici in alcuni dei punti ^ , lascia tutti gli altri 
nel suo interno ) le corrispondenti direzioni 9 si diranno singolari. 
Essendo dunque la direzione 9 non singolare, supponiamo che 
sia f1 cos 9 — rji sen 9 = OPi il massimo segmento intercetto sulla 
direzione — 9 dalle perpendicolari, e si scriva 

/ \ z.u i j (za—z)u I I (zn—zt)u\ 

a(u) = e i \ e i -f- c% ev 2 * -)- ... -f- cp e & *• J. 

Per r tendente all'infinito positivo, la parentesi qui scritta tende a 
ct, e quindi OL(U\ lungo la semiretta d'argomento 0, o non avrà radici 
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o ne avrà un numero finito tutte a distanza finita. Le radici di a(^) 
vanno dunque addensandosi in numero infinito solo nel senso delle 
direzioni singolari. Se sulla semiretta d'argomento 0 non v'e alcuna 
di queste radici, tale semiretta si prenderà senz'altro come linea 
d'integrazione in (8). Infatti è 

l/a(u) = e~ziu ò(u), 

dove d(u) tende a c1 per r '= oo, e l'integrale (8) dà la soluzione di 
(7) nel semipiano posto dalla banda positiva della perpendicolare 
condotta per — z± alla semiretta d'argomento 0. Se sulla semiretta 
d'argomento 0 vi è qualche radice rj di a(^), basterà, nella linea 
d'integrazione, sostituire ad un piccolo segmento di detta semiretta, 
da rj — s ad r\ -f- sy la semicirconferenza di centro v\ ed avente come 
diametro quel segmento; ciò non altera in nulla la conclusione. 

Le direzioni singolari, in numero finito, siano d'argomenti 
0 1 ?0 2 , . . . ; a due direzioni 0 ,̂ 0$_j_x consecutive di queste corrisponde 
un campo T^+i limitato da due lati del poligono convesso di cui 
si è detto sopra, prolungati indefinitamente nel senso positivo, e 
da un arco di cerchio. La funzione b(x) varia passando da un campo 
T al successivo, per l'aggiunta di un integrale dell'equazione omoge
nea A(f ) = 0. Entro uno stesso T, può pure variare per l'aggiunta 
di un numero finito di termini della forma ce^x. Entro il campo 
Tij+i e per x tendente all'infinito secondo le direzioni comprese 
fra — di e — 0^+1, b(x) è rappresentata dallo sviluppo asintotico 
Sih/x^1). 

Supponiamo ora che la semiretta d'argomento 0 ruoti intorno 
all' origine ; fino a che essa non viene a coincidere con alcuna 
direzione singolare, la (8) rappresenterà, al variare di 0, uno stesso 
ramo della funzione analitica di x (n. 14), regolare in un campo 
T se la semiretta non oltrepassa alcuna radice rj di a(^) ed in caso 
contrario la funzione si aumenta per termini della forma ee^x. 

20. -— Il caso delle radici multiple del denominatore di a(x) non 
presenta notevole differenza, bastando sostituire alle (2) l'espressione 

p 
2 {enì0 + c M + ... + e^s^x ns-1)eZnU 

n=l 

se la radice zn è dell'ordine s di multiplicità ; le considerazioni svolte 
dianzi si mantengono senza modificazione. 
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21. — Il caso in cui non fosse soddisfatta la (4), cioè in cui, 
essendo 

ei +. H + - + cp = 0j 

la <x,(u) fosse della forma 

am+1 um+1 am+2 u™+2 

richiede di essere esaminato particolarmente. La l/a(u) essendo allora 
infinita dell'ordine m per u = 0, Fespressione (8) non ha più significato. 
Mi si osservi che ha significato invece l'integrale 

e-ux m~ sa du 

e questo dà, come si scorge immediatamente, 

A(&4) = (— l)m m \/xm+1. 

Ma l'operazione A è commutabile (n. 3) con l'operazione di derivazione; 
ne viene che sarà 

.AD-m{bi) = l/x, 

e quindi la soluzione di (7) sarà data, nel caso che consideriamo, da 

b(x) = D^fii)i 

le costanti che nascono dall'integrazione si determineranno in modo 
che manchino i termini con potenze intere positive o nulle di x. 

22. — Avendosi ora l'equazione più generale 

(9) A(f) = fa(x - t) f(t) At = g(x), 

dove a(x) è una funzione razionale nulla per x = oo e g(x) è una 
funzione determinante, si indichi con C l'operazione del tipo (a) che 
ha g(x) come caratteristica. Si ha 

g(x) = 0(1/*) 
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e perciò, poiché A e C sono commutabili (n. 3), da 

A(b) = l/œ, 

si deduce 

AC(b) = g(x). 

La soluzione di (9) è dunque data da f(x) = C(b). 

23. — Si noti che liquazione (9), che abbiamo così risoluta, 
equivale, se le radici del denominatore di a(x) sono distinte, all'equa
zione funzionale 

p 
(10) 2 cn b{x — zn) = g(x), 

»—ì 

e se quelle radici sono multiple, e zn è dell'ordine sn di multiplicité, 
all'equazione 

(10') 2 \ cnìo b(x — zn) — cn,i b\x — zn) + ... 
n—1 

.- + (— l p " 
TjTj Cn,*w-i ir» '{x — zn)\ = g(x). 

Queste equazioni contengono, come caso particolare, le equazioni 
diiferenziali o alle differenze unite, lineari, a coefficienti costanti, non 
omogenee, i cui secondi membri sono elementi di 3 o di 2). In par
ticolare, l'integrale logaritmico appartiene, come caso specialissimo 
e precisamente per a(x) = (a -\- bx)\x%, alle trascendenti introdotte 
nel presente studio. 

§ IH. 

24. — Sia (p(u) una funzione della variabile reale u, data . fra 
0 e oo, Anita per ogni valore di u compreso fra questi limiti. Si 
supporrà che esista un numero reale e tale che, e essendo positivo 
arbitrariamente piccolo, cp(u) e~^e+^u tenda a zero per u tendente 
all'oo ; e che, per u tendente a 0, esista un numero reale o tale che 
per e positivo arbitrariamente piccolo, cp(u) u~a+s tenda a zero. Sic
come la prima condizione precedente, supposta soddisfatta per un o, 
lo sarà per tutti i e maggiori, e la seconda supposta soddisfatta per 
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un o, lo sarà per tutti i o minori, conviene indicare con e il limite 
inferiore e con o il limite superiore dei numeri che verificano ri
spettivamente la prima e la seconda condizione. Si può dire, per 
brevità, che (p(u) è d'ordine o per u = 0, e d'ordine esponenziale e 
per u = oo. 

Eisulta da ciò che, presi e ed e' positivi arbitrari, esisterà un 
numero assegnabile positivo m tale che sia 

(1) \q>(u)e-(e+e**u-a+*'\<m 

per tutti i valori reali positivi di u. 
Aggiungeremo le ipotesi che <p(u) sia integrabile in ogni tratto 

finito dell'intervallo 0.. . + oo, e che sia o > — 1. 

25. — Sotto tali ipotesi, è noto come l'espressione 

oo 

(2) f(x) = / (p(u) e~u* du 

Q 

rappresenti una funzione o ramo di funzione analitica ad un valore, 
in tutto il semipiano &t(x) > e. Questa funzione, entro quel semipiano, 
e fuori nel caso che sia prolungabile, è detta la funzione determi
nante di <p(u), e questa ne è la generatrice. 

Tenuto conto della (1), si avrà 

oo 

\f(x)\ < m / e-u-\$l(x)-c-e\ no-e> d ^ ? 

0 

ossia ' ' . 

(3) Ifrril c ^ ( q - ^ + D 

Ma è o -f- 1 > 0 ) ne segue che se x tende all'infinito secondo le di
rezioni comprese fra —n/2 e TI/2, le estreme escluse, la f(x) tende a 
zero di un ordine che non può essere inferiore a quello di M(x)~^-+a-> 
che per tanto poco quanto si vuole. 

26. — Ciò posto, considereremo l'espressione 

oo 

(4) fs(x) = / (p(u) us e-u* du. 

o 
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Questa ha significato nello stesso semipiano M(oc) > e, dove rappre
senta, come la /(#), un ramo ad un valore di funzione analitica 
regolare ; inoltre è una funzione analitica della variabile s, regolare 
sotto la condizione 

<%) + ° + 1 > °-

La funzione f8(x\ che ha per generatrice la us(p(u), si può ri
guardare come il risultato di un'operazione distributiva eseguita su 
f{x) ) indicherò questa operazione col simbolo KSJ e porrò 

(5) fs(x) = Ks(f). 

L'operazione Ks e la trasformata, mediante l'operazione G~~x che 
fa passare da una generatrice alla propria determinante, della mol
tiplicazione per u* ) si può cioè scrivere : 

ossia 
Ks = G-1 usG . 

Dall'osservazione fatta alla fine del numero precedente, risulta che 
per le direzioni ivi indicate la f8(x) tende a zero quando x va al
l'infinito, di ordine inferiore a M(s) -f- o -f- 1 per tanto poco quanto 
si vuole. 

27. — a) Dalla definizione dell'operazione Ks risulta immedia
tamente che, se s, s' ed s -\- sf sono tali che la loro parte reale sia 
superiore a —a — 1, sarà 

(6) KsKsf=Ks+s,y 

inoltre le Ks, Ksr sono fra loro invertibili. 
b) È chiaro che per s intero positivo, la K8 non differisce che 

àxs per il fattore (— l)s da - ^ , che indichiamo con Ds ; onde 

(7) K,f.= {-VrD>{ (« = 0 ,1 ,2 , . . . ) , 

e da questa formula stessa risulta che, se a è positivo, per tutti 
gli interi m inferiori a a -\- 1 si ha 

K_mf=(— 1)"*D-»/, 
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dove le determinazioni delle costanti d'integrazione sono fissate dalla 
condizione verificata per Ksfj di tendere a zero per x tendente al
l'infinito secondo convenienti direzioni. 

28. — Alle ipotesi fatte su cp(u) aggiungiamo ora quella che 
essa sia continua ed ammetta le derivate dei primi r ordini in tutto 
l'intervallo 0 ... -)- oo ; inoltre il numero e introdotto al n. 24 valga 
per le suddette derivate, cioè le 

<pW (u) e-(°+s)u {n = 0, 1, 2 , . . . , r) 

tendano a zero per u = oo ; infine la <p(u) e le sue derivate abbiano 
un valore finito per u = 0. La 

/ijr—l 

yj(u) = cp(u) — cp{0) — 9>'(0) u — ^ - ^ ( O ) 
(r — l)l 

sarà una funzione finita, continua nell'intervallo 0.. . oo , e l'in
tegrale 

oo 

gs[x) = I us \p(u) er"wx du 

avrà significato e rappresenterà una funzione analitica regolare di x 
per M(x) > e ; inoltre, poiché xp(u) tende a zero d'ordine r per u = 0, 
avrà pure significato di funzione analitica regolare di s nel semipiano 
é%(s) > — r — 1. Sostituendo in g8(x) per ip(u) la sua espressione si 
ottiene 

- *«=.««>-ïr<'+s+i)","((') 
Co ft! ^H-^ 1 

ossia 

(8) firn) = gg(a>) + — - j — £ ^ . . . f c ^ + T • 

Questa espressione mostra come, sotto le ipotesi del presente nu
mero, la fs(x) sia regolare nel piano s non solo per M(s) > — 1, 
come risulterebbe dalla espressione (4), ma per 31(8) > — r — 1, ad 
eccezione dei valori s = — 1, — 2 , . . . , — r per ciascuno dei quali 
essa ammette un polo del primo ordine in forza delle proprietà 
della funzione r . Dalle stesse proprietà si deduce senza diffi
coltà che il residuo di fs{x), come funzione di s, è dato nel punto 
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s = — (n -\- 1) da 

i _ L(»)(0) — ncp^-^O) x + r ) <^-2)(0) #2 — ... + (— l)w <p(0) ^ 

29. — La formula (8) ha una notevole importanza. Mentre Pe-
spressione (4) in forma d'integrale definito e nell'ipotesi di <p(u) finita 
per u = 0, non ha alcun significato per M(s) < — 1, la (8) mostra 
come — sotto le ipotesi del numero precedente — l'espressione (4) 
definisca, nella regione é%(s) > — 1, una funzione analitica di s che 
è continuabile analiticamente in tutta la striscia parallela alPasse 
immaginario e compresa fra 

— r — 1 < 81(8) < — 1 

eccettuati i poli s = — 1, -— 2, . . . , — r ; in tale modo l'operazione 
Ks è applicabile ad / in campo più esteso di quello che non sia dato 
dalla primitiva definizione, e, per un noto principio, la proprietà (6) 
vale ora per tutti i valori di *, s' ed s -\- sf aventi contemporanea
mente la loro parte reale superiore a — r — 1 , essendo eccettuati i 
valori interi negativi di r. 

30. — Se la proprietà posta al principio del n. 28 si estende 
alle derivate di <p(u) di tutti gli ordini 1, 2, 3 , . . . , la Ksf verrà ad 
essere definita per §1(8) > — m, essendo m un intero grande a piacere, 
e sarà quindi una funzione meromorfa di s coi poli nei punti di 
indice intero negativo. In particolare, se cp(u) è funzione analitica di 
u regolare in un intorno \u\ < Q di u = 0, si prenda a positivo ed 
inferiore a g, e si ponga 

a oo 

K8f= I us <p(u) e~ux àu + / us <p(u) e~um du. 

0 a 

L'ultimo termine è una funzione intera di s, regolare in x per 
M(x) > e ) sia essa ea(s, x). Nel primo integrale si può sostituire a 
q>(u) il suo sviluppo in serie 

0 0 Te il* 

(9) <p(u) = 2 ^ , 
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indi integrare termine a termine. Tiene così : 

00 Jc l 
K8f = S -^ / uv+s e~ux &u -f- ga(s, oc) 

V=~Q VI J 

Ma gli integrali della sommatoria sono facilmente riducibili alla 
nota trascendente di PRYM, e come tali ammettono lo sviluppo 

a 

! 
0 

uv+s e~ux du = av+s+l \ —: — r-^- p 
v + s + l v-\-8 + 2~ 2\(v-\-s-\-S) '")' 

onde, sostituendo e tenuto conto della convergenza assoluta delle 
serie che qui figurano, si ottiene : 

oc as+H-l 
(10) Ksf=2 ————[kr—yicv_1x + ...+{—iyk0x'} + ea{ic,8). 

La (10) definisce dunque Foperazione Ks per tutti i valori di s, 
eccettuati gli interi negativi, per ogni x tale che sia Sì{x) > e 5 per 
s intero positivo essa dà, alFinfuori del fattore (— l) s , la derivata 

31. — La formula (8), oltre al vantaggio di estendere il campo 
dei valori di s per i quali è valida Foperazione KSJ presenta anche 
quello di rendere più approssimata la conoscenza del comportamento 
asintotico di fs(x) per & tendente alF infinito nelle direzioni indicate 
[fra - (n/2) + 0 e (TI/2) — 0]. 

Infatti, per il n. 25, f8(x) tende allo zero, nelle dette direzioni, di 
ordine non inferiore a 1 -|- é%(s) — e, essendo s piccolo a piacere. Per 
il medesimo n. 25, la gs(x) tende allo zero, nelle stesse direzioni, 
di ordine non inferiore ad eft(s) -f- r — e - f - 1 . Ma posto iq?(0) = k0, 
ç/(0) = hì, (p"{0) = h%,... , la (8) si può scrivere : 

"• (r—1)! »H^ ~~ UXh 

ora questa dimostra anzitutto che fs(x) tende a zero precisamente 
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dell'ordine s -f- 1 per x = oo nelle dette direzioni, e di più che 

^ | ^ W - ajH-i - ( r _ i ) ! a*+r 

tende a zero. 
"Nel caso in cui la funzione <p(u) abbia le derivate di tutti gli 

ordini, finite per u = 0, ed in special modo nel caso in cui <p(u) sia 
analitica regolare in un intorno di u = 0, viene di qua lo sviluppo 
asintotico nel senso del POINCARé : 

(11) m~!LV\ «H +̂i > 

per ogni valore di ,9, gli interi negativi eccettuati. Poiché è noto (*) 
che gli sviluppi asintotici si possono integrare termine a termine, 
viene quindi confermata la 

Si noti ancora che la (8) o (8') permette di estendere la formula 
(6) a tutti i valori di s e di «', se esistono per <p(u) le derivate di 
tutti gli ordini ) ai valori tali che le parti reali di s, s' ed s -f- sr siano 
superiori a — r — 1, se esistono le derivate solo fino alla riraa. 

32. — È appena necessario avvertire che lo sviluppo (11) viene 
ad essere effettivo nel caso in cui f(x) sia regolare in un intorno 
di x = oo. In tal caso la cp(u) appartiene all'insieme di funzioni intere 
indicato con & (n. 5). 

33. — All'operazione enisKsf si darà il nome di derivata d'indice 
s della funzione determinante / ; le proprietà (6) e (7) di K8 legitti
mano questa denominazione. OolFuso di questa nomenclatura, pos
siamo concludere : 

a) Una funzione determinante, la cui generatrice <p(u) è d'ordine 
o per u = 0 (nel senso stabilito al n. 24), ammette la derivata per 
ogni indice reale o complesso s tale che sia M(s) > — o — 1. 

b) Una funzione determinante la cui generatrice ammette le prime 
r derivate d'indice intero positivo ed è finita e diversa da zero per 
u = 0, ammette le derivate di tutti gli indici reali o complessi s per 

(4) P O I N C A R é , loc. cit., pag. 301. 
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i quali sia éft(s) > — r — 1. Queste derivate sono fornite dalla formula 
integrale (4) per M(s) > — 1; per i valori minori di M(s) dalla for
mula (8), eccettuati i valori interi negativi di s. 

e) Una funzione determinante la cui generatrice ammette tutte 
le derivate d'ordine intero, ed è insieme a queste derivate finita, e di
versa da zero per u = 0? ammette derivate per ogni indice complesso 
s; esse sono fomite dalla formula (8), eccettuati i valori interi negativi 
di s. Queste derivate ammettono, per £fl(x) tendente all'infinito positivo, 
gli sviluppi asintotici (11). Siccome poi gli sviluppi asintotici sono in
tegrabili termine a termine (1), si possono ottenere analoghi sviluppi 
anche per s intero negativo. I detti sviluppi sono tutti effettivi (conver
genti in un intorno di x = oo) se f è un elemento di 3. 

d) Dall'essere 

D8 — = eni8Ks f — ì = 
Xr W) 

r(r-\-s) en 

vr+s 

si ha che gli sviluppi (asintotici o effettivi) (11) si ottengono dallo 
sviluppo (rispettivamente asintotico o effettivo di f) mediante la deri
vazione d'indice s termine a termine. 

34. — È possibile togliere l'eccezione relativa agli indici in
teri negativi. Ciò sarà evidentemente dimostrato quando lo sia per 
s = — 1, e per il caso di un termine dello sviluppo (8): il passaggio 
al caso generale non presentando più alcuna essenziale difficoltà. A 
questo scopo, consideriamo 

1 f e7tisF(s -4- l ì 
J)s _ eni8 i e~uxns &u—

 v ~ ; 

• / • X J X8^1 

0 

Conviene scindere Pintegrale nelle due parti (integrali di PEYM) 

1 oo 

/ e~ux us du + / e~ux us àu . 

o 1 

La prima parte è una funzione meromorfa, il cui sviluppo si ha im-

(4) Vedasi la citazione al n. 31. 
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mediatamente in 
00 (— l)nxn 

£0 ni (n + 8 + 1) ' 

la seconda è una funzione intera, in s, che si può scrivere 

oo 

1 . , , 
e-1 ts dt ; xs+l 

l'integrale definito è quella nota trascendente che viene di solito in
dicata con Q(Xj s -\- 1). Il limite di questa per s = — 1 è la funzione 
nota sotto il nome di logaritmo integrale (1) ; si ha cioè : 

1 X X 

lim Q(Xj s-j-1) = — li e~~x =— G — logx -f- $ — 
g__i#H-i ^v ' ' ; * ' 2! 2 ' 3 ! 3• -

dove G è una nota costante. 
Essendo dunque 

verrà 

cioè il limite di Ds per s = — 1 dà precisamente la derivata d'indice 
— 1, con una speciale determinazione della costante d'integrazione. 

§ IV. 

35. — Nel paragrafo precedente si è studiata un'operazione, che 
si è indicata con K8fj e che è applicabile a tutte le funzioni f(x) 
determinanti di funzioni <p(u) definite, come è detto al n. 24, in tutto 
l'intervallo 0 ... - j - oo di valori della variabile u. Questa operazione, 
che per i valori di s tali che sia 

c%(s) > — o — 1, 

(*) Vedasi, per esempio, N. NIELSEN, Théorie der IntegraUogarithmus, Leipzig 
1906 (pag. 2). 
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è rappresentata da 
oo 

(1) Ksf = I <p(u) e~u* u8 du, 

o 

ha tali proprietà che persuadono di considerarla come derivata d'in
dice qualunque s della f(x), alFinfuori del fattore enis; abbiamo dun
que posto 

(2). Ksf=e-nisDsf. 

Inoltre, abbiamo visto come questa operazione, sebbene manchi 
allora dell'espressione (1) in forma d'integrale definito, possa conti
nuare a sussistere e a mantenere intatte le sue proprietà anche per 
valori di s che non soddisfano alla limitazione éft(s) > — o — 1 : di ciò 
ha dato esempio, in particolare, il caso in cui cp(u) sia analitica re
golare in un intorno di u = 0; nel quale caso Ksf dà una funzione 
meromorfa di s, talché Poperazione ha significato per tutti i valori 
di s, gli interi negativi eccettuati (n. 31); più generalmente se la cp(u), 
non analitica, ammette le derivate dei primi r ordini (n. 28), ed è 
finita insieme ad esse per u = 0, la Ks è definita per tutti i valori 
M(s) > — r — 1, gli interi negativi eccettuati, sebbene la (1) non valga 
se non per cïl(s) > — 1. Inoltre per i valori di s, s' tali che siano ad 
un tempo s,sr ed s -\- s' di parti reali maggiori di — o — 1, vale la 
relazione 

(3) BSB8' = Bs+8'. 

Questo ci conduce a formulare come segue la definizione dell'opera
zione B8 : 

Si considerino le funzioni della variabile reale u definite ad un 
valore e integrabili in ogni tratto compreso fra 0 e ~\- oo, e che siano 
d'ordine numerico finito o per u = 0 e d'ordine esponenziale finito e 
per u = oo. Ogni tale funzione cp(u) ammette una determinante f(x) 
analitica, regolare per M(x) > e. Per la f(x), la derivata d'ordine qua
lunque Bsf è definita, per i valori s tali die sia 

(a) 01(8) > — a — 1 

dall'integrale (1) moltiplicato per e™8. Ora questo prodotto è una fun
zione analitica co(x, s) di due variabili che, come funzione di s, sottostà 
nella sua espressione (1) alla condizione (a), ma la funzione può essere 
continuata univocamente a sinistra del semipiano definito da (a). È 
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questa continuazione di co(s) che si ammetterà come definizione di B8 

per valori di s non soddisfacenti ad (a). 
Ma applicando la relazione (3) si ha, per s. soggetto alla condi

zione (a) e per m intero positivo, 

B8f= (— \fie7lisB-m I (p(u)"e-uxus+mdu ' ? 

o 

questa espressione che è conseguenza delV equazione mista differenziale 
e alle differenze 

= coivo, s + 1) 

e in cui m si prende tale che sia M(s) -f- m > — o — 1, si potrà as
sumere come definizione di Bs per ogni valore di s, e coinciderà (le 
costanti successive delle quadrature essendo prese secondo Vavvertenza 
del n. 27) con la (2) sotto la condizione (a), e con la continuazione di 
OJ(S) dove questa esista. In tal modo si è esteso Bs a tutti i valori di s. 

36. — Teniamo ora a considerare un'altra espressione che si 
può dare dell'operazione B8f, e che ha il vantaggio di operare espli
citamente sulla / , anziché sulla generatrice di questa. 

È noto, e si è già ricordato al n. 5, come sotto date condizioni 
sia possibile invertire l'espressione di / per la sua generatrice q>{u) 
ricavandone 

fc+ioo 

(4) V(U) = J- l M#*àt (Jc>c); 
Zi 71% J 

k—too 

sarà, in particolare, condizione sufficiente a ciò che <p(u) ammetta 
la derivata prima d'ordine esponenziale finito per u = oo e che cp(u) 
e (p\u) siano finite per u = 0. Se nella (1) si pone per cp(u) questa 
espressione, indi si invertono le integrazioni, il che è lecito sotto le 
condizioni 

8l{x) > le, M(s) > — 1, 

viene da (2), per una nota formula, 

k-\-ioo 

(5) D*f = 
enisI\s + 1) f f(t) dt 

J (x-t 2ni J {x—ty^1 ' 
k—ioo 

tale è l'espressione di B8 che si voleva ottenere. 

22 
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Beciprocamente, sia l'integrale 

ÌC-\-ioo 

m j f(t)àt 
(x — ÌY+1 • 

k—ioo 

il quale abbia senso per §l(x) > h e per un valore s di s. Per un 
noto teorema della teoria delle funzioni determinanti esso avrà allora 
senso per ogni s tale che sia M(s) > M(s) e rappresenterà nei semi
piani M(x) > fc, M(s) > M(s) una funzione o un ramo di funzione anali
tica regolare delle due variabili x ed s. Quando sia M(s) < 0, e Fin-
tegrale (4) abbia senso, sarà lecito, dopo sostituita a l/(x — £)*+! la 
sua espressione 

' e~u^-^ us du 
I\8 + 1) 

0 

scambiare Fordine delle integrazioni, e ponendo (p(u) al posto delFin-
tegrale (4) si ricadrà sulla formula (5). 

37. — In base alle considerazioni che precedono, possiamo ac
cingerci alla risoluzione, rispetto alla funzione incognita /(#), sia 
dell'equazione funzionale 

k-\-ioo 

2rì J 
k—ioo 

in cui g(x) è una funzione determinante data e q è un numero qua
lunque, sia delFaltra equivalente, in cui <p{u) è la funzione generatrice 

d i / M , 

(b) I e~ux <r(uyufl àu = F(q + 1) g(x). 

Entrambe queste equazioni equivalgono, sotto convenienti restri
zioni, a 

(e) D9f=#*r{q + l)g(x)i 

in altri termini, risoluta che sia la (e), si hanno, sotto condizioni che 
andremo a stabilire, le soluzioni di (a) e di (b). 
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Ora la (3) ci dà immediatamente la soluzione formale della (c)? 

mediante 

(d) f(x) = e*T(q + 1) D - * g(x) ; 

pertanto si tratta di discutere questa soluzione. 

38. — Sia perciò ~y(u) la funzione generatrice di g{x)1 e sia a 
Fordine di y(u) per u = 0? e e il suo ordine esponenziale per u=oo. 
L'espressione 

Dsg = enis I e~uxusy(u)àu 

avrà dunque senso per s tale ch§ sia M{s) >> — o — 1, e definirà per 
tali valori di s un ramo ad un valore di funzione analitica di x re
golare per M{x) > e. 

Se dapprima si suppone — q compreso fra i detti valori di «, cioè 

(6) « ( « ) < * + l , 

si avrà per la f(x) l'espressione 

oo 

(7) f(x) = I\q + 1) / e-ux u~q y(u) du, 

o 

e il problema (e) è risoluto. La funzione generatrice di f(x) è 

<p(u) = r(q + 1) u-z y(u). 

Ora dal n. 36 risulta che all'integrale 

/ 
e~ux vr* y(u) àu 

si può, sotto le condizioni ivi indicate, dare la forma 

A;-J-ioo 

r{- q +1) 
2 ni 

k—ioo 

jg(t)(x-t)^At; 
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onde, sostituendo nella (7) e mediante una nota formula di riduzione 
viene, sotto quelle condizioni, 

k-j-ioo 

(V). " / ( „ ) = _ L Ufr_,rldfc 
k—too 

Questa espressione inverte l'integrale (a). 
Si supponga ora che q non soddisfi più alla condizione (6). Po

tremo allora sempre prendere un m intero positivo tale che sia 
m — M(q) > — a — 1, e per il n. 35 porremo 

(8) D-0 g = {— l)m e** J)~m j e~ux um-v y(u) d^, 

b 

onde segue immediatamente, dalla (d), l'espressione di f(x) : 

oo 

(9) f(x) = (— l)mF(q -f 1) JD~m / e-™ u^-v y(u) du, 

la cui funzione generatrice è ancora 

r(q+l)u~*y(u). 

Sostituendo anche qui, alPintegrazione su y(u) quella che porta di
rettamente su g(œ), viene, sotto le indicate condizioni di validità, 

k-\-ioo 

(9') ftx) = L—LJL j)-m / qit\ tx __ m-m-i At v ; *\. ; 2% senrcg J JK 'x ; • 
k—ioo 

39. — Consideriamo il caso speciale in cui y(u) abbia derivata y'(u) 
integrabile in ogni intervallo finito fra 0 e oo, d'ordine esponenziale 
finito per u = oo, e quest'ordine si faccia proprio eguale a e; 
infine y(u) e y\u) siano finite e diverse da zero per u = 0. Sotto 
questa ipotesi, g(x) tende a zero almeno di primo ordine nella direzione 
dell'asse immaginario su ogni retta k-\- iv in cui sia h > e, e inoltre 
è o = 0. Allora, se è M(q) < 1, la formula (7') dà una funzione / di x 
analitica regolare per M(x) > Te j questa funzione sostituita nel primo 
membro di (a) risolve l'equazione (a) stessa. Se è M(q) > 1, si può 
sempre determinare un intero positivo yn, tale che sia Sì{q) < m -\- 1, 
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e corrispondentemente la (9') sarà la risoluzione di (a) cioè del pro
blema d ive r s ione proposto, se f(x) ne rende convergente il primo 
membro, ed in ogni caso dà la soluzione del problema esteso espresso 
dall'equazione (e). 

40. — Dalla (9') risulta, con calcolo semplice, clie se per g(x) 
vale lo sviluppo, effettivo od asintotico, 

IÂ/ <A/ ti/ 

varrà per / (co) lo sviluppo 

f(T)^ ^ g ( co • , n „v <>i » (1 — g) (2 — q) c2 ) 
J(X) — sen nq \x^ + (l ~~ q) ~&=i H O ^ + * Ì ' 

pure rispettivamente effettivo od asintotico. 

41. — Il problema ora risoluto permette di generalizzare l'equa
zione funzionale di cui si è data la soluzione al § II , n. 16. Osser
viamo perciò che essendo afa), f(x) due elementi dell'insieme 3 o del
l'insieme più generale indicato con # al n. 8, si era indicata con 
A(f) l'operazione 

jfc-j-*°° 

Jc—ioo 

o, se (p(u) è la generatrice di ffa) ed a(u) di afa), si aveva : 

oo 

A(f) = / cp(u) a(u) e-U3° du -, 

o 

applicando ora a questa l'operazione Ds, si avrà, per M(s) > — 1 , 

OO 

DsA(f) = enis I cp(u) a(u) e~wx us du, 

o 

mentre agli altri valori di s la Ds si estende come è indicato al n. 35. 
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Ora, posto 

k-^-ioo 

a(x) 7 > + D [ <t)dt 

si ha anche 

k—ioo 

k-\-ìoo 

D*A(f) = — I at(x - t)f(t) At. 
k—ioo 

Ciò posto, abbiasi da risolvere l'equazione funzionale 

k-\-ioo 

1 
(e) — / a(x - t)f(t) dt = g(x), 

dove a(x) non è più come al n. 16 un elemento di #, ma è il prodotto 
di un simile elemento per una potenza di x di esponente qualunque, 
e g(x) è un elemento di # o della stessa natura di a(x). Per quanto 
abbiamo detto, il primo membro della (e) è della forma DM., essendo 
A una delle operazioni del n. 16, e quindi la soluzione di (e) sarà 
data da 

f(x) = e°*r{8 + 1) A-^D-^g), 

dove la discussione della soluzione si fa in base ai nn. 37-39. Si noti 
che per le funzioni a{%) qui considerate, agli sviluppi effettivi od 
asintotici del § I vanno sostituiti sviluppi effettivi od asintotici 
della forma 

I a2 I I an | 

Infine si osservi che l'equazione (e) è, nel campo complesso delle 
funzioni determinanti, l'analoga dell'equazione studiata da SONINE (*) 
nel campo reale. 

(4) Acta Math., t . IV, pag. 171. Cfr. VOLTERRA, Annali di Mat., s. I I , t. 25, 

pag. 140. 
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• § V. 

42. — Consideriamo l'espressione 

(1) /W-/'?ËT' 

dove co(t) è una funzione della variabile reale £, data fra — 1 e — oo, 
integrabile in ogni tratto finito di quest'intervallo e infinitesima di 
ordine o > 1 per t — — oo. L'espressione (1) dà per f(x) un ramo ad 
un valore di funzione analitica, regolare in tutto il piano x ad ec
cezione del taglio eseguito lungo Passe reale, da — 1 a — oo. 

Se in (1) sostituiamo ad (oc—t)-1 Fespressione che per éft(x)>M(t) 
gli è equivalente, 

oc 

/ 
e-u(x~t) ^ 

avremo nel semipiano Sl(x) > — 1 

oo —oo 

(2) f(x) = / du / e-ux co(t) eut àt, 

o —1 

l'inversione dell'ordine delle integrazioni essendo evidentemente lecita 
sotto le fatte ipotesi per ogni u > 0 ; talché viene definita la fun
zione, regolare in tutto il semipiano éiï(u) > 0 ed avente per u = 0 
un valore finito, 

— oo 

(3) <p(ti)== l eutco(t)àt. 

Questa funzione <p(u) è dunque una funzione determinante, e o)(t) 
ne è la generatrice : mentre la (2), che si può scrivere 

oo 

f(x) = / e~ux <p{u) du, 

o 

mostra che (p{u) è la generatrice di f(x). Dunque : 
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Se f(oo) è definita da un'espressione (1), co(t) essendo integrabile 
da —1 a —oo e infinitesima d'ordine maggiore d'uno per t = — oo, 
co(t) è la generatrice della generatrice di f{x). 

43. — Questa osservazione dà un metodo per la risoluzione del
l'equazione funzionale 

(a) / ^—t^SW'-

in cui g{x) è una funzione data, co{t) una funzione da determinarsi. 
Converrà, per quanto precede, supporre g(x) appartenente alla clas
se delle funzioni determinanti, e regolare non solo nel semipiano 
Sì{x) > — 1, ma in ogni semipiano limitato da una retta passante 
per — 1 ed escludente il taglio — 1... — oo. £Te viene che la sua 
generatrice (p(u) sarà una funzione analitica regolare in tutto un an
golo avente per vertice il punto u=0 ed i lati di argomento —(n/2)-\-e7 

(n/2) — e, essendo e un angolo piccolo a piacere. Per u reale questa 
funzione ammette come espressione analitica 

<P(u) = J-; [etng(t)àt (fc>_i); 
A 71% J 

Te—ioo 

per u complesso l'espressione è 

<p(u) = ~^r feiug(t)àt, 
{CO) 

dove co è una linea che partendo da — oo gira intorno al taglio e 
ritorna a -— oo ; le direzioni da cui proviene e in cui torna a — oo 
essendo di argomenti rispettivi — a e -f~ a, a prossimo a n ed infe
riore per tanto poco quanto si vuole. Dall'espressione, valida per 
.«(»)> — 1 , 

oo 

(4) g(x) = I <p(u) e-ux àu 
o 

segue inoltre che <p(u) è di ordine esponenziale non superiore a — 1. 
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Ciò posto, e determinata <p(u)j potrà accadere che essa sia alla 
sua volta funzione determinante e sia co(t) la sua generatrice. Per 
essere cp(u) di ordine esponenziale — 1, si potrà quindi scrivere 

—oo 

(5) <P{u)= J a)(t)etudt-, 
—ì 

qualora inoltre accada che questa co(t) sia, per t = oo, infinitesima 
d'ordine > 1, si potrà sostituire Pespressione (5) di cp(u) in (4) e 
invertire Pordine delle integrazioni ; viene così 

. m{t)dt 
X — t 

—1 

e si è risoluta l'equazione (a). 
Riassumendo : Se g(x) appartiene alla classe delle funzioni deter-

minanti, l'equazione (a) si risolve quando la generatrice <p{u) di g{x) è 
essa pure una determinante, e la soluzione di (a) è data dalla genera
trice co(t) di <p(u). 

44. — Riprendiamo una funzione f(x) data sotto la forma (1) e 
supponiamo œ(t) tale che gli integrali 

• / 
w(t) tn dt (n = 0 , 1 , 2,. . . 

siano tutti convergenti. Lo sviluppo (generalmente divergente) 

œn+l 

non è altro che lo sviluppo asintotico di /(#), infatti, riprendendo 
Pespressione (2) della generatrice <p(u) di f(x), si vede che è 

an = <pM (0) ; 

ciò dimostra nel modo più semplice l'affinità fra gli sviluppi di STIEL-

T J E S (1) e le serie asintotiche o quelle sommabili esponenzialmente. 

(*) Vedasi É. BOREL, Leçons sur les séries divergentes, Paris 1901 (cfr. Ch. II). 
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45. — Sia ora da risolvere l'equazione funzionale 

(b) J(-^-^+i = ^ 
—1 

essendo ancora g(x) appartenente alla classe delle funzioni determi
nanti, e regolare in tutto il piano x ad eccezione del taglio da — 1 
a — oo. 

A questo scopo, avendosi, nel primo membro di (b), 

(c 

oo 

il che è lecito per M(x) > — 1 ; invertendo Pordine delle integrazioni, 
l'equazione (b) prende la forma 

oo —oo 

T ' / e-ux ns &U \ €o(t) eut dt = g(x). 
1 (S - f- 1) J J 

0 —1 

Sia ora f(x) la determinante di 

— o o 

cp(u) = / œ(t) eut dt ; 

—ì 

la (b) equivale a 

e quindi il metodo per la risoluzione è ricondotto a questo : 
a) determinazione di f(x) = e7lisI\s -f- 1)D-S g{x); 
b) risoluzione dell'equazione (a) relativamente alla funzione f(x). 

La generatrice co(t) della generatrice di f(x), quando soddisfi alla con
dizione di essere integrabile e infinitesima di ordine > 1 per t——co, 
è la soluzione dell'equazione (b). 

§ -VI. 

46. — Nel presente paragrafo ci proponiamo di studiare, nel 
campo complesso, Pintegrale 

( 1 ) ," vWM f <P(t 
J {*- xy+i > 
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l'integrazione essendo eseguita lungo una linea che congiunge 0 ad 
#, senza naturalmente uscire dal campo in cui è data la funzione 
<p(t). Si supponga dapprima <p(t) funzione analitica regolare entro un 
campo semplicemente connesso (7, contenente l'origine ; x è un punto 
arbitrario di codesto campo. Il numero s è preso comunque reale o 
complesso, salvo la condizione naturale M(s) < 0 . 

Si può osservare dapprima che Pintegrale è indipendente dalla 
linea d'integrazione, purché presa tutta entro 0 ; ciò si vede senza 
difficoltà, unendo le due linee d'integrazione mediante un arco di 
cerchio di centro a? e di raggio arbitrariamente piccolo, su cui Pin
tegrale è in valore assoluto pure arbitrariamente piccolo per la con
dizione eft(s) < 0. 

47. — Perciò Pintegrale (1) si può considerare come Pespressione 
di un'operazione funzionale su cp{x), e nel tempo stesso come quella 
di una funzione di s. Come tale si indichi con p(s)m, si vede imme
diatamente che p(s) (appartenente alla classe delle funzioni de
terminanti) è una funzione meromorfa. Infatti, si descriva un cer
chio (Xj r) di centro x e di raggio r abbastanza piccolo per essere 
tutto interno a (7; si spezzi poi (1) in 

a x 

/ - + /• 
essendo a un punto, della linea d'integrazione, interno al cerchio 
(#, r). È chiaro che il primo integrale è una funzione intera in s ; 
in quanto al secondo, esso si può scrivere 

(2) 

X 

f °° cp&Xx) , • x , ,- ~ w{n\x) (a — x)n-8 

J n=o ni n==0 ni s — n 

sotto questa forma è manifesto che p(s) è una funzione uniforme, 
regolare in tutto il piano salvo i poli di primo ordine s = 0 , 1 , 2 , . . . , 
ed il punto singolare essenziale x = oo. Inoltre il residuo di p(s) 
per s = n è 

<pW(x) 
ni * 

È facile ottenere per p(s) uno sviluppo in serie di fattoriali : si de
scriva un cerchio di centro a e di raggio r abbastanza piccolo per 
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essere tutto interno a 0, il punto a essendo preso abbastanza prossimo 
ad x. perchè x cada nell'interno del cerchio. Si ha allora 

_ ~ y (n )W ? (t - *)n ài f cp(i)dt 
P[) nto ni J (t — x)'+i^J(t — x)'+1' 

nel secondo membro Fultimo termine dà una funzione intera in s, 
in quanto alla serie, Y integrale definito che figura nei coefficienti 
si riduce facilmente all'integrale euleriano di prima specie, e la serie 
diviene 

/ .M / S <pW(a) (x — a)n 

(3) (— l)1-* (x — a)"8 S v v M. i 

Nel caso di « intero negativo la (1) ci dà, all'infuori del segno, 
Ysìmo integrale di <p, e precisamente quella determinazione che si 
dice principale. 

48. — Non vi è restrizione essenziale nel supporre il campo 
C ridotto al cerchio di convergenza dell'elemento ^<p{t) di funzione 
analitica nell'intorno r del punto 0. In tale ipotesi, si può fare 
coincidere a con 0 in entrambi gli sviluppi (2) e (3), e si hanno 
così per p(s) le espressioni 

(4) p(s) = 2 £M <=*Ç (perW<r/2), 

(5) H.) = < - ! ) * - " **m"~ 
n^o (— s) {— s + 1)... (— s + n) 

49. — Essendo ancora 0 un cerchio di centro 0, sia ora <p(t) 
sviluppabile in serie di potenze della forma 

oo 

(6) <p(t) = Scnr+% 
71=0 

dove G è un numero qualunque reale o complesso su cui faremo solo 
l'ipotesi St{6) > — 1. Applicando ad una simile <p(t) l'operazione (1), 
il risultato è indipendente dalla linea d'integrazione fra 0 e x, pur
ché questa linea non oltrepassi un taglio arbitrariamente fatto fra 
0 e il contorno di O. Sostituendo nella (1) lo sviluppo di <p(t) ed 
integrando termine a termine, si ottiene l'operazione (1) espressa 
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mediante la serie 

r(- s) r(o) ( - ì ) 1 - * ~ cn 0(0 + 1 ) - (g + *) xn+G~8 

{) r{a — 8) n-o (a —*)(a —* + l ) . . . (a —* + w) ' 

50. — Infine si può supporre, più generalmente, la <p(t) funzione 
arbitraria dei punti del campo C) ramo ad un valore di funzione 
analitica con assegnate singolarità, o anche funzione ad un valore, 
sia pure non analitica, ma integrabile lungo le varie linee di (7, e, 
per semplicità, limitata superiormente ) come caso speciale, si ha 
quello di una funzione di variabile reale. In questa ipotesi, Finte-
graie (1) viene a dipendere essenzialmente dalla linea tracciata in 
C e lungo la quale è fatta l'integrazione; ora, per tale linea, Fin-
tegrale, come funzione di s, appartiene alla classe delle funzioni 
determinanti ed è regolare per M(s) > — 1, ed eventualménte esten
dibile al di là di questo campo sotto opportune condizioni per <p(t), 
ad esempio quella di ammettere la derivata lungo la linea d'inte
grazione. Nel caso dell'esistenza di tutte le derivate, se ne possono 
dedurre, nel modo noto, sviluppi asintotici per le dette funzioni 
determinanti. 

51. — L'integrale (1) rappresenta, come si è detto, un'operazione 
funzionale eseguita su cp ; l'indicheremo momentaneamente con ïï8{q>). 
Essa è definita per M(s) < 0 ; ma, considerando (1) come una fun
zione p(s) di 8, le proprietà di H8 si conservano in tutto il campo 
in cui di questa funzione è possibile una continuazione analitica 
monodroma ; cosicché (analogamente a quanto si è fatto al n. 35) si 
potrà intendere Hs come definita per tutti quei valori di s per i quali 
p(s) ha continuazione monodroma. Questa continuazione, essendo p(s) 
funzione determinante, è collegata, come sappiamo, alle proprietà di 
cp(t) e in particolare all'esistenza delle sue derivate : così nel caso 
in cui <jr(t) è data da una serie (6), l'operazione Hs [che la (1) rap
presenta solo sotto le condizioni éft(o) > — 1, M(s) < 0] vale per ogni 
valore di s eccettuati gli interi positivi o lo zero 5 in quanto a 0 sono 
eccettuati soli gli interi negativi. 

Notiamo ora alcune proprietà dell'operazione Ss. 
a) La derivazione rispetto ad x di (1) dà, per M(s) < 0, 

(8) DHs(cp) = (s + l)IIs+ì{<p); 

nel caso in cui p(s) è continuabile, questa vale per il campo di 
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continuazione. Cosi dalla derivazione di 

, r ( -« )r (o ) ~ 0(0 + 1)... (o + n) 
r(o-—s) „_0 "(a — s)(o—* + l)...(o —« + «)" ^ = ( _ D I - - - ^ i ^ p * o . , _ .:;: . ';v M . . . . * * ~ , 

nel caso in cui <p(t) sia data dalla (6), essa vale per ogni s non in
tero positivo. 

b) Per s intero negativo la RSJ all'infuori del moltiplicatore 
(—l)m+1 (m — 1)!, dà F integrale D~mcp : nel caso di cp della for
ma (a) si ha la cosiddetta determinazione principale di codesto in
tegrale mPl0. 

e) Mediante Fintegrazione per parti, e per M{o) > 0, si ha 

(9) BM = jjr^ + \H'+w> 

da cui, reiterando il procedimento, si hanno delle formule che danno 
sviluppi (asintotici od effettivi) per H8((p). 

d) Infine, con calcolo semplice, si ha, per M(s) ed M(sr) dap
prima negativi, poi nel campo di continuazione analitica delle fun
zioni di s ottenute, e per tutte le coppie s, sf non entrambe intere 
(positive o nulle) nel caso delle serie (6), 

(10) Rs H8{(p) = — B{— s,—sf) Hs+sicp), 

essendo B la funzione euleriana di prima specie. 

52. — Queste osservazioni conducono a porre in relazione Fope-
razione M8 con la derivata d'indice qualunque D8 : precisamente si farà 

O—TliS 

(H) &<p = -Tç-j)HA<p)J 

che, nel caso di <p della forma (6), dà lo sviluppo 

(12) 2>V = e - - I ^ + ^ ^ . 
n=o J {o + n — s + 1) 

La convenienza di questa posizione è posta senz'altro in chiaro : 
infatti le (8), (10) danno 

DD* = D*fi ? Ds Bs' = Bs+8' 
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rispettivamente; la (12) dà, per s intero negativo, il valóre principale 
dell'integrale (—s)vìo ) infine è tolta la restrizione imposta ad Hs per 
s intero positivo quando questo sia nel campo di continuazione di 
p(s). Per le serie <p(t) della forma (6), si ha senz'altro da (12) l'or
dinaria derivata per l'indice intero positivo s. Come sola eccezione 
alla (12) si hanno i valori interi negativi di a, per i quali D*<p, come 
funzione di o, può ammettere poli di primo ordine : l'estensione si può 
dare con procedimento analogo a quello del n. 34. 

53. — Qui, come nel § IV, abbiamo avuto a considerare una 
operazione espressa da un integrale definito, la quale ha significato 
in generale solo sotto alcune condizioni, ad esempio per determinati 
valori di un parametro. Ma un'operazione, che per quei valori del 
parametro coincide con la data, può continuare ad ammettere le stesse 
proprietà anche per un campo più esteso di valori, pur mancandone 
l'espressione in forma d'integrale definito : ciò conduce a dare all'o
perazione dapprima definita dall'integrale, un campo di validità più 
esteso. Se, pertanto, di un problema d'inversione d'integrale definito 

A{co) = g, 

dove g è la funzione data e co la funzione incognita, non è possibile 
la soluzione, si è condotti ad indagare se la impossibilità provenga 
non dall'operazione A in sé, ma dalla forma d'integrale definito che 
si è prescritta. Ciò accade ad esempio nel noto proplema d'inversione 
dovuto al l 'ABEL, della cui soluzione si sono ripetutamente occupati 
i geometri (1) e di cui la trattazione nel campo complesso — per 
quanto io sappia non considerata fin qui — è straordinariamente 
semplice in base alle considerazioni del presente articolo. 

54. — Osserviamo dapprima come, per si{s) > 0 ma inferiore 
ad 1, si possa giovarsi delle (9) per dare ad Hs una espressione in 
forma d'integrale definito. Ciò premesso, abbiasi l'equazione funzionale, 
in cui y è data e <p incognita, 

( l 3 ) / , ' ^ i = ?(*)> 

OD 

/' <P(t)dt = 

J {t-xy+i 

(*) Da ABEL (Oeuvres, I, pag. 97) fino a GOURSAT (Acta Math., t. 27, 1903); 

vedasi anche « VOLTERRA, Ann. di Mat., s. I I , t. XXV, pag. 139 (1897) ». 
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e dove fra 0 ed x l'integrazione è fatta lungo una linea determinata, 
su cui y(x) è finita, continua, derivabile e inoltre nulla per co = 0 ; 
è infine 0 > <$($)> — 1. 

L'equazione (13) equivale a 

-7118 

&<p = -Trri)r(*. il 

e quindi 
-nis 

<P = -^J)»-S> 

o, sostituendo H a D, 

^ - r ( s ) r ( _ , ) g - ^ -

Ma, essendo 1 >* <$(— s) > 0, la H_s non ammette espressioni in 
forma d'integrale definito. Vi si sostituisca allora la (9), mediante 
Fosservazione fatta in principio di questo n., e viene così, poiché è 
7(o) = 0, 

X 

i f r'(t)àt 
9 sr{8)r(-»)J (t-x)-*' 

o infine 

o 

questa è la soluzione di (13) sotto la forma stessa di A B E L . Si vede 
come, nel caso in cui y(x) sia una serie della forma (6), è indiffe
rente il cammino d'integrazione fra 0 ed a?, e la cp viene espressa 
da una serie della stessa forma. È ovvia infine l'estensione al caso 
di m(s) < — 1, applicando le formule consecutive a (9) che si otter
rebbero da questa con successive integrazioni per parti. 

E degno di nota il fatto che mentre la soluzione che si dà or
dinariamente del problema d'ABEL si riferisce esclusivamente al caso 
dell'esponente reale, qui s è arbitrariamente reale o complesso. 

55. — In modo analogo si può ottenere la soluzione di un 
problema meno semplice, che è quello risoluto dal SONINE nel campo 
reale (*). Abbiasi una serie di potenze, convergente entro il cerchio 

(4) Acta Math., t. 4, pag. 171 (1884). 
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C di centro co = 0, della forma 

,71—8—1 a(#) = 2 an oc' 

dove si supporrà s reale o complesso, ma m(s) compresa fra — l e 
0, e si consideri l'equazione funzionale 

(15) 

X 

I a(x — t) (p(t) dt = y(x) 

in cui y(x) è una funzione soggetta alle stesse condizioni che nel 
n. 54, e cp(t) è la funzione da determinare. Il primo membro di (15) 
è una serie di operazioni H, e sostituendovi le D, essa può scriversi 

oo 

2 an r(n — s) Ds~n<p = y(x). 

Poniamo Dscp = yj, ed avremo, per determinare xp l'equazione 

(16) 2 an Z > — *) D ~ > = y(x) : 

questa si risolve in modo noto dalla teoria generale delle equazioni 
lineari rispetto ad un'operazione distributiva, a coefficienti costanti. 
Posto 

g(z) = 2anr(n — s)zn, 

basta calcolare lo sviluppo formale in serie 

à=SKzn> 
e la (16) viene risoluta formalmente da 

xp{x) = 2hnD-/ny) 

onde infine 

(17) cp{x) = 2bn D-*-* y = - 2 " H_^__s (y) . 
1 (n -f- s) ' 

Ma qui per n — 0 si avrebbe jBL_g non esprimibile in forma d'in-
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tegrale definito : si ricorre perciò all'espediente indicato al principio 
del n. 54, e si ha così 

X 
00 b C 

(18) *'>=<£W«+i)iy'(*)(,-^d<-
0 

L'equazione (15) è dunque risoluta da 
se 

(18') <p(x) = J p(a> — t)y'{t)dt, 
0 

dove è 
0 0 ~fo ^n 

M=£ re+ • + !)'' 
la convergenza della serie risulta, anche nel caso più probabile che 
2bnz

n sia costantemente divergente, dalla presenza del fattoriale in 
denominatore : la verifica di ciò non presenta difficoltà. 

Tralasciamo le ovvie considerazioni sulla natura analitica di 
<p{oc) in relazione con quella di y(x) ; basti fare notare come la for
mula (18) sia perfettamente conforme a quella data dal SONINE per 
la risoluzione del problema nel campo reale : solo che Pesponente s 
non è per noi costretto ad essere reale. Si noti ancora come, reite
rando l'integrazione per parti che conduce alla (9), si possa togliere 
Pipotesi che sia M(s) > 1, e prendere Sì(s) negativo e del resto co
munque grande in valore assoluto. 

56. — Per terminare, cerchiamo quale relazione vi sia fra Po-
perazione I)s qui definita e quella considerata al § IV per il campo 
delle funzioni determinanti. Si osservi dapprima come, nello stabilire 
la teoria dell'operazione Ds nel presente articolo, il punto estremo 
fisso dell'integrale non abbia importanza : in luogo del punto zero si 
può prendere un punto qualsiasi a del campo di validità della <p(t) 
od anche il punto 00 se la funzione qp(t) è data in un campo infinito, 
e le proprietà di Bs non mutano essenzialmente. Orbene, è facile 
vedere come anche la Bs del § IV sia riducibile ad un integrale 
della forma 

(19)
 e~"is f Mdt e—ms I 

n-s)j (*-»)H-I 
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Infatti, supposto m(s) compreso fra 0 e — 1 , ef(t) data come funzione 
determinante nel semipiano m(t) > e e tendente a zero almeno del 
primo ordine per t tendente all'infinito in qualunque direzione di 
codesto semipiano, la B8 del § IY è data (n. 36) da 

jfc-f-ioo 

Ora, consideriamo l'integrazione estesa, nel piano t e nel senso 
delle rotazioni negative, ad un contorno composto del segmento 
le — il... le -f- M, del semicerchio di centro le e di raggio ò, posto dalla 
parte dell'asse reale e positivo, infine di un cappio che partendo 
dal punto reale positivo le -f- 5, vi torna ruotando intorno al punto 
œ. Tendendo b all'infinito e a zero il raggio del cerchio di centro x 
del cappio, viene 

At f f{t)dt =(i c-^)f f{t) 

J (X — ty+1 v 'J {x — ty+1 

k—ioo oo 

in seguito alle ipotesi fatte su f(t) e s u s ; onde con una facile ri
duzione, dopo la moltiplicazione per enis JT(s -f~ l)/(2m) e tenuta pre
sente la relazione 

r(s - j - 1) sen Tis = — 7t/F(— s), 

si ricade precisamente sulla (19). 


