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25 [123]. 

Sugli sviluppi asintotici e le serie sommabili. 

Atti della Reale Accademia dei Lincei, 
Rendiconti della Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali (Roma) ; 

(5) Ì3D 513-519 (1904). 

Questa breve [Nota si propone di mostrare, in modo assai ele
mentare ed adatto didatticamente, quale stretto legame interceda fra 
il concetto di serie sommabile (esponenzialmente) del B O R E L e quello 
di sviluppo asintotico dovuto al POINCARé ; di notare come il primo 
concetto si estenda spontaneamente al caso in cui la funzione asso
ciata del BOREL, O generatrice, non sia analitica, purché ammetta 
lungo Passe reale positivo le derivate di tutti gli ordini; infine, di 
osservare come, negli stessi casi e cioè anche senza Fanaliticità della 
funzione generatrice, si presentino sviluppi procedenti per i fattoriali 
ed aventi il carattere asintotico. 

1. — Sia a(t) una funzione della variabile reale #, che ammetta, 
per tutti i valori positivi della variabile, la derivata prima <x,'(t); di 
più, per i valori di x la cui parte reale supera un numero assegnato 
a (*) [scriveremo St{x) > a]y siano convergenti i due integrali 

-f-oa 

(1) a(a?)= / e~txoc{t)dt7 

b 

:'(t) dt. 

o 

-j-oo 

(!') n^x) = / e~tx a'(-

(*) È noto, per dimostrazioni date dal BOREL, dal P H R A G M é N , dal F R A N E L 

e dal LERCH, che, se un integrale della forma (1) è convergente per x = x0, esso 
è convergente e rappresenta un ramo regolare di funzione analitica per tu t t i i 
valori di x tali che sia Sì{x) > ^(^0)* 
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Essendo m, le due numeri positivi si ha, integrando per parti, 

f e-* a(t) dt = - - L [e-*t*(t)Z+k + i - 1 e -« «'(*) di; 

ora, dall'ipotesi della convergenza degli integrali (1) e (l')? risulta 
che, tenuto asso x, con e8(#) > a, e preso £ piccolo a piacere, si po
trà determinare m abbastanza grande perchè sia, per ogni valore di le, 

|[e-r t«(*)C+*l<«-

Ciò porta alla conseguenza —-̂  

lim [e~xt a{t)} = 0, 
t=oo 

e quindi dall'ipotesi della convergenza di (1) e (1/) per Sì(x)^>a ri
sulta, per gli stessi valori di x, la convergenza assoluta ed uniforme 
per il primo di questi integrali. 

2. — Aggiungendo Pipotesi della convergenza di 

az(x) = / e-tx<x,"(t)àt, 
0 

risulterà parimenti la convergenza assoluta ed uniforme di (l')> e 
quindi sarà, per M(x) > a ed h positivo, 

-f-oo ~\-co 

(2) / | e-OH-W a'(t) \ dt < / | e~xt oc'{t) \ dt. 
o % o 

Sia oc(t) finito per t = 0$ Pintegrazione per parti di (1) ci dà : 

a (x) = — — + . — B,±(X) , 

onde, per la (2), 
-f-oo 

I a ^ +A) l < j ^ p x j «w + f\ 6~xt «'® Id*-
0 
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Facendo ora tendere h alPinfìnito, a(x -\- h) tende a zero, del 
primo ordine almeno 5 e quindi a (a?) tende a zero del grimo ordine al
meno quando x tende all'infinito nel senso dell'asse reale e positivo. 

3. — Poniamo ora : 
a) La funzione a(t) abbia, fra 0 e + °°? I e derivate di tutti 

gli ordini a'(t), a"(£), .. . , a^(tf),... . 
b) Le a,(n\t) abbiano valore finito per # = 0; porremo 

a(n){0) = ]Cnj - ( W = 0 , l , 2 , . . . ) . 

e) Per i valori di x tali che sia Sì{x) > a siano convergenti 
tutti gli integrali 

+00 

(1*) ! ! * ( * ) = f e-** <xF>{t) At. 
0 

"Ne risulterà, per §§1 e 2, che per quei valori di x si avrà 

lim j e~xt dn\t)) = 0, {n = 0 , 1 , 2,...), 

e quindi che per M{x) > a tutti gPintegrali (1#) convergeranno uni
formemente ed assolutamente 5 inoltre, dalPintegrazione per parti, 
verrà 

(3) a w W = T + 7 a w + l W ' (w = 0 , l , 2 , . . . ) 5 , 

infine, le a»(#) tenderanno a zero, del primo ordine almeno, quando x 
tenda alPinfìnito nel senso dell'asse reale positivo. 

4. — Le relazioni (3) conduce facilmente al primo dei risultati 
che ci preponevamo di ottenere. Infatti da queste relazioni si ricava 

e quindi 

(4) lim *»+i Lx) - ^ _ | i - _ ... - A j j = lim a,l+1(*) = 0, 

intendendo che x tenda alPinfìnito nel senso indicato. 
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Ora, se la serie 
OO Tr. 

a(x) = 2 
0 Xn+! 

è convergente, la (4) esprime che, nel campo di convergenza di que
sta serie, essa rappresenta la funzione a(#), che pertanto è regolare 
nelPintorno di x = oo. Invece, se la o(x) è divergente, la (4) esprime 
appunto che la serie o(x)7 secondo la definizione dovuta al POINCA

R é (d), è lo sviluppo asintotico di a (a?). Ogni funzione determinante 
(1), per la quale siano soddisfatte le condizioni poste al §3, ammette 
dunque uno sviluppo in serie di potenze intere negative di a?, effettivo 
od asintotico. 

5. — Non si è supposto fin qui Fanaliticità della funzione a(t\ 
generatrice della funzione determinante a(#). Qualora a(t) sia anali
tica, e regolare entro un cerchio di centro t = 0, ove essa ammetta 
lo sviluppo 

X. fn 

(5) .«(«) = 2' m 

ni 

questo sviluppo sarà, per la serie o(x), quello che il B O R E L chiama 
associato (2). Ora, basta il cambiamento di t in tjx nell'integrale (1) 
per mostrare come questo integrale dia precisamente la somma ge
neralizzata (a) della serie o(x), se divergente. Ma non è affatto neces
sario supporre la convergenza della serie (5) (4) ; basta limitarsi 
alle ipotesi del § 3, le quali non richiedono neppure che <x(t) sia ana
litica ed esista fuori delPasse reale, per potere concludere che, sotto 
le ipotesi del § 3 per la funzione generatrice, la funzione determinante 
è rappresentata dalla serie o(x) in quanto ne è la somma generalizzata, 
ed in quanto la serie stessa ne dà lo sviluppo asintotico. 

6. — Eiferendoci alla definizione di serie assolutamente somma-
òile7 si vede come essa sia stata ora estesa 5 infatti non importa più 

(i) Acta Math., T. Vi l i , pag. 296. 
(2) Ali7 infuori del cambiamento, nella o(x), di a? in 1/x. 
(3) Inoltre o(x) è assolutamente sommabile. Vedasi BOREL, Leçons sur lés séries di

vergentes, pag. 99 (Paris, Ganthier-Villars, 1901). 
(4) Il BOREL avverte (loc. cit., annotazione a pie della pag. 99) che si potrebbe 

estendere la teoria della sommabilità anche al caso che non sia convergente la 
serie associata. 
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che intervenga la serie associata : basta, data la serie divergente a(po\ 
che i suoi coefficienti h0J lcv ... , kn, ... siano i valori, per t = 0, di una 
funzione a(t) definita insieme alle sue derivate per tutti i valori po
sitivi di tj in modo che siano soddisfatte le condizioni del §3, per 
poter concludere resistenza della sommabilità e della proprietà asin
totica di o(x). 

7. — Abbiasi l'integrale 

ì 

(6) h(x) = I t ^ - i / M du, 
*0 

e si consideri insieme a questo 

ì 

b^a?) = / u^f'iu) àu. 

Se f(u), f\u) sono tali che gli integrali (6) e (6') siano convergenti, 
il primo per M(x) > a (d), il secondo per e/l(x) > a -\- 1, si può vedere, 
con dimostrazione perfettamente simile a quella del § 1, che per 
cH(x)^>ah 

lim { uxf(u)} = 0 ; 
tt=0 

onde, per quei valori di x, l'integrale (6) è assolutamente ed unifor
memente convergente. Di più, aggiungendo l'ipotesi della conver
genza di 

ì 

h9p)= / ^ + 1 / » d ^ 
0 

per M(x) > a -f- 2, si vede, con dimostrazione del tutto analoga a 
quella del § 2, che h(x) tende a zero, del primo ordine almeno, se x 
tende all'infinito nel senso dell'asse reale e positivo. 

8. — Ora sia dato l'integrale (1) in cui siano soddisfatte le ipo
tesi del §3 5 ponendo in questo e in (V) 

t = — log u, a(— log u) =f(u), 

(d) Vedasi l 'annotazione fatta al § 1. 
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si avranno gPintegrali (6) e (6') in cui sono soddisfatte le ipotesi del 
paragrafo precedente,, e sarà precisamente 

a(#) = b(#), aA(#) = — h±(x). 

Eseguendo lo stesso cambiamento di variabile sui successivi in
tegrali a2{x), a3(#),..., si vede senza difficoltà che e-txa^n\t) si espri
me in funzione lineare a coefficienti costanti di 

uxf(u), vP+ìf" (u) ? ... , u°°+nf^\u) ; 

e dalle ipotesi del § 3 risulta che 

ì 

(7) b ^ ) = [ ^ i / W ( % ) d w 

è convergente per M(x) > a-\-n. 
Si vede ancora che /^{l) è un numero finito gny (n=0,1? 2,...), 

e che fra le 7cn e le gn passano delle relazioni che si possono ottenere 
in modo assai semplice (1). 

Ora Pintegrazione per parti di (6) e (7) ci dà 

a (a?) = £o- — — biO» + 1) per St(x) > a, 
x x 

hn(x) = $2- fon+iO» + 1) per M{x) > a + w, (w = I , 2, 3 , . . . ) . 
x x 

(A) Per ottenere queste relazioni, a(t) si può, senza restrizione, supporre svi
luppabile in serie di potenze di t. Ne viene 

k 
. f(u) = a(-log u) = 2(-l)n-^. log» u; 

ma 

log"» = o„iB (» - 1)" + ew + 1 ,„(» - 1 ) M + 1 + cB + 2 ,„ (» - 1)"+2 + - , 

dove cnn, ontln>... sono numeri noti (i eosidetti numeri di SCHLXFLI) . Onde viene 

/(„) = ^ ( „ _ 1 ) » 

con 

9n = ( - 1f~1 ( V R , 1 *1 + °«+l,2 ^2 + - + V f M + 1 \ + l } ' 

Cfr. il metodo di STIRLING indicato da NIELSEN (Beçherches sur les séries de facto-

rielles, Ann. de l'Éc. Normale, S. I l i , T. XIX, pag. 437). 
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Cambiando in quest'ultima x in x -\- n, risulta dalla combina
zione delle eguaglianze precedenti la relazione, valida per M{x) >> a, 

a/~A — £o 9i j 9% i _ 
w x x{x + l)~ x(x-\-l)(x-\-2) '"~ 

^ x{x + 1)... (x + n) ^ a?(a? + 1) ... (a? + n) "nK ^ ^ h 

Tendendo x all'infinito nel senso dell'asse reale, hn{x -\-n-\-l) 
tende a zero ; onde viene 

lim 
as=oo 

^ + l)...(* + tt)Ja{*)_^ + _ÌL__...+ 

+ ( - 1 ) " 0« 
a? (a? - ) - 1 ) . . . (x -f- w) 

= 0; 

e quindi Zo sviluppo in serie di fattoriali, che, se convergente, rappre
senta effettivamente a(#), lo rappresenta asintoticamente con estensione 
immediata della definizione del POINCARé , se divergente ; e quest'ultimo 
caso si può dure senza che la funzione generatrice sia necessariamente 
analitica. 

Le considerazioni ingegnose fatte dal NIELSEN (*) nel caso della 
convergenza delle serie di fattoriali, per formare il prodotto, si po
trebbero estendere al caso del prodotto di sviluppi asintotici. 

(4) Yedansi questi Rendiconti, seduta del 17 gennaio 1904. 


