I Grandi Matematici Italiani online

SALVATORE PINCHERLE

SALVATORE PINCHERLE
Appunti di Calcolo funzionale distributivo

Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Rendiconti Classe di Scienze
Matematiche e Naturali, Serie 2, Vol. 30 (1897), p. 1031-1039

in: Salvatore Pincherle, Opere Scelte, a cura della Unione Matematica
Italiana, vol. 1, Edizione Cremonese, Roma, 1954, p. 388-396

<http://www.bdim.eu/item?id=GM _Pincherle CW 1 388>

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=GM_Pincherle_CW_1_388
http://www.bdim.eu/

15 [91].
Appunti di Caleolo funzionale distributivo.

Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere,
Rendiconti Classe di Scienze Matematiche e Naturali (Milano);
(2) 30, 1031-1039 (1897).

1. — Un’operazione funzionale distributiva (!) si puo definire
in due modi: o mediante le funzioni che essa fa corrispondere alle
potenze intere positive e nulla della variabile #, o mediante il suo
sviluppo, sempre possibile, secondo le potenze intere positive del
simbolo di derivazione D. Indicando con A Voperazione distributiva,
“con ¢ la funzione arbitraria cui essa si applica, la A puo pertanto
venire definita sia da

(1) A (@) = &n(2), m=0,1,2,..), _
sia da

. o, (@) "
@ A()_7£0 2 D,

dove &,(x) ed oa,(x) sono funzioni(®) note, legate. fra loro dalle
relazioni (3) :

(3) En=a"ay+na"la, 4+ (;") 2200y + e + Ot

(!) Vedansi varie mie Note nei Rendiconti della R. Accad. dei Lincei del
1895-1897. Cfr. BOURLET, Sur les opérations en général etc., Ann. de I'Ec. Norm.
Sup., S. III, T. IV, avril-mai 1897.

(®) Nel senso di serie di poteﬁze di z.

(3) Vedasi la Nota Sulle operazioni funzionali distributive, Rend. della R. Accad.
dei Lincei, 17 febbraio 1875 ; formule (4) e (5). ‘
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dalle quali si deduce

(4) Ky = fn — n& Cn-—l “l’ ( )m 577,—-2 - + (—; 1)" am 50 .

2. — 1 principali problemi ai quali da luogo lo studlo dell’o-
perazione A sono i tre seguenti:
a) ricerca delle radici di A ; H
b) ricerca delle funzioni invarianti di A (%);
¢) ricerca dell’operazione inversa di A. i
Considerando, come abbiamo accennato altra volta (3), un’opera-
zione distributiva 4 come un’omografia dello spazio funzionale (spa-
zio lineare ad infinite dimensioni), il problema. a) equivale alla
‘ricerca della specie di degenerescenza della omografia rappresentam
~da A, e'della varieta singolare in questa degenerescenza; il problema
_b) consiste invece nella ricerca degli elementi wniti nella omografia
stessa. Una funzione invariante di A, sia w, essende definita da

® A=,

si vede che il problema a) non & che un ecaso di b), e precisamente
il caso in cui 2z = co.

3. — Occupiamoci del problema b). Le funzioni £, siano date da
(6> §n = 20 a/’n,'vwv 9 (n == 0, 17 2, ...) ’

Poperazione A ¢ dunque definita dallo specchio dei coefficienti a,,,.
Se w=2Xg,2" ¢ una funzione invariante, essa dovra soddisfare
all’equazione (5) e, sviluppando il primo membro facendo uso della
(6), si trova che le g, devono verificare il sistema di infinite equa-
zioni lineari omogenee ad infinite incognite.:

Ao Yo + @10 91 + s —+ 1) gn-1 + (Onn — 1/2) g+
,y . (m=0,1,2,..).

(7

+ @mtin Gngr + e =

(1) Vedasi Sulle operazioni distributive commutabili con wun’operazione data, Atti
della R. Accad. delle Scienze di Torino, 23 giugno 1895.

(*) Vedasi Cenno sulle Geometria dello spazio funzionale, Rend, della R. Accad
di Bologna, 14 febbraio 1897.



390 ) SALVATORE PINCHERLE

4. — Facciamo dapprima Pipotesi che la serie doppia Z ay, sia

L ny
agsolutamente convergente. In tal caso, per proposizioni note (!), si
gsa che il sistema (7) ammette un determinante d’ordine infinito
convergente ; esso puo scriversi '

a2 —1 a2 Qo0 2
o) — oy 2 a2 —1 ay 2
(oo 2 Wy 2 a2 —1 ..

Ora & dimostrato (?) che la.condizione necessaria e sufficiente
affinche si possa trovare un sistema di valori go, gi,... y gny... S0d-
disfacenti alle equazioni (7) e non oltrepassanti in valore assoluto

un numero assegnato, & che il determinante infinito 6 () sia nullo.
Siamo  cosl condotti a porre l’equazione '

8) o | 9() =0,

e per ogni radice di questa equazione avremo una soluzione del si-
stema (7), cio¢ una funzione invariante di A. '

5. — I facile provare che, sotto Pipotesi della convergenza
assoluta della serie X a,,, il determinante 8 (z) rappresenta una

n,v

funzione trascendente intera di z. Basta, all’uopo, osservare che in
forza di quella ipotesi il prodotto infinito

P=1

n=0

1+c§1%ﬂ%
y==()

in cui ¢ indica un numero positivo qualsivoglia, & convergente :
.onde essendo P, il prodotto dei primi n fattori di P ed & un nu-
mero positivo arbitrario, si potrd determinare un numero intero
positivo m tale che, per » > m e per-ogni valore di r, sia

P, ntdr P, <.
(1) PoINCARE, Bulletin de la “Soc. Math. de Framce, T. XIV, p. 77; H. VoN

Kocn, Acta Mathem., T. XVI, ,p. 217.
(® H. vox KocH, loc. cit., p. 249.



APPUNTI DI CALCOLO FUNZIONALE DISTRIBUTIVO 391

Ma sia d,(2) il determinante fdrmato dalle n -1 prime linee e
colonne di ¢ (2); si ha manifestamente, per |z|<<¢,

Jan-l-r(z)— 0 (@A) < Ppyr — Pu < &,

_onde la serie

a@+m@—mw+mw—@m+m

,che rappresenta 0 (z), & convergente in ugual grado per i valori in-
_indicati di #, e poichd ¢

\ \

& arbitrario, () & una funzwne intera (1).

~ 6. — Si puo ora togliere la restrizione della convergenza asso-

2 mm della serie 2‘ @y Supponiamo che esistano due sistemi di

e 4 numerl positivi pn, ¢, tali che’ 2' | @y | P gy sia convergente‘ il ehe

} accade, per es., se la serie 3 a, ,m”y non ¢ costantemente divergente.

Indichiamo al@ora; con B _B‘ le operazioni definite da

B (@) = qua™, B, (a") =pn x”,

e si avrd che loperazione BAB, = A’ & definita dal sistema dop-
‘piamente infinito di coefficienti Oy = OnyPnqy . St torna quindi al
 caso precedente.

7. — Tequazione (8), che corrisponde all’equazione fondamen-

‘tayle delle omograﬁe ordinarie, darebbe luogo ad wuna discussione

~analoga (su cui sorvoliamo per ora), a seconda dell’ordine di multi-

~ plicith delle radici della funzione intera g (¢) e della caratteristica

~ del determinante per queste radiei mulmple. II- caso normale & che

\

le funzioni invarianti — od elementi umtl — formino una succes-

sione discreta ; mei casi pill generali esse possono formare varietd
lineari, d’ordine finito ed infinito. Ma, mentre nello studio delle omo-

“grafie degli spazi ad un numero finito di dimensioni la discussione

\

dell’equazione fondamentale esaurisce Pargomento, non & cosi nelle

~ operazioni distributive che operano su uno spazio ad un numero

infinito di dimensioni, quale lo spazio funzionale. Invero, qui si
presentano fatti che non hanno riscontro nella teoria ordinaria, come
quello di elementi uniti formanti una varietd continua non lineare.

. (%) Cfr. von Kocs, loc: cit., p. 238.
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Si e gia mostrato (!) come una simile varietd si possa costruire e
se ne sono dati degli esempi: cio mostra come il sistema (7) si
possa soddisfare indipendentemente dal valore z; indicheremo pit
avanti (§ 9) una classe estesa di operazioni per le quali cio accade.s{i

8. — Una classe oltremodo semplice di operazioni funzionali
distributive & costituita da quelle che ammettono  come funzioni in-
varianti le stesse potenze intere positive della variabile. Le d1rem0',
operazioni normali e le indicheremo colla lettera N: talche una N
¢ definita da

N (@) = a, 2"
una operazione N differisce da un’altra per la successione dei coef-
ficienti a,. Accenniamo rapidamente ad alcune delle loro proprieta.

a) Le operazioni N non hanno radiei, e quindi non sono de-
generi, a meno che non siano nulli alecuni dei coefficienti ay .

b) Esse hanno per sole funzioni invarianti le 2", (n=0,1, 2, ...),
se tutti i. coefficienti a, sono differenti; varietd lineari della forma
¢y ¥ + ¢y @™ ..., se i coefficienti ay,, a,,, ... sSono eguali fra loro.

¢) Lo sviluppo (2), per un’operazione N, & della forma

® Np) =3 2 Do,

dove &

d) Reciprocamente, ogni sviluppo della forma (9) rappresenta
un’operazione N.

e) Le operazioni N formano un gruppo permutabile.

f) L’operazione inversa di un. N in cui tutti i coefficienti a,
sono differenti da zero ¢ un’operazione della stessa specle, definita
immediatamente da N—'(#") = a"/a,.

g) Infine, per le operazioni N si risolve facilmente una que-
stione importante, che ei contentiamo qui di indicare e su cui ci
proponiamo di tornare piu diffasamente: ed & Destensione dello
spazio funzionale mediante Vaggiunzione, alle serie di potenze, di
altre funzioni e DPapplicazione, allo spazio cosi esteso, di un’opera-

Q) Vedasi la mia Nota: Cé’rmo sulla geometria dello spazio funzionale, § 10.
[(R.) Questa Nota & il lavoro N. 138 del presente Volume (p. 368).]
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zione distributiva originariamente defin#ta per il solo spazio primi-
tivo. Assumendo — conformemente al principio del minimo arbi-
trio — la serie (9) come definizione dell’operazione N allo spazio
cosl esteso, si vede che la funzione di due variabili 2 & — salvo
la questione di convergenza — funzione invariante di N per ogni
valore di ¢, e quindi dal sistema discreto di elementi uniti siamo
passati ad una varieta continua mon lineare (curva dello spazio

funzionale) di simili elementi.

9. — Un’altra classe notevole di operazioni distributive ci &
data da quelle in cui, nel quadro di coefficienti a,,, sono nulli
tutti i coeffieienti da una parte di una parallela alla diagonale
‘principale. Yi ha luogo a distinguere due tipi, a seconda che sono
nulli tutti i coefficienti a sinistra di una parallela a sinistra della
diagonale, oppure tutti quelli a destra di una parallela a destra
della diagonale stessa. Anche di queste operazioni non daremo ora
la teoria completa, limitandoci ad un cenno delle loro proprieta pin®
notevoli. Per semplicita, studieremo le operazioni A del primo tipo e
B del secondo, di cui seriviamo qui- sotto lo schema dei coefficienti:

Quadro dei coefficienti di un’operazione A
o del primo tipo :

Qg o1 Uy gy Ugy e
Qgg Gy Gyg Qgg Qgy oo
0 Aoy gy  (gg fgy

0 gy Ogg Qgq e

0 0 0™ @y ay .

Quadro dei coefficienti di un’operazione B
o del secondo tipo :

(g Ay “O 0 0 0 ..
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a) Cercando le funzioni invarianti dell’opéra;zi()ne}iy,r siamo
* condotti a considerare il sistema (7), il quale prende ora la forma

“oo — 1/2) + “10 9= O :
Qo4 go + ayy 91 —1/2) + Aoy 92 = 0
%2 9% + Uiy 9y + Ao (95 — 1/2) + “sz 9’3 =0,

Ve . . . . - . . . . . . . e . .y

".che permette, preso g, ad arbitrio, Ch determmare d1 mano in mano
i3 Poy Pay oo o Esiste dunque una funzmne invariante qualunque sia
il valore di z; in particolare si ha una, radice di ‘B per z.._? 0o :
colle funzwm A (&™) = &, si pud quindi_ ottenere uno swluppo dello
ZEro. Vi @ dunque un sistema ‘contmuo (eurva ,funzmnaxle)k di ele-
menti uniti, la cui esistenza formale & ‘a,ccertatai; ~e"‘di cui la esi-
. stenza effettiva dipende da sole condlzwm d1 convergenza, vale a_
, dire di diseguaglianza. ‘
b) Invece per l’operazwne B, il sxstema delle equazmm (7
non si lascia risolvere formalmente senza una condlzwne per z, e
quindi non vi sono radici senza una relazione fra i coeﬂiclentl. Si
pud quindi dire che, in generale, le operazioni del sye’i:on‘dor tipo
hanno un sistema discreto di elementi uniti. Ma questo tipo da -
Iuogo ad un’osservazione nuova ed mteressante. Indichiamo con
@ =3 g,2" una funzione qua,lunque, con tp 2 h,z"™ la sua tra-
: sformata mediante l’operazmne B:
B(p)=B8B (5 gt = 3 hpan ;
e si avra ; : :
by =5 1) gn—1 + an,nvg‘n —+ g0 Pt e

by

Determiniamo ora, il che & possibile in geneérale, un sistema
di numeri p,, p,, Py, ... che verifichi il sistema di equazioni
[ @0 Po + oy P4 = o,
Ao Po+ @y Py P =0,
g P+ gy Py~ gy Py + 3 P3 =10,

. . . . . . . . . . . . .

¢ manifesto che, ammessa la convergenza assoluta degli sviluppi,
su cui non ¢ ora il luogo di entrare in particolari, i coefficienti
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hy, della funzione o =B (p) soddisferanno, qualunque sia la ¢, alla
“relazione Lo

(10) hopo“}‘hipi+°'-+hnpn+---=0-

c)/Non ® necessario aggiungere che si possono considerare
quadri di coefficienti a,, appartenenti contemporaneamente al primo
ed al secondo tipo, dando luogo ad operazioni che ammettono ad
un tempo i due ordini di proprieta.

10. — Ponendo mente alla relazione (10) alla quale soddisfano
i coefficienti di tutte le funzioni vy, ottenute applicando l’operazione
B agli elementi ¢ dello spazio funzionale, si & condotti ad intro-
durre un concetto di cui & manifesta-'importanza. Data una funzione

<P=Zgn%,‘

si possono, in infiniti modi, ottenere delle successioni di numeri
Pos PiyeeeyPnye.y che diremo successioni od enti p, in modo che
gia soddisfatta la relazione

il primo membro essendo supposto assolutamente convergente. Un
ente p soddisfacente alla relazione precedente si dira appartenere a
@, e ¢ s8i dira pure appartenere a p, di modo che ad ogni ¢ ap-
partengono infiniti enti p e viceversa. Ad esempio, tutte le funzioni
che sono nulle per &= a appartengono all’ente p definito dalla
successione 1, a, @?, ... ; tutti i polinomi razionali interi'di grado non
maggiore di m appartengono alla varietd (lineare ad m dimensioni)
degli enti p per i quali p,=p, = ... = pm = 0; ecc. . I’insieme degli
enti p costituisce uno spazio ad infinite dimensioni, che si pud dire
correlativo dello spazio funzionale.

L’insieme delle funzioni appartenenti simultaneamente ad 7 enti
p viene a costituire uno spazio ad infinjte dimensioni contenuto
nello spazio funzionale e che si pud rappresentare con s . Per le
funzioni appartenenti ad $*) si pud dimostrare una proprietd note-
vole: esse sono tutte esprimibili linearmente mediante le funzioni
"~ di un sistema

(@n0 =+ App @ 4 ... v—{— Uy X7) X" (n = Q, 1,2,...
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Ogni operazione distributiva A4, che da una trasformazmne omo-
grafica dello spazio funzionale, da in pari tempo una tmsformazmne
dello spazio correlativo; e queste trasformazioni sono fra loro in
quello stesso legame di controgrodienza che si presenta, nélle‘ stesse
circostanze, per gli spazi lineari ad un numero finito di dimensioni.
La grande varietd di casi che si manifesta nello studio dei
problemi relativi alle operazioni distributive ed alle loro inverse, in
particolare nelle questioni di sviluppabilita di funzioni date in serie.
procedenti sécondo le funzioni di un determmato sistema, si spiega
ponendo mente alla varietd degli spazi, anche lineari, che si pos-
s0N0 1mmagmare contenuti nello spazio funzmnale spazi che possono
essere ad un numero - finito ed anche, come gli 8*) di eui si & par-
lato ora, ad un numero infinito di dimensioni. Cid che importa - di
mettere in rilievo, si & che la proiettivitd degenere A di specie h
in uno spazio di enti @ ad un numero finito m di dimensioni da
luogo ad una varietd lineare ad h —'1 dimensioni di enti « tali che
A (x) = 0, mentre " contemporaneamente tutti gli énti A (¢) sono in
uno spazio lineare ad m — h dimensioni , invece negli spazi ad un
numero infinito di dimensioni, quale lo spazio funzionale, queste
proprietd non si accompagnano ix_ecessariamente: ad esempio, nelle
operazioni 4 del primo tipo, studiato al § 9, si manﬁéne_la pi‘ima
proprietd, ciod vi sono radici di A, ma non in generale la seconda,
ciod le A (¢) non appartengono necessariamente ad un s®; mentre
nell’operazione B del secondo tipo & conservata la seconda proprieta, E
ma in generale non-si verifica la prima. k



