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12 [83]. 

Le operazioni dis tr ibut ive e le omografìe. 

Reale Ist i tuto Lombardo di Scienze e Lettere, 
Rendiconti Classe di Scienze Matematiche e Naturali (Milano) ; 

(2) 29; 397-405 (1896). 

Dopo i lavori di WEIERSTRASS, di S E G R E , di PREDELLA, di 
FUCHS, di HAMBURGER, di L I E , di SAUVAGE, ecc., la teoria gene
rale delle omografìe in uno spazio ad un numero qualunque di 
dimensioni si può dire portata a compimento r oramai, se vi si potrà 
recare qualche modificazione, essa riguarderà più la forma che la 
sostanza. Pur nonostante, vista l'importanza che quella teoria, sotto 
vari nomi, ha in varie parti della matematica, una semplificazione 
della sua esposizione potrà essere bene accetta: così mi auguro che 
sia del presente lavoro che ha precisamente per iscopo di far cono
scere una semplificazione assai sensibile che il concetto generale di 
operazione distributiva, quale Pho introdotto in recenti pubblica
zioni (1), reca nello studio generale delle omografie. 

1. — Consideriamo un insieme 8 di elementi suscettibili di es
sere associati linearmente e dipendenti da un numero arbitraria
mente grande di parametri. Come nelle citate mie pubblicazioni, 
sarà opportuno scegliere come enti dell'insieme 8 gli elementi di 
funzioni analitiche di una variabile x regolari nelPintorno comune 
di un punto, per esempio x = 0 ; si ha così il vantaggio di fissare 
meglio le idee e di dare luogo alle applicazioni più notevoli. Osser
viamo per incidenza che un simile insieme serve a realizzare ciò 
che il V E R O N E S E chiama spazio generale. Un elemento a di 8 sarà 

(A) Sulle operazioni funzionali distributive, Rend, della R. Accademia dei Lincei, 
17 febbraio 1895 ; Sulle operazioni distributive commutabili con un'operazione data, 
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino, 23 giugno 1895. 
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dunque una serie di potenze di x convergente per i valori di x il cui 
modulo è minore di un dato numero positivo r: i parametri da cui 
dipende a possono essere tutti od alcuni dei coefficienti della serie, 
o quantità da cui dipendono questi coefficienti. 

2. — Sugli elementi di 8 immagineremo applicate operazioni 
distributive che riproducano elementi di 8 medesimo. Indicheremo 
colle maiuscole dell'alfabeto latino queste operazioni, colle minu
scole numeri qualsiasi, reali o complessi ; colle minuscole delFalfa-
beto greco designeremo gli elementi di 8. Avremo così : 

A(a) = a1 ? A(p)=pi9 

A(* + p) = *± + p±, 

A (a a) = a A (oc). 

3. — Diremo che m elementi a1? a2 , . . . , am sono legati fra loro 
linearmente quando esistono delle costanti hv &2,..., ~km non tutte 
nulle, e tali che sia : 

\ <*± + \ oc2 + ... -f- ìcm am = 0 

quando tali costanti non esistono, le a1? a2 , . . . , am si diranno invece 
linearmente indipendenti. Date le m funzioni a v a2 , . . . , am linear
mente indipendenti, l'insieme delle funzioni della forma 

( 1 ) G^ OC^ -f- 0% OCg - j — . . . —|- Cm <Xm 

si dirà una varietà o spazio lineare dell'ordine m, o ad m dimen
sioni : lo indicheremo, secondo che tornerà più opportuno, con 
8m(oL±1 a2 , . . . , aTO), 8m(a) o semplicemente con 8m. È chiaro che 
m -f- 1 elementi di 8m saranno legati linearmente fra di loro ; m 
elementi invece non lo saranno necessariamente e diremo che essi 
formano un sistema fondamentale di 8m quando sono linearmente 
indipendenti. Tali saranno gli elementi: 

Ph = «M «1 + %,2 <*2 + .» + a*,m «mj (& = 1? 2, ... , m) , 

"m^m > quando è differente da zero il determinante 2 ± %,i $2,2 ••• Un 
Ogni elemento di 8m si può esprimere linearmente per mezzo degli 
elementi di uno qualunque dei suoi sistemi fondamentali. 
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4. — Un'operazione distributiva A applicata alla varietà (1) 
darà luogo ad una varietà lineare ; posto 

A (aA) = ph, (h = 1, 2 , . . . , m), 

la J . , applicata alla (1), darà la varietà 8m(p), cioè l'insieme delle 
funzioni : 

c l r i 1 G% P% I ••• I c m r m • 

La varietà Sm(f$) si dirà trasformata di $TO(a) mediante A. 
In generale, la 8m (f$) sarà dell'ordine m, come è $m (a) : potrà 

però essere d'ordine minore, e la condizione necessaria e sufficiente 
affinchè ciò accada, è che la varietà Sm(<x) contenga funzioni tali 
che applicando ad esse la A si trovi come risultato lo zero; tali 
funzioni si diranno radici di A, e l'operazione A, dando come tra
sformata di Sm(<x) una varietà d'ordine minore, si potrà dire dege
nere rispetto ad 8m (a). In ciò che segue, noi supporremo che 
l'operazione A non sia degenere rispetto ad 8m (a). 

5. — Una sola funzione a dà luogo alla varietà ad una dimen
sione e a , od 8X (a). La varietà 8m{a±J a2 , . . . , am) non contenga a ; 
allora la varietà $m_pi(a, a1? a2 , . . . , am) si dirà somma delle varietà 
8± (a) ed $m(a) . In generale, diremo somma di due varietà 8m(a), 
#w(/0 senza elementi comuni ed indicheremo con 8m -f- $n la varietà 
che contiene tutte le funzioni dell'una e dell'altra ; un sistema fon
damentale di 8m (a) -f- Sn (ró s i otterrà prendendo insieme alle fun
zioni di un sistema fondamentale della prima quelle di un sistema 
fondamentale della seconda. La varietà 8m si dirà anche contenuta 
in Sm + -Sn. 

Essendo A un'operazione non degenere per Sm(<x) ed Sn(P), la 
trasformata delia somma delle due varietà mediante A è uguale alla 
somma delle trasformate, e si potrà scrivere : 

(2) A[Sm(*) + Sn{p)] = ASm(a) + ASn{p). 

6. — Una varietà $m(a) si dirà invariante rispetto all'opera
zione A quando essa coincide colla sua trasformata mediante A. 
Dovrà quindi aversi 

(3) A (o<) = Oì,I ai + aiì2 a2 + ••• + %m «m, (i = h 2? ••• ? m) ? 

ed il determinante 2 ± %,i «2,2 ••• ^m,m sarà differente da zero poiché 
l'operazione A non è degenere rispetto alla varietà Sm(a). Una 
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varietà invariante rispetto ad A lo è anche rispetto ad A%, JL3, ... e 
a tutte le operazioni della forma : 

.(*) x0 + x± A + x% A% + ... + xnA
n, 

essendo xw xv ..., xn costanti arbitrarie. Fra queste operazioni se ne 
possono trovare alcune degeneri rispetto alla varietà che si considera. 

Le operazioni della forma (4) si possono moltiplicare, e formano 
un gruppo dotato della proprietà commutativa. La moltiplicazione 
delle operazioni (4) si eseguisce colle leggi stesse della moltiplica
zione, onde la scomposizione di un'operazione (4) in fattori della 
forma A (cp) — z <p . Porremo per brevità : 

A (<p) — z <P = uz(r) 

o semplicemente : 

A • JEJZ, 

7. — Una radice di IJZ ci dà una varietà ad una dimensione 
invariante rispetto ad A . Proponiamoci la questione se, data la 
varietà $m(a) e l'operazione A non degenere rispetto ad essa, esi
stono in Sm(<x) varietà ad una dimensione invarianti rispetto ad A 
o, ciò che è lo stesso, se esistono operazioni Ez aventi radici i n 

Sia JEZ una tale operazione : avendo essa la radice co apparte
nente ad $m(a) ? si avrà : 

A (co) z co co = hi a1 -)- h% a2 -f-... -f- ftma, 

da cui si deduce, per le (3) e per essere a1? ag? . . . , am linearmente 
indipendenti, il sistema di relazioni : 

(5) h %,i + h a2,i + ... + hmamii = zhi, (i = 1, 2 , . . . , m), 

per la cui coesistenza è necessario e sufficiente che sia soddisfatta 
l'equazione in z : 

(6) / ( * ) = 

01,1 

«1,2 

— Z «2,1 

^2,2 — Z 

%,1 . 

%,2 • 

.. ctmìi 

•• am,2 

01,w 02,-a %,m ••• fl*m,m — # 

= 0 . 
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Questa equazione si dirà fondamentale della varietà Sm(a) invariante 
di A • talché otteniamo il risultato : 

Un'operazione Ez ammette una radice nella varietà 8m (a) se, e 
soltanto se, z è radice dell'equazione fondamentale. 

Mutando il sistema fondamentale cui si riferiscono gli elementi 
della varietà, l'equazione fondamentale non muta, come si deduce 
da un ragionamento semplice e ben noto (1). 

8. — La varietà $m(a) sia somma delle due varietà Sn(ft) ed 
8m-n(y)) di cui la prima sia pure invariante rispetto ad A. Un 
sistema fondamentale di Sn(fì) potrà prendersi a far parte di un 
sistema fondamentale di 8m (a) : formando con questo Inequazione 
fondamentale ed applicando un noto teorema della teoria dei deter
minanti, si scorge che il suo primo membro f(z) contiene come 
fattore il primo membro dell'equazione fondamentale di Sm({t). Se 
avviene che anche Sm-n (y) sia invariante rispetto ad A , il primo 
membro f(z) dell'equazione fondamentale di 8(a) sarà il prodotto dei 
primi membri delle equazioni fondamentali di #(/?), 8(y). 

9. — Teniamo ora ad introdurre un. concetto fondamentale per 
ciò che segue. Ogni radice di E (scriviamo ora per semplicità E al 
posto di Ez) è anche radice di Er (r intero e positivo) ; ma non 
viceversa. Orbene, una radice di Er si dirà propria quando essa 
non annulla alcuna potenza di E di esponente inferiore ad r, im
propria nel caso contrario. Più radici di Er, combinate linearmente, 
danno sempre una radice della operazione medesima ; diremo che 
più radici proprie di Er sono linearmente distinte se nessuna loro 
combinazione lineare dà una radice impropria. 

Indichiamo con oo^-V una radice propria di Er. Essendo 

W-1 E (co^-D) = 0 , 

segue che E (œ(-r~1^) è manifestamente radice propria di Er~1 ; la 
indicheremo perciò con a/ r _ 2); analogamente, E (co(r~~2)) = E% (co^"1)) 
sarà radice propria di Er~2

1... , e così E (coW) = co sarà radice di 
D . Ma poiché le operazioni E, E%

1 JEJ3, ... che consideriamo appar
tengono al tipo (4) e lasciano quindi invariata la Sm (a), ne viene 
che siccome co^r~V appartiene per ipotesi ad Sm (a), vi appartiene 

(*) Vedasi : F U C H S , Creile, T. LXVI, pag. 133 ; SCHLESINGER, Handbuch der 

Un. Differentialgleich. (Leipzig/ Teubner, 1895), Bd, I, pag. 104. 
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anche co ? il che richiede (§ 7) che z sia una radice dell'equazione 
fondamentale : sia essa zi. Dal sistema di posizioni 

(7) E (co^-1)) = co(r-2\ E (co(r-2)) = ft>(r-3),..., E (o)Ci)) = w, E (co) = 0 

r icaviamo lo specchio : 

7 A (co) = z± co 

A (coM) = co + e± ìO^ 

( 8 ) ' A (o>(2)) = 0)W + % 0)C2) 

A (co^-D) = co^"2) + zi a ) ^ 1 ) . 

Dall'ipotesi dell'esistenza di una radice propria di Er in $m(a) 
veniamo dunque a dedurre un sistema di r fuuzioni a>, a/1),... ? co^"1^ 
appartenenti ad 8m, sulle quali l'operazione A produce la trasforma
zione (8) e che sono linearmente indipendenti: qualora infatti si avesse 

c0 co + ci coW -f ... -f er_i o/*-1) = 0 

basterebbe applicare reiteratamente Foperazione 12 e tenere conto 
delle (7) per trovare che devono essere nulli tutti i coefficienti 
cw c±J... ? (?r_i. Gli elementi coj.co^ , ... , co^"1^ definiscono dunque una 
varietà d'ordine r, 8r (co) , invariante rispetto ad i e contenuta in 
-#m(a): la sua equazione fondamentale si ottiene immediatamente 
dalle (8) nella forma (z — ^1)r che dovrà quindi (§ 8) essere un fat
tore di / (z). Concludiamo quindi : 

Un'operazione El può ammettere in 8m (a) una radice propria 
solo se z è radice dell'equazione fondamentale di un ordine di multi
plicité almeno eguale ad r . 

10. — Indichiamo ora con 8 (co) lo spazio lineare ad n dimen
sioni (n < m) costituito dall'insieme contenuto in 8m (a) delle radici 
di E (E = A — zt) e delle sue potenze. Vogliamo indagare la com
posizione di questo spazio. Perciò, sia r la più alta potenza di E 
di cui 8 (co) contenga radici proprie, e siano 

( r _ 1 ) (r—1) (r—1) 
COI y C02 j . . . j COp 
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t u t t e le radici proprie di Er linearmente distinte (§ 9) contenute in 

8 (co). Applicando ad esse Foperazione E, ot terremo radici proprie 

l inearmente dis t in te di Er~~1 che indicheremo con 

CO± , 0)2 , ... (r-2) 

oltre alle quali po t ranno esistere in 8 (co) a l t re q radici proprie di 

Er~1 , l inearmente d is t in te fra loro e dalle precedenti e che indi

cheremo con 
(r—2) 

COp+1 , 
(r-2) 

COp+2 , , (r-2) 

Applicando a ques te p -f- q radici proprie di E1"—1 Foperazione 

E , otterremo j» -f- q radici propr ie l inearmente dis t inte di Er~2 oltre 

alle quali ne po t ranno esistere a l t re l inearmente dis t inte fra loro 

e dalle precedenti , e così di seguito, finche giungeremo alle radici 

di E , di cui p -\- q -f-... -f- s provenient i dalle precedenti , oltre alle 

quali ne potranno esistere al t re t l inearmente indipendent i fra loro 

e dalle precedenti , per modo che la total i tà delle radici di E con

t enu te in 8 (co) sarà da ta da 

coiJ c o 2 , ... , COp, COp+!j ... , cop+q, ... , <Dp+q. 

(Op+q+.m. +S+1 , ... , COp+ ... +s+ê . 

Lo specchio 

.+«> 

(9) 

/ (r—1) (r—1) (r—1) 
COi CO\ . . . COp 

1 ( r _ i ) (r—2) (r—2) (r—2) 
l coi co2 . . . co], CO^+i . . . 

1 (1) (1) (1) (1) (1) 
1 COi 0)2 . . . COp COp+i . . . 0)p+q 

[ coi co2 . . . CO^ CO_p+i . . . CO^-i-g 

(r—2) 
a>p+q 

(1) ... 0> p +g+. . .+ , 

. . COp+q+..,+s 

è costituito da w funzioni che formano u n sis tema fondamentale di 

8 (co). Infat t i esse sono l inearmente indipendent i , perchè se fra al

cune di esse coaj co&,... vi fosse u n a relazione 

Oa COa + Cb COb + o, 
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prendendo r — 1 volte l'operazione E su ambo i membri si otter
rebbe una relazione lineare fra gli elementi della prima linea dello 
specchio (9)? contro l'ipotesi. 

La varietà 8 (co) ? che contiene tutte e sole le radici di E e 
delle sue potenze appartenenti a 8m (a) ? è dunque dell'ordine 

(10) n = rp + (r — 1) q + ... + 2 s + t ; 

essa è invariante rispetto ad A ? e gli elementi di una stessa ver
ticale formano alla loro volta varietà invarianti rispetto ad A e 
contenute in 8 (co). Infine fra gli elementi di 8 (co) non ve n'è 
alcuno che possa essere radice di un'operazione Ea con a differente 
da z± ? l'equazione fondamentale di 8 (co) avendo infatti la forma 
( * - * i ) t t . 

11. — Scomponiamo la varietà 8m(a) in somma di due : la 
8n(co) di cui lo specchio (9) dà il sistema fondamentale, ed una 
seconda varietà di cui oi7 o%J... ? am_w sia un sistema fondamentale. 
Applicando a queste l'operazione W, si abbia : 

®r (a±) = n± , Er (02) = JZ%J . . . , Er (Om-n) = ^m-n • 

Le funzioni JZ1? n%1... ? nn saranno elementi di 8m(oc) linearmente 
indipendenti, poiché se fosse 

^1 ^ 1 ~i ^2 n% ~T~ *•• i *~"m—n ^lm—n — 

una combinazione lineare delle Oi verrebbe ad essere radice di Er , 
contro le ipotesi fatte ; di più. nessuna combinazione lineare delle 
ni può essere radice di una Eq , poiché ne verrebbe che una com
binazione lineare delle oi sarebbe radice di jEJr+? , pure contro le 
ipotesi ; infine, l'operazione A lascia invariata la varietà 8m—n (TI) , 
poiché se si pone 

Af (Oi) = % 0i -J- — + Um-n Om-n + K CQa + h ™b + .» , 

prendendo da ambo i membri l'operazione Er , viene : 

^L \pli) == d'i 7l\ —(- . . . - j— $ m — n 5 T m — n . 

Talché la $m (a) si può scindere nella somma delle due varietà 
8n(co) j $m_w (n) j entrambe invarianti rispetto ad A : il primo mem
bro f(z) dell'equazione fondamentale di 8m(oc) sarà dunque (§ 8) il 
prodotto dei primi membri g (z) ? h (z) delle equazioni fondamentali 
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rispettive di 8n (co), $m_w (TI) , e si avrà : 

f(z) = (z-z±)»h(z), 

dove h (z) non contiene il fattore z — zx. La radice z± entra dun
que nell'equazione fondamentale f(z) = 0 precisamente alPordine w 
di multiplicité. 

La varietà $m_% (n) si può ora trattare come si è fatto della 
8a : cioè, essendo z2 una radice della sua equazione fondamentale, 
dell'ordine n' di multiplicité, si cercano le radici proprie di Ur

z per 
r < v!i e via di seguito. Così continuando, si giunge ad un ri
sultato che si può enunciare nei termini seguenti : 

Abbiasi una varietà Sm (a) invariante rispetto ad una operazione 
distributiva A che non ammette radici nella varietà stessa, e sia 

/ ( * ) = ( * _ * / > - * 8 ) " * . . . { * - * » ) " * • 

il primo membro dell''equazione fondamentale corrispondente. La varietà 
data si scinderà nella somma di h varietà 8{1\ $(2),... , $ w , degli or
dini n±J n%1... , Uh rispettivamente, ognuna delle quali sarà invariante 
rispetto ad A ; fra queste, la S®, (i = 1, 2, . . . , h)y conterrà tutte e 
sole le radici esistenti in $m(a), di Uz. e delle sue potenze. Il primo 
membro delVequazione fondamentale di S® è appunto (z — Zi)nì. 

Ognuna delle varietà S® si può scindere, alla sua volta, in sotto-
varietà pure invarianti rispetto ad A, le quali corrispondono alle 
diverse radici proprie linearmente distinte delle successive potenze di 
Ez. , vale a dire alle colonne verticali dello specchio (9) : alla radice 
propria co di Ur

z. corrisponderà cioè la sottovarietà di cui le r 

funzioni linearmente indipendenti 

a^"1) , Mr-2) = E (a/ '-1)), ... , co = E (a><U) 

danno un sistema fondamentale. Questa sottovarietà è trasformata in 
sé dall'operazione A nel modo indicato dalle relazioni (8). 

12. — Lasciando al lettore di giudicare se il concetto qui in
trodotto di radici proprie delle operazioni {A — z)r valga a recare, 
come ci è sembrato, una non trascurabile semplificazione nell'espo
sizione della teoria delle omografie in generale, noteremo solo che 
l'esistenza indicata nello specchio (9) delle p radici proprie Ur

z, delle 
q radici proprie di Er

z~~ non derivate dalle precedenti, ecc., corri
sponde, nella nomenclatura del W E I E R S T R A S S , all'esistenza di p di-
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visori elementari del grado r? di q del grado r — 1 ? ecc., come 
si rileva scrivendo, dalla (10), 

(z - ztf = [(z - z±)*]* [(z - s^ ' - i ]* ... [(z - z±)*¥ (z - z±Y. 

Notiamo l'immediata applicazione alla teoria dell'equazione fonda
mentale di un'equazione differenziale lineare (*)? nel qual caso basta 
prendere come operazione A il mutamento che subisce una funzione 
dopo il percorso fatto dalla variabile indipendente di un cammino 
chiuso ed il conseguente ritorno al punto di partenza. Accenniamo 
infine ad un problema di cui le considerazioni precedenti danno 
implicitamente la soluzione : la ricerca di quelle soluzioni di un'equa
zione funzionale 

A» (<p) + a± A™-1 (<p) + ... + an^ A (<p) + ancp = 0 , 

o di un sistema 

A fa) = <Htl <px + «i,2 <P2 + - . + Hn <Pn, (i = h 2? — ? n) 1 

che sono contenute in una data varietà invariante rispetto ad A. 

O Vedasi : FUCHS, Creile, S. 66, p. 1 3 3 ; HAMBURGER, ibid., T. 76, p. 113 ; 
CASORATI, Ann. di Matematica, S. II , T. X, p . 1. Vedasi pure l'esposizione d'in
sieme che ne dà lo SCHLESINGER nel citato Handbuch, pag. 91 e seguenti. 


