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11 [73].

Delle fanzioni ipergeometriche,
e di varie questioni ad esse attinenti.

Giornale di Matematiche di BATTAGLINI (diretto da A. CaPELLI, Napoli);
32, 209-291 (1894).

La serie ipergeometrica, studiata dal GAUSs come sintesi delle
trascendenti elementari, & stata alla sua volta presa come punto di
partenza per la ricerca e la formazione di innumerevoli classi di
nuove funzioni. A persuadere dell’ importanza della parte che la serie
di GAuss ha avuto nello sviluppo dellanalisi moderna, basta ricor-
dare come dallo studio di essa siano scaturite due delle teorie
pitt notevoli di cui, in questo ultimo trentennio, si sia arricchita la
scienza: quella delle equazioni differenziali lineari fondata dal FUcHS
in una ormai classica Memoria, ma le cui prime origini si trovano
nel celebre lavoro del RIEMANN sulla serie ipergeometrica, e quella
delle funzioni automorfe, che deve al POINCARE e al KLEIN i suoi
risultati, ma il cui metodo sembra contenuto in germe nelle ricerche
dello SUEWARZ sui casi in cui Pequazione differenziale ipergeome-
trica ammette un integrale algebrico. Per il suo interesse storico,
per le molte generalizzazioni che, anche in questi ultimi tempi, di-
stinti matematici ne hanno date in diverse direzioni, per le varie
ed utili digressioni di cui essa porge Dopportunitd, mi & sembrato
che la teoria delle funzioni ipergeometriche potesse egregiamente for-
nire il tema di un corso di lezioni destinate a studenti sufficiente-
mente iniziati ai principi della teoria delle funzioni analitiche. )

In tale persuasione ho tenuto nella R. Universita di Bologna,
durante il corrente anno scolastico, una serie di lezioni su tale argo-
mento. Ora nel raccogliere il materiale necessario per quel corso, mi
¢ venuto fatto di notare come varie teorie, presentatesi come di-
stinte generalizzazioni delle funzioni ipergeometriche, potessero invece
scaturire da un’unica fonte e come alcune trattazioni, senza appa-
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parente legame fra di loro, presentatesi in tempi diversi e con me-
todi differenti, fossero suscettibili di essere raggruppate sotto un
unico punto di vista col doppio vantaggio della maggiore semplicita
e brevitd di esposizione e della uniformita di metodo. Questa osser-
vazione mi ha indotto a pensare che potrebbe sembrare non del
tutto inutile la pubblicazione di qualche parte di quel corso ; e mi
vi sono deciso anche per la considerazione che tale pubblicazione mi
porge il destro di presentare, sotto forma semplice, le applicazioni
di alcuni risultati da me ottenuti in precedenti lavori. Il eapitolo VI
della presente Memoria contiene infatti la teoria di una operazione o
trasformazione assai semplice, da me altra volta incontrata, e nel
capitolo stesso, come applicazione di essa operazione, si presentano
in modo del tutto ovvio le due distinte generalizzazioni che, par-
tendo da vedute assai diverse, hanno data delle funzioni ipergeo-
metriche i1 POOHHAMMER ed il GoOURSAT. Cosi pure nel eapitolo
VII, facendo uso di alcune proposizioni generali sulle equazioni li-
neari alle differenze, specie del secondo ordine, si danno fra altri
risultati : 1% un metodo per calcolare il valore di una frazione con-
tinua i cui termini siano funzioni razionali dell’indice e, come caso
particolare, 1a formula nota di GAuss per lo sviluppo in frazione
continua del quoziente di due serie ipergeometriche contigue; 29) lo
sviluppo di una funzione analitica in serie ordinata secondo i deno-
minatori od i resti delle ridotte di una frazione continua algebrica,
in particolare secondo un sistema di funzioni ipergeometriche, ad e-
sempio le funzioni sferiche, con un metodo per determinarne le con-
dizioni di convergenza (del tutto diverso da quello seguito dal THOME
nella sua Memoria del T. 66 del Giornale di Crelle) su cui mi per-
metto di richiamare Dattenzione del lettore, perché confido che possa
essere trovato piu semplice ed assai piu generale.

Riflettendo che il Periodico in cui mi sono proposto di pub-
blicare queste pagine e stato destinato dal suo illustre e com-
pianto fondatore ai giovani studenti delle Universitd italiane, e che
Pargomento in esse svolto ¢ di natura tale da poterli interessare
particolarmente, mi & sembrato doveroso di presentarle nella forma
pitt accessibile e percid di richiedere in esse il minimo di cogunizioni.
Cio mi ha obbligato a dare posto ad alcune cose note: tali sono
infatti quelle del primo capitolo, in cui sono semplicemente riassunte
le proprietd pitu ovvie della serie di GAUss, del terzo, che contiene
gli elementi della teoria delle equazioni differenziali lineari, ed in
parte quelle del. secondo, in cui & svolta con qualche larghezza la
teoria delle equazioni lineari ricorrenti (o alle differenze) in ispecie
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del secondo ordine, teoria la cui utilitd risulta manifesta ad ogni
pagina dei capitoli successivi. Potra forse sembrare dubbia I’oppor-
tunita di avere dato posto ad una teoria ormai tanto nota come
quella delle equazioni differenziali lineari. Varie ragioni mi hanno
deciso a cio: primo, i continui richiami che vi si debbono fare nel
seguito del lavoro; secondo, l’essere tale teoria meno familiare ai
nostri studenti di quello che dovrebbe, per la mancanza di un nostro
testo che la riassuma in modo semplice e chiaro, e per la difficolta
che molti fra essi trovano nella lettura delle Memorie originali; in-
fine, perche si ¢ presentata cosl Poccasione di adattare alla scuola un
‘genialissimo metodo del compianto prof. CASORATI, metodo che con-
siste nell’applicare all’esposizione della teoria delle equazioni diffe-
renziali lineari le nozioni sulle equazioni lineari alle differenze e che
offre una semplicita senza pari ed interesse scientifico non meno che
didattico.

Sarebbe ventura se il mio tentativo invogliasse altri, dotato di
maggiori forze, a compilare un lavoro completo sulla generalizza-
zione delle funzioni ipergeometriche, in cui trovassero il loro posto,
convenientemente fusi e riuniti sotto il punto di vista comune della
teoria dei gruppi di sostituzioni, i risultati ottenuti dallo SOHWARZ (*)
cercando le soluzioni algebriche dell’equazione differenziale ipergeo-
metrica, dallo HEUN (3) aumentando il numero dei suoi punti sin-
golari, dal PAPPERITZ (3) che reca un contributo allo studio delle
funzioni uniformi, automorfe, che hanno origine dall’equazione stessa,
dal KLEIN () che trova in modo cosi elegante le radici delle serie
ipergeometriche, e da tanti altri (°), tacendo poi della estensione delle
funzioni ipergeometriche al campo di piti variabili, tentata gid con
successo dal P1oarD (%), dal’APPELL () e dallo HoRN (]), e che da
sola fornirebbe gia materia di una apposita monografia.

(!) Crelle, T. LXXV, pag. 292.

(*) Math. Annalen, T. 33, pag. 161.

(®) Ibid., T. 34, pag. 247.

4) Inid., T. 87, pag. 573.

(3) Mentre la presente Memoria era finita di comporre, ho appreso che il chia-
rissimo prof. KLEIN ha tenuto nel decorso semestre d’inverno un corso sulle fun-
zioni ipergeometriche, ora pubblicato in litegrafia. Non ho potuto ancora prendere
cognizione di quel corso, ma senza dubbio il desideratum qui formulato si trovera
da esso appagato.

() Annales de I'Ecole Normale Supérieure, 1881.

(") Journal de Mathématiques, S. III T. 8, pag. 173.

(8) Acta Mathematica, T. XV, pag. 113. -
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CAPITOLO 1.

Riassunto delle principali proprietd della serie
ipergeometrica.

1. — Dal nome di serie geometrica dato allo sviluppo

1+a+ 2+ ...+ a2 ..

& venuto quello di serie ipergeometrica dato dalP’EULER alla serie

aa+1)-8(8+1)
y(y+1)1-2

1‘|“y:—150+ o+ ..+

1)

“(““|‘1)---(“+"—1)-5(5—}—1)...(ﬂ—!—n-—-1)m
yy+ 1y +n—1)-1.23..0

+ vl

Di questa il GAUSS, in un lavoro rimasto classico (1), ha fatto uno
studio approfondito per quanto lo concedevano le nozioni analitiche
del suo tempo; egli ha indicata la serie (1) col simbolo

Fa,B,7,)

chiamando «, 8,y parametri ed x argomento : notazione e denomina-
zioni che sono state conservate dai suoi continuatori.

La serie (1) racchiude come casi particolari molte delle serie che
si presentano negli elementi del calcolo. Notiamo le seguenti :

S (m
) Fiemy =0 =3 (") =4,
cioé la serie binomiale ;
b s >
¢ —_— _ —_ 7 = ——
)R, 2, — =2 (1P g =g (1),

onde la serie logaritmica ; ecc. .

() Werke, Bd. III, pag. 123.
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Notiamo ancora, pili per 1l’interesse storico che per ’importanza
scientifica, che

F<1,e,1,£>=§9(e+1)...(9+n__1) )
0

b
n!o"

da, passando al limite per ¢ = oo, la funzione e®, come dimostra un
ragionamento ossai ovvio che si fa scindendo la sommatoria in due
parti, di cui la prima contiene un numero di termini fisso al variare
di o. In modo analogo si trova pure che

, 1 x?
F(ng a‘é‘;_991>

si riduce per ¢ =oco, o' = oo alla serie rappresentante cosx. In
., ¢io che segue non considereremo perd valori infiniti dei parametri.

2. — Se nella serie (1) si fa il rapporto fra un termine ed il pre-
cedente e si passa al limite per n = co, si trova subito che il li-
mite di tale rapporto & x: onde si conclude che la serie & conver-
gente assolutamente per |x|<C 1, divergente per |« | > 1. Nel piano
della variabile complessa x la serie (1) ha dunque un cerchio di
convergenza di centro x =0 e di raggio eguale all’unitd: entro
questo cerchio essa rappresenta quindi una funzione-analitica rego-
lare in ogni punto ed ha pertanto tutte quelle proprieta che, dai
principii della teoria delle funzioni analitiche, si sanno spettare a
tali funzioni nei campi in cui esse si mantengono regolari.

Per |x|=1, il criterio usato lascia in dubbio circa la con-
vergenza o divergenza della serie. Il facile pero dimostrare che, sotto
la condizione che la parte reale di « |+ § — y sia negativa, la serie
converge assolutamente anche per | #| = 1. Ponendo infatti

a=o Hia" , f=F+ip" , y=y +iy"

si ottiene senza difficolta che

@t m@tn o —y =1

G Fmn+D) - -+ (potenze superiori di -;i—)
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Ricordando ora che la serie a termini positivi 2'a, & convergente

N

8¢ ©

lim » (1 —

N==00

n ) >1,
n—1

si conclude che, sotto la condizione che sia o' 4 p' — y' negativo, la
serie

1428, 2 b DI04y

rr +1H1.2

¢ convergente assolutamente per |x|= 1. ,
La serie ipergeometrica si riduce ad un polinomio se, e soltanto
se, uno dei numeri «, § ¢ intero megativo.

3. — Sia « un numero complesso, ¢ un numero positivo, e
|| <<g; si avra

la@+1w@tn—1)]<el+1)m+nr—1),

onde per i valori di «# posti sulla circonferenza di centro =0 e di
raggio £ <1 e per i valori di « interni al cerchio di centro a=0
e di raggio g si avra

!F(“’ﬁﬂ’)w)lg|F(Q?ﬂ’7’7§)l'

Sia ora M il limite superiore dei valori del secondo membro : per un
noto teorema sulle serie di potenze, si ha

o (& 4 1) ... oc—}—n-—1,3/3—|~1 /3+n—1 <M
y+1). y+n—1)123 =

e ci0 basta ad asserire che per i detti valori di « e & < &, la
serie F'(x,f,y,&) & convergente in ugual grado. Un teorema fon-
damentale del WEIERSTRASS sulle serie di funzioni razionali () per-

3\

mette allora di concludere che la detta serie ¢ funzione analitica
uniforme di «, regolare per ogni o« finito, cioe che essa e una fun-
zione trascendente imtera di a. Lo stesso dicasi di F riguardata come

funzione di g.

(Y) Monatsberichte der Akad. der Wissensch. zu Berlin, Agosto 1880.
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Consideriamo ora F come funzione di y. Sia ancora y =y'+41iy”,
e supponiamo ¢’ -+ m > 0, essendo m un numero intero positivo.
Si avrad

Iy +m| =y +m,
onde
1 1
OFm Gt mA 1) 1) | = G m) P m 1) Fn—1)°

Pertanto la serie F i puo scrivere

F=1+‘-’y‘_:_1‘?x+...+

(e + 1) (fa+m—1) BB+ 1)(f+m— l)wm r
1

T yy+1) .y +m—1)1.2.3...m

dove &, posto |x| =&, ed essendo "/ un numero positivo minore
di '+ m,

(- m) (8 + )] &
|F1|<1+ 71//(”,&_!_1) +
[(oc—}—m)(oc—l—m‘|‘1)(5+m)(/3+m+1)|52+m

77 F DD on + 2)

+

Detto M il valore di questa serie convergente, si ha |F;| << M, onde
per ogni y tale che sia y 4+ m >0 la F, & convergente in ugual
grado e rappresenta quindi una funzione analitica ad un valore e
regolare di y. La parte che precede il termine in F, & una funzione
razionale di y, con poli di primo ordine mnei punti

y=0, —1, —2,.., —m + L.

Da cio risulta che la F, considerata come_ funzione di y, & una
funzione trascendente fratta avente un polo di primo ordine in cia-
scun punto 0, —1, —2,.., —m,.., €, per conseguenza, un unico
punto singolare essenziale all’infinito.

Da quanto & dimostrato in questo paragrafo risulta, per i noti
principi della teoria delle funzioni analitiche, che la serie F si pud
differenziare termine a termine rispetto ai parametri «,p,y.
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4. — T facile trovare le varie proprietda funzionali di cui
gode la serie F' in seguito alla forma speciale dei suoi coefficienti.

a) Derivando la (1) rispetto ad x, ed indicando la derivazione
rispetto a questa variabile mediante accenti, si avrad subito

@) P =2 Era 1,541,410
b) Si ha
L (B @t VEGED,
2 F' = o y'lw—i— T 1)1 x4,

dove la parentesi non & altro che

Flao41,8,7,2) —F(a,f,y,x).
Ponendo in evidenza il solo parametro di cui si voglia modi-

ficare il valore, si esprime « F’' mediante la differenza F(ax-1)—F(a),
e cosl, per gli altri parametri, colle formule :

P =o{F(a+1)— F(a),

®) v B =BT+ 1) — F (B,
wF’=—%{F<y+1>—F<y>}-

Indicando eon A4 F la differenza finita F (¢ - 1) — F'(x), e con
4™ F la differenza nstme -

Flo+n —nF(o+n—1)-
+(o)F @t n—2— et (1 P,

si ha dalla prima delle (3), derivando ancora rispetto ad x e molti-
plicando per x,

2 F" = a (0 1) 42F,
ed in generale

(4) - " F™W =g (1) .. (@ +n— 1) A"F,
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formula che si dimostra senza difficoltd mostrando che, supposta vera
per I’indice n, essa sussiste ancora per l’indice » - 1.
¢) Data Vequazione differenziale lineare del secondo ordine

B) @—a)p"@Fl@at+f+e—yj¢ @ +fabp

se si tenta di integrarla per serie col metodo dei coefficienti inde-
terminati, ponendo ¢ (x) = 2k, 2, si trova senza difficolta che

kn—i—l —_ (n + Ot) (n + :8)
b () (1)

e percio, dato al coefficiente arbitrario k, il valore k, =1, la serie
@ (x) coincide con F(a,f,y,x). Sostituendo in questa identita

@ — ) B+ (a4 4 Do —y) F - apF=0

i valori dati dalla (4) per x F' ed 2? F”, si ottiene con una sem-
plice riduzione

6) (a+1)@w—1)LF 4@+ f+Da— ) AF+paF=0;

cosicche la serie ipergeometrica soddisfa ad un’equazione lineare dif-
ferenziale di secondo ordine rispetto all’argomento, e ad un’equazione
lineare alle differenze rispetto a ciascuno dei parametri.

d) All’equazione (6) si puo dare un’altra forma sostituendo alla
differenza 4 F il suo valore F(a -+ 1) — F(a), e cosi per la diffe-
renza seconda. Si ottiene in tal modo V’equazione lineare

@+D@—1Fle+2)—fe—F+)o—2a+1)+ 7| Flat+1)—
—(o—y+1)Fa)=0,

e sostituendo ad «,a -+ n e ponendo per brevita F, per F (a -+ n),
si ottiene Pequazione lineare, che si puo dire ricorrente del secondo
ordine,

(@) et )@ — ) Fp—
— {(a—ptnF1) &—2 (b 1)4p) Frs — (af-n—y4-1) F =

Per mezzo di questa relazione si puod esprimere di mano in
mano F,, F,, .. per mezzo di F ed F, mediante una equazione
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della forma .
Fn:PnF“"‘ QnFiy

essendo P, e @, funzioni razionali di # e di «. Relazioni analoghe
valgono per gli altri parametri § e y . Enuncieremo il fatto espresso
dall’equazione (7) dicendo che le F, costituiscono un sistema ricor-
rente di funzioni, lineare e del secondo ordine.

e) Il GAuss ha chiamate contigue (functiones contiguae) due
funzioni F' in cui due dei parametri avendo lo stesso valore, differi-
scono di un’unita i valori del terzo parametro. Data la F («, 8, v, x),
essa ha dunque 6 contigue, e si possono associare due di queste e
la primitiva F in 15 modi diversi. Fra queste 15 terne di funzioni
passano delle relazioni lineari omogenee a coefficienti di primo grado
in #, di cui tre risultano dal comma a) del presente §, e le altre si
ottengono facilmente dalle formule (3).

5. — T noto che, col LEGENDRE, si chiama integrale euleriano
di prima specie, e si indica con B (p, q), integrale definito

1

[ wP= (1 — uya—1 du,

)

dove p e ¢ sono sia numeri positivi, sia numeri complessi colla parte
reale positiva; & noto pure che si ha la relazione ricorrente rispetto

ap:

»
B = —- B
(p+1) ¢ (»),
onde

. pp+1).(p+n—1)
®) B(p_l_n’m—(p%—m(p%-q—1)--.<p+q+n—1)B<p’Q)'

Da questa si deduce

1

1
_ g BB+ (B4n—1) [ s
/uﬂ‘Hl T —u)r—8—tdu= — w1 (1 —u)r—F1du,
y(y+1) .. (yn 1).0

0

dove si suppongono positive le parti reali di g e y —f§.
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Cid posto, si prenda lo sviluppo binomiale

Zoc(oc—[—l)...(oc—|—n-1)

(I —ua)y = 1.2.3.. 7

u" g™ ;

questo, se u & reale e compreso fra 0 ed 1, estremi inclusi, mentre
¢ |#| <1, & convergente in ugual grado. Si puo dunque moltiplicare
per wf—1 (1 — u)r—F—1du ed integrare fra 0 ed 1. In tal modo si ot-
tiene, tenendo presente la relazione ora stabilita,

1

/uﬂ—l 1—waey*(l—aur—F-1du=

0
1

_ Roafe41)..(a4+n—1)EB+1)..(B+n—1) [ | g
_nio y+D.yp+n—1)1-2.3..n ac/u/’ H1—up=rdu,

onde

0

1

1 B . o
F(“7ﬂ77’aw)=3—w’—y"_—)[%ﬂ T —uwaz)y=* (1 — wp—F1 du,

0

cioe, astrazione fatta dal fattore esternmo, la serie ipergeometrica si
pud porre sotto forma di un integrale definito contenente sotto il
segno la variabile x.

Ricordate cosl le principali proprieta della classica serie ipergeo-
metrica, si studieranno, nei seguenti Capitoli, le singole teorie alle
quali ciascuna di queste proprieta si riconnette, e cominceremo da
quella alla quale si riferiscono le equazioni (6) e (7), la teoria cioé
delle equazioni lineari ricorrenti.

CAPITOLO II.

Le equazioni lineari alle differenze.

-

6. — Considereremo in questo Capitolo equazioni ricorrenti Ui-
near, cioé relazioni in cui figurano linearmente i valori di una funzione
f(n) di n, peri valori n + 1, n - 2, ... della variabile. La relazione si
dird dellordine r se in essa entrano f(n), f(n 4+ 1),.., f(n 4 7).

La forma di una tale relazione sard dunque

M) fotrtaafn4r—1) 4 aznf (0tr—2)+ .+ trnf(0) =ba,
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e §i dira, o no, omogenea, secondo che in essa b, & zero o differente
da zero.
Se 4 & il noto simbolo della differenza finita

| Af =f+1)—fn),
per la nota formula ()

I (h—1)

FAD=F o)+ R A7)+ Bf 4t Ay (=12, 7),

la (1) si puo trasformare nella forma

L f A4 @ B A @l 2 f - o+ @ f = b

per questa ragione la (1) verra anche detta equazione lineare alle
differenze dell’ordine r.

Nella presente teoria, e finché non figuri alcuna altra variabile
all’infuori di n, si intendera con costante qualunque quantita che non
muta al variare di » per numeri interi: in particolare ogni funzione
periodica di » col periodo uguale all’unita.

7. — Teorema. Condizione necessaria e sufficiente a che, fra r
Junzioni f,, foy oo s fo s di n, passi una relazione lineare omogenea, iden-

Py

tica, a coefficienti costanti, & che si annulli il determinante (%)
1 () Jo (m) o fr ()
p=| it +1) folr+1) o fi(n41)
| fimt+r—1) fm4tr—1 . fitn-r—1)
a) La condizione & necessaria. Se infatti, ¢, , ¢, , ..., ¢, essendo
costanti, si ha

-

e Jy ) ey fy () + - + e frin) =0,

scrivendo insieme a questa relazione quelle che se ne deducono mu-
tando » in » 4+ 1,2 -+ 2,..,n -+ r — 1, si hanno r equazioni lineari

*) Vedasi p. es.: CEsARO, Analisi algebrica, pag. 461.
(?) Casorarti, Il Caleolo delle differenze finite interpretato ecc., ¢ 7, Annali di
Matematica, S. II, T. X,
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omogenee fra le ¢, ¢y, ..., ¢, le quali per coesistere richiedono che
sia D=0.

b) La condizione & sufficiente. Ci0 & vero per due funzioni.
Infatti se e

Ji () Sa (w)
JSiln+1) fy(m—41)

=0,

ne risulta

LD _fm
A ACK

cioé f, (n)[f, (n) & una costante nel senso stabilito; si ponga eguale
a —¢,fc,, e viene

e fi(n) 4 ¢ fr(n) =

Supponiamo ora la verita della proposizione provata per r — 1 fun-
zioni, dico che essa risulta vera per » . Infatti, una trasformazione
identica assai semplice permette di porre il determinante D nella
forma :

D 1
fileF ) fintr—2)

D =

dove & D, il determinante
(n4-1) —fi () f (n+4-1) nfy (1) —f () fr(n4-1)
S0 fi(n4-2) —fi (n 1) o (0 2) oo fu(n41)f (n+2)— fi (n+4-1)fr (n4-2)

JSoln4-r—2)7( n—f—o—l —filnr—2)fo(n+r—1).
oo frln—4r—2)f, (nr—1)—f (n4-r—2) fi(n+r—1)

Ora qui f, (n) si suppone non infinita: percio D, dovra essere iden-
ticamente zero. Ma esso & un determinante della stessa forma di D,
relativo alle » — 1 funzioni

o) fy(n4-1) — f; () fo 1)y ey fr(n)fy (1) —f, (0) fr(n + 1),

percio passera fra queste nna relazione lineare omogenea, identica :

alfmfi A1) —fm)fyn+1)} 4t { fr()fy(n-1)—f ()i (n+-1)}=0,
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da cui
Ji () ci fy (n) + e S ()
Sitn+1) eifyn4+1)+ . e afr(n+1

ma questo essendo un determinante D relativo alle funzioni

Si(m), el (n)fo )+ oo + cri fr (),

ne viene che fra queste, e cioe fra le f, (n), /5 (n), ..., f: (n), Passerd
una relazione lineare omogenea identica a coefficienti costanti, c.d.d. .

8. — Data una equazione della forma (1), ogni sua soluzione
8i dira un suo integrale. Considerando d’ora innanzi I’equazione omo-
genea d’ordine 7 :

(2) So+r)fanfn+r—1)4 .. +anfn)=

in cui ammetteremo che, almeno da un valore di » in avanti, a,,
non sia nullo, & chiaro che se ¢ (n) & un suo integrale, & tale anche
U ¢ (n), essendo € una costante. Se ¢, (n), ¢, (n) sono due integrali
della (2), sard integrale anche €, ., (n)-+ C, @, (n), essendo ¢, ¢,
pure costanti.

Teorema. Ogni equagione della forma (2) ammette r integrali
linearmente indipendenti, cioé fra i quali non passa alcuna relagione
lineare omogenea a coefficienti costanti, ogni altro integrale della stessa
equazione & legato agli r precedenti da una relazione lineare omogenea
a coefficientt costanti.

Sia 2 un valore speciale di n (Y): se ad f(2), f(z-+1),...,

(# 4+ r — 1) si danno valori arbitrari, la (2) permettera di ricavare
fee+7r), fe+r-+1),.., e con cio si avrd un integrale della (2).
Si potranno determinare » simili integrali fra i quali non passera
alcuna relazione lineare omogenea a coefficienti costanti se i valori
arbitrari

S fz (2) e Jr (2)
Jile+1) —l-l fr( + 1)

.

fie+r—1fe+r—Dufetr—1

(1) In questa nostra teoria il valore di z si pud senza restrizione supporre
intero, ed anche nullo.
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verranno scelti in modo che il loro determinante non sia nullo (§ 7).
Determinati cosi gli r integrali f, (n), Jo ), ooy fr(n) linearmente
indipendenti,

011y () + Co fy (0) = oo + Cr f (n)

sard pure manifestamente integrale della (2). Di piu, ogni altro in-
tegrale ¢ (n) sard legato linearmente agli » integrali considerati, poi-
che scrivendo che f, (n),..., fr(n), ¢ (n) soddisfano alla (2) e fra le
equazioni cosl scritte eliminando 1, @y n, @2y ..., ., Si ottiene

JSi@) fim-A41) o fy(n 1)
Sfom) fo(m-+1) o fo(n—+7)

I
=

Jr (@) fr(n 1) o fr (n+47)
p@m) pm—4+1).. ¢n+r)

da cui risulta effettivamente che fra ¢ (n), f, (n),.., f,(n) passa una
relazione lineare omogenea, identica, c. d. d..

Un sistema di # integrali linearmente indipendenti si dice un
sistema fondamentale d’integrali dell’equazione (2). Ogni integrale &
esprimibile in funzione lineare omogenea di r altri costituenti un si-
stema fondamentale.

Se f, (w), fy (0)y .y fr(n) costituiscono un sistema fondamentale,
costituiranno un tale sistema anche

(3) cn1 fi () 4 engfo ) 4 oo + eny fir (0), , h=1,2,..,7),

essendo ¢y costanti arbitrarie, purche il loro determinante sia diffe-
rente da zero. Si dira che le (3) operano sul sistema fondamentale
primitivo la sostituzione (cj ).

9. — Facendo il valore speciale z di » uguale a zero, & spesso
opportuno considerare il sistema fondamentale f, (n), f,(n), .., f,(n)
tale che

J1O =171 =0, ., fi(r—1)=0,
fo0)=0, f,(1)=1, .., fo(r—1)=0,

=0, fi()=0, e, fr(r—1)=1.
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Un tal sistema verrd detto principale. Ogni altro integrale ¢ (n)
si potra manifestamente porre sotto la forma

P m)=¢0)f;w)+e0)fa0) 4 .. +9@r—1)f 0.

Il determinante D formato col sistema principale gode di una pro-
prieta notevole. Si ponga

Ji () Ja () o S ()
D n) = Jim+1) fotn+41) o fr (04 1)
Sim+t+r—1) fim4+r—1 . filn+r—1)
moltiplicando rispettivamente per a,_i,, d,_2n, .., %, la seconda,

terza, ..., ultima linea e sommando colla prima moltiplicata per a, .,
viene, in forza delP’equazione (2) stessa,

D(n—+1)=(— 1) a,n R (n),

onde se a,, non & zero da n =0 in avanti, e notando che D (0)=1,

viene
(4) D (n) - (_ l)m' Wy o Ay 1 oo Ayp—1 +

10. — T noto, dagli elementi della teoria delle serie di potenze
di una variabile, che tali serie possono dare luogo a tre casi: o esse
convergono per ogni valore finito della variabile, o convergono per
tutti i valori della variabile il cui modulo e inferiore ad un numero
positivo determinato, oppure convergono solo per la variabile nguale
a zero. Ora ci proponiamo di dimostrare che se una successione
di numeri k, & definita da un’equazione ricorrente della forma (2),
i cui coefficienti a1, a@2n, ..., @, Si mantengono, per ogni valore
di », inferiori in modulo ad un numero positivo M, la serie di po-
tenze 2k, 2" non si trova certamente nel terzo caso, ciod essa am-
mette un cerchio di convergenza di raggio finito od infinito, ma non
nullo. Sia infatti

kn-|—1* = d1p kn-[—r—l + A2.n kn—|—r-—2 "I_ see _|" Ay p kn .

Presi ad arbitrio i valori di ky, k,, ..., k,—;, si potranno sempre as-
segnare due numeri positivi A ed R tali che sia

[ko| < A, |ky| < AR?, |ky| < AR%, ..., |kpy| < ARV
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potendosi inoltre prendere R superiore ad M, e superiore all’unica
radice positiva dell’equazione

arl — g gt — 2 —1=0,
Si avra allora
|kr| < AM (1 4 R* 4 R* 4 ... 4 R* %) < AMR> 1 < ARY,
indi
| k1| < AM (R? + R* + ... 4 R*) < AMR*+1 < AR¥+?,

e cosl, in generale, |k,| < A R*. La serie 2k, 2" converge dunque
per lo meno entro il cerchio di raggio 1/R?, c.d. d..

11. — La proposizione precedente si pud generalizzare. Se la
successione di numeri k, ¢ definita da una equazione ricorrente non
omogenea

kn—f-r = 1n kn—f—r—l —l_ 20 kn-}-'r——Z + oos + Wy n k, _l_ by )

dove i coefficienti a;, asy, ..., ar, hanno per ogni valore di » i loro
moduli inferiori ad un numero positivo M, e la serie b, 2" ammette
un cerchio di convergenza di raggio non nullo, in guisa che si pos-
sono assegnare due numeri positivi B e p tali che

[b,| < Bo™.

Dico che anche in questo caso la serie di potenze X k,2" ha un
raggio di convergenza certamente non nullo. Si prendano ancora ad
arbitrio i valori di k,, %k, ..., k,—1, poi si determinino due numeri
positivi A ed R tali che sia

|L0| < A’ lki' <A‘R27 |k2| < AR47 ee y |kr—1| <AR2(T_1)?

prendendo inoltre MA > B, R? > g, infine R superiore ad M e su-
periore all’unica radice positiva dell’equazione

Q=L g g g2 2=,
Si avra allora

|k |<AM (14 R+ Riod-B—2) + B < AM 2+ R+ R -R2—2),
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ed anche, in forza delle ipotesi fatte su R,
k| < AME>—1 < AR,

Analogamente, si ha

| krgs | < AM(RPAR* 4 ...+ B¥) 4 Bo AMR? @+ R+ R4 R—2),

onde :
kr_i_l < AMR21'+1 < ARZ(T-I—I) H

e nello stesso modo si dimostra che per ogni valore intero di n si
ha |k,| << AR™: da cui risulta che la serie 2k, 2" converge per lo
meno entro il cerchio di centro 2= 0 e di raggio 1/R?*, c. d. d..

12. — Quando sono date r/funzioni dell’intero »#, indipendenti
linearmente fra di loro, f, (n), f2 (fn ., Jr(n), & sempre possibile
costruire 1’equazione alle dlfferenze della forma (2), di cui le funzioni
date costituiscono un sistema®’ fondamentale Infatti, ogni altro inte-
grale F(n) di quella equazxone ‘sard legato da una relazione lineare
omogenea a coefficienti costanti con f, (), f, (), .., fr(n); da cui con-
segue che (§ 7) sara

F (w) Q) fa(m) AR
F+1) fim+1) foe+1).fr(n+1)

. .

Fn~+r) f1"+ fz(n+7' fr(""”"
e questa & l’equazione richiesta.

13. — Indicando ancora con f, (n), f, (n), ..., fr (n) un sistema fon-
damentale d’iptegrali dell’equazione (2), ogni altro suo integrale si
potra porre sotto la forma

e fi (M) 4 o fo () + oo 4 € fr () -

Ora, come si vedra in seguito, ha una grande importanza il caso in
cui Pequazione ammette un integrale dotato della proprieta che il
suo rapporto ad ogni altro integrale della stessa equazione tenda a
zero per n = oo. L’integrale avente questa proprieta, se esiste, sara
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unico () per la stessa sua definizione: esso verra detto integrale di-
stinto (?), e quando l’equazione (2) ammette un tale integrale si dird
che essa definisce un ‘algoritmo convergente.

Quando i rapporti f,/fr, fo/fry oy fr—i/fr hanno limiti determinati
e finiti per » = oo, la ricerca dell’integrale distinto della equazione
(2) si puo ricondurre ad una ricerca consimile per una equazione
della stessa forma, ma di ordine inferiore di un’unita.

Si ponga infatti

i)

lim = a;

n=oof r (%) h

e si considerino le funzioni, di =,

Ji ) —a fr(n), fo () — oy fr(N)y wony fro1 () — ar_y fr(n);

per quanto & detto al § 12 si pud costruire l’equazione alle diffe-
renze dell’ordine » — 1 di cui queste » — 1 funzioni, manifestamente
senza relazione lineare, costituiscono un sistema fondamentale. Se
ora questa equazione ammette I’integrale distinto, & chiaro che esso
sard integrale distinto anche per lequazione primitiva, e recipro-

camente.

14. — Consideriamo in particolare Pequazione omogenea della
forma (2), in cui i coefficienti sono costanti, e sia

(8) Jntr + @ fodr—1+ o+ @ fa=0.

Se «; ¢ una radice dell’equazione algebrica

(6) a2 i Ha, =0,

N

¢ chiaro che af sara integrale della (5): se pertanto la (6) ha le sue
radici tutte distinte, ’integrale generale della (5) avra la forma

Sa=c1ai+ ez ay + e + Cr oy

Se fra queste radici ve n’¢ una «,, il cui modulo sia minore - di
quello di ogni altra, «? ci da lintegrale distinto.

(1) Due integrali di un’equazione della forma (2) non si riguardanoe come
differenti se il loro rapporto & una costante.

®) Sur la génération des systémes récurrents etc., Acta Mathematica, T. XVI,
pag. 341.
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Quando la (6) non ha tutte le radiei distinte, ma h di esse sono
eguali ad a, si scorge senza difficoltd che Tlintegrale contenente h
costanti arbitrarie, corrispondente a queste h radici, & dato da (%)

a” (e, + ey n 4 c3n® 4 ... 4 ¢ w1

Fra le af, of, ..., ¥, se le radici della (6) sono distinte, non pud pas-
sare una relazione lineare a coefficienti costanti

C an+ Cyal 4.+ C o2 =0,

Infatti, formando per le a}, a?, ..., a? il determinante D, si ottiene il
noto determinante di VANDERMONDE, diverso da zero. Se una delle
radici o; & multipla dell’ordine h, fra a%, naf, ..., nh—lam an .., on
non pud neppure passare una simile relazione, poiche anche qui for-
mando il determinante D, la teoria dei determinanti permette facil-
mente (1) di dimostrare che il suo valore & diverso da zero. Per darne
un esempio, su cui si modellera facilmente la dimostrazione nel caso
generale, sia o, una radice doppia, e le altre oy, oy ..., o, siano

semplici. 11 determinante D & allora

1 4 1 1 1 o 1 -..1

o, ((41)a, Oy ee Oy oy 1 oy oo

@ (142 al ..ol |7l 2 2 el |
w14 r—1)artart ol ! e (S VA A L

Ora il sistema di r equazioni

R N wta, =0,
rai™ +@r—1)ao 4. +a_, =0,
ay @, at wta, =0,

a a4 wta, =0

(1) Casorarti, loc. cit.,, § 6. Ivi & usato il metodo della scomposizione della
(5) in fattori lineari simbolici, assai ovvio mel caso dei coefficienti costanti. Ma
questo metodo si pud applicare anche alle equazioni a coefficienti variabili, come
ho mostrato nelle due Note « Sulle equazioni alle differenze, R. C. della Reale Ac-
cademia dei Lincei, 7 gennaio e 4 febbraio 1894 ».
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rispetto alle » incognite a,, as,...,a, & determinato e percio il suo
determinante, che coincide con D, e diverso da zero, c. d. d..

CAPITOLO III.

Equazioni lineari alle differenze del secondo ordine.

15. — In questo Capitolo applicheremo le cose dette alle equa-
zioni del secondo ordine, delle quali potremo approfondire maggior-
mente lo studio. Scriveremo l'equazione ricorrente nella forma

(1) fn+2 - anfn—f—l “" bnfn )

e supporremo che b, non sia nullo da un n in avanti, e per es. pre-
cisamente da n = 0. Indichiamo con A,, B, il sistema principale di
integrali di questa -equazione, cioe quello per il quale i valori ini-
ziali sono

Ay=1, 4,=0, By=0, B, =1;
ogni altro suo integrale si potra scrivere (§ 9):

(2) - fn :foAn +f1 Bn-

La proprietd trovata al § 9 per il determinante D (n) ci da, per il
caso dell’equazione di secondo ordine,

D (n) = An Bn+1 — B, An-l—l = (—“ 1)” bO b1 vee Opq s

onde _ .
A Augs g B0y bac
Bn Bn+1 Bn Bn+].
e da questa
An An-}-r s bn bn-H wer bn+v——1
3 —_ = (— 1)Pby by e by 2 (— 1 — T,
( ) Bn Bn-|—r ( ) 0o " lw=0( ) Bn+an+v+1

I facile ora concludere :
Condizione mnecessaria ¢ sufficiente per Vesistenza dell’integrale
distinto della (1), & che il rapporto A,|B, ammetta limite per n == oo,
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Se infatti 1 & questo limite, si scorge subito che il rapporto di
A, — 1B, ad ogni altro integrale h A, -+ k B, dell’equazione tende
a zero per m» = oo, e reciprocamente, se esiste lintegrale distinto
oy, €880 Si potrd esprimere in funzione di A, e B,, secondo la (2),

Oy = Oy An"l’ 01 Bn7

indi, dividendo per B, e passando al limite per n = oo,

; n . An . A
lim On =l1m(aoB—n + 01> =0y onde hmi}% = — Z—z .
An N An An T
Ma la condizione d’esistenza del limite per —— e che —
Bn Bn Bn+r

tenda a zero per » = oo, cio& coincide colla condizione di conver-
genza- della serie

@ b,b, ... b,_o
’ __ 1w _071 v
(3" 0—52( 1) BB,

il cui resto &, dalla (3),

An pd bn bn+1 oo bn—l—v—l
—_— = (—1"b, b, . by Z (— 1) ——F————
B, o= (=110, e ( ) ButyBoyyp1

si ha dunque che lintegrale distinto e dato da
Oy = — An ~|— (] Bn.

Tutto cido non &, sotto una nuova forma, che ha sulla usuale il
vantaggio di prestarsi alla estensione ad equazioni ricorrenti di ordine
qualungue, che la condizione di convergenza della frazione continna

as + .
‘)

i numeratori e¢ denominatori delle cui ridotte non differiscono da

Ay Ayy ooy Ay, .. By, By, ..., B,, ... rispettivamente. Le ridotte (vir-

. A . . 1 0
tuali) EQ ed —E—i— sono rispettivamente T
0 1
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La condizione dell’esistenza dell’integrale distinto coincide con
quella della convergenza della frazione continua. Il valore ¢ teste
considerato coincide col valore della frazione continua e l’integrale
distinto o, viene dunque ad essere definito dalla condizione iniziale
o/0p=—o.

16. — Al PoOINOARE & dovuta una proposizione che & di som-
ma utilith nelle applicazioni della teoria delle equazioni ricorrenti.
Dimostreremo quella proposizione per il caso delle equazioni di
secondo ordine, rimandando alla Memoria originale (!) per la dimostra-
zione nel caso delle equazioni d’ordine qualunque.

Teorema di POoINOARE. Nell’equazione (1) sia lim a, = a,

N=00
lim b, = b. L’equazione
N==00

(4) —at—b=0,

che si dira caratteristica di (1), abbia le radici o ¢ f e sia || > |B].
Il limite del rapporto fpyi/fn €, per un integrale f, di (1), general-
mente uguale ad o ed eccezionalmente uguale a B .

a) Si ponga, essendo f, un integrale di (1),

fn=Xn+ Yna fn—|—1=°‘Xn+[3Yn,

onde si deduce

Jop1r = Xo1 + Yoy, Jope =00 Xpp1 4+ Yoqa .

Da queste si ricava, tenuto conto dell’equazione (1),

(an & 4 by — fa) Xy 4 (an f 4 by — %) Yy

X’n-{-l: oc—ﬂ
(02 — ap o0 — by) Xy, + (af — an f— by) Y,
Yn+1=
a—p
e ponendo
o —an o — b, B2—anf—bn
= g =D

(Y) Sur les équations linéaires etc., American Journal of Mathematics, T. VII,
n. 3, 1885,
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viene
Xn+1 = —Xn - (An Xn “i' B, Yn) ]

Yn-l-l = /3 Yn + (An X?L —l“ Bn Yn) s

dove le 4,, B, tendono a zero per » = oco. Posto G, =Y,/X,, si
ha, dividendo membro a membro le precedenti equazioni,

. /3 + Bn + An/Gn
(5) Gos = G- T

b) Si puo ora determinare un numero positivo 1, che per =
crescente tenda a zero e tale che per ogni mumero positivo k¥ com-
preso fra 1 ed 1/1 sia

|8+ Bu—+ Aufk| < |« — A, — B, k|,

da un » in avanti. Infatti la diseguaglianza precedente & certamente
soddisfatta se e

1Bl + e+ 1/k) <|a| —e(1+ k),

essendo ¢ un numero positivo superiore ad |4,|, |B,| e che
per n sufficientemente grande si pud supporre piccolo a piacere :
basta fare

lef =180 L el —lBL o

k< 2¢ o k 2¢

talcheé il numero richiesto 1 &

2¢

G Py

c) Preso ¢ piccolo a piacere, ed n abbastanza grande perché sia
[4a] <&y |Bal <e,
se sard |G,| pure minore di ¢, verra dalla (5)

(18| +1+¢e

| ] < [a] —e(1 +¢)°’

e questa si potra rendere piccola a piacere, ed in ogni caso minore
dell’unita.
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d) Cio posto, esaminiamo in gqual modo @, possa variare al
crescere di n. Si potranno fare tre ipotesi:

1% Per un dato n, |G,| & minore di 4 <e. Allora, per c),
sard |G,41| <1 quindi, o esso & pure minore di 1, o & compreso fra
Aed 1/1.

20, Sia invece |@,| compreso fra 1 ed 1/1. Risulta allora da
b) che ¢ -

Iﬂ + B, + An/Gn| < IO‘ — A, — B, Gnl

Gn+1
G,
mantiene tale al crescere di n.

30, Sia infine |@,| maggiore di 1/1. Allora |G,4:| o si man-
tiene pure tale, o risulta inferiore ad 1/1, rientrando in una delle
due ipotesi precedenti. ‘

" Da questa analisi risulta che se, per un valore di n, |G,| di-
viene inferiore ad 1/4, esso tende al limite zero per n = oco. All’in-
fuori di questo caso ¢ possibile che |G,| sia sempre superiore ad
1/4, ed allora il suo limite, per » = oo, & infinito.

e)-Ma si ha

e quindi ¢ minore di una quantita minore di uno, e che si

fn—l—l . 21 2(71, + ﬁ Kz
fo @ Xat Y. O

Nel caso che G, =Y, X, tenda a zero per n = co, si ottiene

lim Jot1

N==00 f n

:a;

nel caso che G, tenda all’infinito, si ha invece

lim Jor = B,
e d d..
17. — D’ora innanzi ammetteremo che Pequazione (1) contenga

linearmente una variabile # nel suo coefficiente a, :
ay = an &+ ay ;
talcheé la (1) si serivera :

(5) Jote = (@n @ + an) futs + bn fu.
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Gli integrali A4, , B, sono in questo caso polinomi razionali interi in
x, ed e facile scorgere che A, & del grado » — 2, B, del grado
n — 1.

Dal § 15 risulta che la condizione necessaria e sufficiente per
Vesistenza dell’integrale distinto della (5) e che sia convergente la
serie

e by b, ... by g
= 3 (— 1y L =,
? v=2< ) Bv—-le ’

fatta tale ipotesi, avremo che

A g (bo by buy  Dyby by )
Bn Bn Bn—{—l Bn+1 Bn+2

Se. ora la serie che figura in questo secondo membro ed i cui
termini sono funzioni di x, si sviluppa — formalmente — in serie
di potenze negative di «, si vede subito che essa ¢ della forma

? "

4 (4 4

p2n—1 + x2n —l— m:zn—l-i —'_ Tt

poiche B, & del grado » — 1 in «. Esprimeremo questo fatto di-
cendo che tale serie & del grado — 2n -4 1 in x. Formando dunque
Yintegrale distinto ¢, = 4, — ¢ B,, esso sard del grado — n. Talché:

L’ integrale distinto della (5) é formalmente rappresentabile me-
diante un sistema di serie di potenze nmegative di x,. del grado ri-
spettivo — n.

B facile dimostrare che V’equazione (5) non pud avere un secondo
integrale di questa forma, poiché la condizione che f,, f5, ..., fu, ..
siano serie di potenze negative di # dei gradi — 1, — 2, ..., —n,...
basta (fatto f, = 1) a determinare univocamente e di mano in mano
tutti i coefficienti di queste serie.

Rimane ora da vedere se gli sviluppi in serie di potenze nega-
tive, ottenuti cosi formalmente per le o,, hanno anche un significato
effettivo : cio risultera dai §§ seguenti, in cui si dimostrera che se
Gy s An s by hanno limiti finiti per m = oo, si pud sempre asseg’nd;e
nel piano della variabile complessa x un cerchio col centro nell’origine
e di raggio finito, fuori del quale non solo esiste Pintegrale distinto
per la (5), ma questo integrale & inoltre costitwito da un sistema o, di
serie di potenze megative della x, del grado — n e convergenti fuori
del detto cerchio,
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18. — a) A questo effetto, supporremo che nessuna delle a;, possa
essere nulla e neppure il loro limite : allora un facile cambiamento
di variabili- permette di porre, senza restrizione,

lim a;, =2, lim ay =0, , lim b, = 1.

Nn=00 n=00 N==00
I’equazione caratteristica (4) della (5) diviene cosi
(6) . ?2—2x24+1=0,

avente due radici che si indicheranno con « (x) ed 1/a (x); il modulo
di «(x) essendo o, si potra supporre ¢ > 1 per ogni , eccettuati i
valori di x reali e eompresi fra — 1 e - 1. I valori di « per i quali
o si mantiene costante si trovano su di una ellisse coi fuochi nei
punti +1 e — 1. .

b) Le a; essendo tutte diverse da zero, i loro moduli avranno
un limite inferiore che potra essere 2, ed in caso diverso sard un
minimo effettivo diverso da zero, che indicheremo con A’'. I moduli
delle a;, e b, avranno limiti superiori che indicheremo con A” e B.
Sia infine # una quantita positiva arbitrariamente piccola, ma fissa.

Nel piano della variabile complessa « descrivo un cerchio di
centro x = 0 e raggio

p_ AT+ BEn+1
- A/ Y

che dird cerchio R. Essendo B, =1, B, = (agx -+ ag) B,, se si fa
|| > R sara

B
’?“ >BA4n+1>141;
1
cosl
B ! 7" B ’ ” B
BTZ‘: alx—f-al—{—bi?; 2[a1w[—[a1 — bi—E;— >1+’I]\

Supposta dimostrata fino ad un dato indice la disuguaglianza

B n—+1

—Bn— >1+41,

essa risulta vera per lindice seguente, supposto sempre |x|> R,
poiche

‘B,
Bn—l-l

Bn+2

—dha a4 0oL | = 0o | — | at] —| a2
Bn+1

>1+7.

B n+1
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Ma il teorema di POINCARE ¢’insegna che il rapporto B,.,/B,
tende ad una delle radiei dell’equazione (6): percido il limite di
quel rapporto non puo essere che la radice o di modulo maggiore
dellunita; si conclude ciod che per i valori [#| > R si ha

Bn
5=t

¢) Osserviamo infine che per i valori || > R, le B,(x) non si
possono annullare.. Se infatti fosse B, 4, = 0 per un tale valore di «,
ne dovrebbe risultare
a/;l x_l_’a;;:“— bTI; BTL

Bn+1 ’

risultato impossibile poiche il modulo del primo membro & maggiore

BN

di B4 %+ 1, mentre quello del secondo membro & minore di B.

19. — Le considerazioni svolte nel § precedente ci permettono
ora di dimostrare che
Per i valori di x esterni al cerchio R, la frazione continua definita

by

dallequazione (b) é convergente o — c¢i0 che torna lo stesso — Vequa-
ztone (5) ammette 1 integrale distinto.

Osserviamo pertanto che il valore o della frazione continua &
dato dalla serie (3'), di cui basta quindi dimostrare la convergenza.
Ora prendendo i termini della detta serie nel loro valore assoluto, il

rapporto fra un termine ed il precedente & dato da

bv—l B r—1
B »+1

e questo tende, per y = oo, al limite 1/|a® (x)]=1/¢% dove &
o> 1

Essendosi poi escluso che per valori di « fuori del cerchio R i
termini della serie possano essere infiniti [§ 18, ¢)], concludiamo che
per ogni tale valore di x la serie (3') converge assolutamente, c. d. d. .

20. — Della serie (3') si pud dimostrare ancora la convergenza
in egual grado fuori del cerchio R.

Infatti il modulo del rapporto di un termine di essa serie al
precedente e
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ora la quantitd n potendosi scegliere ad arbitrio, purché R si prenda
in modo opportuno [§ 18, b)], si potra fare (k¥ essendo un numero
positivo minore dell’unita)

V.
" %
onde segue
b, Dot <k<1
v Bv .

Essendo preso R in seguito al valore cosi fissato per #, e k essendo
indipendente da w, ne risulta che la (3') converge in egual grado
fuori del cerchio R. Lo stesso avviene delle serie indicate al § 17
con o,, le quali sono formate coi resti della o.

Ma le serie o e o, essendo convergenti in egual grado per
|#| > R, un noto teorema della teoria delle funzioni (!) ¢’insegna
che esse sono in conseguenza funzioni analitiche di « regolari in quel
campo, e, come tali, sviluppabili in serie di potenze decrescenti di .
Rimane cosl stabilito quanto avevamo enunciato alla fine del § 17,
e cioe che Uintegrale distinto della (5), non solo esiste fuori del cerchio
R, ma coincide collunico integrale rappresentato da serie on, di po-
tenze negative di x di grado — nm, convergenti fuori del medesimo
cerchio (%),

21. — Le proposizioni dimostrate nei §§ precedenti permettono
ora di applicare alle A4, (x),B,(x) e o,(x) tutte le proprietd che si
hanno per i numeratori, denominatori e resti delle ridotte dello svi-
luppo di una funzione data in frazione continua algebrica. Non ci
tratteniamo piu oltre su tali proprieta, per la conoscenza delle quali
il lettore pud consultare la prima parte del T. II di Handbuch der
Kugelfunctionen di HEINE, nonché il Cap. V della parte prima del
T. 1, ed il libro del PossE: Sur quelques applications des fractions

(1) WEIERSTRASS, Zur Functionenlehre, Monatsbericht der K. Akademie der
Wissenschaften zu Berlin, 1881.

- (%) Le ricerche esposte in questo Capitolo, come pure quelle del seguente, si
possono estendere coi medesimi metodi alle equazioni ricorrenti d’ordine superiore
al secondo. Nella recente Memoria « Contributo alla generalizzazione delle frazioni
continue, Mem. dell’Accademia delle Scienze di Bologna, S. V, T. IV, 1894 » ho
dimostrato anche per le equazioni del terzo ordine di forma analoga alla (5) V'esi-
stenza dell’integrale distinto e la sua rappresentazione mediante serie di potenze
negative di x, per valori di | x| abbastanza grandi.
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continues algébriques (S. Petersbourg, 1886). Ci limiteremo a stabilire
qui formalmente uno sviluppo che dovremo richiamare nell’ultimo
Capitolo del presente lavoro, ove se ne daranno le condizioni di con-
vergenza per un caso di una notevole generaliti. K da osservare
che, almeno a mia conoscenza, nulla erg stato detto di generale circa
alle condizioni di convergenza di un simile sviluppo.

Riscriviamo l’equazione (5) nella forma

(5’) anfn—l—z‘{"(b;zw"_b;{)fn-{—l +cnfn=07,

e consideriamo accanto a questa 1’altra, che diremo sua inversa,

(5”) Ap—1 fn ‘l" (b;z Z + b;:)fn+1 + (/’n..H fn+2 =0.

Sia 8, (?) un integrale di questa ultima, per il quale valga la condi-
zione iniziale

e=(bhz -+ 1) 8, + ¢, 8.

Moltiplicando allora la (5') per 8,4, (2) e sommando per tutti i valori
di » da zero all’infinito, considerando per f, 1’integrale B, (¥) de-
terminato da B,=10, B, =1, viene:

— @ 3 iy B @) 84 () = B, (05 8, + ¢, 8) +

+ B, (ag 8y + b 8y 65 85) + ...

ora, tenendo conto della (5”) e della condizione iniziale enunciata,
si oftiene

— 2 by By, @) 8, e) =¢—0byz 8 —b128, B, — ...

=1
ossia
(¢ —x) 2 bpy By (x) Sy (x) =c¢,

n=1
onde

(™) L =3

—— by Ba (%) Sy (2).

=1
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Questo & lo sviluppo formale che volevamo stabilire (1), e di cui al
§ 55 si dimostrera la validity pel easo che a,, b,, b,, ¢ siano fun-
zioni razionali intere dell’indice n.

CAPITOLO 1IV.

Le equazioni differenziali lineari (3).

22. — Teorema. Condizione necessaria e sufiiciente a che, fra
v funzioni analitiche @, @y, .., @, di @, regolari in un campo comune
di valori della variabile, passi una relazione lineare omogenea identica
a coefficienti costanti, ¢ che si amnulli il determinante

Ty Py Pr
P1 2 ®r

D (x) = . E
()Dgr—l) (p(zr—l) i (pgﬁr-—l)

dove st sono indicate le derivate rispetto ad x mediante gli indici su-
periori.

a) La condizione ¢ necessaria. Se infatti, essendo ¢,, ¢,,..., ¢ co-
gtanti, si ha

¢t 6Pt +ae=0,

() Lo HEINE d& questo sviluppo nel caso di an=1cn =1 (op. cit., T. I, pag.
203) ma si limita ad aggiungere: freilich die Convergemnz moch vorausgesetz. Cosl
pure il JORDAN, Cours &’ Analyse, 2.6me §édit., T. II. pag. 259. Nelle opere citate
la formula (7) viene stabilita con altro metodo: quello da noi seguito ha il van-
taggio di potersi estendere senza difficoltd ad equazioni ricorrenti di qualunque
ordine.

(®) In questo Capitolo si parla esclusivamente di funzioni analitiche della
variabile z, nonostante che alcune delle proposizioni che vi si trovano siano
applicabili anche a funzioni non analitiche, ma che ammettono le derivate dei
primi ordini. I teoremi di questo Capitolo sono dovuti al Fucus (Crelle, T.
LXVI); le considerazioni del § 27 appartengono al CasoraTI (Mem. ecit.).



304 SALVATORE PINCHERLE

basta derivare r — 1 volte rispetto ad x ed eliminare ¢,, ¢,, ..., ¢, per
vedere che e D (xr) = 0.

b) La condizione & sufficiente. Sia infatti ) =0, e non siano nulli
i reciproci dell’ultima linea, altrimenti il teorema si dimostrerebbe
per uno di quelli. Derivando D colla regola per la derivazione dei
determinanti, tutti i determinanti che si ottengono sono identica-
mente nulli ad eccezione di uno, talché si ha :

Py P2 o Pr

P Pe . P
D (@) =

(p(lfr-—Q (pg.__g) q)g 2)

R

-e per essere D identicamente nallo, D’(z)==0. Siano ora U,, U,,..., U, i
reciproci della prima linea in D: quelli della prima linea in D’ ne
saranno rispettivamente le derivate, e si avra

; Uipo +Uypy 4 o4 Uipp =0,

( Ui 2 4+ Uy o ™ 4 o + Ur g™ =0,

Uiy, +Uz@y, H.+U,¢, =0,

Ui o020y P oo + UL P =0,

da cui, poiché non sono tutti zero i determinanti della matrlce di
questo sistema, risulta

Uy: Uyiio: U,=Uyq: Uy:un: Uy,
onde
d log Uh__d log Uy

da da '’

U,/ Uy = (costante),

e quindi fra le ¢,, ®,,.., @, passa una relazione lineare a coeffi-
cienti costanti, c.d.d..



DULLI PUNZIONI IPERGEOMETRICHE ECC. (CAP. IV) 305

23. — Considereremo in ¢id che segue equazioni differenziali
lineari omogenee dell’ordine = :

M) Agy® + Ay 4 o Ayy =0,

dove A4,, A,, .., A, sono funzioni analitiche della %, regolari in
un campo comune di valori della variabile.

a) Una tale equazione ammette tanti integrali linearmente indi-
pendenti quante sono le unita del suo ordine. Supposto infatti che
cio sia vero per la equazione dell’ordine » — 1, si ponga

: Yy=uq;
sostituendo in (1):

2) Agpu® + (A g+ ndy @) ut=D 4 . =0,

dove il termine in % & nullo, e quindi .Ja (2) & un’equazione diffe-
renziale lineare di ordine » —1 in %' ed ha, per il supposto, n — 1
integrali linearmente indipendenti v,, g, ..., y,. Si considerino ora
le funzioni

®, ‘P/'Pzdw’ qofwgdwy---, qofwndw;

esse saranno tutte integrali della (1): di pin, se per queste funzioni
si forma il determinante D (x), si scorge immediatamente che esso &
uguale a

Y2 Ys o Yy

¥h V4 A

w(zn—‘z;) wgn~2) 1/)1(@”_2)

per ipotesi differente da zero.

b) Se @, @,,... sono integrali della (1), sara pure integrale
ogni espressione ¢, @, 4 ¢, ¢, + ... .

c) Se ¢, @y ..., @n SOno n integrali della (1) linearmente in-
dipendenti, ogni altro integrale ¢ sara della forma

90=01971—|-02<}?2+---+0n9’n-
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Infatti sostituendo nella (1) i valori ¢, ¢, @y, ..., ¢, ed eliminando,
fra le identitd cosl scritte, i coefficienti A, 4,, .., A,, si ottiene

’

(p(") (pm—l) v @ @

2 R L S

’

(pgl) (psbn—l) o Po Pu

da cui risulta (§ 22) che fra @, ¢,, ..., ¢, passa una relazione lineare
omogenea a coefficienti costanti.

24. — Un sistema di » integrali della (1), fra i quali non passi
alcuna relazione lineare omogenea a coefficienti costanti, dicesi siste-
ma fondamentale della equazione (1). Sia ¢, @y, ... , @ un tale siste-
ma: se 8i pone ’

3) D; = @iy 1+ iz P2+ oo+ Wi P ((=1,2,..,n),

essendo il determinante 6 =3 4 a;; asg ... a4, diverso da zero, il
sistema ®,, D,, ..., D, sard pure un sistema fondamentale e recipro-
camente, ogni sistema fondamentale & espresso mediante uno di essi
sotto la forma (3). Detto 4 il determinante formato come D con gli
integrali @,, D,, ... , P, , segue dalle (3) che ‘

A=8D,

il che si esprime dicendo che D & un invariante dell’equazione (1).
Se nel determinante

—1 —1 —1
O S

si moltiplica D’ultima linea per A, e si aggiunge alla prima, se-
conda, ... , (n — 1)®ma moltiplicate rispettivamente per A,, A,j,..., Ay,
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si ottiene — A, D'(x), onde risulta per D I’espressione notevole :

A1 4y
(4) D(x):cef—‘z"_l.

25. — Teorema di Fuony. L’equazione (1) ammette un sistema
fondamentale di integrali che sono fumzioni analitiche regolari nell’in-
torno di ogni punto x, preso in un campo T in cui siano regolari le
JSunzioni analitiche

’Ai/A07 A?/A07 R An/AO’

Si ponga per brevita A;/4,=B;, (i=1,2,...,n), e equazione

(1) si scrivera
-

(1) y® 4 B,y 4 B,y 4 .. + B,y =0.

Si considerino gli sviluppi delle funzioni B; nell’intorno del
punto x,, e per semplicith si ponga x =0 in lunogo di x==2x,:
caso a cui si pud sempre ricondurre ogni altro facendo la trasfor-
mazione z=a — ;. Indicando con p il raggio di un circolo di
centro x =0 entro cui si mantengono regolari le B, B,, ..., B, , si
avra, per |z| <o,

Bi=agg @+ aga ., ((=1,2,..,m).

Si cerchi ora di soddisfare alla (1’) ponendo
(5) y=f@ =k +ket+ka?t+. +kat. .

Presi i coefficienti kg, k,, ..., k,—1 ad arbitrio, e notando che k,,:l' 1%0),
V.

possiamo determinare dalla (1), con derivazioni successive, y™, y®+1),
y»t+?, ... in funzione di y,y', ..,y Y, ciod ki, kny1, kpyo, ... in fun-
zione di Ky, kyy..,y by, Nelle espressioni di %, in funzione di
kg, kyy ov y by figurano sole operazioni di somme e moltiplieazioni
sulle quantitd a;, e le kyk,.., k.1, queste ultime entrando Ii-
nearmente. :

L’equazione si puo dunque soddisfare formalmente con uno svi-
luppo della forma (5), contenente linearmente le n costanti k,, k,, ...,
k, . Rimane da mostrare che questo sviluppo & convergente in un
intorno di #+ =10,
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A questo effetto, si indichi con M un numero positivo maggiore
del massimo modulo delle B,, B,, ..., B, entro il cerchio di centro
x =0 e di raggio r < ¢. Per un noto teorema sulle serie di potenze

sara
|as| < Mfrv.

Si consideri ora equazione

(6) Y :TM— (YO | Y02 - Y )

— xfr
sviluppando in serie il coefficiente di Y®, il termine generale di
essa serie sard (M/r”)x”, maggiore pertanto in valore assoluto del
termine corrispondente in B;. Si ponga ora

L J
(7) Y=+ 4o+ a*4 ...+ Lo+ ..
con Ay == |ko|, &, = |ky|, «es y Au—1 = |Fn—1| ; Pequazione (6) permettera
di ricavare i valori di A, Apys, ... in funzione di Ay, A, ..,y i

calcoli da fare saranno quelli stessi che si facevano per ottenere
dalla (1') le kyu, kuy1, ... in funzione di ky, %y, ..., ks : solo nelle 4, al
posto delle ky, k,, ..., k,; figureranno i loro moduli, e al posto delle
a;, figureranno le quantita positive M/r*, maggiori in modulo delle
corrispondenti a;,. Pertanto i coefficienti 1,, nt1,... Saranno tutti
positivi, e sard 1, > |k,|. Da cid risulta che per dimostrare la con-
vergenza dello sviluppo (5) basta dimostrare quella dello sviluppo (7).

A questo scopo osserviamo che dalla (6) risulta, sostituendo lo
gviluppo (7), ’equazione ricorrente fra le 4, : '

O ) (0= 1) e (1) A =
== 1)1 — 2) e (A D (0f) M) Ty +
+( +n—2 +1M1v+n-2+ "" "I— M}‘V+1+JV[)‘V7

ora risulta immediatamente dal teorema del § 10 che questa equa-
zione definisce un sistema 1, tale che la serie 3 1,2 ha un raggio
determinato (non nullo) di convergenza : con cio il teorema & dun-
que dimostrato.

26. — Data un’equazione differenziale lineare della forma (1),
un punto ®, in cui sono regolari le funzioni A,/A, Ay/A, ..., As/A,
si dird punto non singolare per lequazione; ogni altro punto sara
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punto singolare. Possiamo dunque enunciare, in seguito al teorema
precedente, che :

Nellintorno di ogni punto non singolare di uw’equazione diffe-
renziale lineare, tutti © swoi integrali sono funzioni analitiche regolari.

Per cio, ‘e per i principi generali della teoria delle funzioni
analitiche, si pud di ogni integrale della (1) costruire la continua-
zione analitica in ogni area connessa in cui le A,/A,, A,/A, ..., A,/A,
non abbiano punti singolari, e la continuazione analitica di un inte-
grale non cesserd mai di essere integrale della medesima equazione.

27. — Sia x, un punto singolare isolato dell’equazione (1). Nel
caso che x, sia il punto all’infinito del piano-sfera della variabile x,
si fa la trasformazione x = 1/2. B sempre possibile assegnare un
intorno (r) di @, entro il quale non si trovi alecun altro punto sin-
golare della (1): riguardando come positive le rotazioni che avven-
gono nel senso contrario a quello in cui ruotano le lancette di un
orologio, immaginiamo che la variabile x, senza uscire dallintorno
(r), compia un giro positivo intorno ad x,: quando, dopo conipiuto
questo giro, la variabile torpa al punto di partenza x, un integrale
@ (r) avra mutato valore, in generale, ed il nuovo valore si indichi
con ;(m) . Se ora si nota che la funzione

1
= 1 —_
®) t=5—log(@—a,)

si aumenta di 1 per un tal giro, si potra indicare ¢ (x) con ¢, @ (x)
CON Ppyy, € COS1 CON Pria, Pri3, ... €iO che diviene ¢ (x) dopo due,
tre, ... giri della variabile in senso positivo.

Ora, considerando @;, @11, « y Potn, queste n -4 1 funzioni sono
tutte integrali della (1) e percio fra di esse passa una relazione
lineare omogenea, i cui coefficienti sono costanti rispetto a t, cioe
funzioni di « ad un sol valore nell’intorno (r); questa relazione ha
la forma :

(9) Ay Piga + A Pryn—1 + Ay Prpn—a+ oo +Anp =0,

A,

e rispetto alla ¢ considerata come variabile essa non & altro che
una equazione lineare omogenea a coefficienti costanti, e come tale si
puo integrare come & indicato al § 14. Supporremo che in questa
equazione ¢ significhi Vintegrale generale della (1), con » costanti
arbitrarie.
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Se, formata l’equazione
(10) Ajor+A4, 0" 4.+ Ay 10+ 4, =0,

questa ha tutte le sue radici distinte, w,, ws, .., w,, Vintegrale
dell’equazione (9) sara dato, secondo il § 14, da '

(11) Uy o -+ uy w5 4+ oo 4w, w;,

dove 1, Uy, ... , 4, SONO costanti rispetto a ¢, cio® funzioni di x ad un
valore mellintorno di z,. Se l'equazione (9) ha radici multiple,
ed w, ¢ per es., una radice dell’ordine h di multiplicita, agli h
termini corrispondenti della (10) va sostituito (§ 14)

‘(1-2) o} (v F vt + . + vp tﬁ_l).

Cio posto, si sostituisca nelle espressioni (11) e (12) per ¢ il
valore (8): esse si mutano rispettivamente, posto w;= ¢, in

(13) Wy (@ — ®) - uy (@ — 2)2 s oy (@ — )™,
(14) (@ — ) {01 4 04 log (8 — o) = ... + vh1log" ™ (@ — o)) .

Ora se noi poniamo una espressione della forma (13) in luogo di y
nel primo membro della equazione (1), otteniamo evidentemente una
espressione della stessa forma, cioé della forma (11)in ¢. Ma questa
(§ 14) non pud essere zero se non sono zero tutti i suoi coefficienti
e lo stesso succede se nella (1) si pone una espressioné della forma
(14), onde si conelude : '

Se Vequazione (10) ha tutte le sue radici distinte, Pequazione (1)
ammette nell’intorno del punto x, gli n integrali, detti canonici e
Sformanti un sistema fondamentale, :

. 1
(15) up (@ — )%, o= mlog wny, k=12, ..,n),

dove w & una funzione di x ad wn valore nell’intorno (r) di x,; se
Pequazione (10) ha wne radice multipla o, dellordine h di multipli-
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cita, la (1) ha nell’intorno di x, gli h integrali
vy (@ — @),

(16) vy (0 — )% log (@ — @) o5 (@ — ) ,

(o Tog" (& — my) + o Tog" ™ (@ — wg) + v 4 00} (@ — m) .

28. — a) La dimostrazione che di questo teorema del FUoHS
¢ data nel precedente § & dovuta, come si & detto, al CASORATI.
L’equazione (10) & stata detta equazione fondamentale relativa al
punto singolare .x,, ed equazione determinante quella che ha per
radici le g, 0, ...,00 € si deduce dalla fondamentale ponendo
w = e?7ve, ,

b) Per la formazione dell’equazione fondamentale puo servire
il seguente metodo. Sia ¢, @y, ..., P, un sistema fondamentale qua-
lunque della (1), e v un integrale canonico. Quando & ruota attorno
ad x, ¢ si mutera in un nuovo integrale @ della (1) e percio

A7) gr= a1 @1+ a2 P2+ o + G @n, (k=1,2,..,m);

queste formule danno la sostituzione lineare che subisce il sistema
(@45 Pgy ++» 5 Pu) Per un giro della variabile attorno ad x,. Ora essendo

Y=y,
posto
Y =10 @+ 6@+ o + O P,y

sostituendo le {17) e notando che una funzione lineare omogenea

a coefficienti costanti di ¢, @, ..., , non puo essere nulla altro che
se sono nulli tutti i suoi coefficienti, sara:

ci(“ii—w)+62a21+--.+cnan1=07

01a12+02(“22—"60)+.-.—I—Onang_—_(),

01 O1q - €2 Gop - voo - 4 (Fnn — w) =0,
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da cui
Oy — W Oy e Oy
%o Olgg — 0 oos Olpg —0
Olin Olon, ces Oy — @

Questa equazione ha le stesse radici della (10) e coincide per-
tanto con quella; essa non dipende dal sistema fondamentale da cui
si ¢ partiti (poiche ne sono indipendenti le sue radici) e percio ai suoi
coefficienti si & dato il nome di invarianti dell’equazione differenziale.

¢) Per la formazione dell’equazione determinante si puo for-
mare lequazione fondamentale, indi porre in essa o = ¢**¢; ma si
puo anche porre, nell’equazione differenziale (1), y = (v — ), indi
sviluppare il primo membro dell’equazione per le potenze crescenti
di @ — %, . Quando in tale sviluppo si trova una minima potenza
di # — x,, il suo coefficiente, posto eguale a zero, dard un’equazione
in ¢ e precisamente I’equazione determinante.

Le formule (16) si presentano invece delle (15) quando Vequa-
zione determinante ha radici eguali o radici differenti fra loro per
numeri interi.

d) Risultati analoghi a quelli di questo § e del precedente si
avrebbero supponendo. che la variabile ruoti intorno ad un sistema
di pitt punti singolari.

29. — L’operazione per la quale, dato un sistema di quantita
@iy Poy ooy Pny 81 passa alle quantitd @, ¢y, ..., @, mediante le re-
lazioni

Py = Gy Q) + %y Po - wee = Gin Py
Pg = %oy Py F Gy Py F= wo - Gl2n Pay

\(pn=“n1(p1+“n2(p2 +"°+“nn¢n7

\

si chiama sostituzione lineare ; essa e definita dal sistema di coeffi-
cienti
%139 &ggy eeey Kiny

(A) %a13  Kggy eee s Koms

. . . . . . .

Xply Apgy seey %npe
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Il determinante della sostituzione 3 —- a,; dy ... &y, €ssendo supposto
diverso da zero, si pud esprimere ¢, ..., ¢, mediante una operazione
analoga esegﬁita su Ei, &2, ,En, e che si dice inversa della prima.

L’operazione in diseorso, che si puo rappresentare in modo ab-
breviato con A (¢), ¢ V’elemento di un calcolo detto calcolo delle so-
stituzioni lineari ; operazione inversa di A si rappresenta con A—1.
Se una seconda operazione ¢ definita dal sistema di coefficienti

:311? :3127 ey ﬂln
ﬂzu :3227 ey ﬁi’m

ﬂnl y lg'n‘l g eeey ﬁmu 9

si indica con BA Doperazione che consiste nell’eseguire su ¢,
@gy ooy P prima Poperazione A, poi la B. Si noti che AB non ¢ in
generale uguale a BA : quando cio avviene, le sostituzioni A e B
si dicono commutabili. T facile verificare che il determinante del pro-
dotto di due sostituzioni é uguale al prodotto dei determimanti delle so-
stituzioni stesse. i

Si vede pure immediatamente che se ad un sistema ¢ si applica
la sostituzione A in guisa che ¢ si muti in A (¢), contemporanea-
mente un sistema yp = B (p), ottenuto da ¢ mediante una sostitu-
zione lineare B, si muta in BAB—1(y).

Quando un insieme di operazioni & tale che combinando in qualun-
que modo operazioni in esso contenute, si ritrovano sempre operazioni
del medesimo insieme, si dice che quell’insieme forma un gruppo.

- 30. — (%) Sia data una equazione differenziale lineare della for-
ma (1); sia #, un punto non singolare, e si consideri una linea chiusa
! che partendo da «x, vi faceia ritorno, senza passare per alcun punto
singolare. Nell’intorno di x, sia ¢,, @, ..., P, un gistema fondamen-
tale d’integrali: esso e tale che ¢, sard una serie di potenze intere

(Y) Sul concetto di gruppo di un’equazione differenziale e sulla sua determi-
nazione v., oltre alle Memorie di Fucus (Crelle, T. LXVI e LXXV) ¢ HAMBUR-
GER (Ibid., T. LXXXIII), quelle di POINCARY: (Acta Matematica, T. I a V, passim)
specialmente quella Sur les groupes des équations linéaires, ibid., T. IV, e VOLTERRA
(Memorie della Societd Italiana delle Scienze, S. III, T. VI, e R. C. del Cirec.
Mat. di Palermo, T. II). V. pure JORDAN, Cours d’Analyse, T. 111, pag. 193.
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positive di x — x,; se di eiaseuno di questi sviluppi in serie si fa
la continuazione analitica lungo la linea I, si ritornera nel punto x,
con uno sviluppo eguale o diverso da quello con cui si era partiti,
ma che in ogni caso potra porsi sotto la forma

‘I—’h = %p1 P1 —I— 0n,2 P2 —I— + Apn Pn -

Percorrendo la I, si viene dunque ad eseguire sul sistema fon-
damentale ¢ una sostituzione lineare A, e ad ogni linea ! che parte
dal punto «, e vi ritorna, corrisponde cosl una sostituzione lineare.
L’insieme delle linee uscenti dal punto x, costituendo evidentemente
un gruppo, e alla linea composta delle due linee I, I” successiva-
mente percorsa corrispondendo il prodotto BA delle sostituzioni li-
neari corrispondenti ad U, I, risulta che le sostituzioni lineari ese-
guibili sul sistema fondamentale ¢; costituiscono pure un gruppo.
Questo gruppo viene chiamato gruppo dell’equazione differenziale. Se
in luogo del sistema fondamentale ¢ se ne considera un altro vy,
siccome y si deduce da ¢ mediante una sostituzione lineare H (¢),
cosl alle sostituzioni A operate su ¢ corrispondono su v le sostitu-
zioni HAH™!(y), le quali si possono riguardare come costituenti
un gruppo non diverso dal primo, poicheé ad ogni sostituzione del-
Puno corrisponde una sostituzione ed una sola dell’altro, e viceversa.

31. — Abbiasi una equazione differenziale lineare (1) con un
numero finito di punti singolari z,,2,, ..., %, oltre al punto 2 = co,
e a coefficienti uniformi. Ad ogni punto singolare z corrisponde un
sistema di integrali canonici (§ 27), per i quali la sostituzione lineare

bY

subita in seguito ad un giro della variabile intorno a z &

w, 0 0..0

0 w, 0 .0

0 0 0 ... wy

nel caso che lequazione fondamentale abbia tutte le radici w distin-
te, e si vede facilmente la modificazione da fare nel caso che alcune
delle radici @ siano multiple. Ora il gruppo dellequazione differen-
ziale, ciod le sostituzioni che subisce un sistema fondamentale per
tutte le linee chiuse uscenti da uno stesso punto, sara trovato quando
si conosceranno le sostituzioni che subisce il detto sistema fonda-
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mentale per le linee semplici che, partendo da un punto qualunque
%, ruotano una sola volta intorno agli r - 1 punti singolari, poiché
ogni altro cammino chiuso si puo ricondurre ad una combinazione
e reiterazione di questi. Queste sostituzioni saranno conosciute alla
loro volta se si conosceranno le radici delle equazioni fondamentali
relative agli » 41 punti singolari e le relazioni che legano il sistema
fondamentale primitivo agli integrali canonici relativi a ciascuno de-
gli » 41 punti singolari. '

Si noti che una linea semplice intorno ad x == co descritta in
senso assunto come positivo, si pud ricondurre alla successione delle
linee semplici descritte intorno ai punti z,,2,, ..., 2, nel senso nega-
tivo: da cui risulta che dette S,,S,,..., S, le sostituzioni subite dal
sistema ¢ per le rotazioni intorno a z,, 2, ..,2, ed S,y; quella su-
bita per una rotazione intorno ad x = oo, si avra:

8,8, . 88,41 (p) = ¢,

o, sihnbolicamente, 8,8, .. 8,8, 4.=1.

CAPITOLO V.

Equazioni differenziali lineari regolari.
Applicazione all’equazione ipergeometrica.

32. — Per le applicazioni che dobbiamo fare della precedente
teoria, ci occorrera considerare le equazioni (1) in cui i coefficienti -
Ay Ay, .., Ay sono della forma

Ay=Py, Ay =P} 'Py, Ay= Py Py, A,=P,,

dove P,, P,,..., P, sono polinomi razionali interi in « dei gradi ri-
spettivi r,r — 1, 2 (r — 1),...,n (r —1). Le radici di P, si suppor-
ranno distinte, e si indicheranno con z,, 2y, ... , 2, . Una tale equazione
(1) si dira regolare.

Non si esclude che P, P,,..., P, siano divisibili per una stessa
potenza di ¥ — 2;; talché & della forma indicata, cioe¢ regolare, 1’e-
quazione (1) in cuni Ay 4,,.., A, sono polinomi dei gradi rispettivi
7 —1,..,r —n, come si vede subito colla moltiplicazione di tutta
Pequazione per Ay .
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33. — Si considerino gli integrali di questa equazione‘nell’intorno
del punto singolare z;,, e per semplicita riconduciamo questo punto
al punto zero mediante la posizione &' = & — #;,. Cerchiamo di sod-
disfare all’equazione mediante uno sviluppo della forma

p=uaeky+ ko + kyx? 4 ..),

applicando il metodo dei coefficienti indeterminati ; eon cio ¢ sara un
integrale canonico (§ 27). Il termine di pit basso grado in &’ nel
primo membro dell’equazione differenziale sara

Eof@o00(0—1)...(0—n~+1)4-ay 00(0—1).c.(@—n~+2) .. -ttn1 90t 070,

essendosi posto
Ah = po —I— ap 1 x' —[—— .es —‘|- A nr—1) m'ﬂ’ﬁ‘——l) s

ora questo termine dovendo essere zero, dovrd essere soddisfatta Ie-
quazione (equazione determinante)

(18) folod=tool0—1).(o—n+1)+
00— lo—n+2) 4 e + 100+ =0,

e questa ci fa conoscere i valori di o.

Se ora ’equazione (18) non ha radici multiple, ne differenti fra
loro per numeri interi, si determini una di queste radici p = g,, €
per mezzo del metodo stesso dei coefficienti indeterminati, posto
s=mnr e

Jue)=ag ro(0—1)...00—n+1)Fa;s no(o—1)...(00—n~+2)+...4au—1 po -+ 1,

si hanno le equazioni

ko 11 (04) -+ ky fo (04 +1=0 ’
ko 12 (01) -+ ki fi(ey -+ 1) -+ ky 1o (04 +2)=0,

kv—s—l—nfs——n (Qi —*— y— S8 —I— n) +
+Epspntr fs—n - 1(0F+v—8+n-F1)4- ... +k, foloy+») =0

. . . . . . . . . . . . . . . . . + . 9
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dalle quali si determinano i coefficienti k,, k,, ..., k,, ..., restando ar-
bitrario %, Lo sviluppo ¢, determinato cosi formalmente, & anche
convergente entro un cerchio di centro ' = 0 e di raggio non nullo:
¢io risulta dal teorema del § 10, e dall’essere finito il limite di

Jules +7) — oo *
Jolog+7) per » = )

34. — Supponiamo ora che Pequazione determinante abbia due
radici- eguali, od anche differenti per un numero wx. Cio equivale a
supporre che lequazione fondamentale relativa al punto singolare '
abbia una radice doppia, poiche le radici della (18) sono (efr. §§ 27,
28) i logaritmi delle radici dell’equazione fondamentale divisi per 2mxi.
Per trattare questo caso, ci conviene premettere le due seguenti
osservazioni :

a) Un’espressione della forma

&(x) + &, (v) log x

dove &(x), &, (v) sono serie di potenze di «, non pud essere nulla
in tutto un intorno di # = 0 se non sono nulle &(x), &, (r) e quindi
tutti i loro coefficienti. Cio risulta subito dall’ultima proposizione del
§ 14, come si vede facendo x = ¢,

b) Derivando p volte rispetto ad x Despressione a¢logx, si
ottiene

e | .
a—%—w%(’i—gfzg(g—])...(Q———n—|—l)m@—”logw+
4o 900 =D le—nt )

00

questa formula si verifica per n =2, e si vede facilmente che se
essa & vera per un dato n», & vera per n - 1.

Cid posto, la teoria generale (§ 27) ¢’insegna che quando-1’equa-
zione fondamentale ha una radice doppia, esiste un integrale dell’e-
quazione differenziale che contiene due costanti arbitrarie ed ha la

forma
p =va'e4 v x2loga,

dove v e v, sono funzioni ad un valore di &' nell’intorno di #" = 0.
Se ora prendiamo per v, v, serie di potenze intere positive di «,

(=] o)
v= X k,a, v = 2 ha,

v=0 y=(0
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e sostituiamo Despressione ¢ nell’equazione (1), si avranno per le
osservazioni a) e b), i seguenti due sistemi di equazioni, in cui
Sf1(g) rappresenta la derivata di f; (o) rispetto a o,

ko fo (@) + koS3 () =0,

ko f1 (@ + ki fole 4 1) 4 hofrle) + i fo e+ 1) =0,

(20) ky—sin fsn(@t+v—s8—+n)+k_ srup fS;-%—l (e+»—s+

A 1) A e E fy (0 9) A P i 0 7 — 5 1)+
Fodly fi o9 =0,

hofo (00=0,

ho 11 (@) =+ Iy Sy (e+1) =0,

(21)
hy—stn fs -niQ+v — 84 0) 4+ hy—sinpr fon— (0 + v — 8 +

o D) R fy (o) =0,

Nel caso che Vequazione determinante f; (o) =0 abbia due radici
eguali, il sistema (21) ci da i valori di hy, gy wu. y ltyy ... , essendo k, ar-
bitraria ; poi, la prima delle (20) essendo identicamente soddisfatta, si
da a k, un valore arbitrario e si determinano k, , k,, .. in funzione
dei valori gia ottenuti per le h,. Nel caso invece che l’equazione
£, () = 0 abbia due radici differenti per un numero intero p (preso
positivo), la prima delle (20) non & pin identicamente soddisfatta, e
deve essere hy=h, = ...==h, 1 =0; la &, & arbitraria e le (21), a
partire dalla (u -+ 2)¥™2 determinano h,4q, .q2,.... Le equazioni (20)
determinano %, , k,,... fino a k,_; in funzione dell’arbitraria k;; k,
viene determinata in funzione di questa e dell’arbitraria 4,, e le
(20) seguenti determinano k,y,, k.. »,.. sostituendovi i valori
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dati dalle (21) per lh,yy, hyjo,... I’integrale ¢ ha cosl i suoi
coefficienti determinati con due costanti arbitrarie; in quanto alla
convergenza delle serie di potenze v e v,, essa risulta verificata in
un cerchio non nullo in-forza del teorema del § 10 per la serie v,,
ed in forza dell’analogo teorema del § 11 per la serie ».
Analogamente si procede nel caso che l’equazione fondamentale
abbia una radice tripla: si giunge cioe in modo analogo ad un in-
tegrale della (1), contenente tre costanti arbitrarie, della forma

o ’ ’ L ’ 2
y=va¢ v 2 log 2’ | v, a'¢ log®a,

dove v, v,, v, sono serie di potenze intere positive di «' conver-
genti in un intorno assegnabile di &' = 0: e c¢id vale, sia se le radici
corrispondenti dcll’equazione determinante sono eguali, sia se diffe-
riscono per numeri interi. Analogamente per radici dell’equazione
fondamentale aventi un ordine qualunque di multiplicita.

Importa appena avvertire che, dimostrata la convergenza de-
gli sviluppi in serie di potenze precedenti in un cerchio di centro
' =0 (od x ==¢) e di raggio non nullo, risulta dai principi della
teoria delle funzioni che il raggio di convergenza delle defte serie
sard per lo meno eguale alla distanza del punto z; dal pilt prossimo
degli altri punti singolari.

Considerazioni analoghe valgono per il punto x = co, come si
vede mediante la trasformazione x =1/z, e si mantengono gli stessi
risultati, colla avvertenza di sostituire alle serie di potenze intere
positive di x, serie di potenze intere negative della stessa variabile.
Se poniamo z,y; in luogo di oo, e conveniamo, secondo il solito, di
sostituire 1/ ad # — co, se infine usiamo il simbolo &(x) a rappre-
sentare una serie di potenze intere e positive della x, possiamo e-
nunciare il seguente risultato :

Un’equazione differenziale lineare vregolare, coi punti singolari
Zry, (h=1, 2, 3,..,r, r+ 1) ammette nell’intorno di ogni punto
singolare e corrispondentemente alle radici semplici o dell’equazione
determinante relativa a quel punto, gli integrali canonici della forma

(22) (x — 2p) &(x — 23).

La presenza di una radice multipla o dellPequazione determinante porta
ad un integrale della forma precedente, ed inoltre ad integrali della
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Sforma

(x —zp)e{ & — 2p) + (e — zp) log (@ — 21) |,

(23) § (w—zn)e (& (@—2n) + & (@—21)log (—21) + & (2 — 21)log? (x — 21)),

fino ad un integrale contenente log* (x — z) se la radice o & dellor-
dine L di multiplicita.

35. — Indicando con gz, k=1, 2, 3,.., n), le radici della
equazione fondamentale relativa al punto 2, (h—=1,2,..,r,r 4 1),
supposte semplici, gli integrali della forma (22) relativamente a quel
punto formeranno un sistema fondamentale che designeremo con
yn. Rappresentando con S; la sostituzione lineare subita da v, per
un giro della variabile intorno a z,, il determinante della sostitu-
zione sara manifestamente

n
|Si| =" 2 ony
E—1

Ora, ogni sistema fondamentale ¢ si puo porre sotto la forma
Th wr, Ts» essendo simbolo di una conveniente sostituzione lineare,
e la sostituzione subita da ¢ per un giro della variabile intorno a
zn © ThS, TR (§ 29). Ricordando ora la relazione stabilita alla fine
del § 31 fra le sostituzioni subite da un sistema ¢ nei giri della
variabile intorno agli + 4 1 punti singolari, si avra

TS, T Ty8,15 " e Ty Sy Try = 1,

e poiche il determinante del prodotto di sostituzioni & uguale al pro-
dotto dei determinanti delle sostiuzioni medesime (§ 29) si avra

|81 85 woe [Sra| =1,
onde

r+1 n
len Z 2 Qh,k R 1 )
- h=1 k=1

e pertanto la somma delle pp; sard un numero intero. Ma le (22)
non si alterano se le o variano per numeri interi, talché si puo scri-
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vere senza restrizione :

r+1 n

(24) z Z Ohk = 1.
Bl k=1
36. — L’equazione differenziale regolare ha i suoi coefficienti

formati con polinomi P,, P,, .., P, (§ 32) dei gradi », r — 1,
2(r—1),.., n(r—1). Dati i punti singolari 2, , 2,, ..., 2., radici
di P,, Pequazione contiene i coefficienti di P,, P,,.., P, in nu-
mero di

ran 4 1) —nm —1)
2

indeterminate ; d’altra parte, gli = (r 4+ 1) esponenti gz, essendo
legati dalla relazione (24), costituiscono un sistema di »n (r + 1) — 1

indeterminate. Ora il numero delle prime & in generale maggiore di
quello delle seconde ; la condizione d’eguaglianza

ra(n4-1) —nm—1)
2

=a@r+1)—1

porta facilmente, come si vede risolvendo rispetto ad » e fatta a-
strazione dal valore m = 1, alla equazione

n=2/r—1), onde n=2, r=2

Da c¢io si conclude :

Un’equazione differenziale lineare regolare, di ordine superiore al
primo, non é in generale determinata dalla conoscenza dei suoi punti
singolari e degli esponenti in questi punti. I perd pienamente deter-
minata dalle conoscenza di questi numeri Pequazione di secondo ordine

con due punti singolari a distanza finita.

37. — L’equazione regolare del secondo ordine cui siamo giunti
nel § precedente avra la forma

Py + PPy + Py =0,
essendo
Py=(@—z) (@ —2)

e P,, P, polinomi razionali interi rispettivamente del primo e se-

a1
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condo ordine. Intanto una facile trasformazione lineare di variabile
permette di portare le singolaritd dell’equazione nel punto 0 e nel
punto 1, (¢, =0, 2, =1); taleché lequazione in discorso si pud
scrivere

@5) P @—1Py" +2@—1)(he+ 1)y + (g*+gr+g")y =0,

dove i coefficienti h, b, g, g', ¢” sono da determinare in funzione
degli esponenti gp; relativi ai punti singolari x =0, r =1, = oc.
Ci proponiamo ora di fare questa determinazione e di studiare le
proprieta degli integrali dell’equazione (25); poi, giovandoci di queste
proprieta, di semplificare la forma dell’equazione stessa.

A questo effetto, notiamo anzitutto che, se si pone

(26) ‘ y=ux? (x—1)0v,

la funzione v soddisfera ad una equazione della medesima forma (25),
come si verifica facilmente colla semplice sostituzione. Indicando ora
gli esponenti relativi al punto # = co con g, o', quelli relativi ad
=0 con g,, g, quelli relativi ad x =1 con g, pi (escludendosi
il caso che g e p’ siano eguali o differenti per numeri interi, e cosi
per g, € g © per o, e g1), la sostituzione (26) trasformera queste
coppie di esponenti in

e+p, 0 +p50—P, 0 —P;0—4q, 00—4¢

rispettivamente, talche le trasformazioni della forma (26) lasciano in-
variate le differenze degli esponenti o — o', 0, — 06, 04 — @1, inoltre
si possono sempre sceglicre p e ¢ in modo che per la nuova equa-
zione (25) due degli esponenti non relativi allo stesso punto, per
esempio o} e pf, siano eguali a zero.

Cio posto, le equazioni determinanti dell’equazione (25) relative
ai punti # =oco, =0, =1 si calcolano senza difficolta (§ 33) e
sono rispettivamente

ele+1)—hoe+g =0,
ele—1) —ho+g"=0,
ele— 1)+ R+1)o+@9+9 +9)=0;

e di queste, la prima ha per radici ¢ e o', la seconda g,, g, la
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terza g,, o1. Se ora supponiamo, in seguito a quanto si & detto,
Pequazione (25) ridotta tale che siano gj e g; eguali a zero, sard

9"'=0,949+9"=0,
ossia

Ponendo « e 8 in Iuogo di g, o', la prima delle equa;zicini determi-
nanti precedenti eci da

h=atf+1, g=—¢=af;

ponendo poi oy=1—y, viene ' = —y, onde o, =y —a —f;
dalle quali risulta verificata la (24).

Sostituendo nell’equazione (25) per h, ¥/, g, ¢', ¢” i loro valori
e riducendo si oftiene l’equazione stessa sotto la forma :

(27) v@—1y" + {4+ e —yly+apy=0.

A questa si da il nome equazione differenziale ipergeometrica ; si
dice funzione ipergeometrica il suo integrale generale, ramo della fun-
zione un integrale particolare. I da ricordare che le sostituzioni

w-—l r=1 z, x=1 1 xr = i = 1
T U » T 2z’ =r—1 "T1

’

le quali formano un gruppo (), trasformano la (25) in una equazione
della stessa forma in cui sono soltanto scambiate le coppie degli
esponenti.

38. — Qualora, attenendoci al metodo del § 33, volessimo otte-
nere gli sviluppi degli integrali canonici della (27) nell’intorno dei
punti singolari 0, 1, co, troveremmo senza difficolta che questi
sviluppi si esprimono mediante serie ipergeometriche. Per 1’intorno
del punto # = 0, gli esponenti sono 1 —y e 0, e gli integrali canonici
corrispondenti sono

errFla+1—y,f+1—y, 2—y,a), Fa,fB,r,

1) Detto gruppo anarmonico per le ben note relazioni fra i rapporti anarmo-
nici cui danno luogo 4 elementi in una forma geometrica di prima specie.
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[che quest’ultima serie sia integrale della (27), si & gid notato fino
dal § 4, c)]. Per il punto # =1 gli esponenti sono y —a — g e 0,
e gli integrali corrispondenti sono

@—1—FF@py—eayy—a—pf+11—2a),

F(“7ﬁ7“+§'+1—771—‘w)7

infine per il punto # = oo, gli esponenti sono « e g e gli integrali
corrispondenti sono

w—“F(a,a—{—y—{—l,“—ﬁ—Flyl/w)a}
TAFB oyt 1 f—at1,1/a).

Tornando ora alla serie di GAUSS, le cui proprieta sono rias-
sunte nel Cap. I, ricordiamo che questa serie e convergente per
|#] <1 ed eventualmente per punti della circonferenza |¢|=1,
non mai perd per || >1 se i valori dei parametri sono finiti. La
funzione analitica rappresentata da questa serie ammette una con-
tinuazione analitica, che non cessa di soddisfare all’equazione (27) e
ad essere pertanto funzione ipergeometrica ; ma per sapere quale &
il valore che la funzione assume quando la continuazione analitica
¢ fatta secondo una linea determinata (non passante per i punti
0,1, co) & necessario conoscere cio che si & chiamato al § 27 gruppo
dell’equazione differenziale.

39. — La ricerca del gruppo dell’equazione (25) non presenta
maggiori difficolta che per l’equazione (27) e pertanto verra fatta per
la prima. Indicheremo con w,u’, con v,% e con w,w’ le coppie di in-
tegrali canonici relative ai punti 0,1,c0. II gruppo dell’equazione
sara perfettamente determinato ove si conoscano le sostituzioni su-
bite da u,w' per le tre linee semplici che partendo da un punto x,
(]| < 1) circondano uno solo dei punti 0,1, co, poiché ogni altro
cammino chiuso si riconduce a combinazioni ed iterazioni di queste
linee semplici. Indicheremo con A, B,C le sostituzioni relative a
queste tre linee.

La sostituzione A é nota, poiché¢ dopo un giro di « intorno a
0, le u, ' si mutano in uez”i"o, u’eznie('), come pure sono note le ana-
loghe sostituzioni subite da v,v" per un giro intorno ad 1, e da
w, w' per un giro intorno ad oo .
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Ponendo ora

o=y V- oy V' w =B w—+ B0,

’

W ==ty ¥ = oy v, W = fo; W~ oy W',

Py

o, simbolicamente, (u) =S (v), (w) = 8’ (w), & chiaro che se le sostitu-
zioni B, 8’ fossero note, se ne dedurrebbero immediatamente le A,
B, C e quindi il gruppo richiesto dell’equazione (27).

Per determinare S ed S', osgerviamo che un giro in senso po-
sitivo intorno ad x = 1 equivale ad un giro in senso negativo in-
torno ad ¥ = co seguito da un giro negativo intorno ad x =0, co-
me risulta anche dalla relazione del § 31, che nel nostro caso si
serive ABC =1.

Pertanto si avra

2t 27vip! ~2mip ~—20rip —2mip’
o e ‘v-ta,e tv=e (B, e w4 By e w'),

e poiche

’ 4
oy 0 oy 0 = fyy w - Bip W,
si ha, eliminando v/,

2mte —2mi(o o) —2mio/
L — e 0 —e

huw+

2mtp!
e v=4,

—amayke) i

ayy (e

+ Bz (e
Analogamente si trova

2mio 2mip/ —2ni(e’+0) —2aip!
1__ ¢ "1 [} — e 1

) v = fiyy (¢

—Qmi(o! - — to’
Zm(@0+e)_ 2mif,

+ B (€ € yw',

) w -

%y, (€

ma queste relazioni lineari fra v, w, w' non possono essere distinte,
altrimenti se ne dedurrebbe w = k', il che non puo essere; percid
i coefficienti delle precedenti relazioni devono essere proporzionali, e
si ha:

—27ife, +0) —2nip!
0 1
Gy _ P e — ¢ __ P12
= i = 3 e o7
Oy Boy ¢ nilegte) Pt s ¢ milegte) ¢ e

—2wile +e) e~2ni9;




326 SALVATORE PINCHERLE
Analogamente si ottiene, eliminando v,

—2ai(o +0) —2mio —2mi(o, +-¢') —2xip
0T __ 1 0T 1
% __Bu e ¢ _ B e ¢

—2mi(e/+0) —2mio. —2ai(0/+o’ —~2ip_ ?
1321 o log+e e e, ‘322 ¢ (eo+e)_ ¢ atig,

%o
e da queste equazioni si possono determinare i rapporti

ay %y By B
) 2 2 y
%9y %o P21 Baz

in funzione di uno di essi, e poiche le u,u', v, v', w, w" sono deter-
minate all’infuori di un moltiplicatore costante émrbitrario, le sostitu-
zioni S, S8’ vengono cosi ad essere determinate.
Si noti che la determinazione dei rapporti precedenti rimane la
stessa se gli esponenti g, o',... variano di numeri interi; ne risulta :
Le funzioni ipergeometriche ¢ cui parametri differiscono per nu-
mert interi ammettono il medesimo gruppo di sostituzions.

40. — Vogliamo ora dimostrare che

Se tre equazioni della forma (25) sono tali che gli esponenti, nei
puntt 0,1, co, differiscono per numeri interi, fra gli integrali di queste
equaziont passa une relazione lineare a coefficienti razionali.

Indichiamo, all’uopo, con w,’ gli integrali canonici della prima
equazione relativi al punto # = 0, con v, v’ quelli relativi al punto
x=1, con w,w’ quelli relativi ad & = oo ; poi con wu, w1, vy, v1, W1, Wi
gli integrali analoghi per la seconda, con us, 3, vs, V3, s, wh gli in-
tegrali analoghi per la terza.

Formiamo poi la somma degli esponenti relativi al punto = 0
per la prima, la seconda e la terza equazione, ed indichiamo con o,
la pit piccola fra queste tre somme ; cosi sia o; la pil piccola som-
ma relativa ad x=1, e ¢ la pitt piccola somma relativa ad * = oo .

Basterd evidentemente dimostrare il teorema per un ramo di
ciascun integrale generale, per esempio per u, u, .

Considerando ail’uopo il determinante D = uf uy — u3 u;, questo
da una funzione -analitica che nell’intorno di # = 0 ha la forma
«% & (x). Esprimendo u,w’ in funzione di v, v :

— '
U =0y U oy, ¥y

—_— ’
U =ty ¥ 4 tyy V',
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la stessa trasformazione varrd per ui, ui ed uy, u3 in funzione di vy, v{
e vy, v3, poicheé le tre equazioni hanno lo stesso gruppo; percid nel-
Pintorno di # = 1 la funzione D avra la forma

(044 Ggp — Ggq Uy) (— W) T (. — 1),
talcheé la funzione
G=Dgo@®—1)
¢ regolare in tutto il piano, fuorché per x = co: percid per i prin-
cipi della teoria delle funzioni, essa ¢ una funzione intera, razionale
o trascendente. Ma D per # = oo ha la forma 2~ &, (1/x), onde

G = g—rtoto) & (1)x);

ed essendo o, -} ¢, 4 ¢ finito, la G risulta razionale intera (e rimane
cosi per altra via provato che ¢, + ¢, 4 ¢ & un numero intero). Percio

Uiy — Uy =% (x — 1)1 @
Analogamente
Uy — W Uy =% (x — 1)1 Gy, w wy —uuj =P @ — 1) Gy,

essendo pure G, G, polinomi razionali interi. Risulta da cid che il
determinante identicamente nullo

U U Ug
w uy w3
w a0 g

81 pno scrivere

Gu'+Glu{+G2u§:O,

c. d. d..
La relazione fra le funzioni contigue ipergeometriche & un easo
" speciale del teorema ora dimostrato ().

() Cfr, RIEMANN, Werke, pag. 67.
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CAPITOLO VI.

Una trasformazione funzionale. Sue applicazioni alla
generalizzazione delle funzioni ipergeometriche secondo
Pochhammer e secondo Goursat.

41. — In un’equazione differenziale lineare regolare

Ay ™+ A @V o+ A =0

il grado dei polinomi A,, 4,,.., A, va decrescendo ordinatamente
di un’unitd e percio il grado di A, non puod essere inferiore ad n.
Se & superiore, ed uguale ad » 4 p, si pud porre g = y(» ; Pequa-
zione viene dell’ordine n -}- p ed in essa il grado di ogni coefficiente
¢ uguale all’indice della - derivata che esso moltiplica. Pertanto, o
Vequazione regolare & tale che in essa il coefficiente di ¢® & del
grado h, ed in questo caso la diremo normale, o si riconduce a questo
caso mediante la posizione indicata.

Scriviamo Pequazione normale nella forma

(28) ’ B, (P(n) + Bn——l (;D("“l) + eee + BO Q= 0 y

dove ogni polinomio B, ¢ del grado indicato dal proprio indice; il
primo membro di questa equazione verra detto forma differenziale
lineare normale dell’ordine », e su questa forma si definiscano le due
seguenti operazioni. La prima, che verra rappresentata con D, con-
siste nel dedurre dalla forma [che designeremo con A4 (¢) o sempli-
cemente con A] la nuova forma ‘

DA = B¢ + By ¢ 2+ .. + B ¢,

DY

dove B; e la derivata di Bj; questa forma e pure normale, ma del-
Pordine n — 1; reiterando l’operazione D, si otterranno le nuove
forme normali degli ordini n — 2, n— 3, ...

D?4 = B} =2 + Bi_; ™% + ...+ Bj ¢,

D = B} ¢V 4 Bi_; g4 ..+ Bi g, .
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La seconda operazione, che verra rappresentata con S,, & de-
finita da

S, 4 =4 +0DA+(‘;) D2 + ... —|—<2)D”A,
dove (;) rappresenta, al solito, il coefficiente binomiale

o(c —1)u.(c—h+1)
1.2.3... % )

Tl subito verificato che S, 4 & una forma normale dell’ordine n,
che si pud anche serivere

S, 4= B, ¢ + By + 0 By} ¢V +

-} B o Bt () B oot
+§B«+oB&+@)B&+~~+CﬁB?§w

Le operazioni cosi definite godono manifestamente entrambe della
proprieta distributiva. Iisse sono inoltre commutabili fra loro come
si verifica facilmente. Infine un calcolo semplice, fondato sulla nota
proprieta dei coefficienti binomiali, permette di dimostrare la rela-
zione

Sa S,,/A == Sa—l—a’ 4 H

cosicche nel simbolo operatorio S la quantita o si comporta come
un esponente. In particolare S, 4 = 4, o simbolicamente S,=1, e
se una forma 4, si deduce da 4 mediante Poperazione S, viceversa
4 si dedurra da 4, mediante DPoperazione S_,, o simbolicamente
S, S, =1(.

42. — Si consideri Vespressione, in cui ¢ & un numero qua-
lunque non intero positivo o nullo,

d ,
(29) w@=[§¥%&@n
(A)

(*) V. la mia Nota « Sulle forme differenziali lineari, R. C. della R. Accademia
dei Lincei, 8 maggio 1892 ».

(®) Per gli integrali di questa forma v. POCHHAMMER, Crelle, T. CIV. Cfr. un
mio lavoro nelle Mem. dell’Acc. di Bologna, T. II, 8. V, 1892.
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dove l’integrazione & estesa ad una linea 1 tale che il secondo mem-
bro abbia significato, e che sia ammissibile 1’integrazione per parti
e la derivazione sotto il segno. I’espressione

fBi (0)p(0) s
(t — x)t1
O]

si potra allora esprimere come segue.
Essendo identicamente

B, (t) = B, (@) + B1 (t — ),

B (g (t)at @ (O dt
/ — oy _Bi(”).[@— v+1+BI/(t w)ﬂ
(A)

6y

sard

ora per il primo di questi integrali si ha, derivando la (28) e poi
integrando per parti, )

Pya @)
[(t — )t v @)+ t — aj+1f,’
o
per il secondo, integrando per parti,

m[(t(—)i)t [t—w}jL [ ”+1’

)

talche -

/Bt = mﬂdt = B, (@) ') + 0 By (@) 4+ L, =S, B, @)y’ @)+ Ly,
(4)

essendo L, una espressione ai limiti dell’integrazione, contenente
linearmente ¢ (f).
Analogamente si trova

[W:SaBz(x)w"(x)+L2’

(t — x)ot1
)

B, (t) o™ (t)d
[ B0 s, Bu@) v (@) + L,

@
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dove L;, & una espressione ai limiti dell’integrazione, che contiene
linearmente

P(t), @ (), 0, ?®D 1.

Da queste, per essere 'operazione S distributiva, risulta

(30) |22 =5 4w+ 1,
*

dove L & un’espressione della stessa forma delle L, che contiene
linearmente le @ (), @ (&), ..., ¢ D (¢) ai limiti della integra-
zione (1)

La linea 1 d’integrazione sia scelta in modo che la parte L ai
limiti sia nulla; cid si puo fare sia prendendo 1 aperta e tale che
@), ¢ (&) 5., () si annullino alle sue estremita, sia prendendo
per A una linea chiusa non contenente # nel suo interno e tale che,
dopo percorsa e tornata la variabile al punto di partenza, ¢ (f) e le
sue n — 1 prime derivate riprendano il medesimo valore. In tale ipo-
tesi la (30) diviene

A () dt

(30,) (t . x)d‘l'l

=8, 4 (W) ’
()

e si puo enunciare la seguente proposizione :

Se 9 ¢ un integrale dellequazione differenziale lineare A= 0,
Vespressione (29) ¢i dard un integrale v dell’equazione trasformata
S, 4=10, la linea A essendo scelta in modo che per essa si annulli
la parte L ai limiti. L’integrale v contiene lo stesso numero di co-
stanti cwbitmrie di @, e sard quindi Uintegrale generale della S,4=0
se @ ¢ Uintegrale generale di 4= 0.

Possiamo aggiungere, ricordando la proprietd S,i,==S,S, , che

Lintegrazione di una equazione S, A = 0 per un valore speciale
di o porta allintegrazione della equazione stessa per ogni altro va-
lore di o.

*) Questa formula & dimeostrata per il caso che ¢ non sia un numero intero
positivo. Se ¢ & tale, si giunge alla medesima formula, ma il procedimento della
dimostrazione & soggetto a lievi per quanto ovvie modificazioni.
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43. — Qui si possono aggiungere le seguenti osservazioni :

a) La proprieta S, S_, =1 permette subito d’invertire 1’inte-
grale definito (29) cioé di esprimere ¢ mediante un integrale conte-
nente y sotto il segno.

b) Tutte le equazioni S,4=0 sono regolari, normali, cogli
stessi punti singolari. I’equazione determinante di 4= 0 relativa
ad un punto singolare essendo f(p) =0, si vede subito che Il’e-
quazione determinante di S, 4= 0 relativa allo stesso punto &
Sfle—+0)=0.

¢) Le equazioni S, A= 0 relative a diversi valori di ¢ differenti
fra loro per numeri interi hanno eguale gruppo e percio = -+ 1 in-
tegrali di simili equazioni sono legati da una relazione lineare a
coefficienti razionali. (Si lascia al lettore la dimostrazione in ewtenso
di questo teorema, dimostrazione perfettamente analoga a quella data

al § 40.)

44. — Risulta dal teorema del § 42 che ogniqualvolta si sapra
integrare una equazione S, 4 =0 per un valore speciale o, di o,
si potra esprimere l’integrale dell’equazione per ogni altro valore di
o, mediante un integrale definito in cui figura, sotto il segno, Vin-
tegrale di S, 4 = 0. Potremo dunque dare tante applicazioni diverse
di quel teorema quanti sono i casi in cui sapremo integrare l’equa-
zione per un valore speciale di ¢. In ci0 che segue si daranno due
importanti applicazioni di questo metodo ; I’una, in questo e nei tre
§§ seguenti, ci fara conoscere la teoria della generalizzazione del-
Pequazione ipergeometrica dovuta al POOHHAMMER (1); la seconda
riguarda la generalizzazione che, in direzione diversa, il GOURSAT
ha data del’equazione ipergeometrica (%) ed & trattata nel § 40.

Nella prima di queste applicazioni, si fard Dipotesi che una
delle forme S, 4 (e si pud senza restrizione supporre che sia quella
relativa a ¢ = 0, ciod A stessa) si riduca ai suoi primi due termini.
Porremo dunque

A= B, ¢ 4 B,_; @D
poi, integrando per parti la (28) » — 1 volte, supponendo sempre A
(1) Crelle, T. LXXI. Cfr. JOrRDAN, Cours d’Analyse, 1%re édit., T. III, pag.

241 ; GOURsAT, Acta Mathem., T. II.
(®) Annales de 'Ecole Normale, 8. II, T. III.
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tale che sia nulla la parte ai limiti, verra:

. 1 @Y (t) dt
(30) y (@) = 6(6—1)u.(6 —n-+1) f (t — a)yo—n+2 °

Ponendo ora 4=10, ¢®™D gsard Dintegrale di una equazione
del primo ordine e la sua espressione si puod dare esplicitamente ; la
(30) ci dara dunque Pespressione dell’integrale di S, 4= 0. Onde
il seguente risultato :

Si puod ottenere in forma d’integrale definito, Pintegrale dell’equa-
ztone differenziale lineare di Pochhammer S, 4 =0, o, sviluppando,

(31) By ™ - (By_y - 0 By yo=D & {0 B+ (‘; ) B;;g e 4

—|—+§<ni> %"__1”—!—( )ngmiw—_—o.

Per completare questa trattazione ci rimane da dare esplicitamente
la forma di v, da determinare le linee d’integrazioni A soddisfa-
centi alle condizioni imposte, infine da indicare come si possa otte-
nere il gruppo dell’equazione (31).

45. — a) Abbiasi dunque l’equazione

Byf'+ Byaf=0, f=¢<”*1>
e si ponga
By=({t—a,){t—ay) ..t —a,),

limitandoci per brevita al caso che ’equazione B, () = 0 abbia le
sue radici semplici (*). Si ottiene, «,, @y, ..., %, essendo costanti che
si sanno determinare,

f' Bua o«
f B '“t——1 +

+ ot

)

t——u t—an

(*) 11 caso che Yequazione B =0 abbia radici multiple richiederebbe gqualche
maggiore particolare, ma non concetti diversi. Per la sua trattazione v. per es.
JORDAN, Cours d’Analyse, T. III, pag. 241 e seguenti.
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onde, essendo ¢ una costante arbitraria,‘
FO=cl—a)™ t— a)?..01t— a)™,
talche lintegrale della equazione (31) si pone sotto la forma

t— a)™ (t— a)? . (t — @)™
N

&)

b) Dobbiamo ora determinare la linea 1 d’integrazione, la
quale deve soddisfare alle condizioni enunciate al § 42. A tale og-
getto, indichiamo con I;, (i =1, 2,3, ...,n), una linea che partendo
da un punto ¢, qualunque del piano della variabile complessa ¢,

vada in prossimita del punto a;, circondi questo punto mantenen-
dosi vicina ad esso e ritorni al punto di partenza ¢,, senza includere
alecuno degli altri punti a,, @y, ... ne il punto x e senza passare per
alcuno di questi punti, indichiamo poi con I, una linea analoga che
partendo da t;,, vi ritorni dopo avere circondato il solo punto .
Queste linee s’intendono percorse mnel senso che diremo positivo,
cioe in modo da lasciare a sinistra il punto che esse includono ;
indicheremo con — I;, — I, le medesime linee percorse in senso con-
trario. Infine [; 4 {; indichera la linea formata da I; ed I; percorse
stuiccessivamente ; si osservi qui che, sebbene venga usato il segno
dell’addizione, non s8i potra riguardare come valevole la legge
commutativa.

Cido posto, si pud assumere come linea 1 soddisfacente alle
condizioni del § 42, la linea '

o =1Up+ lo — U — .

Infatti, dopo percorso I, la funzione sotto il segno nella (32) viene

2niay, .

moltiplicata per e ; dopo percorsa I, + I, si acquista il fattore
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6—2”i”, dopo — I, il fattore e , infine dopo — I, il fattore 62”':6,
cosicche la funzione riacquista il valore primitivo. Lo stesso essendo
di tutte le sue derivate, e l’integrale definito avendo inoltre un
significato ed essendo ammissibili manifestamente lintegrazione per
parti e la derivazione sotto il segno, sono soddisfatte le condizioni
richieste per la linea A. Si puo anche togliere il dubbio che Iinte-
grale (32), esteso alla linea I, sia identicamente nullo, all’infuori
di casi particolari ; infatti indicando con I, I, gli integrali estesi ad
lny I; quando da t, si parte con un determinato valore della funzione
sotto il segmno, si trova facilmente '

—2miay,

=1 —€) I, — (1 — &™) I,

Uha

Di tali linee I;, se ne potranno costruire », (h=1,2,..,n), e fra
gli integrali corrispondenti non passa alcuna relazione lineare, poiche
ne risulterebbe una dipendenza lineare fra

I,1,, . 1,1,

contro D’arbitrarieta delle radici di B, (¢).
B chiaro che si potrebbe soddisfare alle condizioni imposte alla
linea 1 anche colla linea

b=l + b —lph—

e cosl lintegrale esteso l;; sarebbe un nuovo integrale dell’equazione,
il quale deve percido essere in relazione lineare coi precedenti. In-
fatti, si & visto che

/ =1 =€) I, — (1 — ™M I;;
bha

analogamente

[ — (L — 67 I, — (1 — (e I,
bk

f = (1 — %) I} — (1 — &™n) I,

hk
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dai quali risulta identicamente

(1 — mm f e = (1 — "0 f (1 — 7 f -
I Uzt

hk

Sotto la condizione che gli integrali abbiano significato, si pos-
sono sostituire alle linee d’integrazione indicate, linee (anche rette)
congiungenti a, con ap, od a; con x, od a, con oo, 0 ¥ con oo;
linee che possono presentare vantaggio pratico, ma teoricamente non
ne hanno alcuno su quelle considerate in generale.

46. — Rimane ora da indicare come si possa ottenere il gruppo
dell’equazione (31). Bastera percio conoscere il modo di trasfor- .
marsi degli integrali estesi alle linee l;, quando la @, considerata

fig. 3.

ora come variabile, ruota intorno ad uno dei punti singolari. Ma la
linea [, essendo formata dalle linee semplici I, I, bastera vedere
come queste si debbono trasformare affinché x possa girare intorno
ad a, senza che vengano meno le eccezioni poste per le linee d’in-
tegrazione. B chiaro che questo giro sard possibile se ad I, della
fig. 1 sostituiamo la- I; della fig. 2, quindi ad I, la I, della fig. 4.
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Ma queste linee si possono ricondurre alle primitive notando che,
per la fig. 3,

=1+l — 1,

N

I \
\/’H

L%
fig. 4

\

—lh=lL—lh—1,,
ed analogamente

U=l ~4bh— U,

onde, sostituendo,
l;,: lx—l—lh“l‘la:_' lh'— lx7

relazione che permette di trovare immediatamente la sostituzione che
subiscono gli integrali estesi a [, quando « ruota intorno ad a.

47. — Su gli integrali delle equazioni (31) si possono ancora ag-
giungere le seguenti osservazioni :

a) Supposto che la linea 1 non passi per il punto a; si con-
siderino i valori di # per i quali &

!9?'—““h|<[t_“h|7

t essendo un punto qualiinque della linea d’integrazione. Per tali
valori di @, il binomio (¢ — #)—>+"—! che figura sotto il segno nella
(32) si puo sviluppare in serie di potenze di ¥ — az, e sostituendo
nella (32) ed integrando termine a termine, si ottiene per  (r) uno
gviluppo in serie di potenze di ¥ — a; i cui coefficienti, all’infuori
di fattori numerici, sono integrali definiti della stessa forma di (32)
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ma con un fattore binomio di meno. Chiamata, con POOHHAMMER, la
v (¢) funzione ipergeometrica d’ordine », collo stesso autore si ha:

I coefficienti degli sviluppi in serie di una funzione ipergeometrica
dordine r sono funzioni ipergeometriche d’ordine r — 1.

b) Al § 43 si & detto come fra n -+ 1 integrali (82) in cui i
valori di ¢ differiscono per numeri interi, passi una relazione lineare
a cofficienti razionali. Lo stesso avviene se in luogo di ¢ si consi-
dera un altro qualunque degli esponenti dei binomi di (32), per es.
op. Cid si puo anche verificare con un calcolo diretto ; infatti, con-
siderando o come variabile, la vy soddisfa, rispetto a questa, ad una
equazione differenziale lineare d’ordine » analoga alla (31), poicheé aj
entra sotto al segno nel modo stesso di x. Ora si ha

0
=y @ —1),
onde
ak
b = (— Dy (@ —B);

h

sostituendo nella equazione differenziale in discorso, questa si tra-
sforma in una equazione ricorrente, a cofficienti razionali, fra

w(an), w(an — 1) e,y (@p—n).

¢) Facendo D’applicazione delle cose dette nei §§ precedenti al
cago di # =2, e ponendo a, =0, a, =1, il che non costitnisce una
restrizione, la A4 diviene

E—0¢"+(@t+b¢' =0,

da cui

¢ =t (t — 1)—@ty,

I’equazione (31) si riduce con cio a

B—tyyp"+{at+db+@2t—1No}y' +{ac+o(c—1)}y=0,
la quale & integrata da

y=c¢ f ®(t — 1)@+ (¢ — x)—odt
@&
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la linea 1 essendo una linea chiusa che circonda due volte i punti
2 e 0 eipunti # ed 1, e potendosi ridurre, se gli esponenti hanno
la loro parte reale maggiore di — ¢, alla linea che congiunge 0 con
2 ocon 1, 1 con #, ed anche uno di questi punti con cc se la som-
ma degli esponenti ha la parte reale minore d’uno. Basta porre

a=pf—a+1, b=a—y, o=«

per ricondurre equazione differenziale alla forma dell’equazioné iper-

3

geometrica, la quale & integrata da
ww)=c [ t*r({t — 1pHF-1{t — x)—edt
@ '

che, ponendo ¢ = 1/n, si riduce all’integrale definito citato al § 5.

48. — L’equazione (31) che abbiamo studiata presenta una prima
.generalizzazione dell’equazione differenziale ipergeometrica, conosciuta
sotto il nome di generalizzazione del PoorHAMMER. Un’altra genera-
lizzazione, dovuta al GOURSAT (), & offerta da un’equazione regolare
di ordine n, avente i soli punti singolari x =0, x = 1, ¥ = co, della
forma

(33) (@ — &) 0 o (g 7 by 27 ) -
(e +b) '+ agp=0.

T facile calcolare le equazioni determinanti relative ai tre punti
gingolari, e si trova, rispettivamente, '

per x =0:
ele—1w(e—n+1)—biaole—1.(o—n+2) —
'—bn_gg(g—-l)...(g——’ﬂ/—i—3)-—...—big=0,

per x=1:

elo—1w(e—n+2){o—n-+1+4a +b}=0,

() Annales de I'Ecole Normale, loc. cit. .
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per x = oo :
elo—1)(o—n+1)Fa,10(e—1) . (0—n+2)+ .. a0+ 4y =0;

vi & dunque necessariamente un integrale senza singolaritd nell’in-
torno di x =0, n—1 integrali senza singolaritd nell’intorno di
2 =1, nessuno (a meno di valori speciali dei coefficienti) nell’intorno
di x=-co.

Cercando i coefficienti degli sviluppi in serie degli integrali nel-
Vintorno dei punti 0,1, co si trova senza difficoltd :

Il rapporto fra un coefficiente ed il precedente é una funzione ra-
zionale fratta dell’indice, il grado dei termini della frazione essendo
n, come & 2. per la serie di Gauss. Reciprocamente, una serie di po-
tenze in cui il rapporto fra un coefficiente ed il precedente é una fun-
zione ragionale dell’indice, soddisfa ad wn’equazione differenziale di
Goursat ().

49. — TUna delle osservazioni pili notevoli che si siano fatte
sulla equazione di GOURSAT, & quella che i suoi integrali si possono
presentare sotto forma d’integrali definiti multipli (). Nel presente §
¢i proponiamo di ottenere questo risultato fondandoci sulla medesima
osservazione che ci ha servito per la generalizzazione precedente ;
mostrando cioé come, integrata che sia un’equazione regolare 4 = 0,
si integrano immediatamente mediante lespressione (29) tutte le
equazioni comprese nella notazione S, 4 = 0 (3).

Applicando infatti all’equazione (33) la trasformazione S,y si ot-
tiene un’equazione in ¢ la cui forma & precisamente la stessa del-
Pequazione primitiva, ma che contiene razionalmente nei suoi coeffi-
cienti la quantitd o. Disponendo allora di ¢ in modo che si annulli
il coefficiente dell’ultimo termine, poi ponendo

de
w0

viene da integrare un’equazione della forma
(34) (x"—a"—1) 0D+ (ap—q 2" 14-by—y 2"2) 02 4 ... + (a12+01)0=0,
() GoUrsaT, loc. cit. .

(*) POCHHAMMER, Crelle, T. CII.
(®) Cfr. Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, maggio 1892.
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Da questa, facendo
0 =ua'0,

e dividendo per a* Pequazione che ne risulta, si ottiene un’equazione
della stessa forma (34):

(am — an=1) 07 | (an_y a1+ by a2 000 ... (@l @+ b)

" ma i cui coefficienti contengono razionalmente A. Disponendo allora
di 2 in modo che b7 risulti uguale a zero, poi dividendo ’equazione
per x, si ha un’equazione della forma primitiva (33), ma il cui or-
dine & abbassato di un’unitd. Applicando nuovamente a questa il
medesimo procedimento, e cosl via, si giunge infine ad un’equazione
di secondo ordine, che & la solita equazione ipergeometrica ed il cui
integrale si pud porre sotto. forma d’integrale definito, talehé Vinte-
grale della (33) si pud porre sotto forma d’integrale definito (n — 2)m2le,

CAPITOLO VII.

Equazioni ricorrenti a coefficienti razionali
e varie loro applicazioni. Le funzioni sferiche.

50. — Nel presente Capitolo ci proponiamo di studiare le pro-
prietd degli integrali delle equazioni ricorrenti del secondo ordine, i
cui coefficienti sono funzioni razionali dell’indice. Tale studio, che si
presenta come ovvia applicazione delle cose esposte nei precedenti
Capitoli, offre un interesse speciale poiché se ne deducono con faci-
lita le proprietd dei sistemi ricorrenti pit noti e di uso piut frequente,
come le funzioni sferiche, i polinomi di JACOBI, ecec., specialmente
per quanto si riferisce alle condizioni di sviluppabilitd di una fun-
zione analitica data in serie ordinata secondo le funzioni di tali si-
stemi. Limitiamo la trattazione al caso delle equazioni ricorrenti del
secondo ordine, perché di tale ordine sono i sistemi che si presentano
nelle ordinarie applicazioni, ma Vestensione ai sistemi di ordine su-
periore non presenta alcuna difficolta (1). '

(1) V. la mia Memoria « Sur la génération des systémes récurrents ete., Acta Ma~
thematica, T. XVI, 1892 »,
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Considereremo Vequazione ricorrente (o alle differenze) del se-
condo ordine

(35) @) fatz + b ) fopr ) fu=0

dove a (n), b (n), ¢ (n) sono polinomi razionali interi dello stesso grado
m rispetto all’indice n; sostituendo in questi polinomi alle potenze
i fattoriali (!), e designando A (h—1) ... (b — k + 1) con (), Scriveremo

@ (1) = G, (0 = 2 =+ W1 (0 D1 + oo + @y (0 + 2), + @,
b () = b (0 + Dy =+ by (0 + Dy + oo + by (0 1), 43y,
¢ (n) = Om (M) + Cm—1 (W)m—1 + i o, ), =+ ¢4,

dove pmy Wm—1y e y gy Dy eee y Dyy €y woe 4 ¢, SODO costanti rispetto ad n,
ed ay, ¢, 8i suppongono differenti da zero.

Accanto a questa equazione considereremo la seguente forma
differenziale lineare :

A @ = (@, = by t -+ € 1?) £ ™ L
+ (s + bt £ A Gy ) 1971 0D b (g + Dyt ¢ P)
e Dequazione non omogenea
(36) Ap=te(h+T1),

dove u & un numero intero positivo per ora mdetermlnato, ed h e
k due costanti.

L’equazione 4 ¢ == 0 & una equazione omogenea regolare, i cui
punti singolari sono ¢==0, t = oo, e le radici a«, § della equazione
di secondo grado

(37 U, D &~ 1 B =03

in quanto all’equazione (36), il suo integrale generale si ottiene ag-
giungendo ad uno dei suoi integrali particolari lintegrale generale
della 4o =0.

(!) V. per es. CAPELLI, L’ dnalisi algebrica ecc., Giornale di Matematiche di
Barracrinig, T. XXXI (§ VII, 3).
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Ora, Vequazione (36) ammette un integrale particolare, ed in
generale uno solo, sviluppabile nell’intorno del punto ¢ = 0 in serie
di potenze intere e positive di ¢. Scrivendo questo integrale nella
forma

(38) PO =py+ P t+p, et

si trova immediatamente che i coefficienti pg, p,, ... , pu—1 sono nulli,
mentre per gli altri valgono le equazioni :

‘a,u———Z =h,
(39) {
t“ (0 — D1 10 /4’—1>1’M—k
(1) Puga + b (1) puyr + ¢ (W) pn =0, mM=p+1p+42..).

11 sistema dei coefficienti p, della (38) € dunque un integrale della
equazione ricorrente data (35), determinato univocamente dalle con-
dizioni (39), cioe¢ dai coefficienti h e k.

51. — B facile, mediante il teorema di POINCARE dato al § 16,
riconoscere quale sia il raggio del cerchio di convergenza della
serie (38). Infatti, questo raggio & l'inverso del valore assoluto del
limite (se esiste) del rapporto p,4i/p. per m = oo; ora, poiché si ha

DO e o) e

n—oo @ (R) @y’ n—oo @ () G

il limite di pn41/p, esistera e sara, per il citato teorema, una delle
radici della equazione [reciproca della (37)]

tyy X2 0 X+ 0 =0,
ed in generale quella radice il cui modulo & maggiore. Supponendo
dunque |a| << ||, si avra

1 1
generalmente lim —— Dot = -—, eccezionalmente lim P —

n—co Pn o neco Pn [

Cio e in relazione coll’osservazione che i punti singolari del-
Vintegrale della (36) sono ¢t =a,t=pF, ed uno di questi punti (in
generale o) deve trovarsi sulla circonferenza che limita il cerchio di
convergenza della (38).
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52. — Ricordiamo ora come dai principi dei Cap. IT e TII
risulti :

a) Se due integrali p, e p, dell’equazione ricorrente (36) sono
tali che il limite del -rapporto p,/p, sia nullo per w= oo, p, sard
Vintegrale distinto dell’equazione medesima, ¢ la frazione continua che
essa definisce sard convergente.

b) Se si giunge a trovare due integrali dellequazione (35) tali che

. 1 . ’ 1
per Puno, pn, sia lim 2o — = e per Valtro, p,,, sia Jim 224 — ,
N=00 pn =00 pn /3

’
il limite di pn/p, sard nullo e p; sara Vintegrale distinto.
Cio posto, e supposto trovato Vintegrale distinto p;, di cui a
b), la determinazione del valore o della frazione continua definita
dalla (35) si potra fare facilmente col metodo del § 15. Posto infatti
per brevita ’

S

(n
(n

~

¢ (n)
:T"L7 _“(n=8n7

*

~
=

Vequazione (36) si scrive

fn+2 = ann-{—l + snfn 3

PN

essa e soddisfatta dai numeratori A4, e dai denominatori B, delle
ridotte della frazione continua

Su ¢ ()
(40) r—————+ P ovvero o G D)
71
oy St -t 1) LTI ED)
Ttz + -, b(p+2)—.

per i quali & posto
A,=1, Ay =0, B,=0, B,.=1.

Si ha allora
Pn=Pp An~+ Ppt1 Ba,
dove, supposto p, diverso da zero (che se fosse tale, basterebbe

cambiare u in u-}1, ece.), diviso per B,, e preso il limite per
fn = oo, viene

o::liml—‘l—-’k=———p‘;',i_l.

N==o0 Dn Pu
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53. — Ora non ci rimane altro che trovare lintegrale distinto
pr, della (35) o, cid che & lo stesso, il sistema di coefficienti di uno
sviluppo in serie X p,t, che soddisfi alla (36) e converga in un

n=p

cerchio di centro t=0 e raggio |B]|; il rapporto del secondo di
questi coefficienti al primo, preso con segno cambiato, dara il
valore della frazione continua definita da (35). Questo sviluppo si
ottiene col metodo che segue. k

Descriviamo nel piano ¢ una linea indefinita 1 la quale, par-
tendo dall’infinito, vi ritorni nella medesima direzione dopo avere
girato intorno al punto B, senza che questa linea passi per il punto
0 ne per il punto o e senza che essa contenga nel suo interno
(regione in cui si trova f) luno o laltro di questi punti. Vi & un
solo integrale dell’equazione A ¢ = 0 il quale, per un giro della
variabile intorno al punto f, si riproduce moltiplicato per una co-
stante : indichiamo questo integrale con U (f) e osserviamo che,
facendone la continuazione analitica lungo la linea 1, per {= oo
esso diviene infinito di ordine necessariamente finito: sia v la parte
reale di questo ordine d’infinito. Infine, determiniamo Vintero u, fin
qui indeterminato, per modo che sia

T—pu+2<0.
Con queste posizioni, I'integrale definito

U () dt

Py (2) = Wt —2)

@
avra un significato per ogni valore di z esterno alla linea 1; ma un

calcolo analogo a quello fatto al § 42 (') permette senza difficolta
di dimostrare che @, (2) soddisfa ad una equazione

Ay =2t (h 4 k2)

della stessa forma (36), dove

h=—cw~m/%%?—ww—m[Uﬁm,
©)

b= — ,u—l/U

(%)

(*) Per lo sviluppo del calcolo vedasi la mia citata Memoria in Acta Ma-
thematica (T. XVI, §§ 5-9).
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dove gli integrali definiti hanno ambedue significato per Iipotesi
fatta su p.
Ora lintegrale ¢, (2) puo svilupparsi in serie di potenze di 2:

) ol t) dt
(41) o )= 3 Cer, Cp=[ 2D

n—pt T tutnt1?
*)

convergente per tutti i valori di 2| <C|t|; ma siccome la linea 1
puod essere presa prossima a B quanto si vuole, cosl il cerchio di
convergenza della (41) ha per centro 0 e per raggio |8|. Il sistema
O, & dunque Dintegrale distinto della (35), come dovevasi trovare.

Si noti che gli integrali definiti che figurano nelle espressioni di
k e k si possono rappresentare con O, 5 e C,_;; sostituendo i va-
lori di » e k nelle (39), esse prendono la forma stessa dell’equazione
(35) per i valori n =u — 2, n=pu— 1.

Riassumendo :

Data Vequazione ricorrente (35), i cut coefficienti sono polinomi
razionali interi dello stesso grado in n , il sistema. O, dato dalla for-
mula (41) ne & Vintegrale distinto. Formando poi la frazione continua
(40) @ cui numeratori e denominatori soddisfano alla (35), essa & con-
vergente ed il suo valore é dato dal rapporto — C,y1/C. (1)

Si osservi che negli integrali definiti precedenti alla linea d’in-
tegrazione A si puo sostituire una linea che vada da g all’infinito,
quando la funzione sotto il segno e, per ¢t =g, infinita di un or-
dine la cui parte reale sia minore di 1. Si possono sostituire allora

agli integrali f gli integrali f, i quali non ne differiscono che
*) 8
per un fattore costante.
54. — Tl risultato precedente, ciod il metodo per esprimere il

valore di ogni frazione continua della forma (40) come rapporto di
due integrali definiti (?), racchiude come caso particolare la nota
formula di GAuss (®) che da lo sviluppo in frazione continua del

(*) Resterebbe da considerare la convergenza -della frazione continua e la
ricerca del suo valore mel caso in cui @, =0 ed in quello in cui |a|=] Bl
lasciamo la ricerca non difficile al lettore. )

() V. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 21 giugno 1891.

(3) Werke, Bd. III, pag. 134. Cfr. HEINE, Handbuch der Kugelfunct., Bd. I,
pag. 269 e 280.
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rapporto di due funzioni ipergeometriche. Per ottenere questa for-
mula, basta ridurre la forma 4 ¢ al primo ordine, supponendo nulle
tutte le ay, by, ¢; dall’indice h =m fino ad h =2 inclusi. In tal
caso la frazione continua (40) prende la forma

o pt G
GG S T oot DFa)
Pl Dby — 25— {a1<u+2°+ao}{ TERER
bi(#+3)+bo_ M—l‘ +

._’

VPequazione differenziale 4 ¢ = 0 diviene

(@ 4 byt 4o, #)t @'+ (g + byt + ¢ ) p =0,

il cui integrale & della forma ¢ (t — )7 (¢ — B)°, ed il valore della
frazione continua &

%

_ [ tE=r=1(t — ) (t — B dt / [ 2 (t — a) (t — ) dt,
@ *)

facilmente esprimibile [§ 47, ¢)] mediante quoziente di due serie
ipergeometriche.

99. — Nei §§ precedenti i coefficienti a(n), b(n), ¢(n) dell’equa-
zione (35) si supponevano dipendenti dal solo indice » . Supponiamo
ora che b(n) contenga linearmente un parametro z, e sia

b(m)=10b"(n)x -+ b"(n)

con

b () = b (0 4 V) 4 b3 (0 4+ D1 + oo + b5,
() = b (0 =+ 1)y + by (0 -+ Vg =+ oo + 003

cogicche Pequazione che considereremo sara
(42) @ () fage + {0 (0) @ + 0" ()} frrpr +c (W) fa= 0.

Gli integrali dell’equazione (42) saranno funzioni di @, potremo con-
siderare in particolare Vintegrale B, (x) definito dalle condizioni
iniziali B, () =0, B,4; () =1, e che sara costituito da un sistema
di polinomi razionali interi in « di grado ordinatamente crescente
di un’unitd ; precisamente B, (r) & del grado n — u — 1.
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Come nel § 50, all’equazione (35) si puo fare corrispondere la
forma differenziale lineare 4 ¢, ed i punti singolari della 4 ¢ =0
sono le radici della equazione

A, (b 4+ b)) X + ¢, X2 =0

siano « (®), f(«) le radici di questa equazione, e si supponga
| (x)| < |B(x)|. Ogni integrale f, dell’equazione ricorrente (42), ad
eccezione dell’integrale distinto, & tale che

1
lim Jota P —
N=00 n o (x)

in particolare cio avverra ordinariamente per l’integrale B, (x) [qua-
lora eccezionalmente B, (r) coincidesse coll’integrale distinto, si so-
stituirebbe a B, (x) un altro integrale, per es. quello A, definito da
A”=17AM+1=O]. ) . v

I’equazione (42) appartiene al tipo dell’equazione (5) studiata
nel § 21; accanto ad essa considereremo, come in quel §, la sua
equazione inversa

43) am—1)fo+ {0’02+ 0" M)} fopaFem+1) fupa=0.

Anche questa e della forma stessa della (35): ad essa pure cor-
risponderd pertanto una forma differenziale lineare 4, ¢ , e equa-
zione 4, p =0 avrd per punti singolari, oltre a 0 e oo, le radici
dell’equazione

em+ bz + b)) X + apn X2=0,
le quali sono 1/a(2), 1/8.(¢). La teoria stabilita nei §§ 52 e seguenti
c¢’insegna a  determinare lintegrale distinto dell’equazione (43);
indicando con 8§, (), sard -
Nn=00 Sn (z)
e per il valore n = u — 1 lequazione (43) relativa ad §, da
¢() Bup1 + (V' (u—1 2+ 0" (u— 1} S, =k,

dove la determinazione di k risulta da quanto si & imparato al § 53.



DELLE FUNZIONi 1PERGEOMETRICHE kCC. (CAP. VII) 349

Riprendiamo ora lo sviluppo (7) dato al § 21 (in cui mutiamo
nin n 4 u):

1 )
_— X b,(n — 1) B, (w) S (z) H
b oneut

preso « in modo che sia |« (®)|>o -+ ¢, e 2z in modo che sia
|« (2)] < o — ¢, essendo ¢ una quantita positiva arbitraria ed ¢ <
una quantitd positiva piccola a piacere; lo sviluppo risultera con-
vergente assolutamente ed in egual grado, e quindi ripeténdo su di
esso il calcolo formale fatto al § 21, ne verra che la somma di esso -
sviluppo sard 1/(z — x), e cosi si avra

, 11 = .
@ P T T DB @G

sotto la condizione |a ()| > | (2)].

56. — Indichiamo con I, il luogo dei punti del piano x per i
quali si ha |&(x)]= 9. Questo luogo sard in generale una curva
che separera la regione K, del piano in cui & |a(x)| < ¢ da quella
B, in cui & |a(x)] > p; & chiaro che non si pud passare dall’una
allaltra senza attraversare I,. Le curve I, limitano le aree di con-
vergenza delle serie di funzioni B, (x) od S, (»). Due curve I, I,
non possono tagliarsi, e I, , se & g, < ¢, sard tutta in K.

57. — Sia ora f (») una funzione analitica di », data ad un valore
nell’interno del campo E,; sard, per il noto teorema di CAUOHY,

foy =gy [T

B EL z—
(Ty)

’

essendo z preso fuori del campo F,, ciod nel campo E,, ed essendo
I',, presa in modo che sia tutta in E,, cioé essendo o, <g. La
serie della (7') risultando convergente uniformemente per i valori di z
di I',, e per x interno ad E,, si pud ad 1/(z — x) sostituire il suo
sviluppo, e si ottiene cosl lo sviluppo della funzione data f(x) in
serie procedente per le funzioni B,(x), e convergente in tutto H,,

J@) =2 C.By(@), con Cn=-—7— ] k '
(05]
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Analogamente si puo avere lo sviluppo di una funzione analitica,
data nel campo E,, in serie procedente per le funzioni 8, (2).

58. — Le considerazioni precedenti si potrebbero facilmente ap-
plicare allo studio di sistemi ricorrenti speciali, dando luogo ad in-
teressanti risultati. Noi ci limiteremo a dare un esempio di queste
applicazioni, mostrando come il nostro metodo permetta di trattare
con facilita lo studio delle funzioni sferiche o polinomi di LEGENDRE
e degli sviluppi di funzioni analitiche in serie procedenti per tali
polinomi. Il caso speciale delle funzioni sferiche si presenta quando
nella (42) si faceia

amy=n+2,Vm)=—20+3), 0" n)=0,cn)=n-+1.

Scrivendo V’equazione speciale che si ottiene con queste posizioni,
si ha

(44) M+ 2) fars — 20+ 3) & fags + (0 4 1) f = 0.

Questa equazione non differisce dalla sua inversa, salvo il cam-
biamento di @ in z; pereid nella (7') il sistema 8, sarad 1’ integrale
distinto della (44) stessa. :

Consideriamo P’integrale B,(x) della (44), definito da B,=0,
B, =1; cambiando nella (44) » in »—1, e ponendo P, (x) =
= By, (x), Yequazione ricorrente diviene

(44') 4D fopr—@ut+Lofy+nfor1=0,

N

ed il suo integrale P, () & costituito dal sistema

3 1
Pi@)y=0, Pi@)=1, P, (x)=x, Pg(w)—_-—z—('z——g—),...
di polinomi di gradi eguali, rispettivamente, ai loro indici. Questi
polinomi sono noti sotto il nome di polinomi di Legendre o fun-
ziont sferiche di prima specie. Essi sono i denominatori delle ridotte
della frazione continua

1 088i !
o1 ’ @ L 11 ’
2 2.2
—_— 3x_w
3.90 2 5 3.3
2 3 7.00——..
5.’1/‘
3 .

definita dall’equazione ricorrente (44').
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Risulta dalla teoria generale (§ 50) che se f, ¢ un integrale
della (44'), lo sviluppo X f,t* & integrale dell’equazione differen-
ziale lineare

(45)‘ 1—2te+Pteg —(@t—Yp=h-+kt;

prendendo per f, il sistema P, (x), si vede facilmente che & h=k=0;

percio la serie AZ P, (x) t* soddisfa all’equazione
n==0

1—2zt+0) ¢ —@—bHe=0

la quale, integrata, da

p=01— 2zt 7,

ma per essere Py =1 ¢ (=1, e percio

o ﬁ , =Y
E Pwtr=(1—22t+ )

n==0

Si ritrova cosl la proprietd che serve ordinariamente di defini-
zione ai polinomi P,; essi sono cioe i coefficienti dello sviluppo di
(1 —2xt-+ )12 in serie di potenze di .

Partendo da questa definizione ¢ facile avere lo sviluppo di
P, (x), dal quale si scorge che, all’infuori di un fattore numerico,
P, (x) ¢ una serie ipergeometrica (ridotta ad un polinomio); e pre-
cisamente Py, coincide con F(—mn, n + 1/2, 1/2, %) e Py, con
2F(—mn, n+ 3/2, 3/2, «*), all’infuori di un moltiplicatore nume-
rico (1).

59. — I punti singolari della equazione (45), oltre a t=0 e
t = co, sono le radici dell’equazione di secondo grado in ¢.

(46) 1—2tet+£=0.

(1) Per le altre proprietd elementari delle funzioni Pp, vedasi il primo Ca-
pitolo del piu volte citato Handbuch di HEINE.
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Allinfuori dei valori di x reali e compresi fra —1 e 41, per
i quali le due radici della (46) hanno entrambi il modulo eguale al-
Punita, una delle radici di quella equazione ha modulo maggiore
dell’unita, mentre l’altra & reciproca della prima, ed ha quindi il
suo modulo minore dell’'unita. Indicheremo la prima con g =17 (x),
Paltra sard a=1/r (®). Il luogo dei punti del piano x per i quali
| ()| ha un valore costante & un’ellisse avente per fuochi i punti
41 e —1; al crescere di |r(«)] da 1 ad oo, lellisse va dilatandosi
dal segmento — 1..-} 1 fino ad una ellisse di assi infiniti. Queste
medesime ellissi sono anche i luoghi in cui rimane costante il mo-
dulo della radice « minore in modulo dell’unita; precisamente, la
curva I, (§ 56) su cui rimane

la|=¢, onde {r<x>1=%, (< 1),

¢ Dellisse che ha per equazione, posto x = u - v,

u? »?
1 /1 \2+1 T e
e+ T

ed il campo FE, & 1'interno, il campo K, l’esterno dell’ellisse I,.

60. — Passiamo ora a determinare 1’integrale distinto dell’e-
quazione (44). Esso si ottiene applicando il metodo generale dato
nel presente COapitolo. Si riprenda, all’uopo, I’ integrale definito

U@ ds
/ ot — )
(@)
considerato mel § 53; qui sard p=20, U{#) = — 2tx +1)"12,
e la linea 1 circonda la radice maggiore in modulo dell’equazione
(46), cioe la r(x). Siccome poi la U (¢) ¢ infinita d’ordine <1 per
t == r (), si puo all’integrale precedente sostituire

J=/ _it____.__a
t—0OVe—2tw 1

(@)

‘e, sviluppando questo integrale in serie di potenze di {, i coefficienti
delle successive potenze di { daranno l’integrale distinto della (46).
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Porremo

% T dt
J= n " n = pitt———e——————s Y
(47) 750(} vy econ Q) [tn_{_l VZ—2ie L1

(@)

I bene osservare che, fissato ¢ , lo sviluppo di J converge per tutti
i valori di « tali che sia |r (x)| > ||, ciod fuori di una delle ellissi
I'yse e |l|=9¢>1, ed in tutto il piano, eccettuato il segmento
—1l..+1,8s & [{|<1. Alle @, (v) & stato dato il nome di jfun-
ziont sferiche di seconda specie.

Sappiamo che per I’integrale distinto 1’equazione ricorrente [nel
nostro caso la (44)] non vale per i valori iniziali n=0, n=1,
cioé lequazione (44') non vale per » = — 1, n=0. Calcoliamo dun-
que direttamente @, (x) e @, (x). Si ha

r at
a/. = R ———————————
“ @ ,/)t!’/tz——2tac+1

Ponendo
I —2te +1=u—t,

viene, notando che » ()= - /2® — 1,

1 xz+1
Golm=log 5
colla medesima posizione
; at
Q, (w) = / Y TSI |
it 2 —2te + 1
diviene \
" (w — @) du
Q (r) =4 j W =1p

7{)

) du . w? du . du
(w? — 1)* m (w? — 1)? u? —1

ed integrando per parti il primo e limitando, si ottiene

(48) Q@) =xQ,(x)—1.

Questa relazione sard quella da sostituire alla (44') per o = 0,

e scindendo
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Possiamo ora applicare alle funzioni sferiche lo sviluppo (7) del
§ 55, e si trova, poicheé k= —1, b’ (n)= — (2n -+ 3),

(49) zj—x:

(2n+1) Py (@) @u(2) (),

0

M8

convergente in egual grado per i valori di « rappresentati dai punti
interni ed i valori di 2 dai punti esterni ad una ellisse di fuochi
=+ 1. Questa formula permette di sviluppare in serie di P,(r) una
funzione analitica data regolare ad un valore entro un’ellisse di quel
sistema omofocale, o in serie di ¢, (2) una funzione analitica data
regolare ad un valore fuori di una delle dette ellissi.

61. — 11 valore o della frazione continua, definita dalla (44),
1
o= 12
w —
92
3w — 32
b — 7

8i puo trovare con facilita. I numeratori delle sue ridotte, che indi-
cheremo con N,, formano un sistema di polinomi razionali interi che
soddisfano alla (44') ed insieme ai denominatori P, danno un sistema
fondamentale ‘della (44') stessa. IL’integrale N, della (44') & definito
dalle condizioni iniziali N_; =1, N, = 0. Designando ora con ¢, ¢’
due costanti rispetto all’indice n, si potrd porre

Qn=0Nn+0'-Pn,

e facendovi n =0, viene ¢,=c¢'; facendo poi n=1, (N,=1,
P, =), viene

Q=c+ Qz
e confrontando colla (48) si ha ¢ = — 1. Onde risulta, poiche

1,+ @

11—z’

1

]
5 08

AQ():

(1) Formula detta spesso di NEUMANN, ma dovuta ad HrINE (Crelle, T. 42,
pag. 72). Cfr. C. NEUMANN, Ueber Entwickelung einer Function mit imag. Argument
w. 8. w. (Halle, Schmidt, 1862) ¢ THOME, Crelle, T. 66.
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la relazione fra le funzioni sferiche di prima e di seconda specie :

1 1+«
(50) Qn=§—Pnlog1_w—Nn,
e poiche
N’n . n
fim =, lim g,
viene
1
1+« 1 1 [ d¢
51 1 = —__
(1) AL g N 12 jt—w
L 2
3 — —

formula dovuta a GAUSS, e valida per ogni valore di x eccettuati
i valori reali compresi fra —1 e - 1.

La formula (50) determina pienamente la natura delle funzioni
142 ‘
1—=2
multiforme singolare (logaritmicamente) nei soli punti a=-+1, e
che P,, N, sono funzioni razionali intere, segue che ¢, ha le me-
desime singolaritd, ed e percio una funzione analitica multiforme,
ma i cui rami si possono separare tagliando il piano della variabile
lungo l’asse reale fra i punti +1 e — 1. Di pit (§ 17) la funzione
@, & nulla all’infinito dell’ordine » -+ 1.

1 assai notevole il fatto che mentre lo sviluppo in serie di po-
142
11—z
chio di centro # = 0 e di raggio 1, lo sviluppo (51) in frazione con-
tinua e l’espressione in forma d’integrale definito valgono per tutto
il piano, eccettuato il segmento — 1 ... |+ 1 dell’asse reale.

sferiche di seconda specie. Poiché log ¢ una funzione analitica

1
tenze di 1/x della funzione -—2~10g ¢ valido solo fuori del cer-

62. — La relazione (50) si pud anche scrivere
1
1 dt
Ol =5 Palo) [ ;o5 — Mol

21
os8ia

P,
=t [P0 Do) g L ft_w‘ Nat@).

Ora si noti che il primo integrale e funzione razionale intera di «
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per essere P, (t) — P, (x) divisibile per ¢ — x, mentre il secondo o
sviluppabile in serie di potenze di 1/x nulla per x = co. Se ne con-
clude che deve essere, separatamente,

1
P, ) d
(52 Q=5 [0,
]
1 [ Py(t)— Po@)
' (T) — Py (x
2

Ma €, (x) & nullo dell’ordine n -+ 1 per x = oo, lo stesso dovra
essere quindi del secondo membro, e si avra pertanto

1
(53) jmmﬂm:o, (k=0,1,2, cc,n—1).
—1

Ne risulta che
1

fmmRmm

—1

¢ nullo per ogni polinomio razionale intero R (¢} d’ordine inferiore
ad n, e in particolare

1
(54) /Pm ) Po(t)dt =0
-1
purche sia m 3= n». Da questa ultima proprietd si deduce senza dif-

ficolta che lo sviluppo di una funzione analitica in serie P, (x) non
pud farsi che in un sol modo ().

63. — Le P, (x) essendo, come si & detto, funzioni ipergeome-
triche in cui due parametri, al variare di », variano per numeri in- -
teri, soddisfano ad equazioni differenziali lineari aventi eguale gruppo.

() Le proprietd date in questo § sono conseguenze immediate della teoria
elementare delle frazioni continue algebriche, sulle quali vedasi le indicazioni
date in prinecipio del § 21.
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Tali equazioni si potrebbero ottenere dalla ipergeometrica, ma vi si
puo giungere anche col seguente metodo. Posto

R=Jr—2tax+1,
si ha facilmente

R ”#R

(1 —af) Sg £ g =0
. . ok t .
derivando rispetto ad x, e notando che Fr iy viene
8* (A1/R) 6 (1/R) &* (t/R)
gy — O'
(I —a 9 x* 2w dx + ot !

sostituendo per 1/R lo sviluppo 3 P, (x) ¢, ed uguagliando a zero
il coefficiente di t*, viene Pequazione differenziale lineare delle P, () :

arp, dp
5 2 " n —0.
(55) (1 —a?) g 2w q +nmn4+1)P, =0

La formula (52) mostra subito (§ 42) che @, (x) & un secondo
integrale di questa equazione, che insieme a P, ne da il sistema
fondamentale.

64. — I metodi del presente Capitolo, che abbiamo applicati al
caso semplice delle funzioni sferiche, potrebbero giovare con eguale
facilita allo studio di altri sistemi pitt generali di polinomi. Citiamo,
ad esempio, quelli ai quali da luogo la serie ipergeometrica in cui per
uno dei parametri « e § si sostituisca il sistema dei valori — 1,
— 2, —3, ..., al quale caso appartiene il sistema di polinomi consi-
derato prima dal JacoBI (!), poi studiato da DARBOUX (?). Le pro-
prieta di tali polinomi, segnatamente la possibilita di sviluppare una
data funzione analitica in serie procedente per essi e le relative con-
dizioni di convergenza, si ritroverebbero in modo assai semplice me-
diante i metodi qui sopra indicati, metodi che si prestano ancora
allo studio di sistemi ricorrenti di ordine superiore al secondo, quali
si offrono per esempio nelle formule di riduzione degli integrali ipe-
rellittici.

Agosto, 1894.

(%) Crelle, T. 56, pag. 149.
(®) Journal de Mathématiques, S. III, T. IV, 1878.



