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8 2 0 TITO VOLTERRA — OSSERVAZIONI SULLA MIA NOTA, ECO* 

Sulle • operazioni distributive commutabili 

.con una operazione data; 

Nota dei Prof, SALTATORE PINCHERLE, 

In una Nota intitolata: " Sulle operazioni funzionali distri' 
, e pubblicata nei Rendiconti delia E. Accademia dei 

Lincei (S. V, T. IV, 17 febbraio 1895) ho studiato le proprietà 
generali di quelle operazioni che applicate ad una funzione ana
litica danno come risultato una funzione analitica^ e che godono 
inoltre della proprietà distributiva (*). Studiando, come ho fatto, 

(*) Dalla formula (7) della citata Nota risulta ch< . ' ' ,nc f wzioralc 
distributiva A(<p) può , almeno formalmente, rapi -, *, , --«oc'amo "jna 
serie procedente per le derivate successive della l ! - frr.ria n̂ . Ne 
risulta immediatamente la possibilità della rappresem-a/iiuiio iO^nalc di ogni 
tale operazione sotto forma di un integrale definito J k{x,y) <p(y)dy, dove 
A(x,y) e mia funzione di due variabili la crii natura dipende dalle proprietà 
dell'operazione considerata. Il prof. Volterra mi ha fatto notare come, sotto 
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in modo sintetico ed astrazione fatta da ogni loro rappresen
tazione, i caratteri generali di questa classe di operazioni; si 
presentano questioni nuove ed interessanti che offrono una 
qualche affinità con quelle relative alla teoria, dei gruppi di 
trasformazioni (*); una di queste questioni, e precisamente lo 
studio delle, proprietà del greppo delle operazioni distributive 
commutabili con una operazione data? forma l'oggetto della pre
sente memoria e spero che non riuscirà priva di interesse la 
semplicità delle considerazioni che permettono di ottenere le 
proprietà generali dell'accennato gruppo e ohe conducono alla 
risoluzione delle equazioni funzionali cui esso dà orìgine. 

1. In ciò che segue si rappresenteranno colle lettere greche 
funzioni di una sola variabile? appartenenti ad un determinato 
insieme o campo funzionale; le lettere romane minuscole deno
teranno numeric le maiuscole significheranno operazioni funzionali 
distributive che applicate ad una funzione . dei campo funzionale 
considerato danno come risultato una funzione appartenente allo 

questa forma, le operazioni funzionali distributive vengano a formare il 
primo anello delia catena di operazioni funzionali rappresentate dai suc
cessivi termini dello sviluppo ili serie (estensione di quello del Taylor) ohe 
egli ha fatto conoscere nella sua Nota I: Sopra le funzioni che dipendono 
da altre funzioni (R. C. della R, Accademia dei Lincei, S. IV, T. Ili, 1837). 
Le operazioni distributive sarebbero, in quest'ordine di idee e nel campo 
delle operazioni funzionali, ciò che le funzioni lineari sono nel campo delle 
funzioni. Porse il metodo sintetico con cui, nella citata nota, ho iniziato 
lo studio delle operazioni distributive, metodo che permette dì prescindere 
dalla rappresentazione dell'operazione sottoxforma d'integrale'e facilita la 
considerazione della sovrapposizione (o prodotto) di due o più simili opera
zioni, si presterebbe con analoghi vantaggi allo studio delle operazioni più 
complesse rappresentate dai termini d'ordine superiore nel ricordato svi
luppo del prof. Volterra. 

(*) 11 dott. Levi-Oivita in alcune recentissime note pubblicate nei Ren
diconti del R. Istituto Lombardo, si è proposto ed ha risoluto con successo 
due interessanti problemi relativi ai sistemi dì operazioni distributive; 
questi lavori fanno fede del giovamento che offrono^ in questo genere dì 
ricerche, i metodi applicati dal Lie nello studio generale dei gruppi dì 
trasformazioni. 
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stesso campo. Sul campo funzionale sì fa per ora la sola ipol-ysì 
che se ad esso appartengono due funzioni cp? ipf vi appartenga 
pure la funzione aq> + iip, a e b essendo costanti arbitrarie. 

2. Eseguendo sul risaltato IJI dell'operazione ad un valore 
A (q>) (*) la nuova operazione B, si dice di avere eseguito su cp 
l'operazione BA, prodotto di A per B. Le operazioni A, B sono 
commutabili quando sia AB ~ BA. 

Data l'operazione A, l'insieme delle operazioni commutabili 
con essa costituisce un gruppo nel quale si contiene anche l'ope
razione unità; lo studio di questo gruppo forma l'oggetto della 
presente Nota. 

8, Chiameremo radici od integrali di un'operazione A quelle 
funzioni cp per le quali è 

A (cp) = 0. 

Per queste radici^ di cui noi considereremo quelle soie che 
appartengono a l campo funzionale T cui conveniamo di limitarci, 
valgono le seguenti osservazioni: 

a) Se ax, a2? ... a,, sono radici appartenenti al campo 1", 
sono pure tali cxax -f- c2a2 -f- ... -|- crar, essendo cl3 c2ì ». cr 

costanti arbitrarie; 
b) Denotando con a una radice arbitraria dell'operazione A, 

l'operazione inversa A^1 non sarà generalmente ad un valore, 
e se è A""1^) — ip, sarà anche A'~J(cp) — ip '-f- a;. 

e) Dette linearmente indipendenti r funzioni fra cui non 
passi alcima relazione lineare omogenea a coefficienti costanti, 
se nel campo funzionale f che si considera l'operazione A am
mette r e non più radici au a2j ... <xr linearmente indipendenti, 
queste si diranno, formare un sistema fondamentale di radici m 
quel campo. Ogni altra' radice appartenente a F avrà la forma 

a = c1a1 -f- c2a2 -f- ... + crotr; 

(*) Quando non sia dichiarato espressamente il contrario, le À, B, 
sono operazioni distributive ad un valore. 
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essa si dirà radice particolare se delle costanti cXl o2, ... cr sì 
assegnano ì valori, radice generale invece se le costanti sì la
sciano indeterminate. Ogni sistema di r radici particolari 

a'i = %(% -f- ci2% ••!- ... ~f- ciran (l -~ 1., 2, ... r) 

i 

costituirà pure un sistema fondamentale nel campo considerato 
quando il determinante (cn c22 ••• Ar) sia differente da zero. 
Essendo «1? <x2, ... ar linearmente indipendenti,, l'insieme delle 
funzioni rappresentate da ^ c ^ -|- c2a2 + ... -f- crar .si dirà ss-
sfewa lineare d'ordine r ; se A ammette come, radici tutte le 
funzioni di un sistema d'ordine r, questo sistema si dirà per 
brevità una radice d? ordine r, 

4. a) Siano A, B due operazioni ad un valore, commutabili^ 
senza radici comuni; sia a una radice di A. Sarà 

AB (a) = BA(a) — 0, 

e perciò B(a), non potendo essere zero, sarà pure una radice 
di A. 

b) L'operazione A abbia nel campo f una radiée generale 
d'ordine r, e sia «1? a2, ... ar un suo sistema fondamentale; B(af) 
essendo radice di.a e (§ 1) nello stesso campo funzionale, si avrà: 

B(af) = end! + ci2a2 4 - ... + c* ra r .= af
tJ (i = 1, 2, 3 , . . . r ) . 

La «f
1? af

2? ....ar
r formano un nuovo sistema fondamentale ; 

se infatti fosse 

c'i<*\ + cf2«?2 + ••••+ ';'»aV ~T:"T °̂  

ne verrebbe 

B ^ d - L -f- C'20t2 + eee 4" ^f^r) ^ 0 

il che è impossibile poiché c\ at -f- c\ a2 Ar ... -[- ^r ar non è nulla, 
per essere le «1? «2f ... ar linearmente indipendenti, uè radice 
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dì B, per essere A e B senza radici comuni. Ne segue che ogni 
radice a di A del campo considerato potendosi scrivere 

' - a = M i + A2a'2 +... + K*'» 

dove h1? h2ì ... hr sono costanti opportune^ sarà 

B ^ c x i + h2a2 + ... + hrar) = a, 

talché esiste sempre una radice q> di A tale da soddisfare al
l'equazione B (qp) = «, essendo 5 radice arbitrariamente data 
della stessa A. La soluzione più generale dell'equazióne 

(1) B-(cp) = 5 

sarà, detta a(11 la radice di A che vi soddisfa: 

<p = a'1» + p, 

essendo p la radice più generale di B, 

e) Se a è la radice generale dì A, la soluzione cp della 
equazione B(q>) -~ « sarà pure la radice generale di A, poiché 
posto « = • Ci a, -f ... 4 cr ar ? si ha cp = ^ a ' j -f- — H~" ^ a ^ 
dove cA, ... £,. sono arbitrarie e a^ ... a'r linearmente indipendenti, 

ci) Data l'equazione A B (q>) -~ 0; ed essendo a, P gli in
tegrali generali di A o B, Foquazìone sarà soddisfatta sia per 
B(cp) = 0, cioè qì = p, sia per B(cp) = a; ma la soluzione 
generale di quest'ultima è .a -}- p, talché a - ] - p è pure la 
radice- generale di AB. 

Le considerazioni del presente § si riassumono nella se
guente proposizione: 

u Siano A, B due operazioni commutabili, senza radici co-
a muni? e le cui radici generali nel campo funzionale che si 
lc considera siano d'ordine finito. Applicando ad una radice par-
a ticolare o generale di A l'operazione B, si ottiene da capo 
u una radice di A, rispettivamente particolare o generale, e la 
& radice generale dell'operazione Al) nel campo funzionale con-
u siderato è la somma delle radici generali di A e B „-



SULLE OPERAZIONI DISTRIBUTEE COMMUTABILI, ECC. 8 2 5 

L'ordine delle radici di A, B essendo r ed / • rispettiva
mente r -f- rr sarà l'ordine della radice generale di AB6 

5* Quando le operazioni commutabili A, B hanno radici 
comuni, la proposizione precedente è soggetta ad una modifi
cazione. Detto ancora «1? a2, ••• ar un sistema fondamentale di 
radici di A, le a5+l5 as+2,... ar siano comuni anche a B, essendo 
o < s < r. Si ponga 

£((%) = af
1? ... B(as) = af

SJ 

e le a'x, af
2, ... a's saranno radici di A, senza relazione lineare 

poiché se fosse ct a
f
t -{- ..... -f- cs oef

5 = 0, dovrebbe .essere 
c1a1 - ] - ... -(- £*<** nullo o radice di B; mentre nuljo non può 
essere poiché àx ... ar formano un sistema fondamentale, e nem
meno radice di B poiché fra le ce sono tali as+l ... an linearmente 
indipendenti dalle precedenti. Ora qualunque radice ci di A ap
partenente al sistema d'ordine s definito da «f

lf af
2l ... ftf

s? sarà 
tale che la soluzione cp dell'equazione 

(1)' B(q>) = a 

sia pure una radice di A; ma se nella (1) la ri rappresenta una 
radice non appartenente al detto sistema d'ordine s, la equazione 
non ammetterà una soluzione q> che sia radice di A. Si può 
ammettere che la (1) non abbia soluzione nel campo funzionale 
che si considera, come si può ammettere che ne abbia una, che 
diremo L 

Variando il secondo membro à della (1),. Yarierà la X, ma 
essa non potrà avere più di r — s determinazioni che colle a e 
le p formino un sistema linearmente indipendente : siano infatti 
X0, \l? .,, Xr_„ r — s 4™ 1 determinazioni di X; si avrà 

B(X0) = a01, BfXj) zzz a ^ _ ? > l V J = cr-'>, 

B (at) = aV B (a2) = a'2, ... B (a,) = a',; . 

ora fra i secondi membri passa necessariamente una relazione 
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lineare? onde dovrà essere per coefficienti ç0,... cr__8 opportuni e 
per un'opportuna radice a-di A: 

B(CQ\Q + c^i + ... -J- c r_A-* + a) = 0, -
onde 

CQ\Q -f- c j ^ + ... + 0 , - A - , + a = p, 

cioè le X0? ... Xr_s, le a e le p sono linearmente dipendenti. 
Essendo X1? X2,... le soluzioni dell'equazione (1), indipendenti 

linearmente fra loro e dalle a e p e perciò in numero di r — s 
' al più nel campo funzionale che sì considera, ed indicando con X 
una combinazione lineare qualunque delle \ly X2, ...» la soluzione 
più generale della equazione 

(2) ' AB(cp) = 0 

sarà cp = X -{- <* + P; infatti la (2) non è soddisfatta, oltre 
a <p. = 0, che per q> = p o B(cp) .= a. La proposizione che 
termina il. § precedente va dunque, nella nuova ipotesi, modi
ficata come segue: 

" Siano /i7 E due operazioni commutabili aventi nel campo 
u funzionale clic si considera, un sistema di radici comuni di 
u ordine finito. La' radice generale della operazione AB nel 
a campo che si considera sarà della forma X -f- a -f- P? a? P 
a essendo le radici generali di A e B rispettivamente, e X un 
" sistema lineare di nuove funzioni ; l'ordine del sistema X -{- a -f- P 
a non potendo superare la somma degli ordini di a e p ». 

8.-Dalle proposizioni dei §§ precedenti si deducono facil
mente varie conseguenze ; ad esempio : 

a) Se A], A.2, ... An sono operazioni commutabili senza 
radici comuni^ ed a{ rappresenta la, radice generale di A„ del
l'ordine. rif Foperazione Â1A2... Aw avrà per radice generale nel 
campo che si considera la % - j - a2 -|- ••••• H~ a«? dell'ordine 
rx - j - r2 -f- ..... -f- rn; 

>7>) P-e le Ak. /L, .. Aw hanno radici comuni, la radice ge
nerale di Aj AVj , . A„ Wtì, nel campo"funzionale che si considera, 
dell'ordine >j j- /*, -f ... -f~ rn al più, ed in essa sarà contenuta 
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la os3 |~ a2 4" **• 4" an che, in questo caso, è d'ordine inferiore 

ad f t 4" r2 4 - + rn ; 
e) Be Foperazione A ammette, in un campo funzionale f, 

la radice a delF ordine r, Foperazione Aw ammetterà in quel 
campo una radice generale dell'ordine tir al più, in cui saranno 
contenute le radici di A, A2, ... A*"1. 

7, Mei campo funzionale che si considera la radice dell'o
perazione A sia solamente-del prim'ordine: detta a0 una radice 
particolare le altre saranno fiuncjue della forma cc% essendo e 
una costante arbitraria. L'operazione A2 avrà dunque al più una 
radice del secondo ordine,.,., Foperazione A" al più una radice 
dell'nsimo ordine; ed indicando rispettivamente con «1? a2j ,.. an_x 

una soluzione delle equazioni 

A(q>) = a0? A(q>) = au . . . A(<p) = o ^ , 

la radice generale di An sarà della forma 

£?0«0 4 - ^ a j 4" ... + c»-ia»-i. 

Il sistema a0, c^, ... è dunque deinito da 

(3) A(%) = a0, A(a2) = au A (a3) -» a2 '2? 

Sia ora B un'operazione commutabile con A ; per il teorema 
del § 4, la B (a0) sarà da capo una radice dì A, cioè della forma 
fc0«0? essendo ^0 una costante determinata, per la medesima 
ragione B(«Xj) sarà una radice di À2^ cioè sarà: 

• B ^ ) — i^cio 4 - ^«i?-
f 

prendendo Foperazione A da ambo i membri? viene 

kQ «0 — c1 <x0, onde cx = h07 

talché 

B(aj) = 4ia0 + kQat, 
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Analogamente .NB (a2) sarà una radice di A3
? e si trova in 

modo analogo 

B(a2) = fe>«o -f- kxax + 'k0u2 

ed in generale 

(4) B(an) = knu® + kn^ax + ... + M»-i + *oa«-

Data la successione (3) e la operazione B, esiste dunque 
un sistema perfettamente determinato di coefficienti k0j klr.«knj... 
mediante i quali sì costituisce il sistema delle eguaglianze (4). 

• 8. u Abbiasi ancora l'operazione A con una sola radice di 
" prim'ordine nel campo funzionale considerato [~, e sia B una 
* operazione che ammetta pure quella radice. E possibile di 
u determinare un'operazione distributiva X ad un sol valore nel 
a campo funzionale . considerato, e tale che 

' B = XA „. 

Infatti, sìa cp una funzione del campo f~; si avrà A(cp) = x> 
B(cp) -=: ip, essendo x? W funzioni dello stesso campo f\ L'opera
zione X è quella che applicata a x? dà ip come risultato. Ora 
dall'essere A e B distributive^ segue che l'operazione X, appli
cata a Xi -f- X2? dà i|i| -|- ip2 come risultato ed è perciò distri
butiva; inoltre essa è ad un valore poiché se a x potessero 
corrispondere le due funzioni ip e ip', esisterebbero due funzioni 
cp, cpr tali che • 

A(cp) = A(cp') ~ x mentre B(cp) = ip, B(cp') = tpf. 

Se ne deduce cp'- = cp -f* a0? dove a0 è radice di A; ma 
la radice di A essendo tale, per ipotesi, anche per B, ne risul
terà B(cpf) = B(cp) e perciò ij/ non potrà differire da vp. 

La proposizione precedente vale qualunque siano le opera
zioni distributive A e B , purché ad un valore. Se ora A e B si 
suppongono commutabili, dico che sono commutabili anche A 
ed Xe Si prenda infatti x come funzione data; ne verrà 
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AX(x) = A(qi) = AB(q>); 

ma A è commutabile con B, onde 

AX(x) = BA(q>) = B(x), 

cioè 

B = AX. 

98 Data l'operazione B ad un valore e commutabile con A, 
che come nei §§ precedenti ha nel campo f solo una radice di 
prim'ordine, si formi la successione di funzioni <x0, «1? a2...... 
come al § 7, indi, come è indicato- a quello stesso §, si deter
mini il sistema di costanti kQì kh Jc2r.. tali che 

(4) B(«n) = knaQ + An_la1 + ••• + *o«»-

La operazione B — kQ ammetterà come radice a0, e perciò 
per il § precedente si potrà scriYere 

B(<p) - fco<p = BjAtcp) = AB^cp), 

essendo Bx un'operazione ad un valore. NelFuguaglianza prece
dente si ponga qp = ax; se ne deduce 

Bx(ot0) = fcxOo, 

talché F operazione Bl — kt -ammette come radice a0, ed appli
cando il § precedente, si può ancora scrivere 

Bifo) — J*? = B2A(q>) — AB2(<p), 

essendo B2 una nuova operazione ad un valore; da cui 

B = kQ + JfciA + B2A2. -



880 • SALTATORI PINCHERLE' 

In modo analogo' sì sostituirà in quest'ultima uguaglianza 
la a2 al-.posto della funzione arbitraria e si troverà 

B2(a0) = k2a0 

onde JB2 —- k2 ammette la radice <x0, e così via: giungendosi 
finalmente alla uguaglianza 

(5) B = *o + kx A + k2A
(" + ... + k - x A - 1 + EnA\ 

dove Bn è un'operazione ad UQ valore commutabile con A e 
quindi con A", 

10. Nella formula (5) così ottenuta il valore di n è arbi
trariamente grande. .Ammettiamo ohe per le funzioni di un campo 
funzionale Yx contenuto in T il termine BBAW tenda a zero quando 
n cresce indefinitamente; la operazione B viene allora rappre
sentata in tale campo da una serie procedente per le potenze 
delfoperazione A: 

(6) k0 + h A + jfe2A
8 + ... + knA

n + ...... 

in cui il sistema dei coefficienti hQj ku ... Jcn,... è univocamente 
determinato, come si è visto. 

Reciprocamente ogni serie della forma (6) rappresenta per 
le funzioni che ' la rendono convergente o, come diciamo, nel 
campo funzionale in cui essa si mantiene convergente, una 
operazione. distributiva ad ;un valore e commutabile con À. Al 
campo di convergenza delle serie (6) appartengono certamente 
le funzioni a0, au a2ì ..,, poiché per esse la serie si riduce ad 
un numero Ibi ito di termini. 

Diremo che un'operazione è regolare in A quando è rappre
sentabile mediante una serie di potenze di A a coefficienti co
stanti. Nel suo campo funzionale di convergenza, il quale è 
costituito per lo meno dalle funzioni a0, alf ..., questa operazione 
è ad un valore e commutabile con A. La moltiplicazione delle 
operazioni regolari, in A sì fa colle regole stesse della molti
plicazione delle serie di potenze di una variabile. Reciproca-
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mente ogni operazione commutabile con À e ad un valore è, 
per il § 9, regolare in A in un campo funzionale costituito per. 
lo meno dalle funzioni a0, ai, . . . 

Fra le operazioni regolari in A vanno specialmente consi
derate quelle per le quali la serie (8) si riduce ad un polinomio, 
e che si possono chiamare forme lineari in A a coefficienti costanti. 
Per tali operazioni il campo di convergenza è costituito dal 
campo funzionale in cui è valida l'operazione A stessa. Esse 
formano un. gruppo7 e la loro moltiplicazione è soggetta all'iden
tica regola della moltiplicazione dei polinomi ordinati. 

i l . 1/operazione 

(7) F = An + axk"-1 + ... + an^A + an 

dove le aìf a2,...an sono coefficienti costanti, cioè indipendenti 
dalia variabile che figura nella funzione arbitraria 9, è dunque 
la forma lineare in A, dell'ordine n; la più semplice, cioè la 
forma di prim'ordine, verrà indicata colla lettera E e porremo 

E0 = A — a, ovvero Ea(cp) = A (9) — «cpe 

Dimostriamo come ogni forma di ordine n sia decomponi
bile in un prodotto di forme di prim'ordine. A tale oggetto? 

basta l'osservazione che la ̂ moltiplicazione delle forme lineari 
in A è quella stessa dei polinomi ordinati': se dunque coi coef
ficienti ah Og,..., an formiamo il polinomio 

• u(z) = zn + a>izn~l + ... + #n-i£ + a« 

ed indicando con zh z2j ... zs la sue radici dei rispettivi ordini 
di moltiplicità r1? r2, ». rSJ lo scriviamo nella forma 

{z — ztf* (z — ztf* ... [z — zs)
r^ 

* 
la forma F si potrà scrivere 

Atti della E. Accademia — Voi. XXX, 57 
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\0) Jj — JhBt IhZ9 . . . Mi, <s
s ì 

do¥e i fattori E*f sono fra loro commutabili. 
Sempre per la validità della ordinaria regola di moltipli

cazione, potremo esprimere An per le potenze di Ez e viceversa 
mediante la formula del binomio, e quindi esprimere F in forma 
ordinata per le potenze di Ez anziché di A, mediante l'espressione 

(9) F = «(*) + nf(z) Mz + g BJ + ... + E;, 

dove Ttf(z)f n" (#),... sono le successive derivate del polinomio n(z). 

12. Consideriamo ora le radici dell'operazione E*, ed am
mettiamo che in un campo funzionale cui ci si limiterà, questa 
operazione abbia una sola radice, funzione analìtica di z, e che 
indicheremo con a (#,#). Questa radice sia regolare nelFintorno 
di un punto del piano z chef per la trasformazione indicata dalla 
formula (9), si'può.senza restrizione supporre in ^ = 0: e sia 
pertanto -

(10) a(x,z) — a0(x) -f- ^\{x)z + a2(x)z2 -J- ... + «B(>K + ... 

Questa funzione gode di proprietà notevoli e che si rica
vano facilmente: 

a) anzitutto si ha A(a0(a?)) = 0, onde a0 è la funzione 
indicata con questa stessa notazione al § 7; astrazione fatta 
da un moltiplicatore costante arbitrario; 

b) si ha poi? da 

A (a(#,#)) = ZOL(X,Z) 
che 

(11) An(a(x,z)) — zna[x9z) 

e da questa 

Tkn A
 w(u (#,#)) = a(x,z) Tknz

n. 

Usando ih simbolo f (À) ad indicare la funzione analitica V 
applicata al simbolo' d'operazione A, sul quale concetto si tor-
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nera in seguito, osservando che esso è fin d'ora stabilito ogni 
qualvolta iy sia ad indicare una funzione razionale intera od 
una serie di potenze, l'uguaglianza precedente si potrà scrivere 

(12) f(A) )a(x,z)){ = <x(tf,3)iji(3). 

e) Si ha in particolare? essendo Ea = À — a: 

(13) Er {a(x,z)) — (z — a)ma(x,z). 

Ma se a è un valore di z pel quale la funzione a(xfz) sia 
regolare, si ha 

a(x,z) = a(x9a) + (z — a) ^ -f- ^f ^ + ...» 

onde prendendo l'operazione EJ1 dai due membri, tenendo conto 
della (13) ed uguagliando i coefficienti delle medesime potenze 
di z — a, si ottiene 

t 

(14.) E-afoa) = 0, E ^ - 0...... E? ^ = 0. 

(14) • E : ^ = mla(x,a). 

(141 E- ^ — ?-±^ ! - ^ 
l l * c | a da«+v — v! da'* 

d) In particolare, facendo a = 0, Ea si riduce ad A, e 
sì ottiene dalle formule precedenti 

Aa(o?,o) = 0, A L ; _ = <x(#,o),..... 

talché le a(*,o), ( £ ) _ , - L f g ) ... 1 ( g ì ,...', cioè i 
^ s / * ^ ' 1.2 U-a /«-o' '*' v! \dsy . 

coefficienti dello sviluppo (10), non sono altro che le funzioni del 
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sistema indicato ai §§ 7 e- seg, con <x0, al9 a2,... e come tali 

la vsima di esse (T-V=^) A annulla la Av e le potenze successive 

ma non le precedenti di A. 

e) Inversamente^ se una successione .di funzioni r\0t r\h n25..e 

è tale da dare 

A (rio) = 0, A(%) =z n0,... A(n„) = n«-i...... 

la serie Tr\nz
fl> soddisfa all'equazione À(qp) ^= 09» 

. f ) Dalle (14) si ricava senza difficoltà la formula 

HA \ A lòma\ ^a ' 1 dro"]a 

(14d) A ( è > ) = a _ + w 

dì cui faremo uso più volte in seguito. 

g) Infine foperazione B essendo commutabile con A, sì 
avrà 

ABoe(^?i) "~ BA«(^?2?) = 2B01 (#,#), 

cioè Ba(#,£) è una tale funzione da soddisfare pure ad A(qp) = #cp: 
si può quindi dire che la soluzione dell'equazione A(<p)=#cp 
rimane invariata per ogni operazione del gruppo commutabile 
con A. 

13. Se nel campo funzionale che si considera foperazione A 
ha una sola radice, anche foperazione E. non può avere che 
una sola radice che sia funzione analitica di 2; regolare nell'in
torno di z — 0. Infatti, essendo r\(x,z) — HLr\nz

n radice di E*, 
sarà come si è ' visto 

• A ( T I O ) ~ 0 , k ( n t ) = n 0 » A ( % ) = n i » - - » 

onde intanto % n o 1 1 potrà differire da a0 se non per un fattore 
costante» Sarà dunque A (ni) = caQj onde ni — mi "f* (^a°" 
Ma A (%) = cax -(- cfaQj onde % = ea2 + crax -f-.c"ao» e^' ^B 

generale 

. ì)B = con' + c'a^ + cffa„^2 + ». c?w«0. 

,...,«s 
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pertanto 

nO»,s) — I(can + cfan^ 4- ... c'n\)zn — a(x,z)Zc{n)2r, 

.cioè non differisce da a(xfz) che per un fattore indipendente da x. 

14. Come applicazione dei risultati precedenti, ci proponiamo 
la risoluzione del sistema di equazioni funzionali simultanee 

A (qpi) = an fi + al% cp2 -f ... + alft cpw 

A(qp2) = «gì <Pl + «22% + ». + «2n% 
(15) 

•A ((pB) = anl (pj + «n2 ̂ 2 + - + «ni» 9n 

essendo A un'operazione distributiva data? di cui sia nota la 
funzione a(x,z), « l l r . . . ann essendo n2 costante date? a determinante 
differente da zero? e cpl? cp2? ... ^n essendo n funzioni incognite? 

linearmente indipendenti» -
A tale oggetto^ osserviamo che se giungiamo a trovare n 

costanti mìf m2l... mn tali che, posto 

m1q>1 4- 2̂<P2 + - + mn^n — ¥ 
sia 

A(f) = k\\f, 

ne risulterà ip = a (#,&). Ma se esistono tali costante il sistema 
{15) ci darà 

n 

2f%RlCPi 4" «i2% + - + «tn <Pn) = ^ ( ^ i f ! + ». + ^» <Pn) 

e non essendovi relazione lineare fra le qp1? cp2, ... <Pn, ne conse
guirà il sistema 

(an — k) mt 4" a2i m2 + ... 4^ a«i mn — 0 

\ aln m1 4^ «2» M>2 + ... + (a«,« — &) wn = 0 
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onde ft è radice dell'equazione (caratteristica) : 

f (ft) = 

«12 

K #21 « • • «ni 

«22 ~ ~ ^ • • • «»2 

^2» . . . a» ft 

Ad ogni radice di questa equazione corrisponde un sistema 
dì valori per mì9 mt,... mn e quindi una funzione VJì. Se le radici ft 
sono tutte distinte^ ft1? Jc2,... ft„, si avranno in conseguenza le w 
funzioni y 

« ( ^ f t j ) , « ( % f t 2 ) ? . . . . . a(^iftB) , 

e da queste risulteranno le funzioni richieste cpl? çg?... cpn nella 
forma • 

(16) <p< = e.!<*(#,*!) + ... + .̂„a(aj,A^) (i = 1, 2, ». n) . • 

Se l'equazione f (ft) = 0 ha radici multiple, e sia ad esempio 
ft una radice doppia, sostituiremo alle (p1? q>2,... <p„ espressioni 
lineari omogenee rispetto ad esse; con ciò non muta l'equazione 
stessa^ e presa per una delle <p, ad esempio per cplf la ip = a(xfk)f 

avremo-in luogo del sistema (15) l'altro: 

A (tfi) = ftf, 

Q (q>2) = A21 l|l + A22 ̂ 2 + - + hn <P« 

A (q>n) = Anli|i -f- ^w2 <p2 + ... + A«» <pw 

la cui equazione caratteristica, divisa per ft — ft, diviene • 

A, 22 ft Ao. 0 

%2 
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ancora soddisfatta da h = h. Perciò si può soddisfare al sistema: 

(hn — 1) Z2 + *82 *s + • • • + K2 4 = 0 

2̂3 h + (̂ 33 — &) *8 + • • • + «̂3 4 = 0 

hn k + hn h + » • • + (A« — *) 4 = 0 

cioè si può determinare una funzione ^ tale che sìa 

Vi = h ¥ + k <P2 + • • * + 4 q>» 
con 

Quando l'equazione caratteristica ha una radice doppia k, 
sì hanno dunque corrispondentemente due funzioni iy, i^ tali che 

A (y) = jfcy, A(fi) = feipj + Ai|i; 

analogamente si dimostrerebbe che quando l'equazione caratte
ristica ammette k come radice tripla, si hanno corrispondente
mente le tre funzioni ip? i^, v|i2, tali che 

(17) A(i|i) = *i|i,.A(i|i1) = ïi|;1 + Ai|i, A(i|i2)=fti|i2 + AVi + ^ , 

e così via. 
Infine le relazioni (14d) del § 12 permettono di Yerificare 

senza difficoltà che essendo a(x,k) la soluzione della prima delle 
(17), la IJ/L, soluzione della seconda, è 

* = i ^ - U + « • < * • * > • 

e la i|i2, soluzione della terza? è 

* = (^U +c (--^'U + «<**>• 
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e così via. In tal modo sì è ottenuta in ogni caso la risoluzione 
del problema proposto. 

15. Come seconda applicazione, proponiamoci di trovare le 
radici dell'operazione F, lineare e dell'ordine n rispetto ad A; 
in altri termini risolviamo l'equazione funzionale 

(18) F(<p) = Aw(q>) + ^ À - 1 (q>) + ... + a^kfa) + anq> = 0. 

Se ne potrebbe ottenere la soluzione riportando Ja questione 
a quella risoluta nel § precedente; sembra però preferibile di 
trattarla direttamente. All'uopo, poniamo come nel § 11 

ir (z) = zu + atz
n^1 + ... + an-iz + an; 

essendo 

IT (z) = (z — Zj'i (Z -r- Z2)
r* ... 0 — Zg)

r», 

e posto Ej — A — Zi, la 1 si potrà scrivere sotto forma di 
prodotto: 

(19) • F = E^i E/». . . E/». 

Cominciamo dal considerare una delle operazioni che entrano 
a fattore in questo prodotto e che indicheremo genericamente 
con Er. Come sappiamo (§ 6, e) essa ha al più r radici linear
mente indipendenti nel campo funzionale in cui A ha la sola 
radice ce0; dico'- che fra le r funzioni 

che annullano la Ef non può passare relazione lineare. Ammet-
tendo infatti una tale relazione 

da s , òr-"xa A 

ed-eseguendo r - ~ 1 volte l'operazione A, ricordando la (14d) 

e ponendo per brevità a\ ... e 

tiene il sistema di equazioni 

dot òr~*ci • i, 
e ponendo per brevità a\ ... <xlr~l) in luogo di ^-,... T-^T> S1 ° 
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CQU - | - cxa' 4 . - + Cr-xcfr-1* — 0, 

(c0z -f <a)<* + M 4 ^ ) « r 4 (c2a 4 3r 8)a"4- . . . + c^za^ ^--.0, 

(c0z
2 + 2c1z-\-2c2)a-{- ( c ^ M " 4 c v 4 6c%)«f + . . . + cv^2« ( r^ l ì = 0, 

il che è inammissibile, poiché note considerazioni di algebra di
mostrano che il determinante del sistema è differente da zero. 

:'•: La Er ha dunque una radice generale delFordine r; due delle 

H E**, E/*; non potranno avere radici comuni, talché (§ 6, a) la 

radice generale della F sarà ìa somma delle radici generali di 

E?, E?, ... Ej*, e sarà data pertanto dalia formula 

(20) cp = Û [c i<0a(a;,^ 4 ^.i - ^ 4^ ... + elr^i J^r^)' ' 

18. Volendo determinare le radici non più di una forma 
d'ordine finita in À, ma dì un'operazione qualunque B commu
tabile con A, e di cui sia noto che la radice generale nel campo 
che si considera è d'ordine r, la espressione delle radici si può 
determinare riconducendo la questione a quella risoluta nel § 14. 
Si indichino infatti con Pb p2? ... Pf r radier di B costituenti un 

;; sistema fondamentale nel campo funzionale che sì considera; 
[ ogni altra radice in quel campo sarà formata linearmente con 

queste, ma anche A(pi) sarà radice di B (§ 4) e pertanto 

A m = ^;iPi + %P 2 + ... + ^ p r , (Î = 1, 2, 3, ... r) 

; che è precisamente un sistema della forma considerata al § 14. 

17. L'operazione B essendo regolare in A, si può chiedere 
se sarà tale anche l'operazione B^1 inversa di B. Ciò equivale 

t a cercare uno sviluppo 

(21) . kQ 4 - J^A 4 hk2 -4 . . . . . 
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per le potenze di A, tale che applicatavi l'operazione B si 
ottenga per risultato l'unità. Essendo 

B = c0 + <?! A + e2A
2 + ...... 

e ricordando che per le nostre operazioni commutabili valgono 
le leggi formali della moltiplicazione, avremo 

CQÈQ + (cj&o 4- CQJC^ A + (e2kQ + cjtx -f c0i2)A
2 + ..... = 1, 

alla quale si soddisfa certamente — non si può però dire esclu
sivamente. — ponendo 

CQKQ = 1, C1KQ ™j~ CQKI = 0, c 2 % i c i ^ i i c o % ^ ^ 0,.. . . .; 

dalle quali, se cQ è differente da zero? si possono determinare 
univocamente i coefficienti dello sviluppo (21), che sono quelli 
stessi dello sviluppo in serie dì potenze di z del quoziente 

C0 + C\ z + C2 2? - j - , 

L'operazione inversa di un'operazione B regolare in A am
mette dunque una determinazione che è pure regolare in A, e 
di eui sì possono facilmente calcolare i coefficienti. Oltre a 
questa determinazione di B̂ *1 se ne hanno altre, le quali però 
si ottengono tutte dalla prima aggiungendo una radice arbi
traria p di B; poiché se 

B_1 (cp) = ip, è anche B^1 (cp) — tjj -J- p» 

Altre determinazioni per B^1 non sono possibili. 
Se l'operazione B è una forma lineare in A, l'espressione 

che rappresenta B^1 sarà una serie ricorrente e tale sarà pure 
ogni prodotto della forma PFf1, essendo F, ¥1 forme lineari 
in A. In particolare si avrà^ essendo Ett = A — a: 

• E T 1 = ( A - a ) - l = — - - A j — ^ - , . . . , 
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18. Si osservi che le radici p di B non possono apparte
nere al campo di convergenza delle serie di potenze di A che-
rappresenta B""1. Se infatti a B-1(P) si applica l'operazione By 

verrà 

BB-1^) = B"LB(P) = B-^O), 

che è nulla poiché per B"̂ 1 si assume la determinazione rappre
sentata da una serie di potenze di À; mentre d'altra parte 
BB^(p) = P, il che implica contraddizione. 

Invece la radice a di A, e così le funzioni indicate ai §§ ? 
e seg. con al9 aZ} ot3,... sono nel campo funzionale di conver
genza della serie ottenuta per B""\ poiché per esse tale serie 
si riduce ad un polinomio. Sostituendo nella serie rappresen
tante B_1 la funzione a (#,#), si ottiene 

B"1 (a(#,#)) — a(x,2) (kQ -f- \z -f- k2z
2 -f- .....)• 

Se dunque la serie Tcnz
n ammette un cerchio non nullo di 

convergenza,, e cQ è differente da zero, la serie 

2L Kn Z 
Z Cn Zn 

ammetterà un cerchio di convergenza il cui raggio è il modulo 
minimo p delle radici di Tcnz

n, e per \ z \ <p la funzione a{x,z) 
appartiene al campo funzionale di convergenza della serie che 
rappresenta B~l. Si vede pure senza difficoltà che per ] z | < p 

anche v-, - y r v appartengono allo stesso campo funzionale. 

Riassumendo i risultati di questo e del precedente §, ab
biamo che 

u Se B è un'operazione regolare in A, coi termine indi-
u pendente da A differente da zerof 

00 

a fra le determinazioni di B°~l (differenti una dall'altra, per una 
g radice di B) ve n'è una pure regolare in A. I coefficienti del 
u suo sviluppo sono quelli del quoziente -—- sviluppato per le 
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u potenze crescenti di z. Lo sviluppo trovato è valido eerta» 
tó mente per ce0, ctb a,,... e, se Tcnz

n non è una serie costante-
u mente divergente, anche per o.(x,z) e per le sue derivate parziali 
u rispetto a z per valori di z in modulo abbastanza piccoli; 
" esso non può essere valido invece per le radici p di B „. 

19. Quando un'operazione B commutabile con A non è re
golare in A, si potrà dire, continuando l'analogia colla nomen
clatura della teorìa delle funzioni, che essa è singolare rispetto 
ad A. Ora nel campo funzionale in cui A ha una unica radice, 
non è possìbile che l'operazione B, singolare rispetto ad A, sia 
ad un valore: infatti sia a la radice di A; si avrà 

AB (a) = BA (a) = B (0), 

ma se B (0) fosse nullo ,• ne verrebbe B (a) — h0 a essendo kQ 

una costante e per conseguenza,' applicando il procedimento elei 
§§ 8 e 9, B risulterebbe regolare in A7 contro l'ipotesi. Onde 
B (0) è differente da zero e B non può quindi essere ad un va
lore nel campo considerato. 

Come esempio più semplice di operazioni non regolari in A 
abbiamo le A -1, A"™"™; tale è pure B^1 se B = AC, essendo 0 
regolare in A. 

L'operazione F~L, dove F = E t I1E%... E«f, è singolare ri
spetto ad E«,, Ea2, ... Ear;. e le singolarità si possono separare 
dando ad F^1 la forma 

j p - = c 1 E - 1 + c 2 E; / + ... + «.E"1; 

i coefficienti si ottengono colla regola stessa della scomposizione 
delle funzioni razionali in frazioni semplici. 

20 . Le considerazioni precedenti ci conducono senza diffi
coltà dal concetto dì forma lineare d'ordine r in A, — che è 
quanto dire funzione razionale intera del simbolo A — al con
cetto di funzione razionale fratta del simbolo A: per le quali 
funzioni valgono le stesse regole di calcolo delle funzioni razio
nali di una variabile numerica^ ma che a differenza di queste, sono 
a più determinazioni e si riducono a determinazioni univoche 
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solo mediante limitazioni opportune del campo funzionale. Si è 
così naturalmente condotti ad un passo ulteriore, a considerare 
cioè in generale le funzioni analìtiche del simbolo operatorio À : 
funzioni che sono definite da una serie di potenze di Â e che 
si può continuare, col metodo stesso della continuazione anali
tica della solita teoria delle funzioni, sostituendo alla serie di 
potenze di A le serie di potenze di Ea = A — a (*). In par
ticolare si hanno le funzioni X algebriche di A, definite da una 
equazione 

f (X ,A) = 0, 

dove f è funzione razionale intera dei due .simboli X, A, a coef
ficienti costanti, ed X si può sviluppare in serie di potenze 
di A, con considerazioni relative alla moltiplicata ed al campo 
di validità degli sviluppi che offrono grande analogia, ma anche 
alcune differenzef colla ordinaria teoria delle funzioni algebriche. 
In questo ramo del calcolo funzionale vengono a trovare il loro 
posto i tentativi fatti dal LIOUVILLE, dal HOLMGREN e da altri 
per uno studio delle derivate ad indice qualunque. 

21. 11 calcolo simbolico operativo considerato in molti t rat
tati di analisi si limita per lo più alle operazioni che sono 
funzioni analitiche della ordinaria derivazione, che rappresente
remo con D. Applicando a questo caso speciale le cose dette 
nel presente lavoro, si scorgono molte semplificazioni alle pro
posizioni generali date nelle pagine precedenti, poiché D am
mette nel campo funzionale formato dalla totalità delie funzioni,. 

(*) Funzioni analitiche, ed in particolare razionali od esponenziali di 
uno o piti simboli operativi sono state spesso e ' da lungo tempo conside
rate. Devo al prof. Peano l'indicazione del Treatise on the Calculus of ope
rations di Carmicliael, dove si trova riassunto quanto sì dà negli ordinari 
trattati intorno al cosidetto Calcolo simbolico. Ma tali considerazioni sono 
sempre state puramente formali e presentate come metodo abbreviato, 
destinato a facilitare i procedimenti del Calcolo ordinario; non mai come 
campo di studio a se, per quanto, come sì è visto in queste poche pagine, 
in esso si presentino nuove ed interessanti questioni circa ai modi dì ag
gruppamento, alle condizioni eli validità, a quelle di univocità delle ope
razioni distributive. 
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la sola radice di prim'ordine 1. 11 sistema di funzioni a0, alv.. aw... 
considerate al § 7 non differisce che per una modificazione senza 
importanza dal sistema di polinomi considerato dall'Appell (*). 
La funzione a(x,z) è ora eaz; i §§ 14 e seguenti riconducono 
alla risoluzione dei sistemi di equazioni lineari e dell'equazione 
differenziale lineare omogenea, a coefficienti costanti, mentre il 
§ 17 dà la risoluzione dell'equazione non omogenea. Le opera
zioni regolari in D non sono altro che le operazioni definite 
dall'Appell per mezzo dei suoi polinomi (**). 

Ma sul simbolo D non è soltanto applicabile tutta quella 
parte del calcolo ordinario che si fonda sulle regole formali 
della moltiplicazione, bensì tutto quanto risulta dall'applicazione 
della regola di derivazione delle serie di potenze. Se infatti noi 
adottiamo quella definizione di derivazione funzionale data nella 
Nota del 17 febbraio 1895 dei Rendiconti della R. Accademia 
dei Lincei, la derivata funzionale di Dw sarà; wD*1"1 e varrà 
inoltre la regola di derivazione ' del prodotto. Da cui risulta, 
fra altre conseguenze^ che un'equazione differenziale lineare sim
bolica, in cui al posto della variabile indipendente stia il sim
bolo D ed i cui coefficienti siano serie di potenze o polinomi 
razionali in D, si . può integrare per serie mediante sviluppi 
che' hanno gli stessi coefficienti delle serie di potenze integrali 
della vera equazione differenziale lineare dedotta dalla proposta 
col sostituire a D una variabile numerica. 

(*) Annales de l'École Normale, S. II, T. IX, 1880, 
(**) Loc. cit., pag. 138. Ho già osservato in altra occasione come le 

operazioni di Appell formino un gruppo che coincide col grappo delle ope
razioni commutabili eolla derivazione. 


