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Matematica — Costruzione di nuove espressioni analitiche atte
a rappresentare funzioni con un numero infinito di punti singolari.
Nota di S. PINCHERLE, presentata dal Socio DiInI.
TI.

« 1. — Sia una funzione razionale di due variabili:

1) A(ay) =480

il cui denominatore sia di grado p in z ed y, ed il numeratore sia di grado
inferiore. Si pud sviluppare questa funzione in serie di potenze di ;j—, e se

si indica con €% un campo del piano &, per i punti del quale tutte le radici
dell’ equazione : :
&) - [(my)=0
siano minori di 4 in valore assoluto, sard :
) | A= Aule)
n=0 '7/
per ogni valore di & compreso in €' e per ogni valore di y tale che sia
Ly [>12.
« 2. — T coefficienti A, («) della serie (3) sono funzioni razionali di .

infinite nei punti o,, 0,, ... 0,, radici dell’ equazione :
[(z,00)=0. '

() Annali di matematica. Serie 22, t. XIII, p. 177,
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Essi soddisfano ad una relazione ricorrente (equazione alle differenze finite a
coefficienti costanti). Infine, se 4, & un numero positivo qualunque maggiore
di 2 ed M & il limite superiore dei valori di A (z, y) per # in C, e per
() =4, s ha:

(4) | Au(2) |< M2
« 3. — Consideriamo ora 1" espressione :
) A= [ Ay,

dove 1" integrazione & estesa ad una circonferenza di centro o e di raggio o,
e dove ¢ (y) & una funzione uniforme singolare nel solo punto y == & esterno
al cerchio ¢, e nulla all’infinito.

« La funzione ¢ () ammette le due espressioni :

® ¢ )=

valida in tutto il piano, e

(7) 9 ()= ks
. =0

valida in un cerchio di centro o e di raggio | e|.

« Se 2 & preso entro il campo C,, sipud sostituire nella (5) ad A(x,y)
la sua espressione (3), e per tali valori di #, si avra per A (¢) lo sviluppo
convergente uniformemente :

(8) A@=S%Mwm

ma. ¢ essendo soggetto alla sola condizione di essere minore di | « |, ne risulta
che la serie del secondo membro della (8) converge uniformemente in tutto
il campo Ca.

« D" altra parte, si ha per il teorema di Cauchy:

N A (x, «
©) Afp=—D nrane

e qui, siccome il sistema (c,) € ologene e la serie

Z/ —_ a)n

converge per valori di |y — «| sufficientemente piceoli, ¢ per ogni valore di 2
che non sia radice dell’ equazione
(10) | [ (@) =0,

RexprconTr. 1887, Vor. III, 1° Sem. 47
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ne segue che la serie del secondo membro della (9) converge uniformemente
in tutto il piano, tolti i p punti radici dell’ equazione (10).

« La serie (9) rappresenta dunque una funzione analitica
monogena uniforme, regolare in tutto il piano eccettuati i
punti radici dell’equazione (10),e che ammette nel campo C;
l'espressione analitica (5) e nel campo C'y V'espressione (8).

« Questa funzione verra designata in ¢io che segue con A (¢), nell intero
campo della sua validita.

« 4. — Se ¢(y) & una funzione trascendente intera

g (y)=2 ey,

la serie

A (¢)= Z en Ay (2)

converge in tutto il piano, eccettuati i punti 0., 0z, ... 0.

11.
« 5. — Abbiasi ora un sistema di punti:
(11) Oy Uy yeens Uy y oo
tali che sia:
0<o<lla|=|ar|=]as|, .

.
limeoey =

=20

« Fondandosi sulle considerazioni che precedono, si riesce senza- difficolta
a costruire espressioni analitiche che rappresentano funzioni monogene ed uni-
formi che sono singolari nei punti radici delle equazioni

f(e)=0, (=128, . 0).

« 6. — A quest’ effetto, sia ¢ () una funzione analitica uniforme, sin-
golare nei punti del sistema (11) rispettivamente come le funzioni

{ 1 . e Cyn n+l"
G"((y—av))“i(y—m) ’

/ n=0

¢ sia entro il cerchio |ey|:

(12) Gy (?/ _ av) == Z By -

« J1 teorema del Mittag-Lefler ¢’ insegna a dare a questa funzione la forma

(13) _ q:(y)=>__Fv (y)+H(y) .
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dove H (y) & una funzione trascendente intera, e

] 1 7'1’(.«L N )
Frly) =G (y — a\,) - 2 Fevn "

=0

gl' interi m, sono scelti, come & noto, in modo che per

A

Ll<o<t,

sia

(14) ) >_ Fonty™ | < &,
n=my-+1

dove le & sono quantitd positive tali che 3, sia convergente.
« Preso & nel campo C,, si formi 1’ espressione

(15) A= [ A@py@)dy,
che si pud anche serivere ‘

18 A= [ A@NE@d+ [ Ay By,

ed anche sviluppare in serie convergente uniformeémente
(17) A(g) =2 Ch(2)
in tutto il campo Cq,;. ;

« . — Le espressioni precedenti (15)..(17) non ci rappresentano la fun-
zione monogena A.(¢) che nel campo C, o nel campo C,,; per vedere
come si continui questa funzione nel rimanente piano, si deve esaminare la serie

(18) N A+ A

« Percid, essendo 4 un numero positivo arbitrariamente grande, sia preso
nel campo . Si troverd sempre un valore w dell indice + tale che, o
avendo un valore arbitrario <1, ma fisso (§ precedente), sia:

——<’ iz l—il (LTS Iﬁ e,

« Si spezzi allora la serie (18) in:

=1

Z_A(FV) 4+ }iﬁA(F‘,)—}—A(H).

hS
« La prima parte non & altro che la somma di un numero finito di fun-
zioni analitiche quali si sono trovate al § 3, ed & quindi wna funzione uni-
forme singolare solo nei punti radici delle equazioni :
[ (2, @) =0, (r=1,2,3,..0—1).
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« La terza parte ¢ una funzione di quelle indicate a § 4, ed & singolare
solo nei punti 0,, 0z, ... 0p.
« Rimane da studiare la somma

(19) D> Ar).

« Ognuna delle funzioni A(F,) comprese in questa somma, si pud rap-
presentare in tutto il campe Cey , ed a fortiori nel campo €., mediante
la serie convergente uniformemente :

o0

Z levn Ay (22) .

n=my+1
Preso dunque un numero positivo 4, tale che sia
A<l <o|a,|

9

Z’f'" A ()| <M Z/ e,

n=my-+1 My +1

sard per la (4):

e quindi, per la (14):

s—A(FV) <M Zsy :

l:u

« Con ¢id & dimostrata la convergenza assoluta ed uniforme della serie (19)
in tutto il campo €. )

« Da cui risulta che la A (¢) ¢ una_ funzione analitica,
monogena, uniforme, regolare in tutto il piano, méno i punti
radici delle equazioni: .

[(z,e))=0, (r=1,2,..2),
e questa funzione ¢ rappresentata nel campo C, dall inte-
grale (15), e nel campo C,,, dalla serie (17).
« 8. — A ¢id che precede possiamo dggiungere le seguenti osservazioni:
1°) Le singolarita della funzione A (¢) nei punti radici di / (%, «,)==0
sono caratterizzate da quele delle funzioni
Z P MMA (J,’, a.,)
V1 pba\;n )
2°) Le funzioni analitiche rappresentate dagl integrali definiti (15)
in campi diversi da C,, si deducono senza difficolta da A( (p) mediante
I apphcazmne del teorema dell’ Hermite.
3°) I da notare che le singolarith di A (¢) dipendono come numero
e specie da quelle di ¢, mentre la loro distribuzione nel piano dipende dalle
singolarita di A (z, y).
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4°) Sarebbe facile generalizzare i risultati ottenuti, per il caso che
la funzione ¢(y) sia singolare nei punti di un sistema numerabile qualunque,
seguendo una via analoga a quella tenuta dal Mittag-Lefler nella sua celebre
Memoria.
« Sarebbe pur facile generalizzare anche la natura della funzione A(z, y).
5°) Se il centro del cerchio d integrazione fosse in un punto qua-
lunque 7, del piano y, e si fosse partiti dallo sviluppo

N AV(z)

A (JC, y) = — (y __?/O)n-H

analogo a (3), per una stessa funzione A (¢)si sarebbero trovati diversi svi-
luppi in serie

Z Fen Ay (x) ) Z /”'5?) Aﬁ)) (‘Z') ’

e si vedrebbe facilmente che questi sviluppi hanno la proprietd di continuarsi
Uuno coll’ altro, come avviene dei vari sviluppi in serie di Mac-Laurin
appartenenti ad wna stessa [unzione; talche la continuazione analitica di

una funzione ¢ attuabile non solo sugli sviluppi in serie di polenze, ma
su svariatissime altre forme di sviluppi ».



