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SO0PRA UNA CLASSE IMPORTANTE DI FUNZIONI MONODROME
PRI

Dott. SALVATORE PINCHERLE

Presenio nella prima parte di questa Memoria un saggio di una nuova fratta-
zione della teoria delle Funzioni Ellittiche, non al certo tale da prender posto fra
le esposizioni che solitamente si danno di quella importantissima teoria, ma che
forse non sembrerd del tutto oziosa a chi consideri che essa riduce lo studio delle
funzioni ellittiche a quello di nuove funzioni che godono di proprietd analoghe ma
pitt sempliei per molti riguardi. La nuova classe di funzioni che ci oceupera, pill
specialmente acquisterd maggiore importanza dalla proposizione che forma Toggetto
della seconda parte del presente lavoro, proposizione che dimostra essere queste
funzioni insieme colle ellittiche le sole che permettono di soddisfare ad una impor-
tante relazione di natura algebrica.

-

L.e funzioni monodrome aventi ia proprieta o) = o).

1. Una funzione y di una variabile @ affatto libera, o complessa, verrd detfa
analilice se nell'intorno di un punto o, del piano rappresentativo della @ vale per
la funzione uno sviluppo della forma

"

(/}) f(JG} = Cm<§(3~»{1}0)m -+ cm»w(%wwoynﬂ + an?(m”wo)m“m e

dove m & un numero intero, positivo o negative. Basta che Ia funzione ammetta un
simile sviluppo nellintorno di wn punto perché essa possa dirsi funzione di variabile
complessa nel senso Riemanniano e perché si possono dedurre sviluppi analoghi per

B
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Pintorno di altri punti: e la proprietd espressa dalla (1) si enuncia dicendo che la
funzione ha per Tintorno di w, il carattere di funzione razionale (*).

Se m=0,c¢, ¢ uno dei valori della funzione per w=x,;s¢ m & an numerc
positivo, 1a funzione & nulia delfordine m per @ =wx, , e se m- & negativo, essa & in-
finita dell’ordine —m ; ma né nell'uno né nellaltro caso wx, andrd considerato come
posto singolare per la funzione. Invece x, sard posto singolare se non sard possibile
di ottenere uno sviluppo dela forma (1) per la funzione nell'inforno di quel posto.

Infine una funzione si dird monodroma se nellintorno di tutti i posti, meno 1
singolari, esiste uno sviluppo ed uno solo che risponda alla definizione, comunque
data, di quella funzione: invece essa si dird polidroma se sard possibile assegnare
per la medesima pitt sviluppi della forma (1) nell'intorno di un medesimo posto.

2. Richiamate queste proposizioni sulle funzioni in generale, passiamo ad enun-
ciare nei seguenti termini la prima delle ricerche che ci proponiamo:

« Lsistono funzioni analitiche monodrome aventi il earatlere razionale nell'in-
« torno di tutti i posti-valori della variabile, eccetbuati posti singolari in numero
¢« finito, ¢ dotate della proprietd espressa dellequazione

() ¢(a) = g(ww) ,

« dove w & un numero costante ?» ;
Adopreremo in cid che segue la lettera ¢ mainscola, minuscola ed anche alletta
da indici a denotare tali funzioni; e prima di dimostrarne l'esistenza e di studiarne
le proprieta sara d'uopo cercare a quali condizioni deve essere soggetto il numero
w, che diremo molliplicatore.
3. a) Se si ha ‘

- gl) = g(wa)
ue conseguira naturalmente
o) - g(w"x) ,

dove n & un intero qualunque positivo o negativo: se dunque esiste per una fun-
zione un moltiplicatore w, ne esisterd un'intera serie

H Wy, Wy s Wy o ooy Wy v oo

la quale consta per lo meno di tutée le potenze intere di uno di essi.

(*y V. Casorati. Teorica delle Fungioni di variabile complessa. Pavia, 1866,
Ofr. Weierstrass, ueber eindenlige fumctionen, Berlin, 1877,
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b) Si supponga che nella serie (3) si trovino moltiplicatori vicini fanto quanto
si vuole all'unitdh: posto

w,=1+¢g,,

si troveranno per le g, valori piccoli quanto si vuole. Sia ora a, un valore non sin-
golare di a e tale che g(x,) abbia un valore finito e differente da zero: sard

@@, -+ E,) = o(x,) o

ma, potendosi prendere L tale che @, + g2, sia compreso in quell'intorno di a, entro
cul vale lo sviluppo (1), sard

h 030

@@ + €) = $(2o) + @'(Xo)e 2, + 9" (X)) 5+ -

e guindi dovrd essere

4%, igo’(z)cg) + q'e,) 19(‘3 4o J =0,

Ma ¢ noto dai principii della Teoria delle Funzioni ¢he si pud sempre determi-
nare un tale inforno del posto x, che entro il medesimo la serie di ’poi/enze di —
non sia mai nulla, o lo sia tutt'al pit nel solo posto a, , a meno che non siano zero
tutti i coefficienti della serie: e quindi se g, pud essere piccolo quanto si vuole
senza essere nullo, wy + €%, pud cadere in qualunque intorno di @, e la serie tra
parentesi della formola precedente dovrd essore identicamente nulla, il ehé non es-
sendo, si deve concludere che le quantity ¢, non possono diventare piccole quante
si vuole, ossia che i moltiplicatori di una funzione () nun possono avvicinarsi in-
definitamente all'unitd,

¢) Esaminiamo il caso di un moltiplicatore avente per m@dulo Punitd; sia per-
tanto

) = 02116

dove r & un numero reale.
Sia prima » eommeunsurabile: potremo serivere

dove m ed m sone numeri interi primi fra loro, e sard

("371, —
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In tal caso la proprietd
o) = @(tww)

non pud essere oggetto di alcuno studio speciale: basta che F(z) indichi una fun-
zione monodroma qualunque con un numero {inito di posti singolari perehé, posto

(@) = F@") ,

la funzione ¢(x) ammetta quella propricta.

Sia invece v incommensurabile. Sviluppando questo numero in {razione con-
I3

: Iy e . . m m
tinua esso sard compreso fra due ridotte conseculive " ed i
i m'
no o’

dove si pud sempre supporre
mn' ~-mn=+1,

¢ si avrd in valore assoluto

m A
n oo’
ossia
m I
o= e gy
no nn

dove ¢ & un numero reale minor d’uno in valore assolute. Sard pertanto

pl@) =¢ \e
per qualunque potenza intera p : e fatto p=mn
Qomi
)
pxy=9 \e /.

Qui ¢ ha un valore minore dell’unitd mentre n' si puod supporre grande quanto
si vuole, percui il moltiplicatore sard vicino ad | quanto si vuole, il che non pud
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essere per cid che si & dimostrato al b); non si potrd quindi ammettere che 1a
¢(x) abbia un moltiplicatore della forma e¥™, se r & incommensurabile.

4. Dalle cose dette al § precedente risulta che converrd tener conto dei soli
moltiplicatorl aventi un modulo diverso dall’unitdi: ma se w & un moltiplicatore,

lo ¢ anche = ¢ potremo dire che basterd tener conto dei moltiplicatori aventi un

modulo maggiore dell’'unitd- La funzione assumerd uno stesso valore nei posti della
serie

&) 0w, ut ok, wr , oz , olr,...

infinita nei due sensi. Diremo per brevitd che i varii posti di questa serie sono
congrui ad x (e fra loro) rispello al molliplicatore .

Risulta di pit che una funzione ¢(x) avrad per posti singolari i posti =0 ed
x =0, ¢ quelli soli. Che debbano essere singolari risulta dal fatto che i posti

quale fatto basta a caratterizzarc un posto singolare (*).

Che quelli siano i soli posti singolari risulta da cid, che se ve ne fosse un’al-
tro @, , sarcbberc pur singolari tutti i posti congrui ad @, rispetto ad , ciod la
funzione ¢(x) perderebbe il carattere razionale in inliniti punti, contro 1ipotesi
stabilita a § 2.

8. Importa ora rispondere alla seguente domanda :

» Sotto quali condizioni due diversi numeri

w=g® ,  w=geV

« potranno essere molbiplicatori di una stessa funzione ¢(a)?

A quest'uopo serviranno le due seguenti proposizioni:

TeorEMA 1. « S¢ ¢, ¢ sono due moltiplicatori di una funzione, aventi per
« modulo I'unitd, esisterd sempre un terzo moltiplicatore ¢ avente per modulo
« Uunitd e tale che

; 0 =t s 6 = p/z

« dove g e @ sono numeri interi ».

Tnfatti si ha per i1 § 3, ¢) che deve essere

0= 2rr , 0 = np’

(*) Weierstrasgs, memoria citata, § 1. Cfr. Casorati, Con determinatc in-
torno di z = oo intendo I'insieme dei posti del pilano rappresentativo, esterni ad un
cerchio di determinato raggio. '
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essendo 7 ed ¢ numeri razionali, percui il rapportc 0: 0’ sard pure razionale ed

esprimibile colla frazione irriducibile }? Posto quindi

sard,

P

O=pr s, W=p't.

D’ altra parte se ett . e sono moltiplicateri dl una funzione; sard moltiplica-
tore pure

el(s0—s07) . ol (B
per valori interi qualunque di s ed s, ma essendo p e p' numeri interi primi fra
loro si pud sempre determinare gl'interi s, s’ in guisa che
sp— s =1,

Y

e cosl risulta che e & un moltiplicatore della funzione, ¢. d. d.
TEorEma II. « Se

== QCZ.O 9 W' = @’C'w}

¢ sono due molmphua‘bom qualunque di una funzione, essi si potmnno sempre porre
« sotto la forma .

w=wle" W=tV

« dove = ed € sono mo]tnp icatori della fun,:mn(, T & un numero reale e w, @,
« v, v sono numeri interi ».
DimostrazioNE. L. Esisteranno -sempre due numeri interi g e p/ tall uhe sia

QW o P’p*.

Infatti, se & ed «’ sono molfiplicatori della funzione ¢(a) per la quale si sup-
pongono verificate le proprieta enunciate-al § 2, sard pure un moliiplicatore la
guantith ,
. [EARPR V1] .

p e . ')p‘ g/p, ()wp_f;)h

g’p' QWO' 4 Pv

dove 1. e p/ sono numeri inferi per ora indetefminati. Indicata con w la guanfith
VOL. XVIIL 13
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I

itiva _pm_ , se ne prenda il logaritmo naturale
4

logu = p' logp — plogo’

., log
=logp (y. l—o—é% - p.) ,

e si svolga il quoziente dei due logaritmi in frazione continua sez ) gr sono due

ridotte consecutive, sard

<
q loge” g

l . 7
b _lge P

dove
pq —qp=+1,
0ssia

logp p |

foge' ¢ ' qq”’

essendo ¢ un numero positivo, nullo, o negativo minor d’uno in valore assoluto,
talche

{a) loguw =logp’ ( ! vy * fii - ;};) )
g 44
e qui distingueremo due casi.

logo . . . \ .
1° Caso. Il rapporto 10‘;‘,, sia incommensurabile ; allora ¢ non sard mai nullo
57

ed 1 termini delle ridotte si potranno fare grandi quante si vuole: si faccia ora
) W=q ’ =70,
& VOITA
alogyp’
(E,) Y= o
e qui, essendo ¢' grande quanto si vuole, sard logu piccolo quanto si vuole ossia
w vicino ad 1 quanto si vuole. Cid significa che prendendo per g le successive

infinite ridotte della frazione continua, si avrd per % una serie di valori

Hﬁ 3 'U/z‘, "U/ggca».\'vs,
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o anche, essendo le v, quantity positive,
Ty oy Ty, Lm0,

e fra le v, se ne troveranno infinite che differiranno da 1 meno di qualungue guan-
tita data, o ¢id che & lo stesso, si troveranno infinite %; che saranno minori di
qualsiasi numero dafo . Ma per la definizione delle u, la funzione ¢(x) ripiglia lo
stesso valore net posti deila serie

iy ity
(c) Lo ,(1 4'771) ek, 5 (I4m)e “wy,y .oy
dove 1, , Ty . . . sono quantitd reali: se ora £, & il modulo di x, e si considera la

corona circolare compresa fra i cerchi di ragol £, e &, 4 €&, , si troverannc nella
serie (c) infiniti posti i cui moduli

A+ &

saranno compresi fra £, e &, + ¢€, e che pertanto cadranno nella corona circolare
considerata. Cadendo adunque in essa corona infiniti punti in cui la funzione prende
lo stesso valore o(awc,), vi si troverd necessariamente un punto X colla proprietd che
in qualunque sue intorno cadono infiniti puntl in cui la funzione piglia lo stesso
valore ¢(x,), ¢ quindi () quel posto sard posto singolare per la funzione. Ma dal
§ 4 si sa che la {unzione ha per posti singolari x=0 ed m=co, ¢ non altri: non po-
tendosi pertanto ammettere I'esistenza di un tal punto X, si deve escludere I'ipotesi
ehe il rapporto loge. sia incommensurabile.
loge’
o . . ~loge o .
2° Qaso. Sia dunque il rapporte fog g commensurabile: in allora il numero ¢
8¢

si pud annullare nella (a), e posto ancora

= s B=D,

viene
fogu =0 ) w=1,

o0ssia

A

dove p e ' souno numeri interi primi fra loro.

(*) Weierstrass, loc, cit.
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II. Cio posto, si faccia

per valori qualunque dei numeri interi s ed s’ la quantitd

s
_&, ol (80-8"0") _ lus—p's’ yi(s0—5"0)

8

sara pure moltiplicatore di (o) : ma potendosi disporre di s ed §' in guisa che
sp—sW =41,
il pit semplice fra questi moltiplicatori sard della forma
= = re¥ ,

e tutte le potenze intere di = saranno pure moltiplicatori della funzione.
Ora essendo

w=1rbe® g gl = b gHE0-50)
moltiplicatori di ¢, e cosi
W = ¥ e'i,O’ e o =¥ eiy.’(so-—s’O’) ,
saranno anche moltiplicatori i quozienti di questi, cio®:

o ei((i—;xs)b—i—us’t)')) o ei((1+;/s’)o’—wse) ,
o o

e quindi per il teor. I del presente paragrafo dovrd essere
(1 — ps)f + ps'0’ = vt
(1 + s — plsh =v't',

dove t ¢ una quantitd reale e v ¢ v' sono numeri interi; da cui, per essersi posto !
al luogo di sb —s'0", viene

0 =1p +v1

0 =1p +v't,
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ossia
0 =2yt @V . plhetVe

W = ijeitwﬁi\)/f — mp,’eq‘,v' ¢

¢. d. d.

Risulta dal teorema cosi dimostrato che la funzione ¢(x) viene ad avere in so-
stanza un solo moltiplicatore semplice = con modulo diverse dall’'nnita, ed un moltipli-
catore col modulo uguale ad 1: ma potendosi fare astrazione da quell'ultimo (§ 3, ¢),
potremo d’ora innanzi considerare funzioni aventi un moltiplicatore semplice col mo-
dulo maggiore dell’'unitd, e tutti gli altri moltiplicatori saranno potenze intere e po-
sitive di guello.

6. Riassumendo i risultati ottenuti fin qui, vediamo che ammessa Uesistenza di
funzioni ¢(x) aventi la proprietd '

o) = @(ww)

e conservanti il caratiere razionale dapertutto, eccettuati punti singolariin numero
finito, queste funzioni hanno le proprietd:

a. di avere per valori singolari i soli posti =0 ed x=c0 ,

b. di non ammettere moltiplicatori della forma e*™” se r ¢ una quantitd reale
incommensurabile,

c. di avere infiniti moltiplicatori, che sono futte le potenze intere, positive
o negative di un moltiplicatore unico il cui module & maggiore deli’'unitd; esse pos-
sono avere altresi un moltiplicatore della forma 2™ dove » & una quantitdy reale
razionale, ma di cui si puo fare astrazione nelle ricerche che seguoeno. '

7. Se indichiamo, come faremo in c¢ié che segue, con

w=pe?  (p>1)

il moltiplicatore pit semplice di una funzione ¢(x) , e deseriviamo nel piano della
variabile complessa o« le circonferenze di centro =10 aventi per raggi e, dove h
¢ un numero intero qualungue fra — o e+ oo, la funzions prenderd futti i valori
di cui essa & suscettibile nello spazic compreso fra due consecuiive di questa cir-
conferenze ¢ per conoscere pienamente le proprietd della o{x) cof basterd sapere
come ossa si comporti entro una di quesie corone cireolari, che “diremo corone
elemenlari. o ‘
TeoreEMA. « Ogni funzione ¢{x) deve diventare infinita in una corona ele-
« mentare ». :
DiMosTRAZIONE. Abbiasi una funzione ¢(x) la quale, se & possibile, non divenga
mal infinita in una corona elementare: essa sard dunque finita in tutto il pianc
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meno che nei punti 0 ed «, & quindi sviluppabile in una serie della forma

() = Zahmk S O O T Gyt @ B
0

valida entro Ia corona cireolare eompresa [ra due cerchi di raggir ed R e di contro
x =10, dove v si pud supporre piecolo, ed R grande quanto si vuole. I coeffi-
cienti g, sono dati per la nota formola di Laurent, da

21

S N e T 1
Ay = '2TCR5i”'} . ¢ (R,e") e7"*dt,

dove B, ¢ un raggio qualunque compreso fra r ed R, e I'infegrazione si suppone
eseguita lunge la circonferenza di raggio R,.
Si faccia ora R, uguale ad una potenza m del modulo g del meltiplicatore, e sard

ay = ___1__,7 j - o (™ ey e q,
2ng™t iy, ’
ma
= et
onde
?'m . mmp—ime ,

ed essendo

¢(w™x) = ¢@)

viene, qualungue sia lintero m,

1 Eﬁ\ i(t-myy p~hit
a,,z—g-m \ ¢ (e ) e~ dt.

Indicando con M il massimo valore del modulo di ¢(x) in una corona elemen-
: X M
tare, risulterd mod-q, < W ) h=—w,...,+w).

Si dia ad h un valore determinate positive, e ad & un valore piccolo a piacere:
si potrd sempre prendere m tanfo grande che sia ~
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se M ¢ finito, onde sarebbe

mod. a < €

si dia invece ad h un valore negativo, si potrd soddisfare alla stessa disuguaglianza
dando ad m un valore negativo abbastanza Urande in valore agsoluto, ciod tutti i
coelficienti dello sviluppo

el
g}’;‘@ pt
Ld

)

sarebbero nulli, il ¢hé non & ammissibile. Non pud dunque esistere un numero M,
valore massimo dei moduli di ¢(x) in una corona elementare, ossia la ¢(x) diventa
infinita in ogni corona elementare, ¢. d. d.

CoroLLARIO. Segue da cid che una funzione ¢(a) assume nell interno di una
corona elementare qualunque valore. Infatti si diea ¢ un valore qualunque, la fun-
zione

1

o) ~e’

essendo della stessa natura della (), deve diventare infinita in ogni corona ele-
mentare, ciod ¢(x) —ec=0, ossia g(x) =c.

8. TeorEmaA. t Qualunque funzione ¢(x) ha sempre tanti zeri quanti infiniti in
« ogni corona elementare ». ;

DimMosTRAZIONE. Per un noto teorema di Caunchy lintegrale

esteso al contorno di un campo connesso entro eui la funzione conserva il carattere
razionale , esprime la differenza fra il numero degli infiniti ¢ degli zevi di ¢ (@)
(ogni zero o infinito essendo contato tante volte quaute sono le unitd .del suo or-
dine di moltiplicith). Estendiamo 1'integrale precedente al contorno di una corona
circolare elementare limitata p. es. dai cerchi aventi per raggil e p: sard

2T CP (eil)
( M)

™ ¢'(pe)

et dt.
o 9pe)

pie'dt —

Ora
o =we
onde
o(pe) = glwe™ ) = gDy
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di pit da
p(wor) = ¢(x)

gi- deduce colla derivazione

onde

P/ il 7 (=0
¢lee’) 1 (e i
— 1

e v (ei(lmﬁ}}

e glintegrall precedenti divengono

. am, /’ci(!—Ad)\ . DX ",/(3” .
qeit [T 2D gy [ iy
o © (B“Mﬂ) Jo @ (@u) )

ma il primo integrale & uguale al secondo come si vede cambiando 1a variabile t — 6
in ¢, ¢ l'espressione precedente ¢ nulla, il che dimostra i¥ tcorema.
Cororrarto. Una funzione ¢(w) assume tutti i pogsibili valori To stesso numers

di volte in una corona elementarc. Infatii se ¢(x) & infinita p volte in una corona,

sard infinita p volte anche Ep??) - qualungue sia il valore ¢, & quindi essa sard
&) - ¢, :
( ;

nulla p volfe, ossia ¢(x) assumerd p volte il valore c.

Questa osservazione porta a distinguere le funzioni ¢(x) a seconda del loro
ordine, dicendosi funzione ¢(x) dellordine p quella che diventa infinita in p punti
distinti o coincidenti di una corona elementarc; ed una funzione dell ordine p as-
sume ¥ volle in una corona elementarc ogni possibile valove.

9. Trorema. « Non possono esistere funzioni ¢(x) dordine inferiore al secondo. »

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢() una funzione avente il moltiplicatore w: si avrd

delwr) 1 dylx)

de w dx
ossia
dg (v de(x
5% *(, = ()
ao da
da cul si vede che
do{x
z 28

doe



¢ una funzione che non cambia di valore quando @« si cambia in wax; questa fun-
zione ha dunque tutte Ie proprietd delle ¢(x) e come tale si deve annullare in ogni
V dg(m)

do

corona elementare. Ora sia «© =a un valore per il quale « si annulla, sard

dcp(:x:)} _
[Wd?;;’m- a - ﬂ ’

e sviluppando ¢(x) in serie nell'intorno di o = @, si avrd:

N d‘ﬁcpl (x — a)*
o) = o(a) + [da;‘* B P LR

ossia ¢(x) assume due volte il valore speciale ¢(a) nel posto @ =a. La funziong
o) — ¢(a) & dungue nulla almeno due volte in una corona circolare elementare,
dunque essa sard almeno due volte infinita, & percié d’ordine non inferiore al se-
condo, ¢. d. d. , ' :

Ammessa Uesistenza di funzioni ¢(x) qoali le abbiamo definite a § 2. vediamo
che alle proprietd gid rigssunte a § 6. conviene aggiungere le seguenti :

d. Se si divide il piano in corone circolari per mezzo di circonferenze i eui
raggi costituiscono una progressione geometrica di ragione p, la funzione riprende
gli stessi valori in ogni corona circolare, ¢ diventa in ogni corona, nulla, infinita,
cd assume qualsiasi valore. '

e. Fssa assume il valore zero, infinito ¢ qualsiasi altro valore un egual nu-
mero (finito) di volte in ogni corona; da cui la classificazione in ordini.

f. Non esistone funzioni ¢(x) d'ordine inferiore al sccondo.

g. La funzione xﬁ??(g—) ¢ una funzione della stessa natura di g(x).

Si tratta ora di passare alla dimostrazione dellesistenza di tali funzioni, ciod
alla costruzione di una di esse, che ci bastera poi a formare le altre: e per giungere
a tale scopo dobbiamo introdurre una nuova classe di funzioni ausiliari, dofate esse
pure di notevoli proprieta.

10. Indicheremo col simbolo t(x) funzioni definite dalle seguenti condizioni:

a. di essere monodrome, :

b. di avere carattere razionale infero (cieé non contenere esponenti negativi
nello sviluppo 1) per tuiti i valorl di o diversi da 0 e oo,

¢. di soddisfare Vequazione funzionale

6)) (wE) = — wr-(x) (modw > 1),

11. Per giungere alla determinazione di una funzione siffatta, supposto il piano
VOL. XVIIL 14
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diviso ancora in corone circolari dalle circonferenze i cui raggi costituiscono una
progressione geometrica avente per ragione modw, s'incomincia ad osservare che
basterd conoscere il modo di comportarsi della funzione entro uma tal corona, in
virth della (5) e della

(') = (—~ D" " " x) ,

che se ne deduce immediatamente. Si osservi inoltre che non possono esistere due
funzioni () distinte aventi gli stessi zeri: se infatti <(x) , t,() sono due funzioni
quali le abbiamo definite, il quoziente

()

(%)

sard una funzione di quelle che abbiamo dette p(x), e questa, come si & veduto deve
essere nulla in ogni corona circolare, il c¢he non & se t(x) e t,(@) hanno gli stessi
zeri; sard dungue

Cid posto, sara facile determinare una funzione () che sia nulla nel posto ¢ =1
e nei suoi congruenti x = w": ¢ dico che questa funzione sarid rappresentata dal
prodotto infinito

© To(®) = Ey] (\{ - 1%”) (‘& T ‘1?’—3«)
he=0

Infatti questo prodotto sard convergenbe incondizionatamente per tutti i valori
di @ diversi da zero e dall'infinito, essendo convergente la serie

|
n:g (mod )"

sotto Yipotesi fatta modw > 1; la funzione rappresentata da quel prodotto infinito
ha dungue per soli posti singolari i valori ®=0,x=0c0; ¢ di pit, mutando @ in
N\

we, essa viene moltiplicata per (1 — wx) ma vi manca il fattore (1 - :E),cwe

moltiplicata in tutfo per — wax, come deve essere.
Infine & facile determinare uno sviluppo in serie per la funzione t,/x). Se in-




AT )
fatti poniamo

®
To(;'}) = Z Cn a”,

e OO

ché sappiamo gid valido uno sviluppo di tale forma, avreme per la (5)

0'3_“% D
. Nl . N4
e, WP = 0, X
s 0D
onde
Cpag W= —we, (M=-w......4®),

e dando ad n i valori 0,4, 2, 3, ... e moltiplicando
Q??Hr'i @j'H“?‘-f*ﬁw“ P ] — (____ 1)%4"& CO 5

da cui

— +y
PR Gl ) e
g Ty

ossia, fatta astrazione dal moltiplicatore costante c,,

r@) =1 o o« ot
o pie ,~m+u§-r—w3»~i_'(—;é""¢-casv

i 1 1

o finalmente, aggruppando i termini a due a due:
=n"r1
(7) To(w} Z 7| n+1) (&7& - wn—;«a)'

12. Le funzioni t,(x) cosl costruite si possono applicare senza difficoltd alla
determinazione delle funzioni o(x). A tal'uopo converrd dimostrare le seguenti pre-
posizioni
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TeorEMA L. «8e @y, ay, ..., , b, by, ... b, sono 2p posti presi arbitraria-

« mente entro una eorona elementare, in modo perd che sia

(8) Gy gy o ooty =" 0 by. .. b

p I

¢ la funzione

©) B(x) = o™

¢ J’)'c(,(m) *053;:)
R 0

b
« sard una funzione ¢(oe) dell’ordine p e col moltiplieatore . »

DimMosTRAZIONE. Per le pmprmm delle funzioni t(x), la funzione ®(x) & mo-
nodroma ed ha caratiere razionale per tofti i valori di o, ad eceezione di @==0
ed « =oo. Essa ¢ nulla nei p punti a,,a,,...a, e nei loro congruenti, e in cia-
scuno di essi del prim’ordine, e infinita del prim'ordine nei p posti by, b,,b, ¢ i
loro congruenti. Resfa da verificarsi cle

2 o

B(wx) = D(x),

e questa si rende subito manifesta dalle proprietd della funzione t,(a): si ha infatti

X HY ©
biby. .. b 1(0') O(a;).c.fo('ﬂ

o

) x\ ’r) L
Ay g« s« a/p To —b';) To g;—/ ees Ty ,5..)
b, 5 »

e gnesta frazione, per la (8), non & altro che 'espressione seritta per la ®(x), e. d. d.

Trorema-H. « Heciprocamente, se @) ¢ una funziene dell’ ordine 1 avente
€ Gy, @y, ... a, per posti degli zeri e b, y by s o by per posti degl'infiniti in una
¢ ecrona den entare, sard

D(wx) = w™ g™

H

Uy Uy oo Ay =0" by b,y
DIMOSTRAZIONE. Si prenda

Oy Oy e s Oy

SR o

B0y by,

e si formi la serie dei posti w"c congrui a c. Se fra questi si trova il posto b,
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il teorema & dimostrato: nel caso. contrario si troverd sempre un posto ed uno
solo (*) appartenente alla corona elementare in cui si sono presii posti ay, a,, ecc.,
¢ sia ¢ = cw™ questo posto: si avrd

Gy Uy v o o Uy,

Si formi ora la funzione

To @, o a e e Ty ‘
. M
€X X 4 X
To ‘*‘) To <_.,> san T (T‘”“‘ ) To (*‘;)
\()i bz \b,,_1 XH

p—

(1) (w> - mm

questa sard per il teorema precedente una funzione della stessa natura della ¢(x):
ed anche il quoziente

avrd la proprietd
¢(wr) = o(x) ,
ed inoltre sard nullo sole dove & nulla ®(x) o infinita 9(w), ciod in
Uy Oy oo ee Oy , by byyeo by,

¢ in clascun posto del prim’ordine : ed ¢ infinito solo dove ¢ infinita @(x) o nulla ¢(x),
e pure del prim’ordine, ciod in

byybyy. . by , Uy oy, ooy

e in ultima analisi ¢(x) verrd ad essere zero nel solo posto ¢’ e infinita nel solo
posto b, della corona che consideriamo. Ma questo risultato contradice a quanto
abbiamo dimostrato a § 9, non esistere cio® funzioni g(x) del prim’ordine che non

siano costanti: ¢ dunque necessario che ¢(x) siriduce ad una costante, ossia b, =¢';
e fra gli zeri e glinfiniti della ¢(x) passa la relazione che si voleva dimostrare.

(*) Potendosi fare la convenzione che se un posto si trova sopra una delle cir-

conferenze che limitano le corone elementari, si rignarderd quel punto come appar-
tenente alla corona per la quale quella circonferenza & il limite inferiore.
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Questo teorema da la forma di una [unzione ¢(x) di cui si conoscono gli zeri
¢ glinfinifi in una eorona elementare, e come si vede essa si esprime per le fun-
zioni t4(2c): & chiaro poi che la relazione che passa fra gli zeri e glinfiniti di o(x)
passa anche fra i p valori che fanno assumere a ¢(x) un valore gualunque ¢ e quelli
che fanno assumere un valore ¢/, e si pud dire che il prodotto dei valori pei quali
una funzione ¢(xc) assume un valore qualunque in una corona elementare ¢ costante,
all'infuori di un fattore potenza del moltiplicatore.

13. Non essendovi funzioni ¢(x) del prim’ordine, le funzioni pitt semplici di quella
famiglia saranno del second ordine, ciod avranno due zeri e due infiniti (distinti o
coincidenti) in cgni corona elementare. Se indichiamo con a,,a, gli zeri e con
b, , by glinfiniti, la forma generale delle funzioni di second’ordine sard

o (o) (3)
Na,/ ° \a,

(10) @ (0) = CE™ memmermeremmeeien

e\ €
To ("5”) To (5;;)

colla condizione
(I ay g = W™ b, b,.

Ogni funzione ¢(x) del second’ ordine soddisfa all'equazione funzionale

(12) gl)y=¢ (9 )

x
essendo ¢ una costante. Sappiame infafti che indicando con y, un numero qua-
lungue, (x) assume il valore y, per due valori x, ed o,/ di ogni corona elemen-
tare : ma questi due valori soddisfano alla relazione

Xy, =™ b by=c¢,

da cui
. (e"b bz> _ (c)
‘?(90)'“?("“&7;‘“— =%\

Risolvendo I equazione
x? = by by 0™

st trovano quattro valori, o quattro posti del piano o non congruenti fra loro ri-
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spetto ad w, € sono
€y = \l/bq bg 3 €q :" - \/bi b?
eg=\Jubb, , e =— Jubb,;

questi posti ed i Joro congruenti sono quelli in cui la funzione assume un valore
doppiamente e in cui si annulla la derivata della funzione e si frovano quatiro tali
posti in ogni corona elementare.

14. Si & visto che se ¢(x) & una funzione qualunque di quelle definite a § 2,
la funzione

che chiameremo o, (%), apparticnc alla stessa famiglia delle ¢(x): ora cerchiame
quale sard Uordine di ¢,(a) posto che ¢(x) sia del second ordine.
Supponiamo prima dis'inti glinfiniti 0, ¢ b, Dalla considerazione degli svi-

.. . .. . do(x) .
luppi in serie della forma (1) si ricava che se in un posto x =5 la de(w) si trova
doc
e v C ] deo(x) \ .
essere infinita, (@) pure dovrd essere infinita per x =5, e “di dovrad cssere in-

finita per lo meno del second ordine : essa & dunque certamente del second ordine
dove ¢(c) & infinita del primo: ¢ percio avrd due infiniti doppi per a=b, , ®=b,,
e quattro zeri semplici nei punti e; definiti al § precedente. La funzione g,(x) avendo

. ) . PR . le(w . .
gli stessi zeri ed infiniti della funzione i Sard una funzione del quart'ordine,

con due infiniti doppi e quattro zeri semplici in ogni corona elementare.
. . e a s . . do(x)
Supponiamo invece glinfiniti b, e b, coincidenti in b. In quel punto i

@

sard infinita del terz ordine, e nulla nei posti
e,=—b , e;=+byu , g=—-byo,

e quindi ¢,(oc) sard una funzione del terz’ordine con un infinito triplo e tre zeri
semplici.
Mentre una funzione ¢(x) del second ordine soddisfa all'equazione funzionale

¢ (x) = @@) )
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la fanzione ¢,(x) corrispondente soddisfa invece all’altra equazione

¢
¢y (@) =~ ‘Px(é) ’

come si ha dalla derivazione dell’ equazione (12).
15. Sia ancora ¢(x) una funzione del second’ordine, che supporremo prima
avere due infiniti distinti b; e by, ¢ formiamo il seguente prodotic:

(et@) — 9ten ) (e —2te)) (@) - ete) (o) ~ ote0)

Questo prodotto non si altera eambiando % in wa, e rappresenta una funzione
appartenente alla classe delle ¢(x), e che diremo. ®(x): essa si annulla solo dove
si annulla uno dei binomi

¢(@) - gley) ,

¢ questo avviene nel soli punti e, , e, , ¢;, ¢, , essendo in ciaseuno di questi punti
il corrispondente binomio nullo del second ordine, e diventa infinita con g(x) nei
punti by e b,, ma in ciascuno del quart’ordine. Dunque la ®(x) & una funzione
dell’ ottavo ordine, con quatiro zeri doppi e;, ¢y, €5, ¢, e con due infiniti quadru-
pli b, e b,.

D’altra parte la funzione ¢,*(x) & pure dell'ottavo ordine, cogli stessi zeri e
gli stessi infiniti e dello stesso grado di moltiplicitd ; quindi il quoziente di ¢,(x)
& D(x) dovrd essere un numero costante, e si trova cosi che la ¢(x) del secondo
ordine con due infiniti semplici soddisfa all equazione differenziale

dela o N .
(13)  w- {;Eg-) = oy [@(w) i?(%)} [@(90) wg)j [@(0@ - @(03)J [?(9@ - @*(%)] .
Supponiamo ora che la ¢(x) abbia un infinito doppio b, e formiamo il prodotto

®(x) = (c;(:m - t;(fm) (q(m} ~ a@(%‘)) (@(00) @(G.a)

essendo in questo caso e;=b. Quasto prodotio rappresenta una funzione della classe
delle ¢(x) ¢ del sest’ordine, con tre zeri doppi e, , e, , e, e un infinito sestuplo b:
questa funzione non differirh che per un fattor costante da ¢2(x) e si pud con-
chiuders che una funzione ¢(w) del second’ordine con un infinito doppio soddisfa
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-

all’ equazione differenziale :

1 2% (g a0 (200 o) (@) (e )

dx

¢ in generale :
« Ogni funzione ¢(x) del second ordine soddisfa ad un’equazione differenziale
« della forma

d(? o promm—
© = VR(%)

« dove R(e) indica un polinomio razionale intero in ¢ del terzo o quarto grado ».

16. TeoremMa 1. « Ogni funzione ¢(x) d’ordine qualunque p si pud esprimere
¢ razionalmente per mezzo di una funzione ¢(x) del second ordine e della funzione
o, (x) corrispondente ».

DimosTRAZIONE (*). Indichiamo con ®(wx) una funzione d’ordine qualunque p, e
con ¢(x) una funzione del second ordine avente lo stesso moltiplicatore , e distin-
guiamo fre casi:

1.° Supponiamo che la funzione ®(x) soddisfi alla relazione (12) cui sappiamo
soddisfare la g(a), ciod si abbia

@) =0(2),

dove ¢ & un numero congruo rispetto ad w al prodotto dei due valori che rendono
o(cc) infinita entro una stessa corona elementare. Dalla relazione che abbiamo am-
. , . A c
messa, risulta che ®(x) assume nel posto x, lo stesso valore che nel posto Pl
per conseguenza dovrd essere d'ordine pari 2g: siano
¢ ¢ c

y —

Uy g Ugy s ol — e
19 Yz q (Mj(l‘_,_’ P

i posti degli zeri, e

b'17b29"'bq7 'b_d't“b“;a'-“b

(*) Non & necessario di fare avverbita la somiglianza fra la presente dimostra-
zione, e quella data da Liouville (e riportata nella Théorie des fonctions elliptiques,
2% ediz. dal signori Briot e Bouquet) per la proposizione analoga sulle funzioni
doppiamente periodiche. Lo stesso per una o due altre dimostrazioni dei §§ precedenti.

YOL, VI 15
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i posti deglinfiniti di ®(x), essa funzione sard rappresentata da

N

(o('lc) - (av> ('! (@) -- @((:Q) <Cp(£) - ff(a,/))
<m> — (b)) (@\w\ - ’4(%)) e ((Jo) é?(?),,))

o

perché questa & nulla e infinita nei posti indicati e dell'ordine 2¢. E quindi dimo-
strato che @(a) si esprime razionalmente per ¢(ax).
2.% Supponiamo invece di avere una funzione soddisfacente alla relazione

N

gy = — pf ©
P() = Gﬁ(:x;)“

Bi & gid osservato che essendo ¢(x) una funzione del second'ordine, Ta corri-
spondente ¢,(x) ammette I'equazione funzionale (v. § 14)

. ¢
¢4} = — {?l(z{}) )

pertanto il quoziente

Gw) \
)= )
NN

sard una funzione della classe delle ¢(x), avente la proprietd

e si esprimerd razionalmente per (o)

¢(@) = R(9) ;
peroui
©(o) = 94(2) - Rig)

ed il teorema & dimostrato anche in questo caso.

3.° La funzione ®(x) sia ora affatio qualungue. Essendo ancora ¢ un numero
congruo rispetio ad w al prodotio deglinfiniti della funzione del second’ordine % (),
si formino le funzioni

J() = D) + q>( )

¢
@) = 0@) - o).
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Ambedue appartengono alla classe delle ¢(x) e danno le relazioni
e\
)’(a) = (@)

4
y«(%) == al®),

percui, essendo al solito R ed R, simboli di funzioni razionali, si avrd per i casi
gia considerati:

o)+ o L) = R

D) — q)( é ) = 9, Ry(9)

donde

PL |

(15) D)= (R4) o I @))
¢ d. d.

Trorema 11, « Ogni funzione €(x) ¢ legata da una velazionc algebrica colla

o =] =]
. - d®(r

« corrispondente funzione ®,(x) = L >.

DivosTrAZIONE. Essendo ¢(x) una funzione del second’ordine avente lo stesso
moltiplicatore di ®(xc), sard per il teorema precedente

(1%) D) = B(©) + o Ra(9) »

e dervivando ¢ moltiplicando per

dhl Aoy o, o Ry
B, () = l? 71 }‘f‘i"‘} T @ g’

ma essendo R, un nuovo simbole di funzione razionale, si ha dal § 15.
(16) : 0p* = Ry(a0) , :
e derivando e moltiplicando per w,

5 19, _dR,

i~ de ’
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e sostituendo nella precedente

dR 1., dR dR
D, () = o ?ty Ry “&f +o,® d;i

Se fra questa equazione e le altre due (13), (16) eliminiamo ¢ e ¢, , otteniamo
una relazione algebrica
F(@®,®)=0

ossia

, dd
F ((D(m) L) =0

che ¢ un'equazione differenziale algebrica di forma speciale, cui soddisfa ogni fun-
zione P(x).

1'1. TeorEMA. « Una funzione ®(x) d’ordine qualunque p assume tre valori legati
« da un’equazione algebrica se si danno alla variabile tre valori @, , @, , ®; , legati
« dalla relazione ‘

amn Xy == G0, By * )
DimosTrazIONE. Pongasi
y; = D(x) , (i=1,2,3)

e si dia ad o, un valore determinato o ; corrispondentemente vy, assumerd un valore
pure determinato 3. Si dia ad ¥, un valore determinato, a questo corrisponderanno p
valori non congruenti per o,

i N g )
®y s, "y, . a®y

ed inoltre tutti i valori congruenti a questi. Si avrd dunque dalla (47) una serie
infinita di valori per «, corrispondentemente al valore a di o, ed ai valori con-
siderati di w, , e fra questi valori di a; 1 seguenti

xy = aox', , x = anx’, , . .. w(?)3 = aam(i))z

saranno non congruenti fra loro, ed uno qualunque degli altri sard congruente ad
uno di questi. Ad un valore di a; ed ai suoi congruenti corrispondendo un valore
di y; ed uno solo, risulta che «ad un valore di 4, corrispondone p valori di v,
« tenufo fisso o,.
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Di piu, essendo vy, funzione analitica di x, , (§ 1.) ed vy, di ; , vice versa sard z,
funzione analitica di y,, quindi essendo

&y = AOL,

sard anche 1y, funzione analitica di o, ¢ quindi di y,. Similmente si vedrebbe che 4,
¢ funzione analitica di vy, , e che «ad un valore qualunque di y, corrispondono p
« valori determinati di vy, , tenuto fisso o, »

Dungue abbiamo due variabili complesse vy, , 1/, , funzioni analitiche T'una del-
l'altra e tali che ad ogni valore senza eccezione della prima corrispondono p valori
determinati per la seconda, e ad ogni valore della seconda corrispondono p valori
deferminati per la prima: per i prineipii della teoria delle funzioni potremo con-
chiudere da cido che le due variabili v, , vy, sono legate da un’equazione algebrica
di grado p in v, ,¥y,;: € quest’ equazione conterrd nei suoi cosfficienti il valore @

attribuite ad y, e tenunfe fisso fin qui; sia
Flys, ys8)=0

quest’equazione. Se ora teniamo fisso il valore vy, e facciamo variare y,, potremo
agserire collo stesso ragionamento gid fatto che v, ,y, saranno legate da un’ equa-
zione algebrica di grado p in y, , ¥, , ed & qnindi dimostrato che nell’equazione scritta
dianzi la variabile y, entra razionalmente e al grade p. Adungue y,,Y,, Yz SONO
legate da un’equazione algebrica

Flyy, 4, y5) =0

di grado p al pil rispette a ciascuna variabile, c. d. d.
Segue da cid che se quattro valori o, , @, , @y, o, della variabile o sono le-
gatl da

&Ly = Ly Lg Xg »

i valori corrispondenti 4, , ¥, , %5 , ¥, saranno legati da un'equazione algebrica; posto
in fatti

Ly = 0y Xy
%'y = Wy @y
si hanno per il teorema precedente le relazioni algebriche
Foys s,y =0
FoWas Y55 ¥2) =10
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da cui eliminando v, ,
F (s Yo s Yy s Y2 = 0.
E in generale, se m valori della variabile
Ly Wy Ly y 0 e By
sono legati da una relazione della forma -

Mok Ry m
Ly L &)

dove %, , ke, ... 4%, sono esponenti interi, positivi o negativi, i valori corrispondenti

YisYas oo o Ynm

18. Trovate cosi le principali proprietd delle funzioni definite al § 2, passiamo
a studiare le funzioni che nascono da guelle, sostituendo alla variabile @ an’espo-
nenziale

(18) 3 == o',

Tali fonzioni si diranno funzioni ellittiche (*), e si indicheranno con E(x); csse
saranno dunque definite da

(19) E{x) = ¢(e").

Ad ogni valore di & corrisponde un sclo valore di z, e quindi un solo valore di
¢(z) = E{x), talche:
1. « Le funzioni ellittiche sono monodrome. »

ak
Se poniamo e = w, sard

alo-+tmis)

w'z=e ,
(*) La denominazione di funzioni ellittiche, applicata generalmente alle funzioni
particolari suz, enx, dna, viene qui presa in seunso piu lato, e diremo col prof.
Weierstrass ellittiche tutte le funzioni doppiamente periodiche che hanno il solo

posto @ = o, per posto singolare.
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ossia per tutti i valori di z compresi nella serie

afwy+mIl) X
—=¢ (m intero) ,

P

o ¢id che & lo stesso, per tutti i valori di o della serie

=g + mBE A4 m/ K (m ed m' interi) ,
posto

K 2w
ST oa

la funzione E(x) prende lo stesso valore E(x,), ¢ quindi:

IT. « Le funzioni ellittiche sono doppiamente periodiche. »

La funzione ¢(z) ha per posti singolari z==0 ¢ z =os, cui corrisponde il solo
posto o ==00, talchd : B

HI. « Le funzioni ellittiche hanno un solo posto singolare, che & @ = . »

Dalle propricta dimostrate a'§§ 3, 4 ¢ 5 sui moltiplicatori delle fnmzioni ¢(x)
risulta che

IV. « Una funzione ellittica non pud avere periodi infinitesimi; ogni periodo H
« si riduce alla forma |

H=mK4+m K,

« dove K e K’ sono due periodi elementari: il rapporto dei due periodi elementari
« ¢ complesso, a meno che non sia K’ multiplo di K, nel quale case (che corri-
« sponde al caso di mode =1) si ha in sostanza un periodo unico; e la funzione
« piglia tutti 1 valori di cul essa & suscettibile nel parallelogramma avente per ver-
« tici i punti

mK 4+ m'E, (m+ DE+ /K, mE + (m/ + DK, (m+ DK+ m' + HE,

« e che si dird parallelogramma clementare. »

Dai §§ 7 a 9 risulta che

V. « Una funzione elllttica diventa infinita, nulla, ed assume qualsiasi valore in
« ogni parallelogramma elementare; essa ha tanti zeri quanti infiniti in ogni pa-
« rallelogramma; essa diventa infinita almeno due volte in ogni parallelogramma. »

Si possono dividere le funzioni ellittiche in ordini, come le funzioni g(x), e
non vi sono funzioni d’ordine inferiore al secondo.

Si possono poi introdurre funzioni aventi la proprietd

b+ K)y=—e  6(x),
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e analoghe alle <(x), le quali serviranno per la costruzione effettiva delle funzioni
ellittiche; e quindi dimostrare le proposizioni corrispondenti a quelle dei §§ 12 e
seguenti, che suonano:

VI. « La somma dei p valori di o pei quali una funzione ellittica assume un
« certo valore entro un parallelogramma elementare, & costante qualungue sia questo
« valore, all'infuori di un multiplo dei periodi. »

VII. « Ogni funzione ellittica & legata alla sua derivata da un’equazione algebrica

F(E ,(@ =0, »
dee

VII. « Ogni funzione elliftica d’ordine qualunque si esprime razionalmente per
« mezzo di una funzione ellittica del second'ordine e della sua derivata. »

IX. « Una funzione ellittica del second’ordine soddisfa ad un’equazione differen-
« ziale della forma

dE A
(_[% = ¥ R» (L) P

« dove R(E) ¢ un polinomio del 3° o 4° grado in E. »
X. « Se si danno alla variabile tre valori o, , o0, , 2, legati dalla relazione

&g == Ly + Dy

« e posto y=E(x), 1 valori corrispondenti di y saranno legati da un’equazione al-
« gebrica

Fyys 4593 =03

« e pilt generalmente, se alla variabile si danno m valori oy, xy, ... @

'm > legati
¢ dalla relazione

ME Fh@ . h,x, =0,

« dove %, Ay, ...}, sono numeri razionali, si avra fra i valori corrispondenti di ¥,
« ciod fra y,,%,, ...y, una relazione algebrica

Fy,ysys - 'yw>:0' )




ey
iL.
Le funzioni monodrome aventi un'equazione caratteristica.

19. Essendo y = o) una funzione monodroma, se, dati alla variabile tre va-
lori o, . @, , @, legati da un’equazione lineare separatamente rispetto ad x, , o, ed oy,
¢ ciog della forma

(1) Gy, %5 4 Qa5 + A0y 0y -+ Aggsy + 0 420, + Gy + @205+ 0/, = 0,

i valori corrispondenti vy, , vy, , y; della funzione saranne legati da un'cquazione al-
gebrica di grade m al pih rispetio ad vy, , vy, , Y,

(2) F(ys 925 y) =0,

si dird che questequazione & caratleristica della funzione y = f(z), rispello all'eqa-
zione (1).

In una mia nota, gentilmente presentata al R. Istituto Lombardo di scienze e let-
tere dal chiar.me prof. Casorati, cd inserita nel t. XII, fase. XI1I dei Rendiconti
di detto Istituto, ho dimostrate che le funzioni aventi un’equazione caratteristica
soddisfano tutte ad equazioni funziounali della forma

am - b

® iy =p( 4!

ce+d/’
dove i coeflicienti o, b, ¢, d sono dati dalle seguenti formole:

r

= (g — @a00) B (00 — @) &)+ (4505 — ay0Y) €, + (/50 — ayd'y)

\ b= (0,0, — @'405) & — ‘gp»)

{

(&) /

|

= (005 ~ ayg) (5 — &)
‘ \ ’ ‘
L d = (agy — 0'500) 6 8y, A (g0 — o) By + (0407 — @) &, + (@0 — 0,07y),

in eui &, &, indicano due dei valori di o che fanno assumere ad y un determinato
valore.
Ho pure dimostrato che con una trasformazione di variabili della forma
_mz+m
Y
VoL, XYL 16



122 )(

¢ sempre possibile trasformare la f(x) in una funzione F(z) per la quale le equa-
zioni funzionali (3) si riducono ad una delle forme

(5> }3‘ (;f,) — ’EY (z ‘i-) m) ,
oppure
(6) ) ) F (Z) o F (OCZ) ,

forme irriducibili fra loro con trasformazione lineare.

Supporremo in eid ehe segue la funzione () gid trasformata, e quindi la sua
equazione funzionale (3) gid appartenente al tipo (5) o (6): e distingueremo 3 casi,
secondo che la funzione avrd la proprietd (6) con moda > 1, 0 con moda=1, ¢
la propriety (5).

20. La funzione y = f(x) si supponga avere la proprietd espressa dall'equazione
funzionale (6): sard per conseguens:

(" h=0 5 c=0,
ciod
(T 'y ly—~ 'y tg=10 , o @y —ayay =0,

¢ vogliamo csaminare se tale funzione ¢ di quelle studiate nella prima parte, che
hanno per proprietd caratteristica di non avere infiniti punti singolari, o cid che ¢
lo stesso, di non assumere uno stesso valore per un numero infinito di valori della
varizbile in una stessa corona elementare.

Tncominciamo dall’osservare che se la funzione y=/(z) ammettesse due mol-
tiplicatori o ed a tali che mode > 1 e moda’ > 1, queste dovrebbero essere po-
tenze di un solo moltiplicatore, perché diversamente la funzione avrebbe moltipli-
eatori vicino quanto si vuole all'unith, ¢ quindi (come dal § &) non ammetterebbe
in nessun punto o, uno sviluppo regolare in serie di potenze, ciod non sarebbe fun-
zione analitica. Onde indicando con w questo moltiplicatore pitt semplice di cui gli
altri sono potenze, e con b un numero intero (positivo o negativo), si avra
ILq

@
= =z )

@) d

ossia, poé‘w‘ pei’ brevita
My == Uglly ~— Wy
My = Q0 ~ 0,0,
My = Qg — Aty

My = 0,0y — a0,
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la (8) si poird anche scrivere
(9 Mg &8, + my & + my €, - my wh (m, L8, tmy By Fmy E A my) =

21. Fssendo v funzione analitica di o, viceversa sard @ funzione analitica po-
Hdroma di i o si potrd sempre determinare un campoe T nel piano della varia-
bile complessa vy tale che ad ogni valore n di y dell'intorno di T corrispondano
costanfemente pitt di » valori distinti per 2. Veniamo dunque a considerare, entro
il catpo T, n +1 rami distinti della funzione o di y, 1 quali rami non ammettendo
aleun ponto di diramazione vengono a costituire come #n 4 1 funzioni distinte di 1,
che diremo ‘

VY
Y

i b 2 H E»S LR gnqﬂ'

Se v ¢ un punto del campo T in cul queste n + 1 funzioni non presentano al-
cuna singolarita ¢ rimangeno {inife, csse si potranno sviluppare in serie di potenze
intere ¢ positive di y - n convergenti tutte entro un detorminato cerchio di cen-
tro v, che sard tutto compreso enfro il campo T; questo cerehio verrd detto S,
ed entro esso sard:

G =cotCay—n)tey—n+. .., (=123 ..n41).

Per ogni valore di y preso entro il campo T, ed in particolare entro il cerchio
8, corrisponderanno due valori &, e 2‘, ed un numero intero /i che verificheranno
certamente 'eguaglianza (9) *); ma i valori degl'indiei %, 1 e dell’esponente /v po-
tranno essi variare al variare di y? Le considerazioni qui appresso hanno per og-
getto di rispondere a questa domanda, importante per cid che segue.

Se nel primo membro della (9) sostifuiamo alle & , Z, i rispettivi sviluppi in
serie ¢ combiniamo elindici X e g in tutti i modi possibili, avremo nn+1) serie
di potenze convergenti entro il cerchio §; siano queste

(10) Py (y—m 3 h),

dove h & un numero intero indeterminato. (Giova notare che prendendo tufte le
disposizioni degli indici X e w, ciot prendendo P, come diverso da Py, il caso
di h negativo viene incluso in virtlt della forma speciale del 19 membro dell = (9).)
Ad ogni valore di y dell'interno del cerchio corrisponde un valore di h pel quale
una delle n(n + 1) serie (10) si annulla necessariamente.

Cid posto, non si avrd conbemporancamente

Mg BB, + 1y By My §y My =0, Mo &8, + My & +my By +my=10,

(*) V. la nota citata dei Rendiconti dell’Istituto Lombardo.
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perché ne risulterebbe

(my —m,) (5 -£,) =0,
ossia

My =M, ,

che ¢ in contraddizione colla (8), oppure

El:fap.;

che ¢ inammissibile. Dunque tutte le n(n + 1) espressioni
(11 m, Ek&“ + my & +my g, +my

non saranno zero identicamente, perché allora non si potrebbe annullare alcuna
delle (10): e considereremo le Py, corrispondenti a quelle combinazioni di indici
per cui le (11) non sono identicamente nulle.

Considerando quelle espressioni (11) che non sono identicamente nulle, (cio¢
per qualunque valore di ¥ preso entro S), esisterh per ciascuna dl esse, che & una
serie di potenze di 4 — v, un cerchio di raggio finito e tanto piccolo che entro esso
la serie corrispondente non si annulli mai, o si annulli al pin nel solo posto 7:
determiniamo il minimo di questi cerchi e descriviamo con raggio inferiore alla
metd del raggio di questo cerchio minimo un nuovo cerchio che sia tutto conte-
nuto in esso: diciamo ¢ questo nuovo cerchio, v, il suo centro; n, si dovrd evi-
dentemente riguardare come appartenente ad S. Per nessun punto dell’interno del
cerchio ¢ si annullerd una delle serie (11) e non diventerd neanche infinitesimo il
valore di essa espressione: percui il valore di h corrispondente ad ogni punto y
dell’interno di ¢ non sard mai infinito e si potrd assegnare un numero intero H
maggiore di qualsiasi h.

Congiderando allora le

Hn (n + 1)

serie

(12) Py —n 5 h),

dove I invece di essere indeterminato ammette ora gli H valori

potremo trasformare tutte queste serie in serie di potenze di y ~7%,, convergenti
entro tutto il cerchio . Per il teorema gid richiamato sulla teoria delle Fun-
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zioni, esiste per ciascuna di queste serie un cerchio di ceniro v, ¢ di raggio fi-
nito entro cui la seric medesima non si annulla mai o si anuulla al pid nel cen-
tro v, : ¢ se prendiamo il minimo ¢, di questi cerchi, che pur & di raggio finito,
in un punto vy, di ¢, alcuna delle serie (12) si pud annullare, a meno di non es-
sere identicamente zero. Ma questo & contro ¢i0 che sappiamoe, che; anche per
y =%, una delle (12) si deve annullare; dunque una delle (12) sard identicamente
nulla in tutto ¢, e quindi in tutto S, e percio si avrd una coppia determinata A,p.
od un intero determinato h pel quale, per ogni valore di y sard

M8 &, - My &y - myE, 4 1y — wh(m, EE, A+ my Gy +my - my) = 0.
22. A questo punto diamo agli n + 1 rami
& s E.ﬁ, e r e EM.M

della funzione a di y , che fin qui erano qualunque, valori speciali: ¢ ciod pren-
diamo i seguenti

E,wié , ki, ......w%,

dove & & un ramo qualunque della funzione ; per quanto si & dimosfrato, esiste-
ranno tre numeri inferi 2, w, b tali che la (9) sia soddisfatta per qualunque va-

&

lore di y preso in un certo campo ; e nel caso attuale Ia (9) si riduce ad
(13)  (1—eM)mu ¥ 2 (m,wr +mywt—myw —m, o™ sy my (1 - w*) = 0.

Ora, poich¢ questa eguaglianza dove %,u,h hanno valori costanti ¢ soddislatta
per pitt di doe valori di £, essa dovrd ridursi ad una identitd, e quindi si avrd

[ my=10
) Ut - @'Y 4y (0f — 0y = 0
'\ Mg =0,

e unendo la prima e Pultima di quesfe colle (7) che gid sappiamo dover essere ve-
rificate, troviamo tra i coefficienti a; dellequazione (1) le seguente quattro equa-
zioni di condizione: '
[ty ~ @y =0
Go8's — Gy =0
(18)

Pyt [P
) a0y — gty = 0

4 .
oty -~ Qgy =0
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e dobbiamo ora cercare quali conclusioni si possono ricavare da queste equazioni
circa alla forma possibile per Vequazione (1).

23. Se si voole che la definizione di equazione caratteristica abbia un significato,
non bisogna che I'cquazione (1) si possa scindere in un prodotte di due equazioni
contenenti ciascuna meno di tre variabili. Quest'avvertenza si dovrd tener presente
nella discussione che segue.

Di pitt m, ¢ essenzialmente diverso da m,, ciod si ha

(16) 0"y = Qglty — g’y + ax'y 2 0.

1.° Non possono essere tutti i coefficienti a, diversi da zero. Infatti ne ri-
sulterebbe

as ﬂ'ye g Oy 2
C . e, o,
L by Uy 3

e la (1) diverrebbe:
(haoy + 1) (g @y 2y + Gy @5 + 0y @y + a'g) =0,

il ehe & inammissibile per quanto si & detto.

2.° Non possono essere diverse da zero tutte le a; cbe entranc in due qua-
lunque dei binomi (15). Infatti nei primi due binomi entrano tutte le ¢;, e se pren-
diamo il primo ed il terzo e supponiamo ¢he le a; che entrano in questi siano tutle
diverse da zero, ne dovrd risultare

ty =0 , a,=0,
e
ay Oy (y i
2 0 3

e la (1) si ridurrebbe a
(hey 1) (@, + 'y, +ay) =0,
forma inammissibile come necl caso precedente.
3.° Non possono essere contemporancamente diverse da zero neppure le o,
che entrano in uno solo dei binomi (15). Se fossero infatti
F P i
Wy 5 Gy y g 5 Ay

diverse da zero, dovendo essere nulli per Yosservazione precedente tutti i sei prodotti

Uoll'y , (ally , W3y, @oly , Go0y , (30,
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ne risalterebbe

. G —
a, =0 , a=0 , ay=0 , aq,=0,

e quindi sarebbe nullo il primo membro della (16), contro lipotesi.
8i ¢ dunque condottl a concludere che

/40y = @' g = GyG'y = Byty = 0
Ayl = @y = Ay == gy =0,
e dovendosi verificare Ia (16), almeno una delle coppie
a; , a'; (G=0,1,2,3)

dovrd essere diversa da zero. ;
Supponendo allora a, ed o', diverse da zcro, ne segue

Amn Ay =y =ay= 'y =1,
e la (1) si riduce ad
44005005 4 U000, + a6, + ¢/ =0,
e supponendo invece @, ed «, diverse da zero, viene
(18) G=0y=a,=a,=0,
e la (1) diventa
. Aoy + (50,05 4 @'gy + 000 = 0,

2. Riprendendo le formole (4) nell'ipotesi che siano soddisfatte le (17), esse
danno:

0= {30y — Qo) &
b=0
C =

| b= (g0 — a0’ &, s

¢ la (8) diventa

(19) 9ot
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& scrivendo invece le (&) nell'ipotesi (18), si ha

o == (a3@'3 - a?_a‘VQ) Evl..,

f
& b=0

U d = (ay0'y — a,0')E,
e la (8) di allora
(19

e le formole (19) e (19") danno la risposta alla domanda propostaci a § 20, se ciol
le funzioni f(x) che hanno un'equazione caratteristica rispetto alla (1), ridotte con
una trasformazione lineare ad avere la proprietd

[(x) = (ax)

coincidono colle funzioni studiate nella prima parte di questo lavoro. Tali formole
ei dicono infalti che se » & un valore che la funzione y di @ assame per pit di n
valori di #, e per esempio per n -1 valori

fra questi n + | s¢ ne troveranno necessariamente due &, e £, , legati dalla relazione

-}
g)“”u Ep,?

0, cio che ¢ lo stesso, la funzione non pud assumere un valore qualsiasi per pil
di n valori non congruenti di o, e questo basta a dimostrare che essa apparticne
alle {unzioni ¢(x) definite al § 2. Viceversa al § 17 si & dimostrato che ogni fun-
zione ¢(x) ammetie un'cquazione caratteristica (%). ‘

(*) Non si & fatto uso, nella discussione precedente , della seconda equazione
delle (14) ; questa non da infatti nulla di nuovo. Essendo m, =0 p. e., essa si ri-
duce ad

my (@) — @My =0,

e non potendo essere my, = 0, ne visulta A="h-+p, il che & dato anche dalla (19)
quando sl ponga

g ; £, = b,
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25. Abbiasi ora una funzione y = f(x) colla proprietd espressa dall’ equazione
funzionale (5), ciod periodica: sard necessariamente ‘
¢= , a=d,
08sia
g o g — Wylly = 0

(20)
? @0y = Qo — Gy@'y + Aoty = 0.

La funzione 4y = f(x) monodroma non pud avere pit di due periodi elementari,
ai quali si riconducono tutti gli altri: indicandoli con K e K’ e con h ed h' numeri
interi qualanque, potremo porre

b .
—=h K+ WK
d
6, ritenendo le notazioni introdotte a § 20, coll’avvertenza che ora m, = m,, & po-
nendo di pit
[ i ’
T = 40y — o0y,

avremo
(21) ny(8, — E,) — (hK + WE) (moélig +my Gy +Ey) -+ m3> = 0.

Cid posto, un ragionamento del tutfo analogo a quello dei §§ 21 ¢ seguenti ci
persuaderd che deve esistere una eoppia determinata di valori per glindici A e p,
¢ due wumeri interi corrispondenti K ed iV, pei quali Yeguaglianza (21) & soddisfaita
per tutti i valori di y compresi éntro un certo campo, ciod pei quali quest’eguaglianza
si riduce ad una identith. Prendendo allora, in luogo dei rami qualunque

§ 8 - o Bun

della funzione @ di y, i parficolari
ga%"&“K,z"}‘lZK.,.- -%“i“'”/K,

dove £ & un ramo qualunque, si avranuo valori determinati A, , i, I pei quali
la (21), in cui ora
=8Ik , E=E+pK, e
YOL., XVII 11
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& soddisfatta per tutti i valori di y contenuti entro un certo campo, e ordinande
la (21) essa si riduce ad '

n (A — WK
moE: + 4Kk -+ 1) + 20,5 + m K + 1) + g — —1%%1 I:%’ =0.

Ma se questa ¢ soddisfatta per pitt di due valori di £, come & per I'appunto il caso,
essa si riduce ad una identitd, ciot deve cssere

My == 0
(22) \ m, =0
(=K

M T RE 1+ WK

¢ sostituendo quesii risnltati nelle (4) troviamo, tenendo conto delle (20},

da cul

b m (b —8)
S R W WK B
d ] JC -+ R

e quest'ultima formela dimostra che se v & un valere qualunque di y che la fun-
zione y = f(x) assume per pit di n valori di o, p. es. per

&
El

12629 ¢ 00 Spnprs

fra questi n+ 1 valori se ne frovano necessariamente due, &, e £, legati dalla re-
lazione

0, cid che & lo stesso, la funzione non pud assumere un valore qualsiasi per pilt
di m valori che non differiscono fra loro per multipli dei periodi. Con c¢id & dimo-
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strato ehe se la funzione y = f(x) & semplicemente periodica, essa si esprime in
funzione razionalé di una esponenziale, ¢ se & doppiamente periodica, essa & di guelle
che conservano per tubti i valori finiti di wx il carattere razionale, ciod di guelle
che abbiamo dette eilittiche.

26. Si pud cercare quale deve essere la forma dell'equazione (1) nel caso che
la funzione y = f(x) sia periodica; e percid bisogna ricordare che i coefficienti a;
sono legati dalle relazioni (20) e (22), ciod:

o

I al .
[ a0y —a,ay =0

Gty — Gy, =0

(23) ‘

Ayt y — Uy @y =0

| sty — ay 0y =0,

ma nel fempo stesso i binomii

[ £

o) J( O ay — (a0
Ll

( a' @y — aat’

ive 3% o

devono essere diversi da zere.
Non tutti i coefficienti a, possono essere diversi da zero: in fatti si pofrebbe

scrivere, se ¢io fosse,

fﬁ_@gmﬂm Ci’_%._-h

a, a ay ay
e si giungerebbe a scomporre l'equazione (1) in altre contenenti meno &i tre va-
riabili, il ehe & inammissibile; cosi non possono essere diversi da zero i coefficienti a;
nei tre primi binomi (?3). Non possono neanche essere diversi da zero i coefficienti a;
che entrapo nei primi due binomii (23), perché in tal caso dovrebbero essere zero
a'y ¢ @'y, e quindi i binomii (24) non sarebbero diversi da zero, contro Iipotesi.
Deve dunque essere

o'y == Qg = Uy Qg = G’y = 0.
Cio premesso, distingueremo due casi:
1.9 Sia. a, diverso da zero. Allora dovrd essere
ay= ay=0 w.
¢ con queste

ay=0, 0 ay = 05 =0,
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Ma se a,=@;=10, sono nulli i binomii (24), e se @, =0, dalla 3* delle (23) segue
@y=0, ¢ sono pure nulli i binomii (24), contro I'ipotesi: & dunque inammissibile
I'ipotesi a, diverso da zero.

2.° Sia inmvece a,=0. Con questo pud essere

a,=0, oppure ay=a,=a',=0.

Ma in quest'ultima ipotesi segue che le (24) si annullano: dobbiamo quindi am-
mettere la prima ipotesi, e l'equazione (1) prende la forma
94 L5 -+ A5y Ly + 'y, + @'yy + @'y, + 0’y = 0
colla condizione
'y — aga'3 =0,
e ponendo

—qg~13-k
ayay
3 2
viene

(/525 + @' y085) (kcy + 1) + o'y, + @/, = 0.

Si osservi per ultimo che essendo
b_ e
i< hK + 'K

il numero k& sard necessariamente razionale, come risulta dalla terza delle (22); pud
essere anche

k=0,
ed allora I'equazione (1) prende la forma pit semplice
'@, + ', + a5 + a'y = 0.
21. Dalla nota citata (inserita nei Rendiconti dell Istituto Lombardo) e dai §§ 19

e seg. di questo lavoro risulta che ogni funzione che ammette un’equazione carat
teristica ammette anche equazioni funzionali della forma

®) ra=r(2L),
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dove a,b,c,d, sono composti eol coefficienti a, dell'ecquazione (1) e con due va-
lori & ,&,, che si trovano sempre fra n+ 1 valori & di o che fanno assumere ad
y = f(x) un determinato valore 7. Di queste equazioni funzionali ne potremo dunque
avere diverse, e anzi infinite, perché si pud scegliere comungue il valore » e per
uno stesso valore di » potranno esistere pil coppie & , &, che daranno luogo a tali
equazioni.

Ora & dimostrato (Nota citata, § TIT) che se I'espressione

8= — 4(a,0'y ~ @ 1) (Aatty — @ 005) -+ (At + Gty — 0,07 — Goty)*

¢ nulla, tulte queste equazioni si posseno ridurre a relazioni di periodicitd sosti-
tuendo alla variabile @ una variabile z colla posizione

_mz+m
z+1

¢ considerando la y come funzione di z; se invece & ¢ diverso da zero, si pud fare
la sostituzione in modo che sia in futte le equazioni (3) b==0 6 c=10, e si viene
cosl ad avere tutte le equazioni funzionali nella forma

[@) = f(0,2),

indicando con w, la quantita g il cui valore dipende dal valore scelto per 7.

Y

Or bene, se una sola delle w, & tale che il suo modulo differisca dall’ unitd,
si & nel caso contemplato a §§ 20 e seg. e valgono tutte le conclusioni ivi ottenute :
il caso che ci rimane da esaminare & quello in cui tutte le w, hanno il loro modulo
eguale all'unita.

Intanto sappiamo doversi escludere il caso in cui le w, sono della forma

258t
A

dove s ¢ un numero reale che pud diventare piccolo quante si vuole, e cosi il caso
in cui s & un numero incommensurabile, perch® abbiame dimostrate (§ 3) che in
simili casi la funzione non ammetterebbe in aleun punto @ uno sviluppo in serie
di potenze di @, ciod non sarebbe una funzione analitica nel senso stabilito. Se
dunque la funzione (i) ha tutti i suoi moltiplicatori w, col modulo uguale ad uno,
sl pud asserire che essi saranno tutti della forma

2hwi
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dove h e k sono numeri inferi primi fra loro. £d il numero & non potrd diventare
grande quanto si vocle, perché altrimenti prendendo Fintero p in modo che sia

phis= 1 (mod k)

a

il che & sempre possibile, si avrebbe

ani

B p it
w,f=e
ciod un moltiplicatore delln forma e>™ con s infinitesimo, il ehe non & possibile.
Dunque tutte le possibili w, saranno potenze intere delle seguenti quantitd, in
numero finito

2nd omi ami %E},
13 £ k p
1 2

e , & , e, L l.ee T,

e quindi saranno pofenze di una sola

dove k é il minimo multiplo del numeri interi k, , &, . ... fig. Da cid risulta che nel
easo che ora esaminiamo, i moltiplicatori della funzione saranno in numero finito,
ed avranno i k- 4 valori

Ma per ogni valore di v (preso entro un certo campo) esistono due valori &, , %,
pel quali

ciod (v. formole (4))
Moy -+ Miky + Mty + My — 0, (ME, + Moy, + My, + my) =03
posto il primo membro di questa equazione eguale a

dove h & l'esponente

i,2,3,..., o k-1,
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che bisogna dare ad w per ottenere w,, per ogni valore di 7 entro un certo campo
esisteranno due valori &, , &, pei quali una delle P sard nulla.

Cio posto, essendo ¥ funzione analitica di «, viceversa o & funzione analitica
di 4 ¢ si potrd sempre prendere nel piano della variabile complessa g, un campo T
entro il quale non esiste alcun punto di diramazione per n +1 rami

s
&

%01 0 e e S

xyt

i

della funzione o: e nellintorno di un punto % del campo T gl n 4+ 1 rami di fun-
zione si possono sviluppare in alirettante seric di potenze di y —v, convergenti
entro cerchi determinati. Sostituendo mnella P a &, questi sviluppi, la P si svi-
lupperd pure in serie di potenze, e dando ad h i & -1 valori

ea i, ivalorit,2,3,...,n+ 1, avremo rappresenfato con
P(g;\ ’ %p. 5 h)

serie di potenze convergenti eniro un certo cerchio di centro v, in numero di

n(n+1) (k1)
Ora se nessuna di queste seric & nulla identicamente, esisterd per ciascuna di esse,
¢ quindi per tutte, un cerchio di ccnbro v e di raggio ¢ tanto piccolo che entro esso
cerchio tubte le P siano sempre diverse da zero: quesio non cssendo, perché per
ogui valore v anche delf interno del cerchio e si annulla wna P, risulta che deve
esistere un sistema di indiei A , i ed un numero intero i per cui sard

P(i}sygp‘;h’):o

per tutti i valori di ¢ compresi entro un certo campo, e quindi per tusti i valori
non singolari di y. Bi pué dunque concludere che posto

’ ’ . P RN
- (10, = )&y —mg(1 - ©y)
T mg(L = ) &+ My oMy,

per quel determinato w,, sard

f(gp> = f(%)\) 9
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ossia che la funzione y = f(x) avrd I'equazione funzionale -

) = f< 5@>

posto
o= WMy — My

,/
5 [3 =yl - v,)
|

Y= Ml - w,)
\ & = My — c»),,‘mi.
Se indichiamo
ox B + 8
_m_,_(i con O, --m“—j{; con 0%,
Yo+ 0 0w + @
ad ogni posto 2 corrispondono posti O, 0%, . .. in cui la funzione riprende lo

stesso valore. Se questi sono costantemente in numero finito, la funzione sard ra-
zionale: se in numerc infinifo, la funzione si potrd ricondurre da capo alle ¢(z) o
alle funzioni ellittiche, secondo che sard

(B~ )2+ by

diverso da zero o nullo
28. Riassumendo, troviamo che tutte le funzioni monodrome aventi un’equa-
zione caratteristica sono riducibili con una trasformazione lineare
a funzioni razionali R(wx),
a funzioni ¢(x),
a funzioni razionali di una esponenziale R(e™")
0 ©a funzione cllittiche g(e®),
¢ che ls forme pilt generali di tali funzioni sono le seguenti:

o ag + b\ /A QL+h
Rx , ) B (\e""‘b) , ol e? M’)) ,
cw‘—i b

dove R & simbolo di funzione razionale, e ¢ & il simbolo delle funzioni definite a § 2.

Seftembre 1879,



