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SOPRA UNA CLASSE IMPORTANTE DI FUNZIONI MONODROIE 

PEL 

Dott. SALVATORE P1NCHERLE 

Presento nella prima parte di questa Memoria un saggio di una nuova tratta
zione della teoria delle Funzioni Ellittiche, non al certo tale da prender posto fra 
le esposizioni che solitamente si danno di quella importantissima teoria, ma che 
forse non sembrerà del tutto oziosa a chi consideri che essa riduce lo studio delle 
funzioni ellittiche a quello di nuove funzioni che godono di proprietà analoghe ma' 
più semplici per molti riguardi. La nuova classe di funzioni che ci occuperà più 
specialmente acquisterà maggiore importanza dalla proposizione che forma l'oggetto 
della seconda parte del presente lavoro, proposizione che dimostra essere queste 
funzioni insieme colle ellittiche le sole che permettono di soddisfare ad una impor
tante relazione di natura algebrica. 

I. 

Le funzioni monodrome aventi la "proprietà ç(cc) = ç(cocc). 

1. Una funzione y di una variabile x affatto libera, o complessa, verrà detta 
analitica se nell'intorno di un punto x0 del piano rappresentativo deliaco vale per 
la funzione uno sviluppo della forma 

dove m è un numero intero, positivo o negativo/Basta che la funzione ammetta un 
simile sviluppo nell'intorno di un punto perchè essa possa dirsi funzione di variabile 
complessa nel senso Riemanniano e perche si possono dedurre sviluppi analoghi per 
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l'intorno di altri punti: e la proprietà espressa dalla (1) si enuncia dicendo che la 
funzione ha per l'intorno di x0 il carattere di funzione razionale (*). 

Se m = 0 , c0 è uno dei valori della funzione per x = xQ ; se m è un numero 
positivo, la funzione è nulla dell'ordine m per x -x0 ,.e se m è negativo, essa è in
finita dell'ordine—m ; ma né nell'uno nò nell'altro caso x0 andrà considerato come 
posto singolare per la funzione. Invece xQ sarà posto singolare se non sarà possibile 
di ottenere uno sviluppo della forma (Î) per la funzione nell'intorno di quel posto. 

Infine una funzione si dirà monodrorna se nell'intorno di tutti i posti, meno i 
singolari, esiste uno sviluppo ed' uno solo che risponda alla definizione, comunque 
data, di quella funzione: invece essa si dirà polidroma se sarà possibile assegnare 
per la medesima più sviluppi della forma (1) nell'intorno di un medesimo posto. 

2. Richiamate queste proposizioni sulle funzioni in generale, passiamo ad enun
ciare nei seguenti termini la prima delle ricerche che ci proponiamo: 

« Esistono funzioni analitiche monodrome aventi il carattere razionale nell'in-
« torno di tutti i posti-valori della variabile, eccettuati posti singolari in numero 
« finito, e dotate della proprietà espressa dell'equazione 

(2) ç(œ) = <p(waO , 

ce dove w è un numero costante ? » 
Adopreremo in ciò che segue la lettera <p maiuscola,, minuscola ed anche affetta 

da indici a.denotare tali funzioni; e prima di dimostrarne l'esistenza e di studiarne 
le proprietà sarà d'uopo cercare a-quali condizioni deve essere soggetto il numero 
w , che diremo moltiplicatore. 

3» a) Sé si ha 

<p(œ) ~ ç(wœ) , . 

ne conseguirà naturalmente 

cp(œ) - <p(wnx), 

dovew è un intero qualunque positivo o negativo: se dunque esiste per una fun
zione un moltiplicatore to, ne esisterà un'intera serie 

(3) w, , w2 , w s , . . . , tùh , . . . 

la quale consta per. lo meno di tutte le potenze intere di uno di essi. 

(#) V8 Cas-orati. Teorica delle Funzioni dì variabile complessa. Pavia, 1866. 
Cfr. Weiers - t rass , ueber eindentige functionen, Berlin, 1877. 
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b) Si supponga che nella serie (3) si trovino moltiplicatori vicini tanto quanto 
si vuole all'unità : posto 

si troveranno per le eh valori piccoli quanto si vuole. Sia ora x0 un valore non sin
golare di x e tale che y(x0) abbia un valore finito e differente da zero: sarà 

9(«o + ^hxo) = Ç(œ0) , 

ma, potendosi prendere h tale che x0 + ehœ0 sia compreso in quelFintorno di x0 entro 
cui vale lo sviluppo (1), sarà 

e tx 2 

e quindi dovrà essere 

?'(œ0) + ?"0»o) | T | + . . .J = 0. 

Ma è noto dai principii della Teoria, delle Funzioni che si può sempre determi
nare un tale intorno del posto x0 che entro il medesimo la serie dì potenze dì x—xQ 

non sia mai nulla, o lo sia tutt'al più nel solo posto x0, a meno che non siano zero 
tutti i coefficienti della serie : e quindi se eh può essere piccolo quanto si vuole 
senza essere nullo, x0 + zhx0 può cadere in qualunque intorno di x0 e la serie tra 
parentesi della forinola precedente dovrà essere identicamente nulla, il che non es-
sendo? si deve concludere che le quantità zh non possono diventare piccole quante 
si vuole, ossia che i moltiplicatori di una funzione cp(œ) non possono avvicinarsi in
definitamente all'unità. - . 

e) Esaminiamo il caso di un moltiplicatore avente per modulo Punita; sia per
tanto . • . 

w = e
2r l I\ 

dove r è un numero reale. 
Sia prima r commensurabile: potremo scrivere 

m 
^ n . 

dove m ed n sono numeri interi primi fra loro, e sarà 
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In tal caso la proprietà 

(f(x) = ç(wœ) 

non può essere oggetto di alcuno studio speciale: basta che F(z) indichi una fun
zione monodroma qualunque con un numero finito di posti singolari perchè, posto 

?(œ) = f(xn) , 

la funzione cp(ce) ammetta quella proprietà. 

Sia invece r incommensurabile. Sviluppando questo numero in frazione .con

tinua esso sarà compreso fra due ridotte consecutive -— ed -y , 

m m' 
_ < r < 
n n 

dove si può sempre supporre 

e si avrà in valore assoluto 

ossia 

mn' - m'n =• ± 1, 

m ^ Î 
11 ^ nri * 

m ° 
~~ n nnf 

dove 0 è.un numero reale minor d'uno in valore assoluto, Sarà pertanto 

1 \n nn / I 
= 9 \ e xy ç(œ) 

per qualunque potenza intera p : e fatto p = n ' 

_ç(œ): 
( IT J 
\ e ce/. 

Qui 0 ha un valore minore dell'unità mentre n' si può supporre grande quanto 
sì vuole, pernii il moltiplicatore sarà vicino ad 1 quanto sì vuole, il che non può 
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essere per ciò che si è dimostrato al 6) ; non sì potrà quindi ammettere che la 
ç(as) abbia un moltiplicatore delia forma e2n™, se r è incommensurabile. 

4. Dalle cose dette al § precedente risulta che converrà tener conto dei soli 
moltiplicatori aventi un modulo diverso dall'unità: ma se io è un moltiplicatore, 

lo è. anche. — , e potremo dire che basterà tener conto dei moltiplicatori aventi un 
(*> 

modulo maggiore dell'unità- La funzione assumerà uno stesso valore nei posti della 
serie 

(4) LO~2X. , co-1 , x , war , w2cc , io3x, . . . 

infinita nei due sensi. Diremo per brevità che i varii posti dì questa serie sono 
congrui ad x (e fra loro) rispello al moltiplicatore co. 

Risulta di più che una funzione <p(œ) avrà per posti singolari i posti x = 0 ed 
X^CD, e quelli soli. Che debbano essere singolari risulta dal fatto che i posti 
della serie (4) si condensano indefinitamente nell'intorno di a>--0'ed x= oo, il 
quale- fatto basta a caratterizzare un posto singolare (*). 

Che quelli siano ì soli posti singolari risulta da ciò, che se ve ne fosse un'al
tro x0 , sarebbero pur singolari tutti i posti congrui ad xê rispetto ad to, cioè la 
funzione <p(as) perderebbe il carattere razionale in infiniti punti, contro l'ipotesi 
stabilita a § 2. 

. 8. Importa ora rispondere alla seguente domanda : • 
» Sotto quali condizioni due diversi numeri 

. io =zpeiù , o)' = p'e1'0' 

(( potranno essere moltiplicatori dì una stessa funzione <p(x) ? 
A quest'uopo serviranno le due seguenti proposizioni: 
TEOREMA I. « Se e'/ô , e*0' sono due moltiplicatori di una funzione, aventi per 

« modulo l'unità, esìsterà sempre un terzo moltiplicatore ei: avente per modulo 
« l'unità e tale che 

Ô = JAT , Ô' = p / t 

(e dove fi e [// sono numeri interi ». 
Infatti si ha per il § 3, e) che deve essere 

(*) W e i e r s t r a s s , memoria citata, § 1. Cfr. C a s o r a t i . Con determinato in* 

torno di ^ = oo intendo F insieme dei posti dei piano rappresentativo, esterni ad un 

cerchio di determinato raggio. 
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essendo r ed rf numeri razionali, percui il rapporto-0 : 6; sarà.,pure razionale ed 

esprimibile colla frazione irriducibile —,. Posto quindi 

- — x 

sarà 
0 = JJLT , . Ô ' = [ J 1 / T . 

D'altra parte se elù , e*0' sono moltiplicatori di una funzione* .sarà moltiplica
tore pure -

per valori interi qualunque dì s ed s\ ma essendo |i e |xf numeri interi primi fra 
loro sì può sempre determinare gl'interi s , s' in guisa che , 

spi — s'p/ = ! r 

e così risulta che eu è un moltiplicatore della funzione,.e. d. d. _ . 
TEOREMA IL « Se ... ./ . 

io = pe*° . , io' = p'e*0' 

« sono due moltiplicatori qualunque' di una funzione, essi sì potranno sempre porre 
« sotto la forma - ... -, • •• -\ -.,- n 

.. , \ .... .. w = c3*e* v : . . , . w ' = t3^ 'e < v ' r
 0 , . •• ./ : ^ 

« dove es ed et:: sono moltiplicatori della funzione, i è un numero reale e |x , [/.', 
a v , V sono numeri interi ». . ^ 

DIMOSTRAZIONE. I. Esisteranno sempre due numeri interi [/. e JA' tali che sìa 

Infatti, se w ed wf sono moltiplicatori della funzione <p(ec) per la quale si sup
pongono verificate le-proprietà-enunciate--al § ;?,-.sarà pure un moltiplicatore la 
quantità _ • . . . . . . . . . . 

doYe [A e JA' sono numeri.interi per ora indeterminati.''Indicata con u la quantità 
VOL. XVIII. 13 
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P" itiva ~ , se ne prenda il logaritmo naturale 

logw = ji/logp - ptlogp' 

p p 
e si svolga il quoziente dei due logaritmi in frazione contìnua : se , ^j sono due 

ridotte consecutive, sarà 

•dove 

ossia. 

? < !2££ < El 
g ìogpf >q' 

PQr ~~ Qpr == ± ^ > 

ìog9 ~^P ; G 

log'p' g gg' ' 

essendo o un numero positivo, nullo, o negativo minor d'uno in valore assoluto, 
talché 

(a) logw = logp' ( v!v- -f [ i ,~ - JA) , 

e qui distingueremo due casi. 

1° Caso, Il rapporto ,— -̂. sia incommensurabile; allora o non sarà mai nullo r r logo' ' 
ed i termini delle ridotte si potranno fare grandi quanto si vuole : si faccia ora 

\i! = g , p. = p , 

e verra 

i ologp7 

( 6 ) i u 5 tw — — T 7 — > 

e qui, essendo gf grande quanto si vuole, sarà log M pìccolo quanto si vuole ossia 

u vicino ad i quanto si vuole. Ciò significa che prendendo per - le successive 
g 

infinite ridotte della frazione continua, si avrà per u una serie di valori 
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o anclie? essendo le % quantità positive, 

e fra le % se ne troveranno infinite che differiranno da 1 meno di qualunque quan
tità data, o ciò che è. lo stesso , si troveranno infinite % che saranno minori di 
qualsiasi numero dato e* Ma per la definizione delle u, la funzione cp(x) ripiglia lo 
stesso valore nei posti della serie 

(c) ^0 , (1 + ^ ) er'1 œ0 , (1 + n2) e
h x0 , ... , 

dove xl , T2 . . . sono quantità reali : se ora ?0 è il modulo di xQ e si considera la 
corona circolare compresa fra i cerchi di raggi <;0 e E0 + E?0 , si troveranno nella 
serie (e) infiniti posti i cui moduli 

(i + %) 5o 

saranno compresi fra ?0 e §0 + s 0̂ e che pertanto cadranno nella corona circolare 
considerata. Cadendo adunque in essa corona infiniti punti in cui la funzione prende 
lo stesso valore cp(as0), vi si troverà necessariamente un punto Xcolla proprietà che 
in qualunque suo intorno cadono infiniti punti, in cui la funzione piglia lo stesso 
valore <?(cc0), e quindi (*) quel posto sarà posto singolare per la funzione» Ma dal 
§ 4 si sa che la furfzione ha per posti singolari cc=0 ed x-œ, e non altri: non po
tendosi pertanto ammettere l'esistenza di un tal punto X, si deve escludere l'ipotesi 

che il rapporto —^7 sia incommensurabile. ' 
logp; 

los1 p 2° Caso. Sia dunque il rapporto ^~— commensurabile: in allora il numero e 

si può annullare nella (a), e posto ancora 

viene 

l o g M ~ 0 , • u = 1 , 

ossia 

dove ]K e i*' sono numeri interi primi fra loro. 

(*) Weierstrass, loc. cit. 
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II. Ciò posto, si faccia . • . . . . . :; 

per valori qualunque dei numeri interi s- ed s; la quantità • ..- • - • 

'• • . - x_ ^/(sô-s'ô') = f fw™fxV gt(sô--s'ô') 

p ; " ' ' • " 

sarà pure moltiplicatore di <p(cc). : ma potendosi disporre di s ed s' in guisa che 

. .spi - s y = ± ^ ? 

'.il più semplice ' fra questi moltiplicatori sarà della forma 

za = re*7, 

e tutte le potenze intere di tz saranno pure moltiplicatori della funzione. 
Ora essendo ' . ' ' -

M = rP eu e r# = TF* e*̂ ®0-8'6'* 

moltiplicatori di (o% e così 

saranno anche moltiplicatori i quozienti di questi, cioè: . . - - • • - -

"•• • •• v w _ : i((i-|/s)ô+^ôO) ' ;5L_ ^((ì+^vjd'-^sd)-- "' -

€ 3 ^ S311, • . 

e quindi per il teor. I del presente paragrafo dovrà essere 

, ( i - [JLS)6 + [iS'0' = VT 

(1 + JJI'S')9' - [*'s0 = vV , 

dove T è una quantità reale evev ' sono numeri interi; da cui? per essersi posto t 
al luogo di so —s'O', viene • . . 

6 ~ t[JL + v i 

6 '= tyi'+ V'T , S ; . • - • • • \ ' ^ : • ; ' ' = • 
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OSSÌa ; , . . . •. .. .. ; ; -, . _. ; ;.,..., . ... ...: 

to' = fiJJeu^fe^!t — c3^'el'v'r 

e. d. d. ' 
Risulta dal teorema così dimostrato che la funzione cp(cc) viene, ad avere in so

stanza un solo moltiplicatore semplice cs con modulo diverso dall'unità, ed un moltipli
catore col modulo uguale ad 1: ma potendosi fare astrazione da quell'ultimo (§ 3, e), 
potremo d'ora innanzi considerare funzioni aventi un moltiplicatore semplice col mo
dulo maggiore dell'unità, e tutti gli altri moltiplicatori saranno potenze intere e po
sitive di quello. 

6, Riassumendo i. risultati ottenuti fin qui, vediamo che ammessa l'esistenza di 
funzioni <p(cc) aventi la proprietà 

• ' • . 'cp(cc) = cp(wx) " " " - ' - " 

e conservanti il carattere razionale dapertutto, eccettuati punti singolari in numero 
finito, queste funzioni hanno le proprietà: 

a. di avere per valori singolari i soli posti x = 0. ed x~oo , 
b. dì non ammettere moltiplicatori della-forma e2™1* se r è una quantità reale 

incommensurabile, 
e. di avere infiniti moltiplicatori, che sono tutte le potenze intere, positive 

o negative di un moltiplicatore unico il cui modulo è maggiore dell'unità; esse pos
sono avere altresì un moltiplicatore della forma e2TC?> dove r è una quantità,reale 
razionale, ma dì cui si può fare astrazione nelle ricerche che seguono, •• 

7. Se indichiamo, come faremo in ciò che segue, con 

co = pe*° • (p> i ) . .. 

il moltiplicatore più semplice dì una funzione cp(cc) , e descriviamo nel piano della 
variabile complessa x le circonferenze dì centro x = 0 aventi per raggi pft, dove h 
è un numero intero qualunque fra — oo e + oo, la funzione prenderà tutti ì valori 
dì cui essa è suscettibile nello spazio compreso fra due consecutive di questa cir
conferenze e per conoscere pienamente le proprietà della 9 (as) ci basterà sapere 
come essa si comporti entro una' di queste corone circolari-, che 'diremo corone 
elementari. • 

TEOREMA, « .Ogni funzione 9(0?) deve diventare infinita in una corona eie-
« mentare ». 

- DIMOSTRAZIONE. Abbiasi una funzione cp(as)la quale, se è possibile, non divenga 
mai infinita in una corona elementare: essa sarà dunque finita in tutto il piano 
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meno che nei punti 0 ed oo, e quindi sviluppabile in una serie della forma 

ç(œ) = V%œ& = . . . . . . a_2ar* + a^ar1 + a0- + a,tœ + a2x
2 + 

valida entro la corona circolare compresa fra due cerchi di raggi r ed R e di centro 
03 = 0, dove r si può supporre piccolo, ed R ' grande quanto si vuole» I coeffi
cienti ah sono dati per la nota forinola di Laurent , da 

a A = 2 ^ / ^ ( p ( B | e i l ) e " w ' d | , 

dove .Ri è un raggio qualunque compreso fra r ed R, e l'integrazione sì suppone 
eseguita lungo la circonferenza di raggio R r 

Si faccia ora El uguale.ad una potenza m del modulo p del moltiplicatore, e sarà 

«7( = 2^f%(PMe")e-^d«, 

ma 

onde 

to = pe*'e , 

pm = cowe"tw 

ed essendo 

ç(coOTœ) r= ç(œ) , 

viene, qualunque sia Finterò m, 

aA=i4^£w ? ( e f ( M^e"w ' di. 

Indicando con M il massimo valore del modulo di f(œ) in una corona elemen-
M 

tare, risulterà mod*% < - ^ , ( ^ - o o ^ . ^ + o o ) , 
Si dia ad h un valore determinato positivo, e ad e un valore piccolo a piacere: 

si potrà sempre prendere m tanto grande che sia 

II 
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se M è finito, onde sarebbe 

mod. ah < e ; 

sì dia invece ad ft un valore negativo, si potrà soddisfare alla stessa disuguaglianza 
dando ad m un valore negativo abbastanza grande in valore assoluto, cioè tutti ì 
coefficienti dello sviluppo 

I ' 1 J 
ah or 

sarebbero nulli, il che non'è ammissìbile. Non può dunque esistere un numero M, 
valore massimo dei moduli di <p(ac) in una corona elementare, ossia la cp(x) diventa 
infinita in ogni corona elementare, e. d. ci. . 

COROLLARIO. Segue da ciò che,una funzione cp(cc) assume nell'interno di una 
corona elementare qualunque valore, Infatti si dica e un valore qualunque, la fun
zione " 

_ 1 _ 
q>(œ) - e 9 

essendo della stessa natura della 9(03), deve diventare infinita in ogni corona ele
mentare, cioè (o(x) — e =-0 , ossia cp(cc) = e. 

8. TEOREMA. « Qualunque funzione 9(03) ha sempre tanti zeri quanti infiniti in 
« ogni corona elementare ». 

DIMOSTRAZIONE. Fer un noto teorema di Cauchy l'integrale 

/ ^ dx ç(œ) 

esteso al contorno di un campo connesso entro cui la funzione conserva il carattere 
razionale , esprime la differenza fra il numero degli infiniti e degli zeri di cp (x) 
(ogni zero 0 infinito essendo contato tante volte quante sono'le unità .del suo or» 
dine di -moltiplicità). Estendiamo l'integrale precedente al contorno di una corona 
circolare elementare limitata p. es. dai cerchi aventi per raggi 1 e p : sarà 

1 cp ( P e" ) p i e d i J„ <p(eVe 
<?(peV J0 <p(ei() 

Ora 

ç = we-'9, 

onde 
<p(pei!) = ç(we-*« e") = 9(6^*-») ; 
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si- deduce colla -derivazióne ' 
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c(o)cc) = ç(cc) ' 

1 
<p'(wa3) = Tx <f'(x) , 

io 

onde 

¥'(pe") 1 9f(e^"Q)) _<0 

' ' 9 (pe€/). p <p (e*<'-°>) e 

e gl'integrali precedenti divengono 

i 0 <p(e'C «>) i 0 <p(e") 

ma il primo integrale è' uguale al secondo come si vede cambiando la variabile t - 0 
in t, e l'espressione precedente è nulla, il che dimostra il teorema. 

COROLLARIO. Una funzione <p(cc) assume tutti i possibili valori lo stesso numero 
di volte in una corona elementare. Infatti se <p(œ) è infinita p volte in una corona, 

' "• ' • " •" "' "' " ' ' " 1 : • 
sarà infinita p volte anche —7-r~— qualunque sia il valore e, e quindi essa sarà 

(Q{tX/ì ~~~ C. 

nulla p volte, ossia 'cp(cc) assumerà p volte il valore e. 
Questa osservazione porta a distinguere le funzioni 9(03) a seconda del loro 

ordine, dicendosi funzione'cp(cc) dell'ordine p quella che diventa infinita in p punti 
distinti 0 coincidenti di una corona elementare; ed una funzione dell'ordine p as
sume p volte in una corona elementare ogni possibile valore. 

.9. TEOREMA, ce lon possono esistere funzioni.ç(cc) d'ordine inferiore al secondo. » 
DIMOSTRAZIONE/Sia cp(as) una funzione avente il moltiplicatore co: si avrà 

• . ' dcfdox) ì dy(x) 
dx """ co ' dx 

ossia 

da cui si vede che 

dx dx 

: dx-:. 
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è una funzione che non cambia di valore quando x si cambia in LUX ; questa fun
zione ha dunque tutte le proprietà delle cp(cc) e come tale si deve annullare in ogni 

corona elementare. Ora sìa x — a un valore per il quale x -~— si annulla, sarà 

Td^(x)l _ 

e sviluppando y(x) in serie nell'intorno dì ce — a, si avrà: 

4-

ossia ç(œ) assume due volte il valore speciale cp(a) nel posto œ = a. La funzione 
($(x) — <p(a) è dunque nulla almeno due volte in una corona circolare elementare, 
dunque essa sarà almeno due volte infinita, e perciò d'ordine non inferiore al se
condo, e. d. d. , ' - • 

Ammessa l'esistenza di funzioni 9(50) quali le abbiamo definite a § 2. vediamo 
che alle proprietà già riassunte a § 6. conviene aggiungere le seguenti: 

d. Se sì divide il piano in corone circolari per mezzo dì circonferenze i cui 
raggi costituiscono una progressione geometrica, di ragione p, la funzione riprende 
gli stessi valori in ogni corona circolare, e diventa in ogni corona, nulla, infinita, 
ed assume qualsiasi valore. 

e. Essa assume il valore zero? infinito e qualsiasi altro valore un egual nu
mero (finito) dì volte' in ogni corona; da cui la classificazione in ordini. 

f. Non esistono funzioni cp(cc) d'ordine inferiore al 'secondo. 

0. La funzione x-~-^ è una funzione della stessa natura di cp(cc). u dx ' ; 

Si. tratta ora di passare alla dimostrazione dell'esistenza di tali funzioni, ; cioè 
alla costruzione di una di esse, che ci basterà poi a formare le altre: e per giungere 
a tale scopo dobbiamo introdurre una nuova classe di funzioni ausiliari, dotate esse 
pure dì notevoli proprietà, 

10. Indicheremo col simbolo i(a?) funzioni definite dalle seguenti condizioni: 
a. di essere raonodrorae, 
b. dì avere carattere razionale intero (cioè non contenere esponenti negativi 

nello sviluppo 1) per tutti i valori dì x diversi da 0 e co, 
e, di soddisfare l'equazione funzionale 

(8) t(tooc) = — tocc • T(CC) (modio > t). 

11. Per giungere alla determinazione di una funzione siffatta^ supposto il piano 
VOL. XVIII. 14 
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diviso ancora in corone circolari dalle circonferenze i cui raggi costituiscono una 
progressione geometrica avente per ragione mod to, s'incomincia ad osservare che 
basterà conoscere il modo di comportarsi della funzione entro una taLcorona, in 
virtù della (5) e della 

x(iùnx) = (-i)niùnxnz(x) , 

che se ne deduce immediatamente.- Si osservi inoltre che non possono esistere due 
funzioni x(x) distinte aventi gli stessi zeri: se infatti x(x) , x^x) sono due funzioni 
quali le abbiamo definite, il quoziente 

x^x) 

sarà una funzione di quelle che abbiamo dette $>(cc), e questa, come si è veduto deve 
essere nulla in ogni corona circolare, il che non è se x(x) e xt(x) hanno gli stessi 
zeri ; sarà dunque 

x(x) 
—~ = cost. 

Ciò posto, sarà facile determinare una funzione -(x) che sia nulla nel posto x = 1 
e nei suoi congruenti x = co/l : e dico che questa funzione sarà rappresentata dal 
prodotto infinito 

<•> ^-flO-SX'-srâs)-
hz=Q 

Infatti questo prodotto sarà convergente incondizionatamente per tutti i valori 

di .ce diversi da zero e dall'infinito, essendo convergente la serie 

y. J
o (mod co)* 

sotto l'ipotesi fatta mod to > 1; la funzione rappresentata da quel prodotto infinito 
ha dunque per soli posti singolari i valori aj = 0,cc = oo; e di più, mutando x in 

ìSJX, essa viene moltiplicata per (1 - wrc) ma vi manca il fattore ( 1 ), cioè 
\ b)X/ 

moltiplicata in tutto per — wcc, come deve essere. 
Infine è facile determinare uno sviluppo in serie per la funzione xjx)« Se in-
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fatti poniamo ' • 

— 00 

die sappiamo già Yalido uno sviluppo di tale forma, avremo per la (5) 

00 co 

onde 

cw+1 w
n+1 = - wcw , (n = - oo . . . . . . + oo) , 

e dando ad n i valori 0,1, 2, 3, . . . e- moltiplicando 

da cui 

ìMH ? 

2 
IO 

ossia^ fatta astrazione dal moltiplicatore costante c09 

ry%2 /y»3 /vi4 
, \ & vu tÀj *AJ 

T o ( a , ) = i _ a , + _ _ _ i + _ . 

_J_ _1 1 

o finalmente, aggruppando i termini a due a due : 

-foo 

CD ^ ^ ^ ^ l ^ - ^ ) ' 
—QO 2 

IO 

12. Le funzioni i0(x) così costruite sì possono applicare senza difficoltà alla 
determinazione delle funzioni <p(œ). A taFuopo .converrà dimostrare le seguenti pro
posizioni : 
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TEOREMA I. « Se aì , 'a2 , . . . ap , bì ,b2, . . . 6p sono 2p posti presi arbitraria-
(c mente' entro una corona elementare, in modo però che sia 

(8) a% a2 . . . ap = tom 64 62 . . . 6p , 

ce la funzione 

fx\ fx\ ix\ 

(9) 4>(x) = x" V a - / W " t o © T * (ë ) ' " T °© 
« sarà una funzione '<p(cc) dell'ordine p e col moltiplicatore co. )) 

DIMOSTRAZIONE. Per le proprietà delle funzioni x(x),' la funzione 0(cc) è mo-
nodroma ed ha carattere razionale per tutti i valori di ce, ad eccezione di x = Q 
ed, x = oo. Essa ò nulla nei p punti aì , a2 , . .'. ap e nei loro congruenti, e in cia
scuno di essi del prim'ordine, e infinita del prinf ordine nei p posti bt ,b2 ,bp e ì 
loro congruenti. Resta da verificarsi cLe 

#(cocc) = 0(rc), 

e questa sì rende subito manifesta dalle proprietà della funzione x0(x) : si ha infatti 

M x . . 6 « 6 « - - - 6 « ' T » © T « ( | ) - - - T » © 
O(tosc) = lùm-Xm ———' 

1 2 8 • * lì < B <•(£)• ~ < i ) ' 

e questa frazione, per la (8), non è altro che l'espressione scritta per la 0(as),e. d. d. 
TEOREMA li. ce Reciprocamente, se ç(cc) è una.funzione dell'ordine p avente 

« a., , a2 , . . . ap per posti degli zeri e 6,, , b2 , . . . òp. per posti degl'infiniti in una 
« corona elementare,, sarà 

aì a 2 . . . S = <*>m 6t 52.. . . bp. » 

DIMOSTRAZIONE. Si prenda 

e si formi la serie dei posti co/lc congrui a e. Se fra questi sì trova il posto bp, 
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il teorema è dimostrato: nel caso .contrario si troverà sempre • un posto ed uno 
solo (*; appartenente alla corona elementare in cui si sono presi i posti aì , a21 ecc., 
e sia c' = cww questo posto: si avrà 

a i a2 *_j_« ap „ . vm 

b| 62 . . . c; 

Si formi ora la funzione 

questa sarà per il teorema precedente una funzione della stessa natura della cp(x): 
ed anche il quoziente 

avrà la proprietà 

ç(coœ) = <p(cc) , 

ed inoltre sarà nullo solo dove è nulla #(cc) o infinita ç(cc), cioè in 

fl| ) (Z.2 } • • • (Xp , Ofl , 0 2 , • • • t ) p _ | 5 C y 

e in ciascun posto del prim'ordine : ed è infinito solo dove è infinita #(cc) o nulla 9(03), 
e pure del prim'ordine, cioè in 

0 | , O.2 ? • • • &p ) Cf.j j C&2 ) • • • Cip > 

e in ultima analisi 9(a)) verrà ad essere zero nel solo posto cf e infinita nel solo 
posto hp della corona che consideriamo. Ma questo risultato contradice a quanto 
abbiamo dimostrato a | 95 non esistere cioè funzioni <p(œ) del prim'ordine che non 

siano costanti: è dunque necessario che <p(œ) si riduce ad una costante, ossia 6p = e'; 
e fra gli zeri e gl'infiniti della <p(cc) passa la relazione che si voleva dimostrare. 

(*) Potendosi fare la convenzione che se un posto si trova sopra una delle cir
conferenze che limitano le corone elementari, si- riguarderà quel punto come appar
tenente alia corona per la quale quella circonferenza' è il limite inferiore. 
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Questo teorema dà la forma di una funzione 9(05) di cui si conoscono gli zeri 
e gl'infiniti in una corona elementare, e come si vede essa si esprime per le fun
zioni T0(X): è chiaro poi che la relazione che passa fra gli zeri e gl'infiniti di cp(co) 
passa anche fra ì p valori che fanno assumere a <p(ac) un valore qualunque e e quelli 
che fanno assumere un valore e', e si può dire che il prodotto dei valori pei quali 
una funzione 9(se) assume un valore qualunque in una corona elementare è costante, 
airinfuori di un fattore potenza del moltiplicatore. 

.13. Non essendovi funzioni ç(œ) del prim'ordine, le funzioni più semplici dì quella 
famiglia saranno del second'ordine, cioè avranno due zeri e due infiniti (distinti 0 
coincidenti) in ogni corona elementare. Se indichiamo con aì,a2 gli zeri e con 
bl , b2 gl'infiniti, la forma generale delle funzioni di second'ordine sarà 

T° Gr) T° ( ir) 
(10) ç(x) = Gxm^4-^ 

colla condizione 

(il) aA at = bfl bl 62. 

Ogni funzione ç(a?) del second'ordine soddisfa all'equazione funzionale 

(12). *W = *(à) 

essendo e una costante. Sappiamo infatti che indicando con yQ un numero qua
lunque, <p(o3) assume il valore yQ per due valori x0 ed œ0

f di ogni corona elemen
tare :. ma questi due valori soddisfano alla relazione 

tX/0 XQ
 = ^ ^ i ^2 = ? 

da cui 

»(»)=n-5L-)=*y-
Risolvendo l'equazione 

x2 = b, b2 m
m 

si trovano quattro valori, 0 quattro posti del piano x non congruenti fra loro ri-



')( m )( 
spetto ad to, e sono 

ef = \lb% b2 , e2 = - \/6t 62 

e3= Vto6462 » 04 = - sl<*>bxb2> 

questi posti ed i loro congruenti sono quelli in cui la funzione assume un valore 
doppiamente e in cui sì annulla la derivata della funzione e si trovano quattro tali 
posti in ogni corona elementare. 

14. Si è visto che se ç(œ) è una funzione qualunque dì quelle definite a. § 2, 
la funzione 

x <*•?(«?) . 
(ÎX ? 

che chiameremo <p, (as), appartiene alla stessa famiglia delle cp(as) : ora cerchiamo 
quale sarà l'ordine di çf(œ) posto che cp(cc) sia del second'ordine. • 

Supponiamo prima dis'ititi gì'infiniti bì e 62, Dalla considerazione degli svi-

luppì in serie della forma (1) sì ricava che se in un posto x -=• b la —^— si trova 

essere infinita, ç(œ) pure dovrà essere infinita.per ce = 6, e -——7- dovrà essere in

finita per lo meno del second'ordine : essa è dunque certamente del second5 ordine 

dove cp(cc) è infinita del primo : e perciò avrà due infiniti doppi per x=bì , x^b2, 
e quattro zeri semplici nei punti et definiti al § precedente. La funzione cp̂ œ) avendo 

'dcp(cc) 
eli stessi zeri ed infiniti della funzione —^—, sarà una funzione del quart'ordine, D dx 

con due infiniti doppi e quattro zeri semplici in ogni corona elementare. 

Supponiamo invece gl'infiniti bl e b2 coincidenti in 6. In quel punto'-——^ 

sarà infinita del terz'ordine, e nulla nei posti 

e2 = - b , e3 = + b SJìU f e4 = - b \/w , 

e quindi <p4(œ) sarà una funzione del terz*ordine con un infinito triplo e tre zeri 
semplici. 

Mentre una funzione ç(ac) del second* ordine soddisfa all'equazione funzionale 

,(a5> = ?.(a>) 
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la funzione 91(œ) corrispondente soddisfa invece all'altra equazione 

<pt (X) = - <pf (jjj , 

come si ha dalla derivazione dell'equazione (12), 
15. Sia ancora 9(00) una funzione del second'ordine , che supporremo prima 

avere due infiniti distinti bl e 62, -e formiamo il seguente prodotto : 

(ç(œ) - Ç(ef)) (<P(Oî) - ç(e2)J (j(œ) - ?(e3)J (<p(œ) - <p(e4)). 

Questo prodotto non si altera cambiando co in was, e rappresenta una funzione 
appartenente alla classe delie <p(cc), e che diremo. 3>(cc) : essa si annulla solo dove 
si annulla uno dei binomi 

e.questo avviene nei soli punti ei , e2 , e3 , e4, essendo in ciascuno di questi punti 
il corrispondente binomio nullo del second"ordine, e diventa infinita con 9 (ce) nei 
punti 6f e b2, ma in. ciascuno del quart'ordine. Dunque la O(cc) è una funzione 
deir.otta.vo ordine, con quattro zeri doppi el , e2 , e3 , e4 e con due infiniti quadru
pli bi e 62. 

-D'altra parte la funzione ^.t
2(x) è pure dell'ottavo ordine, cogli stessi zeri e 

gli stessi infiniti e dello stesso grado di moltiplicità ; quindi il quoziente di 91(cc) 
e €>(œ) dovrà essere un numero costante, e si trova così che la cp(cc) del secondo 
ordine eoo due infiniti semplici soddisfa all'equazione differenziale 

(13) x. ÈÉp = c\l[f{x) - <p(ef)] [<p(œ) - ç(e2)] [?(rc) - tfc,)] [?(œ) - ç(e4)] . 

Supponiamo ora che la 9(20) abbia un infinito doppio 6,. e formiamo il prodotto 

ê(x) = (c(ac) - ç(e2)) (ç(a?) - ?(e8)) (<p(cc) - ç(e4)) 

.essendo in questo caso 64=?). Questo prodotto rappresenta una funzione della classe 
delle f(cc) e dei sest'ordine, con tre zeri doppi e2 , e3 , e4 .e un infinito sestuplo b: 
questa .funzione non differirà che per un fattor costante da 94

2(cc) e si può con» 
chiudere che una funzione 9 (ce) del'second'ordine con un infinito doppio soddisfa 
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air equazione differenziale: 

(14) x W@ ^ c y (9(x) - ç(e2)) (?(tt) - 9(e3)) (cp(x) - f(e4)) , 

e in generale : 
« Ogni funzione cp(cc) del second'ordine soddisfa ad un'equazione differenziale 

« della forma 

a dove R(ç) indica un polinomio razionale intero in 9 del terzo 0 quarto grado ». 
16. TEOREMA I. « Ogni funzione 9(ce) d'ordine qualunque p si può esprimere 

« razionalmente per mezzo di una funzione 9(03) del second'ordine e della funzione 
« cp1(x) corrispondente ». 

DIMOSTRAZIONE (*). Indichiamo con O(ac) una funzione d'ordine qualunque p, e 
con cp(œ) una funzione del second'ordine avente lo stesso moltiplicatore, e distìn
guiamo tre casi : 

1.° Supponiamo che la funzione #(œ) soddisfi alla relazione (12) cui sappiamo 
soddisfare la <p(cc), cioè si abbia 

*<*>=»(£) 
dove e è un numero congruo rispetto ad w al prodotto dei due valori che rendono 
<p(x) infinita entro una stessa corona elementare. Dalla relazione che abbiamo am-

e messa, .risulta che O(cc) assume nel posto x0 lo stesso valore che nel posto - , e 

per conseguenza dovrà essere d'ordine pari 2q: siano 

c e e 
Œl , Cf2 9 8 ® * dqy *""* 5 — f - • . . — 

î posti degli zeri, e 

(*) Non è necessario di fare avvertita la somiglianza fra la presente dimostra
zione, e quella data da L ì o u v i l l e (e riportata nella Théorie des fondions elliptiques, 
2a edize dai signori B r io t e Bouquet ) ' per la proposizione analoga sulle funzioni 
doppiamente periodiche, Lo stesso per una 0 due altre dimostrazioni dei §§ precedenti, 
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i posti degl'infiniti di O(cc), essa funzione sarà rappresen ta ta da 

( ? ( » ) - 9(«i) ) (<p(#) - - <p(tf2) J . » . (cp(oc) - c?(af/) 

(ç(œ) - ç (6 f ) ) (?(œ) - 9(62)) • • • (<?(œ) - <P(&„)) 

perche questa è nulla e infinita nei posti indicati e dell 'ordine 2q* E quindi dimo
strato che #(GC) si esprime razionalmente per 9(a)). 

2-° Supponiamo invece di avere una funzione soddisfacente alla relazione 

Sì è già osservato che essendo y(x) una funzione del second'ordine, la corri
spondente 91(03) ammette l 'equazione funzionale (v. § 14) 

*,<a0 = - ? . ( £ ) , 
per tanto il quoziente 

sarà una funzione della classe delle «p(cc), avente la proprietà 

e si espr imerà razionalmente per <p(cc) 

ç(œ) = R(<p) ; 

percui . 

0(a#== ?!(#)•• R(?> 

ed il t eorema è dimostrato anche in questo caso. 
3.° La funzione O(cc) sia ora affatto qualunque. Essendo ancora e un numero 

congruo rispetto ad to al. prodotto degl'infiniti della funzione del second'ordine 9(0?), 
si formino le funzioni 

' e ' 
.se. 

X(œ) = *(œ) + 0 ( i 

X,(ae) = «I»(œ)-<J>Q). 
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Ambedue appartengono alla classe delle cp(cc) e danno le relazioni 

x(£)=X0»0 

*.(£) =-x.(*>. 
percui, essendo al solito B ed It4 simboli di funzioni razionali, si avrà per i casi 
già considerati: 

4>(a;) + 4)(£) = R(rc) 

*(œ)-«,Ê)=?.R1(T). 

donde 

(15) *(œ) = * (R(? )+ÇiBi (ç ) ) 

e. d. d. 

TEOREMA IL « Ogni funzione <&(x) è legata da una relazione algebrica colla 

« corrispondente funzione ^ (œ) = x-——. )) 

DIMOSTRAZIONE. Essendo cp(ac) una funzione del secònd'ordine avente lo stesso 
moltiplicatore di €>(x), sarà per il teorema precedente 

(15) *(rc) = »(¥) + <PiRi(<P)> ' 

e derivando e moltiplicando per ce 

ma essendo Rs un nuovo simbolo di funzione razionale, si ha dal § IS. 

(16) 9,* = R 2 (x) , 

e derivando e moltiplicando per ce, 

t dx' do ' 
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e sostituendo nella precedente 

Se fra questa equazione e le altre due (IS), (16) eliminiamo ç e fn otteniamo 
una relazione algebrica 

F(*,*1) = 0 

ossia 

pH'4)=° 
che è un'equazione differenziale algebrica di forma speciale, cui soddisfa ogni fun
zione #(cc). 

•17. TEOREMA. « Una funzione <D(as) d'ordine qualunque p assume tre valori legati 
ce da un'equazione algebrica se si danno alla variabile tre valori xt , av,.oc3, legati 
« dalla relazione • 

• (17) - . x3 = ac^ cc2 • )) 

DIMOSTRAZIONE, Pongasi 

% = #(»,) , «=-1,2, 3) 

e sì dia ad xì un valore determinato a ; corrispondentemente yl assumerà un valore 
pure determinato (3. Si dia ad y2 un valore determinato, a questo corrisponderanno p 
valori non congruenti per xz 

*A/ 2 } *ÂJ 2 1 ^ 2 ? • • 8 «̂  2 9 

ed inoltre tutti i valori congruenti a • questi. Si avrà dunque dalla (17) una serie 
infinita di valori per x3 corrispondentemente ai valore a di xì ed ai valori con
siderati di x2 ? e fra questi valori di x3 i seguenti 

xf
s = aax'2 , xff

s = aacc"2, . . . x
{p\ = aax{p\ 

saranno non congruenti fra loro, ed uno qualunque degli altri sarà congruente ad 
uno di questi. Ad un valore di xs ed ai suoi congruenti corrispondendo un valore 
di y3 ed uno solo, risulta che « ad un valore di yt corrispondono p valori di ys, 
« tenuto fisso ccf. » 
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Dì più, essendo y2 funzione analitica dì x2, (§ 1.) ed y3 dì xs, vice versa sarà x2 

funzione analìtica dì y2, quindi essendo 

sarà anche y3 funzione analìtica di x2 e quindi di y2. Similmente sì vedrebbe che y2 

è funzione analitica dì y3, e che « ad un valore qualunque .di y3 corrispondono p 
« valori determinati dì y2, tenuto fìsso cc4. » 

Dunque abbiamo due variabili complesse y2 51/s 5 funzioni analitiche l'ima del
l'altra e tali che ad ogni valore -senza eccezione della prima corrispondono p valori 
determinati per la seconda, e ad ogni valore della seconda corrispondono p valori 
determinati per la prima: per i principiì della teorìa delle funzioni potremo con-
chiudere da ciò che le due variabili y1}y5 sono.legate da un'equazione algebrica 
dì grado p in y2 , y3 : e quest' equazione conterrà nei suoi coefficienti il valore p 
attribuito ad yl e tenuto fisso fin qui; sia 

F(2/,,!/8,P) = 0 

quest'equazione. Se ora teniamo fìsso il valore y2 e facciamo variare yì , potremo 
asserire collo stesso ragionamento già fatto che yì, y3 saranno legate da un equa
zione algebrica di grado p in yl,y3, ed è quindi dimostrato che nell'equazione scritta 
dianzi la variabile yl entra razionalmente e al grado p..-Adunque yì , y2 ? y3 so110 

legate da un'equazione algebrica 

F(2/i ,ì/a»2/8) = 0 

dì grado p al più rispetto a ciascuna variabile, e, d. d. 
Segue da ciò che se quattro valori xx , x%, ao3, œ4 della variabile OB sono le

gati da 
rv% — ff or» Of» 
«^4 ~~' t*- /l *^2 ^ 3 ' 

ì valori corrispondenti y , , y2 , y3 , y4 saranno legati da un'equazione algebrica; posto 
in fatti 

OY» — > OY» or» 
t A / ^ —- t A / | «A/ 2 

sì hanno per il teorema precedente le relazioni algebriche 

F ( 3 / i > 2 / f 2 i ! / 4 ) = 0 



)( H 8 )( 

da cui eliminando y\ , 

F ( 2 / H 2 / ï » 2 / S . ! / * ) = 0 -

E in generale, se m valori della variabile 

rp rp ry* /y» 

«A/,| . ) «A/o j w g 5 " * • t^/.»'*J 

sono legati da una relazione della forma • 

A» A 2 At» À w 

/y» * rr» * ry» u rvs " s —- f» 
«A/ | *Aj'2 3 • • • • 'A/it'n ~~ -̂'5 

dove Xi , À2 , . . . lm sono esponenti interi, positivi o negativi, i valori corrispondenti 

2Al > 2/2 > • • • Vm 

di y = 0(ce), saranno legati da un'equazione algebrica. 
18. Trovate così le principali proprietà delle funzioni definite al § 2, passiamo 

a studiare le funzioni che nascono da quelle, sostituendo alla variabile x un'espo
nenziale 

(18) z = em\ 

- Tali funzioni si diranno, funzioni ellittiche (*), e si indicheranno con E (ce); esse 
saranno dunque definite da 

' (19) .. . E(a?)=:cp(eCMC). 

Ad ogni .valore di x corrisponde un solo valore di 2, e quindi un solo valore di 
9(2) == E (oc), talché: 

I. «Le funzioni ellittiche-sono monodrome. » 
ali 

Se poniamo e -. co , sarà 

a(oc>+mK) 

com J5 = e , 

(*) La denominazione di funzioni ellittiche, applicata generalmente alle funzioni 

particolari sn# , cnir , dn# , viene qui presa in senso più la to , e diremo col prof. 

W e i e r s t r a s s ellittiche tette le funzioni doppiamente periodiche che hanno il solo 

posto x = .00 , per posto singolare. 
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ossia per tutti i valori di z compresi nella serie 

a(cc0-\-mli) 

z ='.e (m intero) , 

o ciò che è lo stesso, per tutti, i valori di x della serie 

x = x0 -f mil + m'R' (w ed tri interi) , 
posto 

~~ C i / 

la funzione E (ce) prende lo stesso valore E(co0), e quindi: 
IL « Le funzioni ellittiche sono doppiamente periodiche. » 
La funzione cpOz) ha per posti singolari z = 0 e % — oo, cui corrisponde il solo 

posto x = oo , talché : 
III. « Le funzioni ellittiche hanno un solo posto singolare, che è ce - oo . » 
Dalle proprietà dimostrate a'§§ 3, 4 e S sui .moltiplicatori delle funzioni 9(ce) 

risulta che 
IV. « Una funzione ellittica non può avere perìodi infinitesimi ; ogni periodo H 

« si riduce alla, forma 

lì = mil + m' R' , 

a dove II e R'sono due periodi elementari: il rapporto dei due periodi elementari 
« è complesso, a meno che non sia R' multiplo di R, nel quale caso (che corn
ee sponde al caso di mod to = 1) si ha in sostanza un periodo unico; e la funzione 
« piglia tutti ì valori di cui essa è suscettibile mi parallelogramma avente per ver» 
« tìci i punti 

wiK + m'Kf
5(m + Ì)K + m'R ,,wK.4-(wi ,+ l)R',(wi + l )K4- (m '+ !)&'> 

ce e che sì dirà parallelogramma elementare. » 
Dai §§ 1 a 9 risulta che 
V. « Una funzione ellittica diventa infinita, nulla, ed assume qualsiasi valore in 

«ogni parallelogramma elementare; • essa ha tanti zeri quanti infiniti in ogni pa
ct rallelogramma; essa diventa infinita almeno due volte in ogni parallelogramma.» 

Sì possono dividere le funzioni ellìttiche in ordini, come le funzioni <p(x), e 
non vi sono funzioni d'ordine inferiore al secondo. 

Si possono poi introdurre funzioni aventi la proprietà 

(a?+K) 

6(ì3D + R) = ~ e 6(oo)5 
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e analoghe alle x(x). le quali serviranno per la costruzione effettiva delle funzioni 
ellittiche; e quindi dimostrare le proposizioni corrispondenti a quelle dei §§ 12 e 
seguenti^ che suonano: 

VI. « La somma dei p valori di x pei quali una funzione ellittica assume un 
(e certo valore entro un parallelogramma elementare, è costante qualunque sia questo 
« valore, all'infuori di un multiplo dei periodi, » 

VII. « Ogni funzione ellittica è legata alla sua derivata da un'equazione algebrica 

' ( « • £ ) 
: 0 . )) 

Vili. « Ogni funzione ellìttica d'ordine qualunque si esprime razionalmente per 
« mezzo di una funzione ellittica del second'ordine e della sua derivata. » 

IX. « Una funzione ellittica del second'ordine soddisfa ad un'equazione differen
ce ziale della forma 

§="*«• 
« dove R(E) è un polinomio' del 3° o 4° grado in E. » 

X. « Se si danno alla variabile tre valori xt ,x2,x3 legati dalla relazione 

cA/ej ™ nÀ/| ~J~ «~2 

(( e posto y = E(x), i valori corrispondenti di y saranno legati da un'equazione al-
,({ gebrica 

• F ( y ï ? y 2 , y 3 ) ^ 0 ; 

« e più generalmente, se alla variabile si danno m valori xl, x± , . . . xm, legati 
« dalla relazione 

I *^l ' 2 *^2 i • • • ^>ffì X.fli ~ C 9 

({ dove \ , A2,. . . lm sono numeri razionali, si avrà fra i valori corrispondenti di y, 
ce cioè fra yì , y2, . . . ym limi relazione' algebrica 
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Le funzioni monodrome aventi un'equazióne caratteristica, 

19. Essendo y = f(x) una funzione monodroma, ser dati alla variabile tre fa-
lori xì , x2 , x3 legati da un'equazione lineare separatamente rispetto ad xì, x2 ed cc3, 
e cioè della forma 

( I) a0œlxzœs + a^zxs + a^x^ + a3œ1œ2 + a!ìxl + a\x.2 + a'3aj3 + a'0 =•• 0 , 

i Yalori corrispondenti yi , y2, y3 della funzione saranno legati da un'equazione al
gebrica di grado n al più rispetto ad y, , y2 , y3 

si dirà che. quest'equazione è caratteristica della funzione y = f(#), rispetto all'eqa-
zione (1). 

In una mia nota, gentilmente presentata al R. Istituto Lombardo di scienze e let
tere dal chiar.mo prof. Casorati , ed inserita nel t. XII,-.fase. XIII dei Rendiconti 
di detto Istituto, ho dimostrato che le funzioni aventi un'equazione caratteristica 
soddisfano tutte ad equazioni funzionali della forma 

dove ì coefficienti a , b , e , d sono dati dalle seguenti forinole: 

; a = (a3at - a'2a0) ̂  + (a4a'f - aoa'0) Çx + (a3a'3 - a2a
?
2) ^ + (a'3a', - a2a'0) 

I 6 = (a'4a'2 - a> 3 ) (Ex - ^ ) 

(4) 
1 e = (a0a

;
3 - %%) (Çx - ^v) 

d = (a3a, - a> 0 ) Çx^ + (a3a'8 - a2a'2) Ex + (aìa\ - aQaf
Q) ^ + (af

3a\ - o2a
f
0), 

in cui éX , ^ indicano due dei valori di x che fanno assumere ad y un determinato 
valore. 

Ho pure dimostrato che con una trasformazione di variabili della forma 

mz + mi ' 
0 5 = — — — » 

£ + 1 • 
VOL, XY1II. . ^6 
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è sempre possibile trasformare la fix) in una funzione F(z) per la quale le equa
zioni funzionali (3) si riducono ad una delle forme 

(5) . . F0g) = F(2 + c3), 

oppure 

(8)' ..F(;0.= F(a3), 

forme irriducibili fra loro con trasformazione lineare. 
Supporremo in ciò che segue la funzione f(x) già trasformata, e quindi la sua 

equazione funzionale (3) già appartenente al tipo'(5) o (6): e distingueremo 3 casi, 
secondo che la funzione avrà la proprietà (6) con moda > 1 , o con moda^ I , o 
la proprietà (5). .'' 

20. La funzione y = f(x) si supponga avere la proprietà espressa dall'equazione 
funzionale (6): sarà per conseguenza 

(7) • 6 = 0 , c = 0, 

cìoò 

(7) a\ a/2 - a'0 a3 = 0 , a0 a'3 — a% a2 = 0 , 

e vogliamo esaminare se tale funzione è di quelle studiate nella prima parte, che 
hanno per proprietà caratteristica di non avere infiniti punti singolari, o ciò che è 
lo stesso, dì non assumere uno stesso valore per un numero infinito di valori della 
variabile in una stessa corona elementare. 

Incominciamo dall'osservare che se la funzione y = f'(x) ammettesse due mol
tiplicatori a ed a tali che moda> 1 e moda'> 1 , queste dovrebbero essere po
tenze dì un solo moltiplicatore, perchè diversamente la funzione avrebbe moltipli
catori vicino quanto si vuole all'unita, e quindi (come dal § 5) non ammetterebbe 
in nessun punto x0 uno sviluppo regolare in serie di potenze, cioè non sarebbe fun
zione analitica. Onde indicando ..con co questo moltiplicatore .più semplice di cui gli 
altri sono potenze, e con li un numero intero (positivo o negativo), si avrà 

(8) 

ossia, posto per brevità 

m0 

m, • 

m i 

77l3 : 

7 — IO 

= ana% ~ 

~— ÌAIMÌAJ M " ~ 

= tt3tt 3 — 

= ftV?/s -

9 

' ^ ta6 

a0a'o 

' a2ai% 

-a2a'09 
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la (8) sì potrà anche scrìvere 

(9) m0 Ç ^ + mt Ex + m2 ^ + wi3 - wft (m0 Sx5̂ .+ w2 k + ̂ h ^ + m*) = 0 

21. Essendo y funzione analitica di se, viceversa sarà ce funzione analitica pò-
lidroma di y e sì potrà sempre determinare un campo T nel piano della varia
bile complessa y tale che ad ogni valore rç di y dell'intorno di T corrispondano 
costantemente più di n valori distinti per ce. Veniamo dunque a considerare, entro 
il campo T, n -fi rami distinti della funzione ce di y, i quali rami non ammettendo 
alcun punto di diramazione vengono a costituire come n + 1 funzioni distinte di y, 
che diremo 

y, te - y u 

Se Y[ è un punto del campo T. in cui queste n + 1 funzioni non presentano al
cuna singolarità e rimangono fluite, esse si potranno sviluppare in serie di potenze 
intere e positive di y - y] convergenti tutte entro un determinato cerchio di cen
tro v], che sarà tutto compreso entro il campo T; questo cerchio verrà detto S , 
ed entro esso sarà : 

5r(!/) = cr,o + cM( ì / -r i) + cl.ì2(i/-ìfi)*+ . . . , (r=.l , 2, 3, ... n + 1). . 

Per ogni valore di y preso entro il campo T, ed in particolare entro il cerchio 
S, corrisponderanno due'valori Ex e ^ ed un numero intero h che verificheranno 
certamente l'eguaglianza (9) (*) ; ma i valori degl'indici X , fi e dell'esponente h po
tranno essi variare al variare di y ? Le considerazioni qui appresso hanno per og
getto di rispondere a questa domanda, importante per ciò che segue. 

Se nel primo membro della (9) sostituiamo alle £x , çp< i rispettivi sviluppi in 
serie e combiniamo gì indici 1 e pi in tutti i modi possibile avremo n(n+l) serie 
di potenze convergenti entro il cerchio S; siano queste 

(io) v^iy-n ; h), 

dove h è un numero intero indeterminato. (Giova notare che prendendo tutte le 
disposizioni degli indici l e [x, cioè prendendo ¥1{X come diverso da P ^ , il caso 
di h negativo viene incluso in virtù della forma speciale del 1° membro dell ce (9).) 
Ad ogni valore di y del! interno del cerchio corrisponde un. valore di h pel quale 
una delle n(n +1) serie (10) si annulla necessariamente. 

Ciò posto, non si avrà contemporaneamente 

m o 5x5n + mi li + wa %x + wi3 = 0 , m0 Mn + w2 Çx + mi ^ + w8 = 0 

(*) V, la nota citata dei Rendiconti dell'Istituto Lombardo. 
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(m l -m 2 ) (Ç x -Ç p i ) = 0 , 

ossia 

mì = m2., 

che ê in contraddizione colla (8), oppure 

?x == ^ ; 

che è inammissibile. Dunque tutte le ?i('/i + 1) espressioni 

(11) ' m0 ?À?p + m2 Çx + ml ^ + w8 

non saranno zero identicamente, perchè allora-non si potrebbe annullare alcuna 
delle (10) : e considereremo le PXpi corrispondenti a quelle combinazioni di indici 
per cui le (11) non sono identicamente nulle. 

Considerando quelle espressioni (11) che non sono identioameule nulle, (cioè 
per qualunque valore dì y preso entro S), esisterà per ciascuna di esse? che è una 
serie di potenze di y -rç, un cerchio di raggio finito e tanto piccolo che entro esso 
la serie corrispondente non si annulli mai, o si annulli al più nei solo posto r\ : 
determiniamo il minimo di questi cerchi e descriviamo con raggio inferiore alla 
metà del raggio di questo cerchio minimo un nuovo cerchio che sia tutto conte
nuto in esso: diciamo a questo nuovo cerchio, yj0 il suo centro; ^0 si dovrà evi
dentemente riguardare come appartenente ad S. Per nessun punto dell'interno del 
cerchio a si annullerà una delle serie (11) e non diventerà neanche infinitesimo il 
valore di essa espressione : percuì il valore di h corrispondente ad ogni punto y 
dell'interno di. a non sarà mai infinito e si potrà assegnare un numero intero H 
maggiore di qualsiasi h. - . 

Considerando allora le 

En(n+ Î) 

sene 

(12) J V J / - i j ; f t ) , 

dove h invece di essere indeterminato ammette ora gli II valori 

1 , 2 , 3 , . . . H, 

potremo trasformare tutte queste serie in serie di potenze dì y - >]0, convergenti 
entro tutto il cerchio a. Per il teorema già richiamato sulla teoria delle Fun--
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zioni, esiste per ciascuna di queste serie un cerchio dì centro >j0 e di raggio fi
nito entro cui la serie medesima non si annulla, mai o si annulla al più nel cen
tro vj0 : e se prendiamo il. minimo o0 di questi cerchi, che pur ò di raggio Unito, 
in un punto yQ di a0 alcuna delle serie (12) si può annullare, a meno di non es
sere identicamente zero. Ma questo è contro ciò che sappiamo , che| anche per 
y = J/o u n a ^ e ^ e (12) si deve annullare; dunque una delle (12) sarà identicamente 
nulla in tutto o0 e quindi in tutto S, e perciò si avrà una coppia determinata X,JJI 

ed un intero determinato h pel quale, per ogni valore di y sarà 

22. A questo punto diamo agli n + 1 rami 

Ci 9 ç2 * * * * * * ?w+l 

della funzione x di y , che fin qui erano qualunque, valori speciali : e cioè pren
diamo i seguenti . . . • ' ' 

l , iùl , w2 § , . . . , . . . wMg , 

dove £ è un ramo qualunque della funzione; per 'quanto si è dimostrato, esiste
ranno tre numeri interi. I , JJL , h tali che la (9) sia soddisfatta per qualunque va
lore di y preso in un certo campo; e nel caso attuale la (9) si riduce ad 

(13) ( l -w*)m 0w x +*V+(ni ,<^ - w/l) = 0. 

Ora, poiché questa eguaglianza dove l^Ji hanno valori costanti ò soddisfatta 
per più di due valori di 5, essa dovrà ridursi ad una identità, e quindi si avrà 

ro0 = 0 

(14) \ m4(w
x - w ^ ) + w2((# - i*M) = 0 

m3 = 0 , • 

e unendo-la prima e l'ultima di queste colle (1) che già sappiamo dover essere ve
rificate, troviamo tra ì coefficienti ai dell'equazione (1) le seguente quattro equa
zioni di condizione: 

a\a!2 — af
0ag = 0 

a0a\ - a^ = 0 

os) ; 
a'3a\ — ar

0a2 = 0 
a0a\ — Q'3% = 0 : 
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e dobbiamo ora cercare quali conclusioni si possono ricavare da queste equazioni 
circa alla forma possibile per l'equazione (1). 

23. Se si vuole che la definizione di equazione caratteristica abbia un significato, 
non bisogna che l'equazione (I) si possa scindere in un prodotto di due equazioni 
contenenti ciascuna meno di tre variabili. Quest'avvertenza si dovrà tener presente 
nella discussione che segue. 

Di più mì è essenzialmente diverso da ra2, cioè si ha 

(16) aìa\ - a0a'o - %a/3 + a2a\ ^ 0. 

1.° Non possono essere tutti ì coefficienti aì diversi da zero. Infatti ne ri
sulterebbe 

3 Cl ^ CI Q Un 

u, 2 u, 0 uA a 3 

e la (I) diverrebbe: 

(kXi + 1) («| œ2 x3 H- af
s xg -f a\ xt + af

0) = 0 , 

il che è inammissibile per quanto si è detto. 
2.° Non possono essere diverse da zero tutte le a,t che entrano in due qua

lunque dei binomi (15). Infatti nei primi due binomi entrano tutte le a,-, e se pren
diamo il primo ed il terzo e supponiamo che le at- che entrano in questi siano tutte 
diverse da zero, ne dovrà risultare 

a% = 0 , aQ = 0 , 
e 

CI 2 CI 0 CI 3 

e ìa (1) si ridurrebbe a 

(&»! + 1) (a'3 x3 + a'2 x2 + a'0) = 0 , 

forma inammissibile come nei caso precedente. 
3.° Non possono essere contemporaneamente diverse da zero neppure le a{ 

che entrano in uno solo dei binomi (15). Se fossero infatti 

CI | , ci 2 ? ci Q , Cls 

diverse da zero, dovendo essere nulli per Fosservazione precedente tutti i sei prodotti 

CIQŒ Q J QJI^CI^ .5 CI «fl> | j Ch QCV2 ì O.QQì ^ ? Cl^Cl^ 
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ne risulterebbe 

. af = 0 , a2 = 0 , a'3 = 0 , a0 = 0 , 

e quindi sarebbe nullo il primo membro della (16), contro l'ipotesi. 
Si è dunque condotti a concludere che 

a\a\ = af
0as = a0a'3 = ata2 = 0 

a'3a\ = û/0C?2 = a0o/2 =f o^a, = 0 , 

e dovendosi verificare la (16), almeno una delle coppie 

at , a'f (ì = 0 , l , 2 , 3) 

dovrà essere diversa da zero. 

Supponendo allora a0 ed a'0 diverse da zero, ne segue 

(11) a3 = a'3 = o2 = a'2 = 0, 

e la (1) si riduce ad ' •• 

e supponendo invece at ed o/2 diverse "da zero, viene . 

(18) ax-a\ = a0 = a'o = 0 , 

e la (1) diventa 

*'/- 0.<>tI},|W2 i Cr«jtX>jiX/2 • ^ 2 2 ' 3 3 ~ ~ • 

24. Riprendendo le forinole (4)'nell'ipotesi che siano soddisfatte le (11), esse 

danno ; 

a = (aìa\ - a0a
f
Q) Çx 

c = 0 d = (%a 1 ~a 0 a f
0 )L 

e la (8) diventa 

(19) !^ = wfc 

5," 
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e scrivendo invece le (4) nell'ipotesi (18), si ha 

a = (a3a'3 - ata\) ^ 

h - 0 

e - 0 

1 d ^ ( a 3 a ' 3 ~ a2a'2)£x , 

e la (8) dà allora 

(190 - ^ = . w A 

e le forinole (19) e (i9f) danno la risposta alla domanda propostaci a § ?0, se cioè 
le funzioni f(x) che hanno un'equazione caratteristica rispetto alla (1), ridotte con 
una trasformazione lineare ad avere la proprietà 

f(x)^f(ax)r 

coincidono colle funzioni studiate nella prima parte di questo lavoro. Tali forinole 
ci dicono infatti che se yj è un valore che la funzione y di x assume per più di n 
valori di #, e per esempio per n + I valori 

?1 ' 2 • • • S/i+i ? 

fra questi n+ i se ne/troveranno necessariamente due SÀ e ^ , legati dalla relazione 

o, ciò che è lo stesso, la funzione non può assumere un valore qualsiasi per più 
di 7i valori non congruenti dì ce, e questo basta a dimostrare che essa appartiene 
alle funzioni ç(ac) definite al § 2. Viceversa al § 17 si è dimostrato che ogni fun
zione ç(cc) ammette un'equazione caratteristica (*). 

' (*) Non sì è fatto uso , nella discussione precedente , delia seconda equazione 
delle (14); questa non dà infatti nulla di nuovo.. Essendo m2 = 0 p, e., essa si ri
duce ad 

e non potendo essere m1^=0., ne risulta À = h -i- fi, il che è dato anche dalla (19) 
quando si ponga 
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25. Abbiasi ora una funzione y = f(x) colla proprietà espressa dall'equazione 
funzionale (5), cioè periodica: sarà necessariamente 

e = 0 , a = ci, 

ossìa 

(20) 
( aìa\ - a0a

f
Q - %af

3 + a2a/2 = 0 . 

La funzione y = f(x) monodroma non può avere più dì due periodi elementari, 
ai quali sì riconducono tutti gli altri : indicandoli con K e l ' e con h ed h! numeri 
interi qualunque, potremo porre 

d . 

Oj ritenendo le notazioni introdotte a § 20, coll'avvertenza che ora mt~m29 e po
nendo di più 

avremo 

(21) n,fo - I,) - (ftR + h'W) (mM* + ™i & + ?„) + "»«) = «• 

Ciò posto, un ragionamento del tutto analogo a quello dei §§ 21 e seguenti ci 
persuaderà che deve esistere una coppia determinata di valori per gl'indici X e i*, 
e due numeri interi corrispondenti li ed h', piei quali l'eguaglianza (21) è soddisfatta 
per tutti i valori dì y compresi éntro un certo campo, cioè pei quali quest'eguaglianza 
si riduce ad una identità. Prendendo allora, in luogo dei rami qualunque 

della funzione x di y, i particolari 

dove \ è un ramo qualunque, si avranno valori determinati X, pi , h, h1 pei quali 
la (21), in cui ora 

VOL. XVIII l ì 
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è soddisfatta per tutti i valori di y contenuti entro un certo campo, e ordinando 
la (21) essa si riduce ad 

• m^ + jro0K(X +M + 2-111,1? + mtK(X + jx) + m8 - ^ ^ = 0. 

Ma se questa è soddisfatta per più di due valori dì g, come è per l'appunto il caso, 
essa si riduce ad una identità, cioè deve essere 

m0 = 0 . 

(22) j m f = 0 

_n0(X-|OK 

e sostituendo questi risultati nelle (4) troviamo, tenendo conto delle (20), 

a = m3 

6 = w0(?x - Sj,) 

c = Q 

d=m 3 , 

da cui 

b
 = *éhzìÀ = M+ !&'-, 

•• ci m3 

e quest'ultima formola dimostra che se ^ è un valore qualunque di y che la fun
zione y = f(x) assume per più di n valori di x, p. es. per . 

tì , 52 ? r • • 5n+i > 

fra questi w+ 1 valori se ne trovano necessariamente due, ^ e ì^, legati dalla re
lazione 

£x = £p. + c , 

o, ciò che è lo stesso, la funzione non può assumere un valore qualsiasi per più 
dì n valori che non differiscono fra loro per multipli dei perìodi. Con ciò è dimo-
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strato che se la-funzione y = f(x) è semplicemente periodica, essa, si esprime in 
funzione razionale di una esponenziale, e se è doppiamente periodica, essa è di quelle 
che conservano per tutti i valori finiti di- oc il carattere razionale, cioè di ciuelle 
che abbiamo dette ellittiche. 

2G. Si può cercare quale deve essere la forma dell'equazione (i) nel caso che 
la funzione y = f(x) sia periodica; e perciò bisogna ricordare che i coefficienti ai 

sono legati dalle relazioni (20) e (22), cioè: 

«0a'3 - o4 a2 = 0 

(23) 

ma nel tempo• stesso ì binomii 

(24) 

afa — a'2a0 = 0 

( a\a\ — a2a'0 

devono essere diversi eia zero. ' . 
Non tutti i coefficienti a€ possono essere diversi da zero : in fatti si potrebbe 

scrivere, se ciò fosse, 

°*8 _ % _ «2 _ «J „ ?ì 

2 1 S 0 

e si giungerebbe a scomporre l'equazione (1) in altre contenenti meno <Ji tre va« 
riabili, il che è inammissibile; così non possono essere diversi da zero i coefficienti ai 

nei tre primi binomi (53). Non possono neanche essere diversi da zero i coefficienti a{ 

che entrano nei primi due binomii (23), perchè in tal caso dovrebbero essere, zero 
a'., e a'0, e quindi i binomii (24) non sarebbero diversi da zero, contro F ipotesi. 
Beve dunque essere • . ' 

a0a
f
s = afa ~ afa = a0a'2 = 0, 

Ciò premesso, distingueremo due casi: 
1.° Sia, a0 diverso da zero. Allora dovrà essere 

e con queste 

a t = 0 , o • a2=='as = 0. 
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Ma se a2 = a3 = 0 , sono nulli i binomii (24), e se a, = Ó, dalla 3a delle (23) segue 
a'o = 0 , e sono pure nulli i binomii (24), contro l'ipotesi: è dunque inammissibile 
l'ipotesi o0 diverso da zero. 

?.° Sia in\ece a o - 0 . Con questo può essere 

aì = 0 , oppure a2 = a3 = a'i = 0. 

Ma in quest'ultima ipotesi segue che le (24) si annullano: dobbiamo quindi am
mettere la prima ipotesi, e l'equazione (1) prende la forma 

colla condizione 

2 2 "***** s ? ***** i 

e ponendo . • . . 

a , a. 
Tiene 

(a'8œ8 + a'2cc2) (fefiCi + 1) + a't0B| +-a'0 = 0® 

Si osservi per ultimo che essendo 

? - M + ft'K' 
ci 

lì numero ft sarà necessariamente razionale, come risulta dalla terza delle (22); può 
essere anche 

-. h = 0 , 

ed allora l'equazione (1) prende la forma più semplice 

a\xi + a\x2 + af
zx3 + a'0 = 0. 

27, Dalla nota citata (inserita nei Rendiconti dell'Istituto Lombardo) e dai §§ 19 
e seg. di questo lavoro risulta che ogni funzione che ammette un'equazione carat 
teristica ammette anche equazioni funzionali della forma 
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dove a , b , e , d, sono composti coi coefficienti ' ai dell'equazione (!) e con due va
lori X\ ? i:p, ? che si trovano sempre fra n+ 1 valori g di x che fanno assumere ad 
y — fix) un determinato valore y]. Di queste equazioni funzionali ne potremo dunque 
avere diverse, e anzi infinite, perche si può scegliere • comunque il valore y) e per 
uno stesso valore di >j potranno esistere più coppie gx, ^ che daranno luogo a tali 
equazioni. 

Ora ò dimostrato (Nota citata, § III)" che se l'espressione 

5 == - 4(a\a'2 - a'0a3)(a1a2 - aQaf^ + (a0a'o + a3a'3 - c^a', - a2a'2)
2 

è nulla, tutte queste equazioni si possono ridurre a relazioni di periodicità sosti
tuendo alla variabile x una variabile z colla posizione 

mz + m' 
x = _ _ _ 

e considerando la y come funzione di z; se invece S è diverso da zero, si può fare 
la sostituzione in modo che sia in tutte le equazioni (3) 5 = 0 e e = 0, e si viene 
così ad avere tutte le equazioni funzionali nella forma -

f(rc) = f (c^oe), 

indicando con w, la quantità - il cui valore dipende dal valore scelto per y]. 

Or bene, se una sola delle ŵ  è tale che il suo modulo differisca dall'unità, 
si è nel caso contemplato a §§ 20 e seg. e valgono tutte le conclusioni ivi ottenute : 
il caso che ci rimane da esaminare è quello in cui tutte le co, hanno il loro modulo 
eguale all'unità. 

Intanto sappiamo doversi escludere il caso in cui le' ŵ  sono della forma 

e2TtSÏ . 

dove s è un numero reale che può diventare piccolo quanto si vuole, e così il caso 
in cui s è un numero incommensurabile, perchè abbiamo dimostrato (§ 3) che in 
simili casi la funzione non ammetterebbe in alcun punto x uno sviluppo in serie 
di potenze di x, cioè non sarebbe una funzione analitica nel senso stabilito. Se 
dunque la funzione f(x) ha tutti i suoi moltiplicatori io, col modulo uguale ad uno, 
sì può asserire che essi saranno tutti della forma 

co, = e k , 
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dove h e ft sono numeri interi primi fra loro. Ed il numero ft non potrà diventare 
grande quanto si vuole5 perchè altrimenti prendendo Finterò y. in modo che sia 

|n/is 1 (mod ft) 

il che è sempre possibile, si avrebbe 

w^ = e h 

cioè un moltiplicatore della forma e-sniGQïï S infinitesimo, il che non è possìbile. 
Dunque tutte le possibili ŵ  saranno potenze intere delle seguenti quantità, in 

numero finito 

STO
 2^* 2TM | 5 i 

e** , ê " , e*«, e p , 

e quindi saranno .potenze di una sola 

co = e 
2W/ 
k 

dove ft è il minimo multiplo dei numeri interi ft, , ft2, . , . ftp. Da ciò risulta che nel 
caso che ora esaminiamo,-i moltiplicatori della funzione .saranno in numero finito^ 
ed avranno ì ft - 1 valori 

I M il?i $IE/ 2(fe-i}iti 

. • e *'. ' , e fc , e k
 7. . . e k . 

Ma per ogni valore di rç (preso: entro un certo campo) esistono due valori tx, ^ 
pei quali 

a 

cioè (v. formule (4)) 

posto il primo membro di questa equazione eguale a 

dove h è l'esponente 

i , 2 , - 3 , . , . , o ''fc-1 , 
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che bisogna dare ad w per ottenere.io , per ogni valore di vj entro un certo campo 
esisteranno due valori ^ , ^ pei quali una delle P sarà nulla» 

Ciò posto, essendo y funzione analitica di ce, viceversa x è funzione analìtica 
di y e si potrà sempre prendere nel piano della variabile complessa y, un campo T 
entro il quale non esìste alcun punto di diramazione'per n + i rami 

delia funzione ce: e nell'intorno di un punto >] del campo T gli'n + 1 rami dì fun
zione sì possono sviluppare in altrettante serie dì potenze dì y — y], convergenti 
entro cerchi determinati. Sostituendo nella P a ' ì ^ , ^ questi sviluppa la P .si svi
lupperà pure in serie di potenze, e dando ad li i h - 1 valori 

1 , 2 , 3 , . . . , ft - 1 ' • • ' 

e a A 9 fi i valori 1 , 2 , 3 , . . . , n -p 1, avremo rappresentalo con 

serie dì potenze convergenti entro un certo cerchio di centro % in numero di 

n(n+ i) (ft- 1). 

Ora se nessuna di queste serie è nulla identicamente, esisterà per ciascuna di esse, 
e quindi per tutte, un cerchio di centro yj e di raggio s tanto pìccolo che entro esso 
cerchio tutte le P siano sempre diverse da zero : questo non essendo, perchè per 
ogni valore yj anche deir interno del cerchio E si annulla una P , risulta che deve 
esìstere un sistema di indici X , \i ed un numero intero h per cui sarà 

Pfa.Én 5 •/*)•= 0 

per tutti i valori di y compresi entro un certo campo, e quindi per tutti i valori 
non singolari dì y. Si può dunque concludere che posto 

• ^ " ~ m 0 ( l ~ W J J ) £ x + m 2 - w ^ i , 

per quel determinato to^, sarà 
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ossia che la funzione y -- f(x) avrà l'equazione funzionale 

rax + pN 

pOSto 

f(x) = f — ^ i , , v J ' \*(X + Ò/ ' 

a = Lùnm2 — ml 

p = - m a ( l - c o 1 1 ) 

Y= m0(l-to^) 

m2 — co^wr 

Se indichiamo 

— ~ con 6as, - r - — S con 02,x, 
-ysc + ò Yôœ + ù 

ad ogni posto x corrispondono posti te , ô2œ*, . . . in cui la funzione riprende lo 
stesso valore. Se questi sono costantemente in numero finito, la funzione sarà ra
zionale: se in numero.infinito, la funzione si potrà ricondurre da capo alle <p(a?) o 
alle funzioni ellittiche,, secondo che' sarà 

(8 - af + % 

diverso da zero o nullo. 
28. Riassumendo, troviamo che tutte le funzioni rnonodrome aventi un'equa

zione caratteristica sono riducibili con una trasformazione lineare 
a funzioni razionali E(x), 
a funzioni ç(cc), 
a funzioni razionali di una esponenziale R(ea,r) 

o ' a fonzione ellìttiche <p(eaaj), 
e che le forme più generali di. tali funzioni sono le seguenti: 

dove R è simbolo di funzione razionale, e cp è il simbolo delle funzioni definite a § 2. 

Settembre 1879. 


