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Yol.XI...N.11

NUOVE RICERCHE
SULLE VARIETA ALGEBRICHE A TRE DIMENSIONI
A CURVE-SEZIONI CANONICHE

GINO FANO

SvMMaRIYM, — Iuxta alia eiusdem Auctoris edita studia, determinantur
systemata linearia simplicia completa superficitm ‘generis primi, quae existant
in algebricis trium dimensionum varietatibus, quarum curvae-sectiones ad genera
quintum, sextum, vel octavum pertineant: nam praeter hos casus, iam rationalitas
vel irrationalitas vametatum cognita est.

Omnia haec systemata aequivalent sistemati sectionum yperplanamm earum-
dem varietatum, vel alius sectionum eiusdem generis; si vero sectiones sint generis
octavi, systema aequivalet etiam systemati intersectionum formae cubicae gene-
ralis spatii quattuor dimensionum cum guadricis.

Ex quo constat omnes huinsmodi varietates esse irrationales, illa forma
cubica non excepta, de qua questio iam quinquaginta abhinc annis nota est
geometriae algebricae studiosis. - )

INTRODUZIONE

- Nella presente Memoria continuo le mie ricerche sulle varieta alge-
briche a tre dimensioni a curve-sezioni canoniche di genere p(MZr-2
dello spazio Sp.1), in particolare pei casi di tuttora dubbia raziona-
lita, p=25, 6, 8.

Fino dal 1908 ho dimostrata la irrazionalitsy delle due variety ge-
nerah M3 di 8, e M§ di S; (casi p =38, 4; quest'ultima, intersezione
generale d1 una quadrlca. e di una forma cubxca,) (*). Nel 1916 ne ho

(*) Memoria presentrita dall’Accademico Pontificio 8. E. Francesco Severi
nella Tornata  del 21 febbraio 1943. La <« Introduzione» venne gia pubbhcata,
negli « Acta» di questa Accademia, vol, IX, pag. 163:168.

(Y) Sopra alcune varieta algebriche a tie dimensioni aventz tutti i generz mllh,
«Atti R. Accademia di Torino », vol. 43 (1907-1908), pag. 973.

483  Comment., vol. XI.
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data un’altra dimostrazione pil semplice, e ho stabilito altresi che le
due dette varieta seno birazionalmente distinte (*). Un contributo in-
diretto all’argomento ho portato con un’altra Memoria dello stesso

3\

anno (*), mostrando che & razionale ogni varietd algebrica a tre di-
mensioni contenente un sistema lineare semplice di superficie razionali
di grado superiore a tre; e che per conseguenza la forma cubica ge-
nerale di S;, le cui intersezioni con quadriche formano un sistema
rappresentante una M2t di S, (caso p = 13), se non & razionale, non
contiene altri sistemi lineari semplici di superficie razionali che di
grado 3.

Riprese queste ricerche attorno al 1926, ne ho fatta una comu-
picazione preliminare al Congresso Internazionale dei matematici a
Bologna del 1928 (3). Poco dopo, trattando una questione di geometria
della retta dello spazio a cinque dimensioni, ho riconosciuto che la
varieth M3 di Sp(p==8), sezione generica della Grassmanniana delle
rette di Ss(4), & birazionalmente identica alla forma cubica generale di
Sy, ciod alla M3' di Sy gid menzionata (p=13) ().

b

Un nuovo gruppo di ricerche & contenuto in due Memorie pub-
blicate negli anni 1936-37 (°). Nella prima ho studiato i casi p=5, 6, 7,

(1) Osservazioni sopra alcune varieta non razionali aventi tutti © generi nulli,
« Atti R. Accademia di Torino», vol. 50 (1914-1915), pag. 1067.

() Sulle varieta algebriche a tre dimensioni a superficie-sezioni razionali,
« Annali di Matematica» (3), vol. 24 (1915), pag. 49. Vedi anche: «Scritti mate-
matici offerti a ENrrico D’Ovipio» (Torino, Bocca, 1918), pag. 842,

(®) Sulle varieta algebriche a tre dimensioni aventi tutti i generi nulli, « Atti
Congr. internaz. di matematica », Bologna. vol. IV (1981), pag. 115.

(*) F. Sever1, Sulla varieta che rappresenta gli spazi subordinati di data
dimensione immersi in uno spazio lineare, « Annali di Matematica» (3), vol. 24,
(1915), pag. 89.

(5) Sulle sezioni spaziali della varieta Grassmanniana delle rette dello spazio
a cinque dimensioni, «Rend. R. Accademia Lincei», (6), vol. 11 (1° sem. 1930), pag. 329.
Le due varietd suindicate (Mli di Sy, Vg di 8,) sono prive di punti multipli, e
contengono soltanto superficie loro intersezioni complete con forme; su ciascuna
di esse vi & un’unica curva fondamentale di prima specie, di genere uno.

(8) Su alcune warieta algebriche a tre dimensioni aventi curve-sezioni cano-
niche, Scritti Matematici offerti a Lurer BERzOLARI, Pavia, Tip. Rossetti, 1936,
pag. 829, Sulle varield algebriche a tre dimensioni a curve-sezioni canoniche, « Mem.
R. Accademia d’'Italia», vol. VIII (1987), n. 2. Queste due Memorie, ripetutamente
citate in seguito, verranno indicate rispettivamente con « Berz.» e « Aé¢cad. It.»;
i risultati principali della seconda erano gia stati enunciati in una Nota dei
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sopratutto per quanto concerne i loro caratteri proiettivi. Nella se-
conda ho dimostrato che le varietd M2P2 di §;,; esistono soltanto
per p=37, mentre si poteva pensare ¢che la loro serie fosse illimitata,
come per le superficie a curve-sezioni canoniche (); e per p > 10
sono tutte razionali, all’infuori forse della M 241 Sy (p = 18). Ult-
‘mamente ho ancora dimostrato che queste varietd, se contenenti solo
superficie loro intersezioni complete con forme, sono pure razionali
nei due casi p = 9,10 (?); e pertanto, la razionalits essendo gia stata
accertata nella stessa ipotesi per p = 7 in «Berz»,n. b, 6,11, restava
dubbia soltanto quella dei casi p =5, 6, 8 (%).

In questa Memoria viene esaurita la ricerca pei tre casi sud-
detti, e stabilito che le M*® di S,u per p = B, 6, 8 conte-
nenti soltanto superficie intersezioni complete con forme nonm sono
razionali, e sono anche fra loro birazionalmente distinte. E poiché
Ja M3' di Sy(p=8) & birazionalmente equivalente alla forma cubica
generale (ciod priva di punti doppi) di Si (*), risulta anche accertata
la irrazionalitd di questa forma cubica; questione che si era affacciata
nella geometria algebrica ecirca da mezzo secolo. La ricerca & fondata
essenzialmente sulla determinazione dei sistemi lineari di superficie
di generi uno contenuti nelle varietd suddette; sulle propriets di
questi sistemi, se segati da forme di ordine n>1, di avere una linea
di multiplicits >n + 1 o un punto isolato di multiplicits = 2n+1 (%);
su procedimenti di riduzione successiva di tali sistemi a altri, segati
sulla stessa varietd o su una birazionalmente equivalente da forme
di ordine inferiore; sulla constatazione infine che questi sistemi si
riducono a quelli segati sulle stesse M5?” o su altre del medesimo
tipo dagli iperpiani, ¢ per p=8 sulla V3 di S, dalle quadriche, e sono
quindi nei vari casi differenti fra loro e da quelli contenuti nello spazio Ss.

«Rend. R. Accademia Lincei» (6), vol. 23 (1° sem. 19386), pag. 813, Upa comuni-
cazione ne & stata fatta anche al 1° Congresso dell’« Unione Matematica Italia-
na>» (Firenze, 1987; Atti relativi, pag. 245).

(*) ENRIQUES, cRend R. Accademia Bologna », vol. 13 (1908), pag. 2b; SE-
VERI, «<Atti R. Ist. Veneto»(7), vol. 68 (1908) pag. 256.

(?) Su alcune varietd a tre dimensioni razionali e aventi curve-sezioni cano~
niche, « Comm, Mathem. Helvetici», vol. 14 (1941-1942), pag. 203.

(?) Cfr. le ultime righe della mia Nota ultima cit.

(*) Cfr. il mio lavoro gia cit. dei «Rend. Acc Lincei », 1930

(°) Cfr. la mia Nota cit. « Osservazioni . ..», pag. 1.
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. In massima, quando si conosca sulla M a¥? una trasformazione
birazionale che muti le sezioni iperpiane in superficie segate da forme
di ordine k e aventi una linea C di multiplicita k + 1, la trasforma-
zione inversa (che, se la prima & involutoria, coincidera con questa) ba-
sterd per ottenere una prima riduzione per i sistemi 2 di superficie
segati da forme di un ordine qualsiasi # e aventi lungo € multipli-
cith zn+1 (}). E pit generalmente, quando si conosca comungue sulla
M3 un sistema lineare di superficie, anche segato da forme di or-
dine k e colla C di multiplicitd =%+ 1, il quale rappresenti una va-
rietd p. avente gli stessi caratteri proiettivi della M3, al sistema 3
su MF? o ivi segnato da forme di ordine n carrisponderd su p. un
sistema di ordine inferiore (cfr. ad es. i numeri 21, 22, 25, 26).

Per lo trasformazioni birazionali incontrate sulle diverse M3’
non & emersa alcuna indicazione su quelle: che potrebbero essere le
operazioni generatrici del relativo gruppo (*). Credo tuttavia oppor-
tuno segnalare due tipi di corrispondenze di cui ho fatto uso di
frequente: 1) ogri qualvolta una varietd contiene una congruenza del
primo ordine di curve razionali, sono semplici e importanti le corri-
spondenze involutorie che ho chiamate « specchiamenti » rispetto a
una superficie @ bisecante di tali curve, e nelle quali a ogni punto di
una di queste curve viene associato il punto della stessa curva suo
coniugato armonico rispetto alle due intersezioni di questa con Q.
Congruenze cosi fatte esistono per p=>5, 8; mentre non ne ho incon-
trate (e forse non esistono nemmeno) sulla M3 di Si(p=6); 2) le cor-
rispondenze che si.ottengono quando sia nota una congruenza. del
primo ordine di curve ellittiche, su ciascuna delle quali si possa in-
dividuare una corrispondenza birazionale, involutoria o mno. Se per
esempio su ciascuna di queste curve sono razionalmente noti due
gruppi di uno stesso numero di punti non equivalenti, si pud appli-
care un procedimento usato da ENrIQUES per le superficie contenenti

(*) I casi di superficie con punto isolato di multiplicitd >2n +1 saranno
pochxsmml e semplici.

(%) Gruppo che si compone in generale di piu schiere continue, nessuna delle
quali & perd un gruppo continuo nel senso di 8. Lig. Cfr. la mia Nota nei «Rend.
Accad. Lincei» (6), vol. 156 (1° sem. 1932), pag. 3. i
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un fascio di curve ellittiche (*). I1 pit delle volte si incontreranno
anche, sulle singole curve, trasformazioni di prima specie, percid in-
volutorie, ciod serie lineari g3, definite mediante un loro punto doppio,
razionalmente noto. Trasformazioni pili semplici ancora sono quelle
che risultano dalla proiezione di una M3 2, per p>3, da un conve-
niente S,-3 in un Sz doppio.

Contrariamente a quanto forse si poteva pensare, per una Ms?™>
di 8,4 il fatto di contenere soltanto superficie intersezioni complete
con forme tende piuttosto a facilitarne, per cosi dire, la razionalita.
Per esempio per p="7 la M3 di S contenente soltanto superficie
intersezioni complete & razionale (?), mentre esistono altre My di Ss
irrazionali e contenenti superficie non del tipo indicato (}). E mentre
le M di Sy contenenti soltanto superficie intersezioni complete
sono tutte razionali per p=9, ne esistono per p=9 e p =13, anche
altre non razionali, sulle quali il sistema delle sezioni iperpiane &
doppio del sistema lineare di superficie di ordine minimo (*).

.Lausanne (Svizzera), ottobre 1942.

(*) Sulle superficie algebriche che ammettono una serie discontinua di trasfor-
mazioni birazionali, « Rend. R. Accademia Lincei» (5), vol. 156 (2° sem. 1906), pag. 665.

(®) Cfr. « Berz. », n. 11; nonchd la mia Nota cit. dei « Comm. Mathem. Helv.»,
vol. 14, n. 2-4.

(®) «Berz.», n. 12-13,

(*) Questa Memoria, frutto di ricerche compiute negli ultimi tre anni, potrd
essere, in alcuni punti, perfezionata e semplificata; ma ritengo possa gia essere
anche per altri utile guida a ulteriori e pi approfondite ricerche. Cosi dicasi di
qualche nota a pid di pagina, non avente diretta attinenza coll’argomento prin-
cipale della Memoria. Altre note contengono verifiche e conferme.
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ALCUNE CONSIDERAZIONI GENERALI SULLE VARIETA ¥~
A CURVE-SEZIONI CANONICHE E SUI SISTEMI LINEARI DI SUPERFICIE
DI GENERI UNO IN ESSE CONTENUTL '

- Ci nferlamo a varietd algebriche a tre dimensioni a curve-
sezioni canomche (dunque del tipo M3 272 dello spazio Sy, essendo p
il genere delle curve-sezioni), senza punti multipli, e contenenti sola-
mente superficie loro intersezioni complete con forme (o ipersuperficie)
dello spazio S,.1, salvo per quelle varietd (come apparird chiaro volta
per volta) che otterremo come proiezioni di altre dello stesso -tipe
corrispondenti ad un valore superiore. di p. Tali proiezioni portano
appunto all'introduzione di punti doppi e di ulteriori superficie, imma-
gini delle linee o dei punti da cui si & fatta la proiezione. Queste M2-2
hanno tutti i generi nulli, e le loro sezioni iperpiane sono superficie
regolari di generi uno, Piu particolarmente, ci proponiamo di determinare
in queste varieta tutti gli eventuali sistemi lineari di superficie di generi
uno, completi (ciod non contenuti in altri consimili di dimensione supe-
riore), segati da forme di ordine mn>1, i quali conducono a rappre-
sentare la data varietd M sopra un’altra p. del medesimo tipo, per un
valore di p sia diverso che eguale al precedente. Ci interessano in
modo speciale i tre casi p=>5, 6,8, nei quali & tuttora dubbia la razio-
nalith o meno della Varietd M (*). Se una di queste fosse razionale,
dovrebbero esistere su di essa sistemi lineari di superficie di generi
uno rappresentativi di varieta p. del tipo indicato pei valori p =7, 9, 10,
pei quali la razionalitd gia venne riconosciuta (?). Poiché questo non si
verifichera, potremo concluderne la irrazionalitd della M2%-2 di S,
per p=0>5, 6, 8.

Alle sezioni iperpiane f, ¢ delle varietd M, p corrisponderanno
in p, rispett. M superficie @, F' segate da forme di ordini =, m, aventi

(*) Vedi le ultime righe della mia Nota cit. nei «Comm. Math. Helveticis»,
vol. 14 (1941-42), pag. 208, Designando sempre con M, » varietd a tre dimensioni’
sopprimeremo l'indice 3, limitandoci, quando ‘sia opportuno, a indicarne con un
indice superiore 1'ordine.

(8) Vedi « Berz ». n. 5,6; nonché la mia Nota cit. del «Comm. Math. Helv -
vol, 14, pag. 208,
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a comune punti e lines, fondamentali per la corrispondenza, e che
supporremo tutti isolati ; non mai ciod due fra essi infinitamente vieini (*).
A un punto fondamentale isolato corrispondera mnell’altra varietd una
superficie razionale (comunemente detta anche « fondamentale »). A
ogni punto di una linea fondamentale (I,%) ¢P!®, cioé multipla di ordine 4
per le F,® (?), corrisponderd una linea razionale di ordine i(y,c); e
al variare di gquel punto sulla 1, A questa linea varierd generalmente,
descrivendo una superficie A, L (anche «fondamentale») riferibile ad
una rigata di genere eguale a quello della linea 7,} e di cui le y,¢
(anche se non rette) si diranno « generatrici ». Potrd perd avvenire
che al variare del punto considerato sulla #;2 la linea corrispondente
rimanga fissa; e ¢id gquando la stessa I, % mon sia incontrata -dalla
intersezione variabile di due superficie F, @ in punti anche variabili.
La linea fondamentale di 7, X si dira nei due casi rispett. di 1 specie
(o ordinaria) e di 2° specie (o straordinaria). Nel primo caso possiamo
supporre = 2; se no il sistema |F|, risp. |®|, avendo una linea base
fondamentale di 1* specie semplice, sarebbe ampliabile (colla soppres-
sione di questa linea) pur rimanendo la sua superficie di generi uno,
e percid la varietd M da esso rappresentata sarebbe proiezione di
altra del medesimo tipo. E il numero delle intersezioni variabili della
I,% colla linea comune a due F o @ & l'ordine della superficie A, L.
Due linee fondamentali di 2* specie corrispondenti sono entrambe
razionali e in corrispondenza degenere; a ogni punto dell’una corri-
sponde l'altra per intero. Se la prima & di ordine k e 7P per le F
la seconda & di ordine ¢ e kP per le @; pud tuttavia ridursi a una

linea di ordine —:7 (essendo ¢ divisore di 4) e di multiplicita 7 k per

(*) La corrispondenza fra M e i sard pertanto « regolare», secondo D. Mox-
TBSANO (« Atti R. Accad. di Napoli» (2), vol. 17 (1927), Mem. n. 8), e conforme
anche alla mia Nota: Osservazioni sulla rappresentazione .. ., < Comm. Mathem.
Helv. », vol. 14 (1941-42), pag. 198. In altri termini, i sistemi |F|, |®| non avranno
aleun piano o cono tangente fisso, tranne che nei puntl eventualmente comuni
a due linee fondamentali. :

(?) Volendo ‘mettere-in evidenza che una varietda M ha un punto P o-una
linea ! di multiplicith k, 4, ... scriveremo M (P*), M (¥%), M (P* V%) ... Indiche-
remo con C) P ’yp, p . curve di ordine n e genere p; con f", ¥, q> , ++» SUper-
fiicie di ordme n; con Rn, pn superficie rigate.



COMMENTATIONES i : 648

le @ (). Queste linee fondamentali di 2* specie sono nelle varietd M, p.
in egual numero (finito). Nel caso di una corrispondenza involutoria
su una M, due linee corrispondenti cosi fatte possono essere distinte,
e allora stanno entrambe sulle superficie che corrispondono in dop io
modo alle sezioni iperpiane; ma possono anche coincidere, e a]lora
sono rette semplici, o coniche doppie, ece. '

In ciascuna delle varieta M,y le superficie corrispondenti ai
punti fondamentali isolati e alle linee fondamentali di 1* specie del-
Paltra, le prime contate due volte, formano complessivamente la super-
ficie aggiunta unica del sistema |F|, [®] di generi uno: superficie even-
tualmente riducibile, e le cui componenti irriducibili chiameremo per
brevitd « aggiunte parziali ». Per aggiunta complessiva ogni' linea
fondamentale ¢ di [F|,|®] & (¢— 1)P12 se di 1* specie, P1* se di
2 gpecie. In ciascuna delle due varieta I'intersezione di due superficie
fondamentali, all’infuori di eventuali generatrici comuni o parti di
queste, & luogo di punti aventi due diversi e percid infiniti corrispori-
denti; dunque una linea fondamentale.

Se in M ad es. una linea fondamentale di 1% specie 7 e una super-
ficie 'L si appartengono, anche gli elementi omologhi A e X in p si
apparterranno, Se ! & per L multipla di ordine x, sicché per ogni suo
punto passano x generatrici di L, le generatrici di A incontreranno A
in & punti. Se ! & multipla di ordini @,, a,, ... per singole aggiunte
parziali di |F| con 2@, =¢— 1, le generatrici di A si appbggeranno
in @, @,,... punti alle linee che corrispondono a queste aggiunte;
con che per queste curve d’ordine ¢ (e dipendenti in M da ¢ parametri)
un solo parametro rimane appunto disponibile. Se qualcuna fra le
dette aggiunte parziali corrisponde ad un punto fondamentale isolato P,
la relativa # va computate doppiamente nella somma anzidetta. Se.

(*) Per corrispondenze birazionali fra due spazi §;, Vedi L. CrREMONA, Sulle
trasformazioni razionali netlo spagio; « Ann. di Matem. » (2) vol. 6 (1871), pag. 181;
«Opere Matem. », vol. ITT (Milano 1917), pag. 218; n. 7, 9; D. MoNTESANO, «Rend,
R. Accad. Lincei (b), vol. 27, (1° sem. 1918), pag. 396, 488; vol. 80; (2° semestre
1921), pag. 447. Montesano rilevd per primo la possibilitd di ¢ > 1. La corn’sp’onf
denza tra due linee fondamentali di 2% specie & una corrxspondenza b Vo
fra gli elementi piani (piani tangenti) appartenenti ad esse; risp
rietd M, . Agli oot elementi appartenenti a un punto fisso dell’una
dono elementi passanti pei singoli punti dell’altra; a superficie aventi ‘a- co-
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una linea fondamentale di 2* specie @ & xF!® per una L, la linea corri-
spondente o’ si appoggerad a A in x punii, Una aggiunta parziale pud
non contenere una linea w, e la ' non si appoggera alla corrispon-
dente X o non passerd pel punto P. Ma un’aggiunta parziale non pud
incontrare una «- fuori degli elementi base del sistema |F|, perché a
questa intersezione dovrebbe corrispondere l'intera w, e non un punto
unico, isolato o di una linea fondamentale. ‘

2. - Sulla varieth M ad es. il sistema lineare |F| corrispondente
alle sezioni iperpiane ¢ di p, essendo costituito da superficie di generi
uno, manchera di tutti i successivi aggiunti, tranne il primo. Supposto
ch’esso venga segato da forme di ordine n» (> 1), dovra quindi avere
o un punto isolato P di multiplicitd =2n +1, oppure una linea base
(fondamentale) ! di multiplicitda =n+1; poiché in caso contrario per
il sistema n*i° aggiunto, di ordine zero, mancherebbe ogni condizione (*).
Il primo caso, del punto di multiplicitd = 2n + 1, potra presentarsi tut-
tavia solo quando il genere delle superficie segate sulla M%-% da
una forma generica di ordine m, e che si calcola facilmente essere

= —Glf {n(n—1)(2n—1)p— (n—38) (n + 2) (2n—1} (), sia superiore alla ridu-

zione portata da un punto (2n +1)P® ordinario, ciod (2 . 1), il che non

pud avvenire mai per p==5 (non dunque per la M® di S;), e per
p="6(M* di 8,) solo se n=7. Il sistema |F| conterrd di conseguenza

mune x punti coll’unsa, superficie aventi 1'altra come linea wxpla, e tangenti fra
loro lungo una o pit falde quando la prima superficie - varia restando fissi
uno o pih dei detti # punti; a curve inconiranti ’una (ciod aventi a comune
con essa uno degli co® elementi piani), curve incontranti ’altra. Un esempio
molto semplice di linee fondamentali di 2* specie & dato, nella proiezione doppia
di una forma cubica V3 di §, da un suo punto P, dalle rette » di V® passanti
per questo punto. In ognuna di queste rette si corrispondono i due elementi
piani comuni a r e a una stessa conica contenuta in un piano passante per
questa retta; e agli oo' elementi passanti per r in un suo punto fisso R, gli
" elementi ulteriori, appartenenti a » ma in generale non ‘al punto R, delle co! co-
niche passanti per R e-contenute in piani per »; coniche tutte contenute nella super-
ficie cubica con R doppio, intersezione di V3 collo spazio §; ad essa tangente in R,

(%) Vedi la mia -Note cit. Osservazioni sopra aleune varietd ... « Atti R.
Accadem. Torino », vol. 50 (1914-15), pag. 1067,

(®) In forma un po’ diversa, vedi anche L. Rors, « London M. 8. Proceed »
(2), vol. 44, (1938), pag. 87.
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nel caso di un punto P almeno (2n +1)P® tutte le coniche di M - e
ve ne saranno certamente — passanti per P; e nel caso di una linea !
almeno (n +1)Pe tutte le rette di M appoggiate a questa; e tali coni-
che e rette saranno linee fondamentali di 2* specie. Cid appare dal
fatto che, proiettando M dallo spazio S, ad essa tangente in P, o
dallo spazio della linea I (il che risulterd generalmente possibile},
quelle coniche o rette hanno per immagini punti doppi della varieta
proiezione; e le superficie proiezioni delle F' passano bensi per questi
punti, ma nou vi passano le linee loro intersezioni variabili (*). Piu
generalmente, se le F hanno in P la multiplicitd 2n +4, esse avranno
le coniche passanti per P come linee i'°, e le eventuali linee di ordine
pari 2k con P multiplo di ordine % come linee (¢- k)P, Analogamente,
se le F hanno una linea ! come multipla di ordine =+, avranno le
rette appoggiate a I come iFl° e le eventuali coniche bisecanti, cubiche
trisecanti I, ecc; come linee (2:)rle, (3i)Ple ecc. (2).

Quanto alle linee C che possono avere per le F' multiplicitd > n,
valgono le osservazioni seguenti:

1). Sulla varietd M2 di Sy, questa linea C deve appartenere
in ogni caso a uno spazio di dimensione <p—2. Invero, supposto
che appartenga a un S,, per questo spazio passeranno oo iperpiani,
1 quali segheranno M secondo un fascio di /%2, Su ciascuna di queste
superficie la linea residua di C rispetto alle sezioni iperpiane sara una
curva fissa D, e la residua di C contata n volte rispetto alle interse-
zioni con forme di ordine n sara questa stessa D contata pure n volte. Non
& dunque possibile che una F@-2» abbia la C, che & di ordine =p—1,

(*) Cosi p. es. la M® di S; si proietta da una sua retta (cfr. « Berz.» n. 8)
in una M* di S, contenente una congruenza del 1° ordine di coniche, e una rete
di superficie ¢ (a sezioni di genere 2) appartenente a tale congruenza. Queste ¢°
(superficie razionali, ma cid & qui inessenziale) sono proiezioni di /%8 (%) di M8,
contenenti le 17 rette di M8 appoggiate a 7; contengono i 17 punti doppi di M*
immagini di queste rette, e s’incontrano a due a due secondo coniche della detta
congruenza, che non passano in generale per quei punti. E analogamente per le
proiezioni di tutte le f8# (rn+%) (i >0).

(%) In due superficie in corrispondenza birazionale, se I'; e [y sono i sistemi
delle loro sezioni iperpiane e I, e I’ gli aggiunti di questi, i sistemi differenze
r,—T,, Iy —T'y, effettivi o virtuali, si corrispondono a meno di linee fondamen-
mentali; e si corrispondono esattamente se a ciascuno di essi si impongono come
punti basi quei punti che corrispondono a linee fondamentali dell’altra superficie.
Sulla superficie a sezioni di genere uno questi sistemi lineari differenze sono le
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come multipla di ordine > », se non quando la D, di ordine <p-—1,
coincida colla C stessa; vale a dire 1’8, considerato sia tangente a
M?-2 lungo una curva di ordine p—1; il che non pud verificarsi
per una M%»-2 generale. Se poi la C appartenesse a uno spazio supe-
riore, si potrebbe farla spezzdare per continuitd in:due linee,una delle
quali appartenente a S,_i; giungendo alla stessa conclusione.

2). Sulle M%2 di Sp,i per p=8 (i soli casi che qui ci interes-
sano) le curve parzialmente contenute nel sistema delle curve-sezioni
canoniche 0?)1}—2 di Sp.1, quali appunto le C di cui ora trattasi, se
prive di punti multipli, sono tutte curve normali, non speciali (C»
di Spia). Leccezione indicata al n. 3 della mia Memoria « Ace. It. »
(curve le cui residue sono composte di un numero > 1 di curve ellit-
tiche di un fascio) non si presenta per questi valori pit piceoli di p.

3) Se la curva C appartiene a uno spazio Sp_g, & dunque una
Cr-%+= normale non speciale, per essa passano, in Sy, 00? spazi Sy,
che incontrano ulteriormente M secondo C?~" aventi colla prima p—=
punti comuni (numero eguale all’ordine di quest’ultima curva; d’altronde
il primitivo Sy-¢ &, entro ciascuno di questi S,_y, un iperpiano). In tal
caso, se la C & priva di punti di multiplicitd superiore a 2 e costi-
tuisce la completa intersezione della M2r—2 col suo: spazio S,.s, una
P& contenuta in M2 e avente la C come linea (n+1)?* avrebbe
gid sopra questa colle C2—" anzidette almeno (n+1) (p—=) intersezioni,
e conterrebbe percid per intero queste ultime curve. L'ipotesi fatta &
pertanto inammissibile.

Quest’altima conclusione soffre tuttavia eccezione:

a) quando la curva C?-%= multipla di ordine > n per le F non
& Yintersezione completa del suo spazio Syp colla M%-2 e percid le
curve remdue suindicate sono riducibili e comprendono una parte fissa
contenuta nel detto ;S'p_z. L’esempm pm semplxce & dato da un Sp_g

stesse sezioni iperpiane. Cosi in due varietdh M, u a superficie sezioni di generi
uno in corrispondenza birazionale si corrispondono gli analoghi sistemi di super-
ficie. I, — 1), Ty —T"y, effettivi o virtuali, passanti doppiamente per i punti fonda-
mentali isolati e semplicemente per le linee fondamentali di 18 specie (escluse
quelle ‘di 2% specie, le quali hanno. per le F' risp. ® e loro aggiunte la stessa
multiplicitd).. Un esempio relativo alla M14 di Sy e alla forma cubica generale
di §, & dato nella nota (*) del mio lavoro: Osservazwm sulla rappresentazione . .

« Comm. Mathem. Helv, »; vol, 14 (1941-42) p. 193.
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incontrante la M%-2 gecondo una C?-' compostadi una 0?2 razionale
normale e di una corda di questa; nel qual caso le F72-2 aventi la
Cr2 come multipla di un ordine >mn passano di conseguenza anche
per detta corda, ma con multiplicitd minore; e cade percid la conclu-
sione indicata (1)

&) Quando la curva C' abbia un punto multiplo di ordine = 3 (“),
tale ciod che, oltre a ridurne il genere effettivo, esso influisca sul nu-
mero delle sue intersezioni colle curve residue (P-% Per p=25 questo
caso non pud presentarsi. L’esempio piu semplice si ha per p = 6,
ciod sulla M1 di 8;. Questa varietd dagli spazi S; passanti per I'S,
di una sua Cf & incontrata ulteriormente in curve Cf aventi 4 punti
comuni colla 06. Ma la CF pud avere un punto triplo (diventando allora
di genere effettivo zero), quando la rigata cubica che la contiene,
determinata in generale dalle coppie di punti della sua serie g, & un
cono, e la curva passa pel vertice di questo cono (cfr. n. 19,20). Allora
le C} residue passano tutte semplicemente per il punto triplo della C§,
e incontrano questa soltanto in 2 altri punti; sicché la conclusione
suindicata non & pil possibile.

. A queste due eccezioni a) e b) si applicano le considerazioni del n. 3.

4). Consideriamo ora sulla M?%-% una linea appartenente a uno
spazio Sp_3, dunque una C2-3*=vy. Gli spazi Sp_; passanti per 1'S,_3
incontrano ulteriormente la M%-2 gecondo curve CZ+-7, aventi a co-
mune colla prima p— 1—m punti; e gli spazi S, per lo stesso Sp3
vi segano coppie di punti di un’involuzione I,, le quali sono altresi
coppie- delle g} sulle singole CZ** anzidette. Da quello spazio Sy
la M?%-2 & proiettata in uno spazio Sz doppio con superficie di dira-
mazione del 6° ordine; e I'involuzione Iy e le CZ*~* nei punti e nelle

() Un altro esempio interessante si ha sulla M8 di S;(p="5). Uno spa-
zio S; pnd incontrare la M® in una coppia di rette sghembe, e non altrimenti,
dunque una CEI; gli spazi §, passanti per questo S, segano ulteriormente la M8
secondo sestiche di genere uno, trisecanti entrambe quelle rette; e queste rette
non possono pertanto avere entrambe per un sistema | 88| multiplicitd > n. Ma
la conclusione cade (cfr. n. 16) se il detto S; ha a comune colia M3 anche una
terza retta incidente alle due prime; le sestiche suddette si spezzano allora in
quest’ultima retta come parte fissa, e in quintiche che hanno a comune un punto
con questa stessa ultima retta, e soltanto due punti con ciascuna delle due prime.

(%) Un punto semplicemente doppio non avrebbe alcuna influenza.
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rette doppie di questo Ss. Nella Iy, alle superficie f%2 gezioni iper-
piane di M%-2 corrispondono superficie segate da forme di ordine p — =,
aventi la curva y come multipla di ordine p— = +1; e la y ha per
immagine la superficie aggiunta delle precedenti, lnogo delle curve di
ordine p — = + 1 immagini dei singoli punti di y (*). V

La corrispondenza birazionale determinata dafla- I; & pertanto
rappresentata, nel senso di cui a una mia Nota gia cit. (%), dalle equazioni:

f=p—mf—(@—=n+1)y
=@~-m—=1f—(p-—mn)y

(invertibili col semplice scambio delle f,y con apice e senza). E 'una
superficie segata da una forma di ordine = avente y come multipla
di ordine %, che pud dunque indicarsi con nf—ky, si muta in

in—E)(p—m—Diatf—ln—F)@—m+nly;

con che, poiché p > = + 1, ogni qualvolta sia k> n le superficie corri-
spondenti alle sezioni iperpiane verranno segate da forme di ordine
inferiore a n, e avranno lungo y multiplicitd inferiore a quest’ordine.

Per le superficie F'»@—2 possiamo dunque supporre che la curva
C di multiplicitd >n appartenga a uno spazio di dimensione <p— 3;
salvo le eccezioni a) e b) all'ipotesi 3), ancora da esaminare.

3. - La varieta M, dagli spazi S,y passanti per 1’S, o di una
sua curva O2-2+7 anche riducibile, & incontrata ulteriormente secondo
curve C?= di una congruenza del 1° ordine, che hanno colla prece-
dente p — = punti comuni, costituenti sezioni iperpiane delle stesse CP—=.
Nei- casi @) e b) del n. prec. questo gruppo di punti su ogni singola
C7—= risulta composto di due o pii gruppi minori, in generale non
equivalenti e privi di multipli equivalenti, che consentono pertanto di

() Le £2-2 sono proiettate dallo spasic Sp-3 della curva y secondo un
Sp-3-cono (luogo di o2 spam Sp-2, e quindi varietd di dimensione p) di ordine
'(2p-2)-—(p 3+1r)—p+1—--1r e questo sega a sua volta la M2-2, fuori
della -2 mxzxale, m una superficie sua mtelsezmne completa con una forma
di ordine p—m,

() « Comm. Math, Helv.», vol. 14 (1941-42), pag. 198.
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definire una trasformazione birazionale sulla 7, e per conseguenza
sull'intera varietd, M (*); eventualmente anche, le prime e quest’ultima,
_involutorie. Pih particolarmente, se la C'2-2** si spezza in una curva
di ordine p —3 + = e genere = — 1 e una sua corda, oppure di ordine

— 447 e genere m — 2 e una conica trisecante (*), ovvero ha (come
mdxcato per la Cf al n. prec.) un punto triplo, sulle singole CP-* &
razionalmente noto il punto K comune ad esse e alla corda o conica
anzidetta, o che cade nel punto triplo della C. Allora, e pit general-
mente ogni qualvolta su ogni CP—~ sia razionalmente noto un punto
K, risulta individuata su quest'ultima curva la gl avente K come
punto doppio; e definita sulla varietd M, per conseguenza, una trasfor-
mazione birazionale involutoria I, priva di punti fondamentali isolati,
e avente come sola linea fondamentale di 1* specie la C o la sua resi-
dua, che indicheremo ancora con C, rispetto alla componente che con-
tiene K (®). La I muterd le sezioni iperpiane f#-2 di M in superficie
F segate da forme di un ordine &, e aventi la C multipla di un ordine
x + (i > 0); mentre alla C stessa corrisponderd una superficie, unica
aggiunta delle precedenti, percid segata da una forma di ordine x — 1,
e colla C multipla di ordine x+¢— 1 (la guale d’altronde, sommata
alle f2-2 per C, deve dare superficie del sistema |F|). D’altra parte

(1) Analogamente a quanto ha mostrato ENRIQUES per le superficie conte-
nenti un fascio di curve ellittiche: «Rend. R. Accademia Lincei» (5) vol. 15,
(2°sem. 1906), pag. 665.

® E escluso che la corda sia una trisecante, non potendo la varietd M nelle
attuati ipotesi avere trisecanti; e cosi pure che la conica trisecante sia una qua-
drisecante; perché la CF~" non incontrerebbe questa conica, e avrebbe p — = in-
tersezioni colla C residua, rientrando cosi nel caso generale del n. 2, 3).

(®) La retta o conica di cui sopra & per la I linea fondamentale di 22 specie.
Lo spazio 8, , della CP~2*" complessiva, insieme eollo spazio S, tangente a M
in un punto P della sua componente retta o conica determina un S, che sega M
in una f#2 con P doppio, contenente le ol CP™ gella congruenza passanti
per P. Questa f%P~2 contiene pure la retta o conica suaccennata; e la O7™" della
congrnenza passante per un punto qualunque di tale linea d1stmto da P contxene
la linea stessa come parte. La componente residua & luogo di coppie della I;
mentre la retta o conica & linea fondamentale di 2% specie, corrispondente per
intero a ogni singolo suo punto. Se dalla CP2* g distaccassero due o pilt corde
o coniche trisecanti, ciascuna incontrata dalla C¥™ in un punto, risulterebbe
individuata egualmente su ogni €™ la gg che ha come punto doppio I’interse-
zione con una determinata di queste linee, e la parte residua della C?~2*" anche
se riducibile, potrebbe considerarsi per l'attuale questione come una linea unica.
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la I & involutoria, e applicata pertanto alle F=f@-22(C@=+)) suddette
deve riprodurre le f20-2; si ha. quindi fra gli ordini di queste super-
ficie la relazione: -

z-2p—2x—(x+i)(x—1)2p—2)=2p — 2;

e liberandola dal fattore non nullo 2p —2:
@ —(w+d) (e —1)=1, ossia: (x —1)(f —1)=0;
o quindi (essendo x> 1)i = 1; sicchs le %2 si muteranno in
@22 (C*+1), E un sistema lineare di superficie segate su M da
forme di ordine m, e che abbiano la C come multipla di ordine
n+4(>0):
f(2p—2)n (Cn+i) —n f2p—2 — (n + L) C

verra mutato dalla I in un sistema di superficie:
nfee-2z (Corl) — (n + i) f20-D) @D (C) '

ciod superficie segate da forme di ordine n — i (x—7¢) e aventi la C
multipla di ordine n — ix; ciod segate da forme di ordine < n, colla
C di multiplicitd inferiore a quest’ultimo ordine.

A questo nuovo sistema saranno daccapo applicabili le considera-
zioni del n. 2; ciod, se le nuove superficie sono ancora segate da forme -
di ordine > 1, vi sard una linea o un punto isolato di multiplicita
superiore a guest’ordine, o risp. al doppio di quest’ordine. Risulterd
d’altra parte dall’esame dei singoli casi p =5, 6, 8 che l'ipotesi del
n. prec. non trova altra applicazione che quella testé indicata. Pertanto,
come linee C che possono avere per le F"3-2 multiplicita > n, bastera
tener conto delle seguenti:

sulla M8 di Sg, rette;

sulla M10 di S;, rette e coniche; : ,

sulla M di S, linee appartenenti a spazi di dxmensmm =4,
ciod rette, coniche, cubiche sghembe, C'4 e (' (escluse le 04 e C8 non
esistendo sulla M4 linee cosi fatte, né; pin generalmente, gruppi di
4 punti complanari non appartenenti a una conica della M) ().

(*) Nelle mie due Note cit. degli Atti della R. Accad. di Torino, vol. 43,
(1907-08) pag. 973 e vol. 50, (1914-15) pag. 1067 determinando i sistemi lineari di
superficie di generi uno contenuti in una M ai Sy (M*»2 i 8 Spei 1 per p=4),
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4.~ In una delle wvarietd M, di cui al n. 1, per es. nella p,
consideriamo una linea A fondamentale .di 1% specie, ¢#18, ai cui punti
corrisponderanno ‘in: Moo?! linee razionali (¢, assoggettate a i-— 1
condizioni (incidenze, anche multiple, con linee fondamentali 7, e pas-
saggl per punti fondamentali P isolati, ognuno di questi ultimi essendo
computato per due condizioni fra le ¢ — 1). Tali curve € non possono
essere incontrate dalle superficie F, segate da forme di ordine m, in
punti variabili; ma soltanto sulle I e nei punti P. E ogni F conterra
per intero un certo numero di C¥ corrispondenti alle intersezioni di A
colle singole ¢, sezioni iperpiane di p. Dovendo pertanto le ¢-% inter-
sezioni di una C* e di una F generiche distribuirsi fra soli ¢ — 1 punti
(computati doppiamente gli eventuali punti P), dovra qualcuno di essi
assorbirne pitt di » (o di 2n se si tratta di un punto P); ossia le ("
dovranno appoggiarsi a una curva fondamentale € avente per le F
multiplicitd >mn, e che chiameremo curva fondamentale «principale»,
o' passare per un-punto di multiplicita > 2n.

Se dunque’ (e sard cosi nella maggior parte dei casi) il sistema
|¥| ha una sola linea fondamentale di multiplicits > n, oppure un solo

sono incorso in un errore, fortunatamente senza conseguenze, di cui mi sono
accorto durante la presente ricerca, e che devo ora rettificare. Non & esatto (loc.
cit.; n. 8, risp.n. 1) che superficie di generi uno segate sulla M da forme di or-
dine # non possano avere una conica (7 + 1)P', perché le o® guartiche ellittiche
intersezioni ulteriori della M8 cogli spazi 3 passanti pel piano di tale conica
avrebbero con gquesta 4 punti comuni, e percid colle dette superficie (o colle forme
.che ls ségano) 4(n + 1) intersezioni, con che dovrebbero esservi contenute per
intero. In relazione a quanto & detto gui ai n' 2 e 8, fa ecezione il caso in cui
il piano della conica ¢ sia contenuto nella quadrica passante per la MG; 880
incontra allora ulteriormente la M5 secondo una retta r, e le quartiche suindi-
cate si spezzano tutte in questa retta, parte fissa, piti una cubica v, in piano in-
cidente al precedente secondo una retta; cubica che incontra ¢ in due punti e 7
in uno. Questo caso pud essere trattato come & detto al n. 8. Fissando su ogni
cubica v la _q% avente come punto doppio la sua intersezione colla retta r, viene
definita su M® un’involuzione, nella quale alle f® sezioni iperpiane corrispon-
dono éuperﬁcie [ (014), con unica aggiunta f12'6 (cm), luogo delle curve (di
ordine 14) corrispondenti ai singoli punti della conica e¢. Quest’involuzione muta
una qualsiasi superficie 7% (¢™*%) (1 > 0) in una fFO"12) (718 bercid di ordine
minore. B una trasformazione birazionale su M® anziché essere prodotto di sole
proiezioni doppie da rette, & un prodotto di queste proiezioni doppie e di trasfor-
mazioni del tipo qui indicato. Gli altri risultati dalle mie note cit, non ne ven-
gono modificati.

44  Comment., vol. X1,
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punto di multiplicith > 2n, ad essa 'si appoggeranno, o rispett. per
esso passeranno tutte le C'; e per tale curva o punto passerannc tutte
le superficie fondamentali (anche quelle corrispondenti a punti isolati).

Analogo ragionamento pud applicarsi alle linee fondamentali di
9 specie, concludendo che queste pure devono appoggiarsi a una linea
fondamentale principale C, oppure passare per un punto fondamentale
di multiplicita > 2.

Supposto ad es. che in ciascuna delle varietd M, p. vi sia un’unica
linea fondamentale principale, e nessun punto di maultiplicita > 2n, o
rispett. > 2m per le F,®, per questa linea passeranno, in M o rispett.
in u, tutte le superficie fondamentali. E, sia in M che in p, la super-
ficie corrispondente alla linea fondamentale principale dell’altra va-
rietd conterra tutti gli elementi (punti e linee) fondamentali della
varieta stessa.

Osserviamo ancora che ogni linea fondamentale prineipale C ad es.
su M deve avere, per qualsiasi aggiunta parziale segata da una forma
di ordine %, la multiplicitd > %; poiché in caso confrario le rette
della M o p. appoggiate a C, fondamentali di 2* specie, sarebbero
segate da queste aggiunte fuori di C stessa, cioé fuori degli elementi
fondamentali. D’altra parte questa stessa aggiunta parziale delle F)
essendo superficie di genere geometrico zero, deve pur essa avere una
linea di multiplicitd >k, o un punto di multiplicitd > 2%; e questo
elemento non pud essere che quello, o uno di quelli che godono di
analoga proprieta per le F. Riassumendo pertanto:

Ogni linea fondamentale principale C appartiene a tutte le ag-
giunte parziali delle F'; ha per queste, se segate da forme di ordine
k, multiplicita =%, e per una almeno di esse multiplicitd =% + 1.
Viceversa, ciascuna di queste aggiunte parziali ha almeno una linea
di multiplicitd k + 1, e quest’una & linea fondamentale principale. Se
vi & un’unica linea fondamentale principale, questa & in pari tempo
almeno (k+ 1)Pls per ogni aggiunta parziale segata da una forma di
ordine k. In tutti questi enunciati la linea C pud essere sostituita da
un punto di multiplicitd >2n perle F e > 2k per le aggiunte parziali.

B - Qualche altra considerazione ci condurri pure a ritrovare
“qualeuno dei risultati precedenti.



COMMENTATIONES 653

Su una superficie generica f*2-2 della M2%-2 il grado di una
eventuale retta (isolata) in essa contenuta & dato dalla differenza fra
i numeri 1 e k+2 delle intersezioni della retta stessa con una sezione
iperpiana generica, e colle curve residue di tale retta rispetto al sistema
delle sezioni iperpiane: esso vale quindi — (k +1). Se la f*@r-2 & yna
rigata, il grado suddetto deve ridursi a zero, e le k+2 intersezioni di
cui sopra devono ridursi a una, astrazione fatta dai punti doppi della
rigata appartenenti alla generatrice considerata. In altri termini, la
rigata deve avere una linea doppia incontrante ogni generatrice in
% +1 punti, o linee di multiplicitd anche superiore, complessivamente
equivalenti a questa; in altri termini, ogni generatrice deve incon-
trarne k + 1 altre (Cfr. «Berz.», n. 1).

Pure su una f*@2 il grado di una eventuale (' razionale, anche
essa, generalmente isolata, si pud calcolare in modo analogo; oppure
facendola spezzare in @« rette, ciascuna delle quali, in un dato ordine,
incidente soltanto alla successiva; il che da la somma di « rette, cia-
scuna di grado — (% + 1), con complessive & — 1 intersezioni. Il grado
richiesto sara dunque —z (k+ 1)+2(x — 1) = — {(k — 1)+ 2}. Per-
tanto, se la fX@-2  come avviene per le superficie fondamentali L, A,
& luogo di un fascio, razionale o no, di €%, ogni C* dovra essere inci-
dente a (k — 1) .+ 2 altre; ossia la f*@-» dovra avere una linea doppia
incontrante ogni C* in (k— 1)+ 2 punti, ovvero una o pil linee
multiple complessivamente equivalenti a questa, nel senso che ogni C”
ne incontri altre nel numero anzidetto (*).

D’altra parte, se la f¥@-2 & una delle superficie fondamentali L
di M?%-2 questi (k— 1) 2+ 2 punti di ogni C* devono distribuirsi fra
gli @ — 1 suoi punti di incidenza colle linee fondamentali di 1* specis,
inclusie computati due volte gli eventuali punti fondamentali isolati appar-
tenenti alla C*. Pertanto qualcuno di essi dovra assorbire almeno & unita ;
ciod le O passanti per tale punto saranno almeno k+1. Ritroviamo

(*) Questo risultato pnd servire per controlli relativi a superficie fondamen-
tali L, A. Per es. nella rapresentazione della M di Sy sulla forma cubica ge-
nerale di S4, di cui alla mia Nota cit. nei Rend. R. Accad Lincei (5), vol. 11,
(1e sem 1930), pag. 329, al]a 71 fondamentale della forma cubica corrlsponde
in M** una superficie L5 con una 8 maultipla di ordine 7, luogo di o' C* ap-
poggiate alla & in 3 punti, K pertanto (k—1)x+2=4-4+2=18; e ogni C*
ne incontra infatti altre 6 in ciascuno dei 8 suoi punti di mcxdenza colla 3.
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cosi che ogni superficie irriducibile corrispondente a una linea fonda-
mentale di 1* specie e segata da una forma di ordine % deve avere
una linea di multiplicitda =&+ 1.

Se questa superficie ha un’unica linea multipla, incontrata dalle
C= in @ — 1 punti, sara “‘j—%,”—”ig =k —1)+ :—Z}i = p'numero intero: e
e p+ 1 sara la multiplicitad della linea stessa per la detta superficie (*).

VARIETA M8 DI S (p=5)

6. ~ La varietd M® di S;, qui oggetto di studio, & l'intersezione
generale di tre quadriche di S;, e base della rete di quadriche deter-
minata da queste. Nella rete sono contenuti co' S, — coni, ciascuno dei
quali contiene oo* spazi S, distribuiti in due distinti sistemi (analoga-
mente ai piani di una quadrica generale di S;). Ciascuno di questi S,
complessivamente in numero di oo!, incontra la M® secondo una curva
14 eventualmente spezzata in una cubica sghemba e una sua corda,
oppure in due coniche bisecantisi; e viceversa lo spazio S; di una
qualsiasi v} contenuta in M*® appartiene a uno dei coni suddetti. Per
ciascuno di questi S passano co? spazi S, incontranti ulteriormente
M® pure in curve y4, formanti una congruenza del 1° ordine; e oco®
spazi S, che incontrano M® secondo particolari superficie f® conte-
nenti due fasci di y4, e contenute in S; - coni guadrici di Ss.

Ogni fascio di quadriche contenuto nella rete di cui M® & base
contiene a sua volta 7 coni. Le quadriche passanti per M® e per il
piano di una sua conica formano appunto un fascio; e ciascuno dei
7 coni di questo fascio contiene uno spazio S; passante per il detto
piano, e incontrante percid la M® in una seconda conica, bisecante la
prima. Le coniche di M* bisecanti una data sono dunque in numero di 7.

Un sistema lineare |F| di superficie di generi uno segato su M®
da forme di ordine z > 1 non pud avere punti di multiplicitd > 2n(n. 2),
ma ha certo almeno una linea di multiplicitd > n. E possiamo limitarci

3

a considerare il caso in cui questa linea & una retta. Se fosse una

(%) Nell’esempio dato nella nota precedente & p==6, p+1=7.
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conica, la proiezione doppia di M*® dal piano di questa conica.permet-
terebbe di trasformare il sistema |F| in un altro ordine inferiore (*).
Se appartenesse a uno spazio Ss;, potrebbe essere soltanto una.cubica
‘sghemba, una cui corda appartenga pure a M?%; caso gii esaurito dalle
considerazioni del n. 3. ~

7. — Per studiare su M® i sistemi lineari di superficie segati da
forme di ordine m>1 e aventi una retta » multipla di ordine n+3
con %> 0, conviene richiamare alcune proprietd della M* di S proie-
zione di M*® da r («Berz.», n. 3).

Questa M* contiene una rigata normale R*® immagine di », e 17
punti doppi, semplici per R® immagini delle rette di M® incidenti a #.
Le oo® quadriche (tutte coni) passanti per R® segano su M* una rete
di superficie ¢° & sezioni di genere 2, che incontrano E® in curve ca-
noniche C% trisecanti le generatrici e passanti pei 17 pnnti doppi di
M*. Le ¢° si tagliano a due a due secondo coniche & di una con-
gruenza del 1° ordine, contenute nei piani delle coniche di- R® e
4-gecanti R® stessa. Le coniche 8 sono proiezioni di curve C° di M®,
4-secanti la r, e icui spazi §, incontrano ulteriormente M® secondo la 7
contata due volte (2). Le superficie ¢* sono proiezioni di f>5(r%) di M (¥).

(*) La, proiezione doppia di M 8 dal piano di una sua conica (¢, y) pud rap-
presentarsi colle equazieni:

=58 — 6¢
v = 4f8——5c

spezzata in due rette 7, s, rispett. p, s, le equazioni sono;

I

Se la conica &

:.:st—Gr-——*is
0 =2/% — 8r —32s
s =2f% —92r —38s

Una £ (#"*+i §"**Y viene mutata in una superficie segata da una forma
di ordine 7 — 2 (i + k), e perciod di ordine inferiore, ogni qualvolta'i + & > 0, anche
se uno dei due interi, i, ¥ & negativo. Cfr. la nota (%) a pag. 677.

() I piani delle coniche & incontrano R3 secondo le sue coniche dlrettrici;
gh 8, che li proiettano da r incontrano percid in piani tutti gli S; tangenti a
M® nei punti di r.

(3) Per ciascuno del 17 punti doppi di M* passano o' coniche 8 luogo delle
quali & una particolare ¢° avente questo punto come triplo. Tutte le qa §0no proie-
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Una superficie f*" (#"**) = nf® — (n+i) r = nf® (#) — ér contenuta
in M?® si proietta da 7 in una n f* —iR* =(n — ) f*+i¢° di M*,
di ordine 4n — 3i (V). :

Le rigate contenute nella M* devono avere ordini di somma 320;
devono costituire insieme la completa intersezione di M* con una
forma di ordine 80, e saranno percid proiezioni di superficie di M?®
costituenti insieme una f#%° (#*°). Inoltre ogni generatrice di ciascuna
di esse deve incontrarne complessivamente altre 81 (della stessa rigata
o di altre) (?).

Vi & anzitutto la R® immagine di 7.

La M® di S, contiene una rigata di ordine 128 (« Berz. », n. 3),
sua completa intersezione con una forma di ordine 16; tale rigata
una superficie f**®(r), e la sua proiezione su M* & una rigata R
(v. sopra, per n=16, i=—15).

Fra le coniche 3, co* si spezzano in due rette incidenti, corde di
R?, e proiezioni di cubiche bisecanti ». Ogni ¢° contiene 7 di queste
coppie di rette; e luogo di queste coppie & una superficie appartenente
alla congruenza delle 3, equivalente a 79°; percid una rigata R
proiezione di una f*® (»*), luogo delle suddette cubiche bisecanti 7.
Sulla B* le coppie di rette costituenti coniche 3 riducibili formano
una involuzione priva di elementi doppi, e riferibile a una curva piana
generale del 7° ordine K7, percio di genere 15; mentre la R, in base
alla nota formula di Zruraew, & di genere 29. La curva doppia della
R*® & di ordine 21 (*), e incontra R® in 2.21 — 7 =35 punti; la curva

zioni di 728 (7'3) contenenti le 17 rette di Msincidentiar; sopra ciascuna
di quelle 17 particolari f2:8(r3) le ool curve C'6 sono spezzate in una delle 17rette come
parte fissa, pill una C5 variabile incidente a questa retta e trisecante la ». Un’altra
particolare ¢° & luogo delle coniche 5 contenute nei piani che congiungono la
direttrice rettilinea di E® alle singole generatrici; queste 8 sono proiezioni di ¢t
aventi un punto doppio su 7.

(1) Relazioni valide anche per valori negativi di i

() MarLETTA, Sulla varieta delle rette ..., «Atti Accad. Gioenia di Ca-
tania » (4), vol. 16, (1902). :

(*) Rappresentando la congruenza delle & sopra un piano =, in modo che
alle 4% corrispondano le rette di questo piano, le & riducibili saranno rappresen-
tate dai punti della curva piana K7; e le f4 sezioni iperpiane di M?* risulteranno
rappresentate sul piano o doppio con sestiche di diramazioni ovunque tangenti
alla K7, dunque tangenti ad essa in 21 punti. Questo & dungue il numero dei
punti comuni alle f4 e alla curva doppi ® di B35, ciot appunto I’ordine di guesta curva.
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)

doppia della f448(r2!), di cui la precedente & proiezione, & di ordine
21 + 86 = b6, appoggiata a » in 35 punti (*).

Infine, un'ulteriore rigata contenuta in M* non potrd essere proie-
zione che della oo' di coniche di M?® incidenti a » (non esistendo su
M?® curve di ordine #>3 e (¢ — 1) - secanti la r); luogo di queste
coniche sard pertanto una f°°% (%), e la sua proiezione una R*!"® (?).

Vediamo cosi che il sistema oo®? delle coniche contenute in M® &
di ordine 76; per un punto di # ne passano B9 in generale irriduci-
bili, e 17 spezzate in 7 e in una seconda retta incidente a questa (%).

8. — Abbiamo gia indicato al n. 2 il genere della superficie inter-
sezione generale di una M2%-2 di S, con una forma di ordine =.
Per p =05, ciod per la f** generica sulla M*® di S;, questo genere &:

[ %(8113 — 120% + 162 — 6).

11 genere di una f*" (r"), ove k<n, si pud calcolare considerando
questa superficie come somma di % superficie f®(r) e di »—% su-
perficie f® generali, ed equivalente sulla M* proiezione di M?® a

(*) La B%® incontra E® secondo una curva equivalente sopra E® all’insieme
di 7 fra le curve canoniche 02 ivi segate dalle <95; dunque una curva di ordine 56,
avente i 17 punti doppi di M* come TP, e i 85 punti comuni a R® e alla C%
doppia di E® anche come doppi; curva percid di genere 78.

(2) Applicando i risultati del n. 5 alle superficie Fis8 (7'21) o 508 (r59) luoghi
rispett. di un fascio di cubiche e di coniche, si trova per la prima k=14, x=3,
18.8 +2=(21—1)-2+1; e sta bene che ogni cubica detla £!*® ne incontra fuori
di » una sola; per la seconda, k=50, x =2, 49.2 +2=(69 —1).1 + 42; percid
ogni conica di f8 deve incontrarne fuori di r altre 42. Considerate lo 4 rigate
di M* nell’ordine E®, R'®, B\, R¥, ogni loro generatrice ne incontra altre, di
queste stesse quattro e nel medesimo ordine, nel numero indicato qui appresso :
B3 (0,1, 89, , 21); R'® (0, 17, 50, 14); R (1, 81, 42, T); B (2, 46, 32, 1). La
somma degli ordini delle 4 rigate ¢ appunto 820; e la somma dei 4 numeri
entro ciascuna parentesi & 81.

(?) Una conferma & data dalla particolare M8 contenente un piano («Berz.»,
n, 4), razionale e rappresentata su S; dal sistema delle Pt passanti per una Og;
al piano della M8 corrisponde l’unica superficie cubica passante per la Cg. Le
coniche di M%, all’infuori di quelle contenute nel detto piano, possono avere per
immagini soltanto le corde di Og (formanti una congruenza di ordine 19) e le
sne coniche 6-secanti (congruenza di ordine 57); poiché le curve di ordine di 2> 2
e (4n—2)~—secanti la C'g stanno tutte sulla detta superficie cubica. E 19+57=716.
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kf*+(m —k)y(f* + B*). Si trova cosi:

2] %%w——rzn?— (3k* — 3k — 16)n — (k* — 3k* + 2% + 6)§,

La diminuzione portata da #* & pertanto n (3)+(}).

Infine il genere di una f%"(»*%), con ¢> 0, equivalente a una
(n — 28) f* +i9® su M*, si pud caleolare analogamente mediante i ge-
neri di (n— 2) f*, di i@® e della curva loro intersezione, che & l'in-
tersezione generale di ¢9° con una forma di ordine n —2i. S8i trova cosi:

[3] —%— 4n® — (9 + 6) n® — (6* — 9 — 14) n + (164° + 8¢* — 19i — 6)

Il genere di una f*" (+") & dato in pari tempo dalla[2] per k=mn
e dalla [3] per ¢ =0. La [2] vale anche per k=n+1 (ma non per
valori superiori), e la [3] per ¢ = — 1 (cioé per una f* (#*~*)).

Qualora, su una M2, due rette sghembe 7,s costituiscano la sua
completa intersezione col loro spazio 8, (e le diremo in tal caso «indi-
pendenti»), si pud ritenere che le diminuzioni portate al genere di
una superficie contenuta in M?* dall’avere lungo queste rette multipli-
citd assegnate siano anche indipendenti, e la diminuzione complessiva
eguale percid alla somma delle due che risultano dalle espressioni pre-
cedenti. Se le due rette hanno per una f** le multiplicita n+ 2, n — 4, il
genere di questa f3" risulta: ’

% 174 4+ (6 — 12m)#® — 17i — (6 — 12n) =-(1;—(i2_1)’(17i+6—12n)

che per ¢ =0 (due rette nrl®) vale 2n—1; per ¢ =1 vale zero; e
per ¢ >1 & certo negativo (*). D’altronde la M?® & segata ulteriormente
dagli S, passanti per lo spazio S, (r, s) secondo oo® (¢ trisecanti en-
trambe le rette ,s; e la f* in parola & certo luogo di una oo!, gene-
ralmente irrazionale, di queste CS.

Pertanto, una f3 (#**%) con ¢ >1 e di generi uno non pud avere

una seconda retta multipla di ordine =n — ¢ e indipendente dalla

) . 7
{*) Per una f8 ("¢, s*7%) & certo i < % la superficie non potendo. essere
luogo di o' fra le 08 4-secanti la r; quindi n > 2i, 12n > 247> 174 + 6.
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prima; e percid nemmeno un'ulteriore linea di eguale multiplicita dalla
quale possa staccarsi per continuitd una retta indipendente dalla 7. Il
risultato non vale perd (come si vedrd al n. 16) quando lo spazio
8, (7,s,) abbia a comune colla M* anche una terza retta incidente alle
due prime. ' :

9. - Consideriamo adesso su M® un sistema lineare di super-
ficie f® (#"**) con >0, le quali percid incontreranno le CS aventi s
come 4 - secante, e che d’ora in poi indicheremo con C° (), in
6n — 4 (n+d) = 2n — 4 punti variabili (*). Sulla  M* proiezione di M*
dalla retta » questo sistema si comporra di superficie (n— 21¢) f* +i¢®,
(2n — 4¢) - secanti le coniche 3. E supponiamo che queste superficie
siano di generi uno, e il loro sistema rappresenti una w2 di S,.y,
eventualmente anche per p==5, del tipo che stiamo studiando; alla
congruenza delle C° (»), o delle 3, corrisponderd su p. una congruenza.
di curve y d’ordine 2n — 44. Dal seguito risulters che per questa varieta p.
& anche sempre p=>5; e pertanto sulla M® non esistono altri sistemi
completi di superficie del tipo cercato se non di grado 8, a interse-
zioni variabili di genere 5.

Dico anzitutto che, se la varietd 1 deve soddisfare come la M*
alle condizioni_del n. 1, la corrispondenza birazionale fra le due con-
gruenze delle ('® (#) su M® e delle y su p. & priva di elementi fonda-
mentali, quindi biunivoca senza eccezioni. Invero, la congruenza delle
C*® (r) puo riferirsi birazionalmente senza eccezioni a un piano, facendo
corrispondere alle rette del piano le superficie f*'# (#*) appartenenti alla
detta congruenza. Percid, se la corrispondenza fra le due congruenze
delle C® () e delle y ha qualche elemento fondamentale, ve ne: sard.
certo almeno uno nella congruenza C° (), per la guals, come. per. il
piano, l'invariante relativo w di CasrerNvovo-Exriques () ha il valore
massimo 10; e a questa particolare C'§ corrispondera in tal caso una

(*) Quando una C° (r) si spezza in una retta s incidente alla r(e i?%% per
le £% (#"*9)e una C5, incidente a s e trisecante lar (Nota (3) a p. 21),1a C5 &
egualmente incontrata dalle f8n (rn+é) in bn—i— 8 (n +i)=2n — 4i punti
variabili.

(*) Sopra alcune questioni fondamentali..., « Apn. di Matem. », {3), vol, 6,
(1901), pag. 165. ' o
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superficie T luogo di oot linee y. Poichd la variéta p deve contenere
soltanto superficie intersezioni complete con forme, la T non pud essere
entro p una superficie isolata. Quando, entro p, una superficie I'*
dello stesso suo ordine tende a T, la superficie corrispondente S entro
M? tenderd a passare per CS; e al limite non potra essere una pluri-
secante delle C°(), alla quale dovrebbe corrispondere una plurisecante
delle y; ma sard una superficie luogo di oo C° (r), alle quali linee
dovrd corrispondere un’unica particolare y, su T' (essendo pertanto
degenere la corrispondenza tra la oo di C°(r) su S e la oof di y su
). D’altra parte la S; luogo di oot C° (), contiene certo delle C*® (r)
spezzate in due cubiche, perché nel piano, su cui la congruenza delle
C*® () pud rappresentarsi senza eccezioni, ogni linea algebrica incontra
la K" immagine delle C° cosi spezzate. Pertanto la y, dovrebbe essere
una linea riducibile, composta di due parti di ordine n — 2, perché
corrispondenti a uno o pit elementi di K’, e corrispondere in pari
tempo a C° irriduecibili; il che non & possibile.

Pertanto una C°(r) che sia linea base del sistema |F| = f*" (+**)|,
0 una conica d base per il sistema |(n — 2i) f* + ip®|, o una loro parte,
non potra essere per la corrispondenza fra M e p che linea fondamen-
tale di 2® specie, alla quale corrisponderd su @ una y o sua parte,
anche linea fondamentale di 2" specie. D’altra parte le F, e le (n—23) f*+ip®
loro proiezioni su M*, devono essere di generi uno, e percid prive di
tutte le aggiunte successive alla prima; e poiché su M* le loro
{n — 2¢)*me agoiunte sono superficie ip®, fra le loro singolarita (oltre,
per le F', la retta multipla #) vi sard certo una linea di multiplicita
> n — 2¢, unisecante le C°®(r) o risp. le y.

10. —~ Nel caso ¢ =1 le 17 rette di M*® appoggiate alla » appar-
tengono alle f® (7”*%) come rette semplici; e nella corrispondenza fra
M e p. ad esse devono anche corrispondere rette, fondamentali di
22 specie, semplici per le superficie ®. E questo numero di 17 rette
.cosi fatte non si ritrova in alcun modo su nessun’altra delle M/%#-?
in esame. Pertanto per i= 1 si avranno soltanto sistemi rappresenta-
tivi ancora di una MSE.

Esaminiamo ora l'altro caso estremo; ciod — a parte lipotesi di

i= g—(se n pari), che conduce soltanto a superficie appartenenti alla
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congruenza delle C®(r) = il caso di: superficie bisecanti: le C° (r);
quindi 2n — 4 = 2,n=2i + 1, ossia superficie 81 (»3i+1)) equivalenti
a f*+1d¢® sulla M* proiezione di M* da 7. Rappresentando la cou-
gruenza C°(r), o quella delle 8 di M*, su un pianc = come alla nota (%)
di p. 656, ciod in modo che le rette del piano « cyorri‘spondano alle
superficie f*% (#%) di M8, o risp. alle ¢° di M* appartenenti alla con-
graenza, le f+D8 (pGithy — f4 4 jo5 bisecanti le linee della congruenza
stessa, e che ne sono le bisecanti pit generali, risulteranno rappresen-
tate sul piano « doppio con curva di diramazione di ordine 2+ 6 (%),
ovunque tangente alla K’ immagine dalle 3 spezzate in due rette (2).
Per =0 si hanno le oot superficie f* sezioni iperpiane di M*, e nel
piano o altrettante C® di uno determinato X fra i sistemi continui co®
di C® ovunque tangenti a K" (). Alle f* di un fascio corrispondono
C® di un sistema oo! di indice 2, il cui inviluppo é composto di K’
e di una (%, immagine della quartica base del fascio. Per i>0; le
C*+** di diramazione appartengono a quel sistema continuo di tali
curve ovunque tangenti a K’ che contiene le curve composte delle pre-
cedenti C® e di ¢ rette doppie. Esse toccano percid K’ in gruppi di
punti della serie lineare somma della 95 dei gruppi di contatto colle
sestiche del sistema X e della serie iP!* delle g2 segatavi dalle rette
del piano. Tuttavia se ¢ > 0, la C**® pud spezzarsi nella K’ e in una
C¥~4 non pil vincolata a contatti con questa; cié corrisponde al caso

(*) Le 7* + cp5 segano infatti le cg5 secondo curve iperellittiche di genere i+2;
la cui gé ha percid 2i + € elementi doppi.

(?) Exr1QUES-CAMPEDELLI, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche (Pa-
dova, Cedam 1932), pag. 348-63; MoRriIN, Sulle varieta algebriche che contengono un
sistema di curve razionali. «Rend. Semin. Matem.», Padova, anno IX (1938),
pag. 128; in pert. n. 11-13.

(®) Questo sistema di C¢%non & uno & quelli ottenuti sommando le rette
doppie del piano o a una delle quartiche ovuuque tangenti a K’ ;121 punti di
contatto di queste C6 con K7 non stanno percid su gquintiche piane. Poiché le
f¢ incontrano le superficie cp e la rigata 722 secondo curve aventi 8 punti comuni,
alle cubiche sezioni di B® corrisponderanno in « curve razionali di 8° ordine ovunque
tangenti, una per una, alle singole 0% di diramazione delle 1. Portanto ciascuna
di queste ostC6, oltre ad essere ovunquetangente a K7, & pure ovunque tangente
a una C8 razionale; il che costituisce per esse una condizione ulteriore.
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che per =2 certo si verifica, di una superficie del sistema |f*+ig®|
contenente la curva doppia C*! della rigata R ()
Se questo non avviene, i punti comuni alla C**+® e a K’ ovungue

2i+6)-7
2

tangenti, percid¢ in numero di——; = 21 + 74, sono le immagini

delle intersezioni, in egual numero, della f*+ io® colla detta C*%. E la
linea di contatto ! di questa f*+ig® colla superficie A = (2i+ 6) 9%,
lnogo delle oot -coniche § a cui la f*+ip® & tangente, & in. corrispon-
denza birazionale colla C¥*%. Per ¢ = O si tratta della curva di con-
tatto, di ordine 15, di una f* con una. A = 69°; se la f* ha un punto
doppio, questo & pure tale per la %; se la f* contiene una conica 3,
la C** si spezza in questa conica, doppia per la: 6¢®, e in una C**
residua. In generale, la linea di contatto 7 suindicata & di ordine (2’;' 6);
e da essa possono egualmente staccarsi singole coniche &, doppie per
la superficie A e semplici per f*+¢ 9% Anzila superficie A = (2i{+6)9"
puod spezzarsi in nna k¢® e una k'¢®, con k+%k =2{+6; e la linea {
risulta allora composta di-due parti, linee .di contatto di f*+é¢® risp.
con ko® e K'9°, e di coniche 3 comuni a queste due ultime superficie
o semplici per f*+ig® (3). ‘

La superficie A = (2{+6)¢®, supposta irriducibile, si pud rappre-
sentare su un cono (se razionale, su un piano) in modo che alle sue
‘coniche 3 corrispondano le generatrici- di questo cono (le rette di un
fascio), e alle sue sezioni iperpiane, curve bisecanti le dette genera-
trici, con un certo numero di punti basi semplici. Alle generatrici passanti
per questi punti basi corrispondono le 3 della superficie A spezzate
in due rette, e nel piano « i punti comuni alla linea di diramazione
€%+ ¢ alla K*. Dire che queste due linee sono ovunque tangenti &

(1) 11 sistema lineare TaEXT; | ha infatti dlmensxone 2 (3; + 18 + 8),
sega sulla 02 di genere 15, una serle ‘lineare non specxale di ordxne 7+ 21,
percio di dunensxone =Ti+8; numero per z>2 mfenore al precedente

(2) Nel caso pitt semphce, quando ciod & ® K sono entrambi pari e le due
superf, cie kcn6 o ¥ :95 hanno per 1mmag1n1 nel piano a linee irriducibili ovungue
tangantl a K le due linee ‘di contatto m parola sono di ordini (2) (2) la

linea comple~51va comprende moltre 5~ toniche & comuni a ko® 0. K45 e ha

un egual numero ‘'di punti doppi sulle ulteriori coniche comuni ad esse.
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dire che questi punti basi semplici sono a coppie infinitamente vicini;
i punti doppi di quelle 8 riducibili sono allora punti doppi di A, e
per essi deve passare la linea di contatto ! delle superficie f*+ig® o A.
Se invece la C**% si spezza nella K” e in una C*~' (generica), la'l
a sua volta si spezzera nella C*', curva doppia della rigata E*°, e in
una parte residua l,, e la A nella rigata R*® e in una A, residua: In
corrispondenza ai punti comuni alla K7 e alla C*-* | generalmente di-
stinti, la 7, non passera in generale per 1 punti doppi delle § riduci-
bili; e la f*+4¢® conterrad una sola delle due rette componenti ciascuna
di queste d riducibili: quell’una incontrata dalla I, (*).

Se la f*+ip* ha una curva doppia £ unisecante le § (e che sara
anche parte doppia di ), la cui immagine nel 7piano « supponiamo di
ordine % (=) e indichiamo con I'*, quest’ultima curva, contata due volte,
fara parte della C*+% di diramazione corrispondente alla f*+ip°, e
come tale potra trascurarsi (?), riducendosi I'effettiva curva di dirama-
zione di questa a una C?¢~M+6 regidua, ovunque tangente a K’ (salvo
che la K’ ne sia parte); e in modo corrispondente si spezzera la su-
perficie A = (2¢ + 6) ¢®.

In particolare, se la f*+ip° & di generi 1, dovendo essa avere
un’unica aggiunta, e precisamente una i9°, la sua curva doppia & stard

(*) Nel caso pit semplice fra quelli qui contemplati, ciod per i=2, la su-
perficie residua A, & di ordine 5 (2i +6) —35=15; e vi sono almeno «? super-
ficie f4 + 2¢5 per le quali la linea di contatto colle 3, di ordine (21—2*'6) =45,
& composta del]]q\'k o3, doppia per E®; di 21 rette comuni alla R®ealla Ao (una
per ciascuna delle & riducibili loro intersezioni), queste pure doppie per la com-
plessiva p¢ = B® 40 e semplici per la rte ‘2q:5; e di una C° piana residua,
linea di contatto della 7% + 2(95 colla Ao, e avente per immagine in « anche una
cubica. L'intersezione della 7* +26° colla Ap = B¢°, di ordine 27, si compone
della C® anzidetta, contata due volte, e delle 21 rette gid menzionate. Dovendo
la €3 contenuta della M* incontrare la R%® in 21 punti, la retta s ulteriors in-
tersezions del suo piano con M* incontrera B® in 14 punti; & percid una ge-
neratrice della rigata B\, proiezione della B'® §i M® (Cfr. n. 7). Poiché la s non
incontra RS, dovra la C® incontrarla in 8 puunti; e sara percid proiezione di una
sestica di M5, avente due trisecanti contenute pure in M”: la retta 7, e quella
che si proietta in s. L'insieme di questa sestica ¢ delle due trisencanti & una ,Cg )
intersezione di M® con uno spazio Sy

(2) Avendo supposto da principio di considerare soltanto superficie con sin-
golaritad ordinarie, la linea doppia & della f4 +i¢® non & cuspidale, ed & percid
escluso che I'* sia parte della curva di diramazione effettiva (semplice) corrispon-
dente a quest'ultima superficie. . .



664 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

appunto su una i¢® (percid k=1); e la corrispondente curva di dira-
mazione C**+® nel piano « si comporrd della T, immagine di £, con-
tata due volte e percid trascurabile, e di una C°® ovunque tangente a
K", e appartenente al sistema oo® X. Consideriamo anzi sulla M* un
qualsiasi sistema lineare |X| di superficie di generi I, bisecanti le co-
niche 3 (dunque del tipo |f*+p®|, con una curva doppia & fissa),
semplice (percid almeno oc*), completo (ciod non ulteriormente amplia-
bile, rimanendo la sua superficie generica di generi 1). Esso rappre-
senters una varietd w normale a curve-sezioni canoniche, sulla quale
alle coniche § corrisponderanno anche coniche; e alle superficie ¢°
incontrate dalle X in curve di genere 2 (), superficie a sezione di ge-
nere 2 contenenti egualmente, nel fascio di coniche, 7 coniche riduci-
bili; dunque egualmente 9° di spazi S;. E la varietd p apparterra essa
pure a uno spazio S,, e sard quindi pur essa del 4° ordine; poiché
in caso diverso vi sarebbero delle sezioni iperpiane spezzate in una ¢°
e una bisecante delle coniche &, mentre nel sistema £ di sestiche del
piano « nessuna si spezza in una retta doppia e una quartica. Infine
le X avranno intersezioni variabili di genere 3; e percid quelle di un
fascio avranno nel piano « sestiche di diramazione (a parte la I'* doppia)
il cui inviluppo & composto della K’ e di una quintica di genere 3.
Sono dunque proprio le stesse co* sestiche che corrispondono, come
curve di diramazione, alle f* sezioni iperpiane di M*.

Concludiamo percid: Sulla variets M*, ogni sistema lineare sem-
plice di superficie di generi uno bisecanti le coniche 5 ha dimensione 4,
e si compone di superficie rappresentabili sul piano doppio « colle stesse
sestiche di diramazione delle sezioni iperpiane f*: superficie pertanto,
una per una, birazionalmente identiche, in due modi diversi, a queste
sezioni iperpiane. Per ogni coppia di superficie f* e X omologhe, una
determinata di queste due corrispondenze muta precisamente il sistema
caratteristico di |f*| sull’'una superficie in gnello di |X| sull’altra (*);

{?) Le intersezioni delle X= f* + ig® generiche colle ¢® sono di generi {+2,
ma nel caso presente hanno ¢ pun’m doppl gulla linea £; sono percid appunto di
genere 2.

(%) Anzitutto a un fascio di f4 corrlspondono superficie X anche di un fascio,
poiché sia le une che lo ‘altre segano sulla’ curva doppia C% della rigata R®
(a parte, per leX le intersezioni fisse, appartenenti alla curva £) gruppi di una
serie lineare g21 Le curve caratteristiche sopra una f* e una X omologhe sono
intersezioni parziali di queste superficie con uno stesso sistema di superficie ap-
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pertanto, al variare della coppia f*, X, questa corrispondenza & conte-
nuta in un’unica corrispondenza birazionale sulla M*, la quale tra-
sforma il sistema |f*| nel sistema |X|. Per conseguenza: Ogni sistema:
lineare semplice completo di superficie di generi uno contenute nella M*
e bisecanti le coniche § & birazionalmente equivalente al sistema delle se-
zioni iperpiane (*).

11. - Sulla nostra M*, o sulla M?, o pii generalmente sopra una.
qualsiasi varietd a tre dimensioni contenente una congruenza del 1° or-
dine di curve razionali §, fissata una qualsiasi superficie Q bisecante
le 3, chiameremo specchiamento rispetto alla Q la corrispondenza invo-
lutoria in cui sono punti omologhi tutte le coppie di punti di wuna
stessa § armoniche rispetto alle intersezioni di questa con Q. Sulla M4,
e rifererendoci alla congruenza di coniche 3, non vi saranno in queste
corrispondenze punti fondamentali isolati, poiché le 3 non passano
tutte per uno stesso punto; e, poichd la congruenza delle 3 non ha.
alcuna direttrice, unica linea fondamentale di 1* specie sara la linea.
di contatto I di @ colle 3 ad essa tangenti: la superﬁcie corrispon-
dente § & luogo di queste stesse 3. Da questo specchiamento le sezioni
iperpiane f* sono mutate in superficie anche bisecanti le §, aventi la I
come linea doppia, e la { come unica aggiunta; e ogni superficie:
appartenente alla congruenze delle d, all'infuori della §, & mutata in
88 stessa (?).

partenenti alla congruenza delle 3; e nella rappresentazione comune di f* e X sul:
sul piano a doppio, corrispondono alle quintiche di genere 8, inviluppi parziali di
sestiche del sistema X, ciascuna delle quali quintiche ¢ immagine anche di una:
seconda linea, sia di /¢ che di X. '

(1) Non esistono invece sulla M* superficie razionali bisecanti le coniche 3.
Un’eventuale f* + iy5 razionale, dovendo essere priva di aggiunte, dovrebbe avere:
una curva doppia giacente sopra una superficie m % con m=1i + 1; dovrebbe guindi.
rappresentarsi sul piano doppio a con curva di diramazione (semplice) di ordine-
non superiore a 4; mentre & 6 1’ordine minimo di queste curve di diramazione..

(?) Indicando ora con ¢ una superficie generica del sistema lineare apparte--
nente alla congruenza delle 3 e che contiene la particolare { passante per { (ora §-7),.

questo specchiamento & rappresentato su M* dalle equazioni:
"= 44— 21

[1] Y= ¢
= ¢—1
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Conviene agginngere gualche indicazione circa il modo in cui lo
specchiamento opera sulle coniche 3 spezzate in due rette. Teniamo
presente a tal uopo che, se la superficie Q base dello specchiamento
N

d generica nei due punti 4, B, lo specchiamento equi-
alla proiezione doppia dal punto P polo della retta

incontra una
vale su questa
.s=AB; punti corrispondenti sono allineati con P, e armonici rispettto
a P ealla s. Se la superficie & incontra le due rette componenti una 8

riducibile in punti 4, B distinti, il polo P della retta A B cade nel

Sulla M8 di S; le superficie pitt semplici bisecanti le €'°(r) sono le sezioni
iperpiane f%(r), che si proiettano da r nelle sezioni iperpiane della M* di 84
‘Queste ultime, incontrando le ¢% in 02, sono tangenti a 6 coniche di ciascuna ¢%,
e percid alle oot coniche 8 di una %3, lungo unalinea di ordine 15, che incontra
la R? immagine di r e residua delle ¢® rispetto a quadriche (n. 7) f,i,n 2.16 - 6=24
punti. Su M8 le f8(r) saranno percid tangenti alle C®(r) di una superficie se-
stupla delle /28 (73), ciod di una /%8 (r187), lungo una linea / di ordine 15 +24=39,
incontrante r in 24 punti. Lo specchiamento rispetto a una f®(r) assegnata mu-
tera le /8 (r) generiche in superficie aventi la suddetta f12:3(ri) come unica ag-
giunta, ciod in 7188 (r197%), Le /8 sezioni generiche di M3, che si proiettano in
superficie /4 + R*=3f*—¢% si muteranno pertanto in 8 f1%:8(sr®2)— f28(rd) =
= f3-8(r5415): la loro aggiunta f36-8 (355 si compone della precedente f1%3(r187)
‘corrispondente a I, e di una f2+8(r38 ) 4d.secante le C¢(r), corrispondente a 7.
A titolo di controllo, constatiamo che l’intersezione complessiva di due fra le
f38 (54 f8), di ordine 87.87.5 . . . . . . . . = 10.952

si compone delle parti seguenti:

la r con multiplicith 542 . . . = 2916

la ! di ordine 89, che conta per 39, 6 6 unita = 1404

le 17 rette di M® incidenti a =, multiple di ordine 54 — 37w 17 e che

-contano complessivamente per 172 unitd . = 4913

42 cubiche triple, bisecanti » e appoggiate a I, per 423 3.8 unlta. = 1184

{il loro numero 42 —389.14 — 24,21 & dato dalle intersezioni di I,

fuori di 7, colla superficie f4¢(r%) lnogo delle cubiche di M® bise-

canti #; la multiplicity 8 & data dalla differenza 2.54 + 6 — 8.37).

17 curve (17, semplici, corrispondenti nello specchiamento alle rette

di M* incidenti a r e 17°1® per le £37#; 17.17 unita == 289

Infine una parte variabile in ordine 8.87 . . . . . . = 296
10.952

Lo specchiamento rispetto a una bisecante delle C8(r) del txpo pitt generale,
-ossia una f(2x+1)8 (p3k+1) § rappresentato dalle equazioni:
=12k +37)f — (18k + bdr - 61
2] v = ( 8k + 24)f — (12k + 85)7 — 41
V=(4k+12)f —( 6k +18)r— 1
-che si riducono alle precedenti [1] ponendovi k=0, e mtroducendovx come nuove
variabili f—1r in luogo di £, e 12/ — 187 = 6(2f — 87) in luogo di ¢.
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punto d’incontro X delle due rette componenti la 3; o su ciascuna di
queste rette separatamente rimane valida la relazione armonica. suin-
dicata (*). Se la superficie ® da specchiare passa per X, altrettanto
avviene per la sua trasformata. Se invece la superficie Q passa per
X, e cosl per conseguenza anche la retta s =4 B, il punto P stard
certo sulla polare di s rispetto alla coppia di rette 5, ma non cadri
necessariamente in X. Se PE X, si ha ancora la prospettivitd di cen-
tro P, in questo caso fra le due rette componenti la 3. Se invece P
coincide con X (%), la superfice trasformata di ® conterra per intero,
in generale, la coppia di rette in parola; ma si limiterd in generale
a passare per P se ® contiene essa questa coppia di rette. Le due
rette sono in ogni caso fondamentali per la trasformazione (specchia-
mento). Se la superficie Q passa per la C*' doppia della rigata R®,
e percid s1 rappresenta sul piano doppio « con curva di diramazione
comprendente come parte la K7, dalla superficie trasformata di & si
stacchers come parte la B®. In questo caso @ & pure tangente a una
ulteriore oo* di coniche 8, lungo una linea del tipo della 7, considerata
al n. prec. Nello specchiamento sono allora rette fondamentali di
P speciev le sole generatrici di R* appoggiate a tale linea.

Nello specchiamento rispetto a una superficie Q ogni superficie
bisecante le § conserva la propria linea di diramazione nel piano «;
acquista solo in pilt come componente doppia, percid trascurabile, la
linea di diramazione di @, ciod I'immagine delle 8 a cui Q & tangente,
salvo che essa passi per la linea di contatto oggettiva di @ con que-

() Analiticamente, sulla conica a; x5 — Mcg:O, supposto che la retta AB
sia la @, = 0, percid il punto P cada in (0, 1, 0), si corrisponderanno i due punti

generici (p, = i, 1), dove p & un parametro. Se facciamo tendere 2 a zero, percid
la conica alla coppia di rette ; 3 =0, e p tende pure a zero in modo che
lim \/_ = a, al limite si corrisponderanno i:due punti (0, =gq, 1) della retta

x; = 0, armonici rispetto alla 2y =0 e al punto (0, 1, 0). 1 anche. ovvio che
per es. nel caso di un’iperbole, qualora la 4B sia la retta all'infinito del piano
e P il centro della curva, la corrispondenza in parole & la simmetria rispetto a
questo centro; e tale rimane se l’iperbole si spezza nei due asintoti.

(®) Cosi appunto avviene sulla M* qui considerata in corrispondenza alle
intersezioni della superficie Q colla curva doppia C% della rigata R%. In questo
caso l'omologia armonica dianzi considerata degenera.

45  Comment., vol. XI.
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ste 3. Viceversa, se quest’ultima linea & linea doppia della bisecante
considerata, cessa di essere tale in seguito allo specchiamento (viene
«sciolta », come in altre trasformazioni birazionali). Un sistema lineare
di superficie bisecanti le § viene mutato in un sistema anche di bise-
canti; in particolare il sistema |f*| delle sezioni iperpiane di M*, spec-
chiato ripetto a una Q = f*+ k9® generica, si muta in un sistema
|4+ (2k + 6) ©°], le cui linee di diramazione nel piano @ sono composte
delle C® di diramazione delle singole f* e della C**** di diramazione
della Q, parte fissa, contata due volte. Nello stesso specchiamento, una
[* +i9° generica si muta in una f*+ (i + 2k + 6) ¢°

Le due corrispondenze birazionali fra superficie F,, F,, bisecanti
le 3 e aventi nel piano doppio « la stessa linea di diramazione, a parte
eventuali componenti doppie (quali ad es. le superficie f* e X consi-
derate alla fine del n. preced.), possono realizzarsi mediante specchia-
menti rispetto a due convenienti bisecanti Q, Q'. Indicando con 4, By,
4, B,, le intersezioni delle superficie F,, F, con una stessa J gene-
rica, & e Q' saranno luoghi rispett. delle coppie di punti delle singole 3
armoniche comuni a 4, 4,, B, B, e rispett. a 4, B,, 4, B, (). Va-
riando Fy, F, in due sistemi lineari, le superficie £, Q' varieranno
generalmente entrambe. Il prodotto di due o pili specchiamenti non
equivale generalmente, sulla varietd, a un unico specchiamento (poiché
in una forma di 1* specie il prodotto di piu involuzioni non & in
generale un’involuzione); ma, limitatamente a una coppia assegnata
di superficie omologhe, si pud sempre realizzarne la trasformazione
con due diversi specchiamenti.

Esaminiamo pit particolarmente le relazioni che intercedono fra -
due superficie F,, Fy aventi nel piano doppio « la stessa linea di dira-
mazione (salvo componenti doppie), e le due Q, Q" fondamentali per
gli specchiamenti in cui si corrispondono le due prime. Le superficie
F,, F, sono tangenti alle stesse co! coniche &, e ciascuna di queste &
incontrata sia da Q che da Q' in punti generalmente distinti e armo-

(1) Le. superficie Q, Q' incontreranno ogni 8 in coppie di punti armoniche
anche fra loro (cioé gli specchiamenti rispetto a Q e Q' saranno permutabili). E
le coppie armoniche comunia 4; By , 45 By avranno per luogo una superficie ul-
teriore, fondamentale per uno specchiamento dal quale ciascuna delle 4 super-
ficie Fy, Fy, @, &, viene trasformata in s¢ stessa.
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nici rispetto a1 punti di contatto con F,, F,. Per I'intersezione F; F,
valgono le considerazioni seguenti:

1) Pud avvenire che quest’intersezione sia composta soltanto di
linee unisecanti le §. Ciascuna di queste linee appartiene allora anche
a entrambe le superficie Q,Q’', ed & altresi linea di contatto delle 3§
con una di queste (colla Q', se supponiamo, per fissare le idee, che
lungo di essa sia A, =4,). Viceversa, l'intersezione di una delle ¥,, F,
con una delle Q,Q" appartiene sempre anche alla rimanente. D’altra
parte due superficie qualunque bisecanti le 8 devono incontrare almeno
oot fra queste in coppie armoniche; e se, per una delle F,, F; e una
delle 2, Q', cid avviene in punti generalmente tutti distinti, le inter-
sezioni di queste co* d colla superficie F, o F, considerata apparter-
ranno pure all’altra di queste, e si avra cosi un’intersezione parziale
F, F, bisecante le 3, contrariamente all'ipotesi fatta da principio. Pertanto
la relazione armonica tra le intersezioni di una stessa & con una delle
F,, F, e una delle @, Q' non potrd in questo caso verificarsi che lungo
Vintersezione F; F,; e quest'intersezione sard percid composta di due
parti distinte, lungo le quali Q '@ Q' saranno risp. tangenti alle 3. Nei punti
comuni & queste due parti, &, Q' e una delle ¥ sono tutte tangenti alla 3.

2) Ogni punto comune a F,, Fy; e che non appartenga in pari
tempo-a una, per es. &', delle due superficie Q, Q' avra il suo coningato
rispetto a Q' anche comune a Fy, F;, e distinto dal primo. Qualora
cid si verifichi, si ha una linea ¢ intersezione parziale di F,, F, e
bisecante una oot di 3. Supposto che lungo la ¢ sia 4,=4,, B,=58,,
la superficie Q passera pur essa per ¢, mentre la Q' sara soltanto vinco-
lata a incontrare le 3 appoggiate a ¢ in coppie di punti armoniche
alle precedenti.

3) Anche in questo caso ogni linea m intersezione parziale di
F,, F, e unisecante le 3 (certo esistente) apparterra a entrambe le su-
perficie Q, Q’, e sard la linea di contatto di una di queste, e non del-
Paltra, colle § anzidette (1).

(1) La linea di contatto di una delle superficie Q, Q' colle & appartiene sempre
anche all’altra delle due, pur senza esserne in generale linea di contatto colle 3;
o appartiene pure a entrambe le superficie F;, Fy. Se invece una linea ! uni-
secante le & & linea di contatto di queste con entrambe le superficie Q, Q’, la coppia
armonica comune a queste e armonica pure a A, By, 4y B, ha un elemento
sulla /, ma Paltro completamente indeterminato; una delle superficie ¥, ¥, non
passerd in generale per 7, e l'altra avra I come linea doppia.
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4) La connessione fra le due linee ¢, 7 non pud aver luogo che
attraverso i punti in cui la ¢, bisecante le 3, & tangente a una di
queste (). In ciascuno di questi punti 4,, B,, 4,, B, vengono tutti a
coincidere; la superficie designata in 2) con @ & anche tangente alla 3,
ma non la Q' (in generale); & pertanto Q quella, fra le due, che & tan-
gente alle 3 lungo la linea n (3).

Date in modo generico su M*.due superficie F,, F, bisecanti le
coniche 3 e colla stessa linea di diramazione (semplice) nel piano «,
si verifica generalmente il caso 1). Date invece in modo generico F
e una delle superficie Q,Q', per l'intersezione F,F, si verifichera ge-
neralmente il caso 2) e 4). Applicando a un sistema lineare | F,| un me-
desimo specchiamento ', ogni intersezione F; Q' appartiene altresi alla
corrispondente superficie Fy, e costituisce la linea w di questo spec-
chiamento ; varia, colla coppia F; F,, la superficie Q. Ma, assegnati
a priori due sistemi lineari |Fy| e |F,| colle stesse linee di dirama-
zione (semplici) nel piano «, varieranno in generale colla coppia F, F,
entrambe di superficie @, @', poiché !'intersezione F, F, invaders gene-
ralmente con ogni sua parte l'intera varieta a 3 dimensioni.

Se F,, F, sono rispettivamente una sezione iperpiana di M* e la
superficie: che -corrisponde a questa’ in un altro gqualsivoglia sistema
lineare oo* di superficie di generi uno bisecanti le 3 (n, prec.), @ e Q'
saranno tangenti alle 3 lungo la linea doppia di Fj, e moltre, al pid,
lungo una linea comune a F, e F,(%).

() Un punto comune a ¢ e =» & punto di contatto delle superficie
F,, Fy; e tale non puo essere un punto di : senza che lo sia pure 1’altra inter-
sezione di ¢ colla stessa 8. Questi due punti, se distinti, sono allora punti doppi
della e.

(?) Questi punti comuni alle linee ¢ e =m sono altresi le intersezioni delle
linee di contatto di F';, F, colle superficie luoghi dello & a cui rispett. sono
tangenti, In questi punti Fy e F} sono percid tangenti fra loro, e sta bene che
la loro intersezione complessiva vi abbia punti doppi, comuni alle due parti ¢ e =.
In questo caso F| e Q', F, e Q' segano in coppie armoniche le oot 8 appoggiate
alla linea ¢; per Fy e Q, F, e Q la relazione armonica si verifica sulle § appog-
giate a u, linea di contatto di @ colle 3 e apparteneote in pari tempo a F; e F, .

(?) Nell’esempio pitt semplice di specchiamento, cioé delle sezioni iperpiane
di M4, |f*| =|F,|, rispetto a una fissa di queste stesse sezioni f'=Q’, le ¥}, sono
superficie f*+ 69> aventi come linea. doppla comune la 010 di contatts dx /" colle 8,
o passanti rispett. per le singole quartiche f/” (linee ). L’intersezione ulterlore
di ogni f=F; colla corrispondente F'5 & una linea : di ordine 80, bisecante
una oot di 8. Le Q sono tutte tangenti alle & lungo la C’ig anzidetta, e inoltre
rispett, lungo le quartiche F; /'==. Poiché queste quartiche incontrano le ¢° in
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“12. - Consideriamo di nuovo su M?®, in generale, un sistema li-

2
(n —26)f* +i9® sopra M*, incontranti le C°(r) o Trispettivamente le
coniche 8 in 2n —4i punti variabili; il loro sistema rappresenterd una

. . , . on—1\ o .
neare di superficie [ (3**) (n >l 1<i< ——————) , equivalenti a

varieta p. contenente una congruenza del 1° ordine di curve y—#,
corrispondenti alle C®(r), o rispettivamente alle 3. Tali superficie, se
di genéri uno, devono mancare di tutte le aggiunte successive alla
prima; e poiché su M* le loro (n — 2¢)'™e aggiunte sono superficie ig?,
e ora n—2¢>1, dovrd esservi su M® una linea J, o rispettivamente
una ! sa M* di multiplicitdh >n—2¢; diciamo n—27+k, con &3>0,
unisecante le C°(r) o rispettivamente le 3. E le § appoggiate a I do-
vranno formare una superficie multipla di 9° secondo un intero supe-

5 punti, le 5§ appoggiate a ciascuna di esse hanno per luogo una superficie be,
di genere 8 (come co* di 8), percid con tre 8 doppie, nei piani delle 8 coniche della
rigata R® che congiungono a due a due le 3 intersezioni di questa col piano di
quella quartica. Le linee di diramazione delle 2 nel piano « si compongono percid
delle C% immagini di queste b¢, pitt due parti fisse: la K7 e la ¢ immagine
della 0}3 e linea di diramazione di /7. Le O sono pertanto superﬁcie [*+6¢% e
hanno con le singole £ le stesse intersezioni, di ordine 84, che le F},. La linea ¢,
di genere 87, & incontrata dalle 3 che essa biseca nelle coppie di un’involuzione
di genere 10 con 36 punti doppi, dei quali 15 sono intersezioni colla =, e 21 punti
doppi di altrettante & riducibili.

Il prodotto di due specchiamenti rispetto a sezioni iperpiane f”, f” ap-
plicato a una sozione iperpiana gemerica f*=_F], fornisce invece un esempio di
superficie Fy , F, con intersezione del tipo 1). Le superficie ¥, sono 71+ 12¢%
con due linee doppie di ordini 51 e 15. Supposto di applicare per primo lo spec-
chiamento rispetto a f’, la seconda di queste due lines & la linea che, nello
specchiamento nspetto a /", corrisponde alla linea contatto di 7. Le superﬁcle Q, 0
sono anche f* + 12¢% tangenti entrambe alle 5 lungo le due linee doppie di Fj.
Il luogo dei punti umtl del prodotto .dei due specchiamenti & una f* +8¢% tan-
gente alle 3 lungo la C'* intersezione f' f”, e la cui linea di diramazi
piano e & composta della C’3 1mmag1ne di tale C4 e della K?. L’intersezion
di ordine 64, & composta della ¢ ,18 intersezione di Fy e f*+8¢? e di una 082 v
con 99 punti comuni. Le immagini ‘di queste due linee” nel pianc « sono .
spett. di ordini 11 e 18; e le linee di diramazione di Q e &', entrambe di ordine 80,
sono composte delle sestiche di diramazione di /' e f” e rispett.'delle due curve
precedenti, la prira integrata ancora con K7, I 66 punti comuni alla C¥ e a
ciascuna delle due sestiche appartengono pure alla C18; meta di essi, 15 ulla sestwa.
di f"'e bl sull’altra, sono 1mmag1n1 di coniche 8 comuni-& F,, Q; O gli ]
di punti comuni a 018 e O . T rimanenti 33 punti comuni a gueste du
stanno sulla linea di contatto dl f*=F; colle &, e hanno per 1mmag1n1 nel
punti di contatto di C* e (O3,
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riore a’ 5-; poiché questa superficie, contata h volte, deve risultare

multipla di ¢° di ordine >4. Le cubiche di M® bisecanti » e appog-
giate a I (}) (su M* le generatrici di R** appoggiate a ') saranno
linee APle per le f®"(»"*%) (rispett. per le (n— 2i)f*+i9°) e fondamen-
tali di 2* specie per la corrispondenza con p.

L’aggiunta. unica delle f%*(r"*') potra essere composta di pii ag-
giunte parziali irriducibili f&=(rm+i) con Zn,=n — 1, 4, =1, ogni
singola ¢, essendo =0. Clascuna delle parti suddette avra la I come
multipla di un ordine ny— 24, + ks, e le cubiche menzionate come mul-
tiple di ordine A,, ogni singola %, essendo pure =0, e Xk = k.
Anzi le ‘R saranno tutte > 0, e pertanto ciascuna delle aggiunte par-
ziali conterra effettivamente le cubiche bisecanti » e appoggiate a [;
invero tali aggiunte sono tutte riferibili a rigate, razionali o no, e
percid prive di tutte le successive aggiunte (%).

Poichs le f5(#"*) segano le C°(r)in 2n— 44 punti variabili, la loro
multiplicitd n — 2i + & lungo la linea ! sard < 2n — 4i, percid A <n— 2.
E idue casi A==m— 2 e k <n-—2i si presentano in modo essen-
zialmente diverso. Nel primo caso, h==n-—2i, le f* (+"*%) non hanno
colle C° (r) appoggiate a [ nessuna intersezione variabile; e la superficie
di queste C®(r) & una aggiunta parziale delle f*(#"*%), -alla quale
corrisponde in p. una linea A unisecante le o'y omologhe alle dette
C®(r). La corrispondenza fra le due congruenze delle C°(r) e delle v,
come enti cc®, & sempre biunivoca senza eccezioni (n. 9); ma & dege-
nere la corrispondenza puntuale fra una qualsiasi C° () appoggiata
a I e omologa y appoggiata a X; e punti singolari su di esse sono
questi due punti d’appoggio. E viceversa, se le C°(r) appoggiate a I
formano un’aggiunta parziale delle f®"(r"*%), esse non avranno con

() Ciod te cubiche contenute nella superficie f148(r2!) di cui al n.7, e che
passano per i punti non appartenenti a r e comuni a questa superficie. e alla
linea 1.

(2) Mentre una curva razionale & priva di aggiunte d’indice uno, ma pud
averne d'indice superiore (per es. una sestica con 10 punti doppi non impone
alcuna condizione alle.aggiunte d’indice due; che sono di ordine zero), una su-
perficie razionale o riferibile a una rigata irrazionale non ha - su una varietd a
tre dimensioni che la contenga - aggiunte di alcun indice: poichs, se ne avesse
una d’indice %, questa, insieme alla superficie stessa contata i — 1 volte, ne costi-
tuirebbe una superficie i-aggiunta,
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queste superficie alcuna intersezione variabile; e saremo percid nel
caso sopra indicato h=mn — 2i. Le altre aggiunte parziali saranno
(2, — 44,) - secanti le C° (r) generiche; e non potendo neppure esse
incontrare le C® () appoggiate a ! in punti variabili, per ciascuna di
esse dard h, = m, -— 2i, e la linea ! multipla di ordine 2(n, — 2i,).
Qualora invece sia & << m — 2¢, sard pure per ogni aggiunta par-
ziale By < m, — 24,. Ai punti di ! corrisponderanno in g curve di or-
dine n — 2i + k; alle C®(r) appoggiate a I, linee y di ordine 2n — 4¢
spezzate in una delle precedenti di ordine n — 2i+% e in una curva
residua di ordine n— 2 — A in corrispondenza biunivoca colla C® (»).
Quando una C°®(r) non incidente a I si spezza in due cubiche, la y
corrispondente & composta di due curve di ordine n — 2i. Per le C* ()
appoggiate a I e in pari tempo spezzate in due cubiche, una sola di
queste cubiche, generalmente, & incontrata da I; quest’'una & curva
fondamentale di 2* specie P2, e ad essa corrisponde su g una C*
Si ha in tal caso una 7y complessiva composta di 3 parti, di ordini
n—2,h, n — 2 — h; accoppiando la seconda parte alla prima, ovvero
alla terza, si hanno le due composizioni accennate di sopra per la y corri-
spondente a una C° () appoggiata a !, oppure spezzata in due cubiche.

13. - Alla distinzione dei due casi h=n—2 e h<n—2 si
perviene anche muovendo da altre considerazioni.

Il sistema |f*" (»"*%)|, per valori assegnati di n ed i e con una
linea 7 di multiplicith » — 2 + % unisecante una oot di C* (r), potra
variare con continuitd entro M®, variando la linea I e solo restandone
invariati i caratteri. Varieranno allora la superficie luogo delle C°® (#)
appoggiate a I, e la linea { immagine di questa oo di C°(r) nel
piano « (n. 7,9 e seg.). Questa linea, birazionalmente identica alla I,
se non & una retta, potra certo, variando, acquistare un punto doppio
in piu (perché in ogni sistema oc* di linee piane algebriche di ordine
>1 ve ne sono «*! con un punto doppio in piun); e la ! unisecante
di una oo* di C® (#) diventa allora bisecante di una particolare fra
queste. Dire che la & una retta, equivale a dire che le C°®(r) appog-
giate a ! hanno per luogo una /> (#%), ossia le coniche § appoggiate
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a 7' hanno per Iunogo una ¢°. In tale caso (n. prec.) 6‘77 <1, ossia
h>1i; e poichs d’altra parte kb <n — 2¢, segue altresi i < —g— .

Se invece la linea & del piano « & di ordine > 1, la I deve essere tale
da potere, variando, appoggiarsi due volte a una C°(r). Questa C°(r) ha
allora colle /" (#"**) complessivamente 4(n + i) +2(n—2¢ + k) =6n +2h in-
sezioni; & dunque linea base (2h)P!® del sistema |f®"(»"*')|, e per la
corrispondenza tra M*® e p pud essere soltanto linea fondamentale di
28 spécie (n. 9). La linea corrispondente y essendo di ordine 2n— 44,
cid richiede che la C®(r) considerata sia (2n-— 4¢P per le. fo"(r"*?),
e la v omologa 6% per le ®; quindi A=mn-—24, e la linea I anche
(2n — 40)P!s per le f8"(3"+"), Da essa si sard staccata come parte la
detta C®(r). e .

Le aggiunte parziali del sistema |f**(#"*%)| = |F|, tranne .quell’una
che & luogo di linee (C®(r), saranno anche tutte &= (r™*%) aventi
la 7 multipla di ordine 2n, — 44.

Il sistema |F|, composto di superficie (21— 4i)-secanti le C°(r),
con linea ! di multiplicitd 2n — 4¢ unisecante una co! di C°(r), & ovvia
generalizzazione dei sistemi di superficie bisecanti le C°(#), ossia le 3
su M* con linea doppia, qui considerati ai n. 10, 11 (pei quali n=2¢ +1).
Anche qui su M* se la superficie A luogo della § appoggiata a I
non contiene come parte la rigata R%, la linea ! passers per i punti
doppi delle 3 riducibili contenute in A, i quali saranno altresi punti doppi
della superficie A ; e alla A corrisponders nel piano « una linea ovunque
tangente alla K. Oppure la A conterra come parte la rigata R?, e
la C* doppia di questa rigata sard (n— 24)P2 per il sistema |F|;
la A comprendera, oltre la R, una parte residua A, con una curva l,
di multiplicitd 2n-— 44 per le @, del tipo.della 7, del n. 10. Nei due
casi, la linea [ o rispettivamente [, sara linea di contatto totale o par-
ziale delle 8 con una superficie @ bisecante tali coniche e nel secondo
caso passante anche per la C* doppia della rigata R*; e Vordine
delle superficie F potra ridursi con una conveniente trasformazione
birazionale su M*. Per convincerci di quest’ultimo passo valgono le
considerazioni seguenti: =

1) Se una f*+4¢° irriducibile bisecante le coniche ha una
curva doppia I, unisecante le 3, di immagine I'* nel piano «, sicchd
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la sua curva di diramazione effettiva (semplice) in questo piano si
riduce & una C*¢~M+¢  esiste su M* una f*+ (i —k)o® anche bise-
cante le 3, priva di linea doppia, con quest’ultima sola curva di dira-
mazione; percid birazionalmente equivalente alla f*+ig® proposta.
Invero nel sistema continuo delle C*+® di diramazione delle f* +4¢®,
quelle che contengono come parte una qualsiasi '*, o anche una I'*
doppia (k<i), devono avers la parte residua, in questo secondo caso
una C*¢-M+8 variabile anche in un sistema continuo. E poiché questo
fatto, qualunque sia %, si verifica per le f*+4p° composte di una k¢®
e di una f*+ (¢ —k) 9%, questo sistema continuoe di C*¢~*+¢ non puo:
essere che quello delle curve di diramazione delle f*+ (i — k) ¢° (%)
2) La trasformazione birazionale della f* +i9® = F, nella
[*+ (@ —k)p°=F, pud avvenire in due modi diversi, per mezzo dello
specchiamento rispetto a due diverse superficie Q, Q' anche bisecanti
le 8 (n.11). Variando la f*+i¢® con continuitiy entro un sistema
lineare, altrettanto avviene dell’altra; variano pure con continuitd le
Q,Q; o una delle due di luogo a trasformazioni contenute in una
medesima trasformazione birazionale su M* (n. 10).
8) Se una superficie Af*+ po®, 2\ -secante le 3, ha la linea 7
considerata sulla kp°® come 2ArP2, ancbe questa linea multipla viene
" «sciolta » colla detta trasformazione su M*, senza che altre ne sorgano..
Se la superficie Q, sulla M®, & una f+18 (%+1 o specchia--
mento rispetto ad essa & rappresentato dalle equazioni [2] della nota
() a pag. 665 ; e pertanto le " (+"*%) aventi la ! multipla di ordine 2n — 4¢:
verrahno trasformate in supérficie segate da forme di ordine:

(12% + 87)n — (8% + 24) (n + i) — (4% + 12) (2n — 4i) =
= (— 4k — 11) n+ (8k + 24)i = n — (4% + 12) (n — 23);

n o, . .
—-, & certo minore di n.

numero che, essendo i < 5

(*) Le f* +i¢® contenenti una k¢5 come parte, e quelle aventi una curva
doppia unisecante le 3 di questa k¢% costituiscono bensi sistemi distinti, ma
colle stesse curve di diramazione. Cosi avviene ad es. nel caso pit semplice i=k=6,
il secondo sistema di superficie essendo costituito dalle /4 + 6 ¢ ottenute collo spec-
chiamento delle sezioni iperpiane di M* rispetto a una particolare fissa tra queste..
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14. ~ Sulla M* di S, proiezione della M® da una sua retta 7, le
sezioni iperpiane f* e le ¢° costituiscono una base del sistema delle
superficie; e ogni superficie & pertanto del tipo Af*+uo® (3, p. interi;
il secondo anche negativo). Essa incontra le coniche 3 in 2X punti,
e pud quindi riferirsi in corrispondenza (23,1) al piano « sul quale
gid pil volte abbiamo rappresentata la congruenza delle §; essa &
rappresentabile, in altri termini, sul detto piano (2A)Pl°, con curva di
diramazione il cui ordine & dato dal numero dei punti doppi della
serie lineare gl le 8 di una ¢° segano sulla curva intersezione di
tale ¢° con una Af+ p¢® generica.

Per calcolarlo, osserviamo anzitutto che, l'intersezione f*¢° essendo
una Cf, Vintersezione (Af* ¢°) & di genere:

D+5(N)—0—1)= 2 x?__.:;ixn

Da quest’espressione si pud ricavare il genere della intersezione
(Af*+ 9% ¢°) poiché aggiungendo alla superficie Af* una o piu ¢° la
sua intersezione con ¢° viene aumentata di un egual numero di coniche
2)-secanti la curva primitiva, con aumento del genere ciascuna volta

di 2X—1 wunitd. L’intersezione (X f*+ Lg% 9°) & pertanto di genere

-—Z—l”-—-g—l+1+p.(2?\——1); e la serie g}, su di essa ha

BA* 4+ +2p. (2% —1)

punti doppi. Questo & pertanto Uordine della curva di diramazione del
piano (2N su cui pud rappresentarsi la superficie ) f*+pno® generale(?).

Le intersezioni della superficie A f*+ p9® colla curva doppia, di
ordine 21, della rigata R*® (n.7), in numero di 21X + 7y (valutandone
opportunamente le eventuali multiplicita), corrispondono a contatti
della curva di diramazione anzidetta colla K’ immagine delle oot 3
spezzate in due rette.

Lo specchiamento della A f*+ po® rispetto a una qualsiasi bise-
cante delle 8, e sia una f*+ i¢®, ne lascia invariata la curva di dira-
mazione, aumentandola soltanto della curva di diramazione C(*+6 di

(*) Risultato valido anche per valori negativi di yu. Per es. per A =2, p = — 1,
©iod per la rigata R® contenuta in M*, la curva di diramazione & di ordine 16.
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quest’ultima superficie, contata 2\ (2. — 1) .volte. Le f* sono mutate
infatti in f*+(2(+6)9°, e le 9% in so stesse; peréib ® in p.‘+(2z'+6)}\.
Viceversa, lo specchiamento considerato alla fine del n. prec., ciod di
una superficie Af*+ ®o® con curva (2A)P* avente 'immagine in « di

ordine superiore a —?\'—, fard diminuire 'ordine sopra indicato della
curva di diramazione di un numero di unita superiore a—gf- L2222 —1),
ciod superiore a 2u (24 — 1); lo ridurrd quindi a un valore inferiore
a BA®+ 1, clod in altri termini rendera negativo p. Le superficie tra-
sformate, considerate sulla M® di S, se segate da forme di ordine
#»' > 1, avranno la retta » di multiplicitd inferiore a n'; e avranno
percid un’altra linea di multiplicita > ',

~ 15, - Supponiamo ora i <h <n--2¢, e la linea ! contenuta percid
in una [ (r®) (ossia I in una o) (*). La ! dovrd incontrare le altre
%% (r®), fuori di », in un sclo punto, poiché la f*® (%) che la contiene
ha comune con queste altre una sola C°(r). Indicato pertanto con p
Yordine della ! e con ¢ il numero dei punti in cui essa si appoggia

ad r, sara 2p — 3¢ = 1, q_%__gm I1 caso piu semplice & p =2, ¢=1,
ciod che I sia una couica incidente alla retta »; conica che potrebbe
eventualmente spezzarsi in due rette incidenti, una delle quali in pari
tempo incidente a r, mentre l'altra sarebbe la effettiva I, direttrice
della oo* di C®(#) costituenti la f** (+*). Non sono invece possibili
gli altri casi p="5, ¢=238, né a fortiori i successivi. Invero una curva
di 5° ordine trisecante di + e direttrice di una f2*(s*) pud per conti-
puitd, variando counvenientemente la f*# (7*) nella relativa rete, spez-
zarsi in una conica incidente a r(p=28 q—1) e in una cubica

(*) In quest’ipotesi & compreso il caso che la superficie f*¢(r?) suddetta
abbia come multipla una delle 17 rette di M8 incidenti & r; le C®(r) in essa
contenute si spezzano percid in questa retta s, pa.rt:e fissa, e una C°® variabile
residua [nota () a pag. 655].

La s, multipla di ordine ¢ per le /8 (rn+7), avré, allora per queste particolari £
la multiplicitd ¢+ (n —2i+Ah)=n-—i+h>n-—1; e l'ordine n delle forme che
segano le dette superficie potra ridursi colla proiezione doppia della M?® dal piano rs
[nota (1) a pag. 653).
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bisecante » e incidente a questa conica; cid equivalendo, pér*l'a?“qﬁ
proiezione della f2:%(»%) da #, allo spezzarsi di una conica direttrice
della o' di coniche § in una direttrice rettilinea e in una' seconda
retta, parte di una §; ciod, nella consueta rappresentazione piana della
9, al portarsi in linea retta di 8 punti fondamentali semplici, D’altra
parte la linea ! ha per le f®" (+"*%) la maultiplicitd n—2i+4, e le
cubiche bisecanti » e appoggiate a I solamente la multiplicitd A; non
& pertanto possibile se m > 2i render eguali le due multiplicitd, in
modo che la seconda linea possa staccarsi come parte della prima.

16. - Si abbia pertanto sulla M® un sistema lineare [f®* ("*%)| con
in pit una linea di multiplicitd > n—¢, la quale pud essere soltanto
una conica appoggiata a #, o una retta avente con 7 su M® una se-
cante comune; direttrice percid in ambo i casi di un fascio di C°(7)
su una f*8(»%), E vediamo come. questo sistema con una trasforma-
zione birazionale su M® possa mutarsi in altro di ordine inferiore.

Supponiamo anzitutto che questa linea almeno (n — 4)Pl* sia una
retta s, avente con » su M*® la secante comune £ Per lo spazio S, =2
delle tre rette 7, f, s passano oc? spazi.S,, che incontrano ulterior-
mente M® secondo quintiche ellittiche o bisecanti » e s, e aventi un
unico punto comune con # Individuando su ciascuna di queste Y% una
trasformazione birazionale, risulta definita anche sulla M*® (come nel
caso pit generale del n. 3) una trasformazione, per la quale sono
unite tutte queste y5 e tutte le superficie f*, costituenti una rete Q,
segate dagli spazi S, passanti pef z.

Fissiamo su ogni y5 la gl avente come punto doppio l'intersezione
unica di questa curva colla £ (*). Questa trasformazione mvolutorla,
nella quale le rette r, s figurano simmetricamente, corrisponde pur
essa al caso generale del n. 3, e consentira pertanto la riduzione del-
Pordine del sistema |/*" (#"*)|. Ne acceuniamo qui tuttavia qualche
maggiore dettaglio. Le y% uscenti da un punto arbitrario P di una
delle rette r, s hanno per luogo I'unica f* della rete @ avente P come

(*) Fissando invece su ogni fy‘:’ la yé in cui sono coniugati i due punti co-
muni a questa linea e alle r (o alla s), si hasu M® I’involuzioue risultante dalla
proiezione doppia dal piano (ossia dalla conica riducibile) st (o rispett. rg).
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punto doppio, segata dallo:spazio S; determinato da Z e dall'S, tan-
gente in P alla M®. Su questa f*, a P corrisponders una linea incon-
trante ciascuna ¥ in un punto equivalente alla differenza 2t — P (1);
linea differente percid, sulla f®, da 2t— P solo per una o pin linee y
(nessuna di queste, per P generico, essendo riducibile); dunque del
tipo ky +2¢ — P. Calcolando il grado di tale curva sulla f®, ed egua-
gliandolo a —2, grado di una curva razionale isolata, si trova k=4 (?);
si ha dunque una curva 4y+ 20— P, di ordine 22. Alle f® sezioni
iperpiane generiche di M corrispondono percid superficie aventi le
rette 7, s come 22Ple, T’ordine delle forme che segano su M® queste
superficie sara eguale a quello della linea corrispondente a una retta
generica g di M® Ora la g sta anch’essa su una f® della rete £, e
la linea corrispondente & di nuovo del tipo ky +2¢— g e di grado —2;
percid ancora k=4, e la linea corrispondente a g & di ordine 21.
Alle f® generiche corrispondono dunque. superficie f21-8 (722 4%2),
Si verifica immediatamente che la detta curva 4y + 2t — g incontra
sia 7 che s in 10 punti, mentre non incontra f; e che la curva di
ordine 22 corrispondente. a un punto P p.es. di » ha P stesso come
punto 6P, incontra # in .altri: 5 punti (totale dunque 11), e s in 10
punti (®). Alle rette # e s corrispondono percid superficie 108 (r! 51%)
e f1%% (10 s!!), costituenti insieme l'aggiunta delle f*® (2*?s**) che
corrlspondono alle sezioni iperpiane. S .
La retta ¢ {fondamentale di 2* specie) & multipla di ordine 12 per
la f?*%, e di ordine 6 per ciascuna delle due aggiunte parziali (*) (%).

(*) Scriviamo per brevitd ¢ in luogo del punto intersezione della y conside-
rata colla retta £. : )

(?) Il grado dlla curva ky + 22 —Pe k2.0 + 4 -(—2) + (— 2) + 4k — 2k;
eguagliandolo a — 2, si trova appunto & =4.

() Fra le oot yi’ passanti per P ve ne sono dunque 6 sulle quali P & punto
unito, & per le quali P & punto coniugato all’ulteriore intersezione con 7, 10 per
le guali & coningato a una delle due intersezioni con s.

(4) Delle 21.5 =105 intersezioni di nna y colle suddette f"ls 2.2. 22::88
cadono sulle », s; b sono punti generici della ¥, corrispondenti alle sue interse-
zioni colla f® omologa alla /28 considerata; e le rimanenti 12 sono assorbite
dall’unico punto comune a y e a ¢ Un computo analogo pud farsi per le due
aggiunte parziali.

(%) Come curve fondamentali di 2 specie per questa trasformazione involu-
toria, e tutte aventi per le f21'8 (722, $%2) multiplicita eguale all’ordine; tutte inoltre
particolari v (razionali) o parti di v, rileviamo: le 16.2 rette distinte da 7 e inci-
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La trasformazione involutoria su M® pud rappresentarsi colle
equazioni:
[t =21f%—22r—22s
¥ =10f*—11» —10s
§ =10f%*—10r —1ls

Una superficie f*" (r"+%, s"+4) viene percid mutata in una segata da
forme di ordine » — 10¢, — 10i, e avente lungo le rette =, s rispett.
le multiplicitd n — 114, — 10é,, n— 10é, — 114, . L’ordine risulta percid
diminuito ogni qualvolta sia ¢, +4; > 0; percid certo quando la 7 sia
multipla di ordine n+¢(¢ > 0) e la s di ordine > n —i.

17. Considerazioni analoghe, in parte almeno, possono applicarsi
a un sistema |f** (#**%)| con una conica ¢ multipla, incidente alla retta .

Per lo spazio S;=Z3Z=rc passano oo® spazi §,, che incontrano
ulteriormente M*® secondo curve Y%, aventi & comune due punti colla
7 e tre punti colla conica c¢; individuando pertanto su ciascuna y una
corrispondenza birazionale, questa risulta definita sull’intera M?®. Fis-
sando su ciascuna y la g} contenente la coppia delle intersezioni colla
retta 7, si ha la proiezione doppia della M® dal piano della conica c.
Essendo razionalmente note su ogni y la coppia e la terna di punti
intersezioni rispett. con » e con ¢, delle quali due multipli qualsiansi
non saranno generalmente gruppi equivalenti, resta definita sopra ogni y

denti a » o risp. a s; le 35 coniche incidenti in pari tempo a » e s; le T+ 7
cubiche irriducibili bisecanti una delle rette r, s e appoggiate semplicemente
all’altra; le 15 quartiche bisecanti sia = che s, intersezioni ulteriori di M?® cogli
spazi S, determinati da £ e dalle rette di M?® incidenti a ¢ e distintte da r, s;
un’altra quartica, bisecante #, che insieme colle rette 7, s costituisce una parti-
colare C¢(t); le due quintiche razionali segate dagli spazi S, che £ determina
cogli spazi tangenti a M8 nei punti r¢, st (particolari v con questi punti rispett.
come doppi). Il numero delle coniche incidenti a r ed s risulra cosi: Le coniche
di M?® incidenti a » hanno per luogo una f%8 [n. 7] incontrante s in 50 punti;
ma da ‘questo numero vanno dedotte le 15 coppie di rette costituite da ¢ e
da una retta incidente a ¢ e distinta da », s. Oppure: la coppia di rette £, s &
upa conica riducibile incidente a », e alla quale devono appoggiarsi 42 coniche
pure incidenti a r; togliendo le 7 che bisecano la coppia r¢, le rimanenti sono
quelle cercate.
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la trasformazione (non involutoria) rappresentata da P'= P+ 2¢c— 3 (%).
L'ordine delle forme che segano le superficie corrispondenti alle sezioni
iperpiane sard quello della linea corrispondente a una retta generica g
di M® nella trasformazione inversa P = P+ 3r— 2. Questa. & una
linea ky+ g+ 38r — 2c, che deve risultare di grado — 2; si trova cost
k=19, e quxndl una linea di ordine 95, incontrante » in 30 punti e
la conica ¢ in 64. In questa stessa ultima trasformazione a un punto
di » corrisponde una linea di ordine 109, e a un punto della conica ¢
una linea di ordine 84 (?); percid nella trasformazione proposta
(P = P+2c — 3r) alle sezioni iperpiane di M?® corrispondono super
ficie f%% (»1% ¢*). E un breve calcolo ulteriore conduce a stabilire
che alle due linee fondamentali e ¢ corrispondono rispett. due su-
perficie [f308 (9% ¢¥) @ f048 (473 ¢*7) costituenti insieme I'aggiunta.
delle f%8 predette. La trasformazione & dunque rappresentata dalle
equazioni: ‘

[=95f%—109r —84c [*=97/"—81»—106¢'
[1}{# =80f®— 3br — 26¢ da cui invertendo: [2)7 =46f—38%— 50c¢’
¢ =64f*— 78r—b7¢c ¢ =b0f"*—41r'— bbe"

Supposto pertanto di avere in M® un sistema lineare |f®" (s"+% %)),
la trasformazione (2) lo muta (sopprimendo gli apici) in:

[8] (m— 46i, —b0i,) f® — (n — 39é, — 41é5) » — (n — 50§, — bbig)ec =

I [ (nm 4S50S (pn—30Ti—ddiy B0 =55a),

Se 46i, + 50i, > 0 ossm — essendo per noi ¢, > 0, i, negativo e

in valore assoluto minore d1 i - Se 4 > o Pordine del swtema.»

23 hz] 1

() Questa trasformazione & pertanto di tipo diverso da quella considerata.
al n. 3. Nel caso presente basta che sopra una y generica la trasformazione:con-
siderata non sia identica; che non siano cioé equivalenti il gruppo doppio e rispett.
triplo delle intersezioni con ¢ e con r.

(?) In questo calcolo, indicato con P’ il punto di r (ad es.) pel quale si vuole:
determinare ’ordine delle curva corrispondente, bisogna tener conto separatamente:
di P’ e dell’altra intersezione di = con le y passanti per P. Si pud rappresentare
questa curva con ky + P’ +8(r+ P') —2¢=ky + 4P’ + 3r — 2¢, intendendo che y
e r abbiamo un’unica intersezione; si trova cosi k=22, e quindi una linea di:
ordine 109.
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risulterd cosi diminuito. In caso contrario, ciod se 46i, +50i; <0, sara
a fortiori 40Z, + 50, < 0, e percid:

(n — 464, — B0is) — (n — B0, — Bbiy) = 44, + Biy < O.

Per il sistema (3) la multiplicita della conica ¢ sard quindi supe-
riore all’ordine delle forme che lo segano; e quest’ultimo ordine si
potra ridurre colla proiezione doppia dal piano di ¢. Il nuovo sistema
{n. 2) verra segato da forme di ordine:

5 (n — 46i, — 50iy) — 4 (n — b0, — 5biy) = n — 30i, — 30i,;

ordine certo <n, poichd ¢, +i, < 0. In ogni caso dunque I’ordine del
sistema in parola pud essere ridotto; e la multiplicita della conica ¢
per le nuove superficie &:

6 (n — 46i, — B0i;) — 5 (n — 50i, — 55is) = n — 26i, — 263,

percid certamente inferiore all’ordine delle forme che segano le nuove
superficie, perché

(n — 80i, — 80iy) — (n — 26i, — 25i;) = — (4iy + Biy);

numero, nelle attuali ipotesi, certo positivo.

Concludiamo pertanto:

Sopra una varietd MS di S5 a curve-sezioni canoniche di genere 5 e
contenente sole superficie intersezioni complete con [forme, ogni sistema
lineare semplice completo di superficie di generi uno & di grado 8 e
dimensione 6, e birazionalmente equivalente al sistema delle sezioni iperpiane
di questa varietd, o di altra dello stesso tipo.
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VARIETA M DI 8, (p=6)

18. - La varieta M** di §; piu generale a curve-sezioni canoniche
di genere 6 si pud ottenere («Berz. »,n. 8) come intersezione di una
V3di 8 a curve-sezioni ellittiche (*) con una quadrica del suo spazio (*).
Questa V3 & la sezione generica della M} di S, Grassmanniana delle
rette di Sy, con uno spazio S7; ed & percid l'immagine della varietd
di rette di Sy base di un fascio generico di complessi lineari (%). -La
M*® sard percid immagine dell'intersezione di questa varietd base con
un complesso quadratico di Sy, cioé del sistema oc® di rette di S,
intersezione generale di due complessi lineari e di un complesso qua-
dratico. ‘Questo sistema o®T', di classe 4 (cioé tale che le sue rette
appartenenti a un S; generico formano una rigata di 4° ordine), ®

&) SCORZA, « Annali di Matem.», (8). vol. 15 (1908); pag. 217.

(®) La V4 contenente la MM & unica, powhé & unica la superficie F® (di
DeL PEzzo) contenente la curva canomca 0’ sezione della M0 con un S;. Tale
curva contlene infatti b serie lineari g4 coi gruppi complanari, in pmm formanti
varieta Vd, oot razionali normali di piani; e la F® contenente la 0'6 & comple-
tamente definita come intersezione di queste cingue Vé

(®) Questi oot complessi lineari hanno i punti singolari su una conica (CASTEL-
NUOVO, «Atti R. Ist. Veneto», (7), vol. 2 (1891), pag. 855), e da questi punti escono
stelle oo® di rette formanti la totalitd delle rette basi del fascio che si.appog-
giano al piano di questa conica, ciod l'intersezione della varietd base con un
ulteriore complesso lineare. La V4 ha pertanto una sezione iperpiana V costi-
tuita da una oot ramonale di piani con piano direttore doppio (ScORzA, «Berz »,
loe. cit.). La V4 si proietta univocamente da una sua conica 4y su §;, e alle sue
sezioni iperpiane corrispondono le forme cubiche di S, passanti per una rigate R%
Questa rigata ha generalmente oot coniche direttrici; se perd y s1 appoggia al
piano direttore della V3 anzidetta, il cono cubico d1 rette di V che esce da
questo punto si spezza nel piano direttore e due piani generatorl, generalmente
distinti; e I'immagine del piano direttore & direttrice rettilinea della R*. Come
varietd base del sistema rappresentativo di Vi si possono dunque avere entrambi
i tipi di #*, secordo la conica y da cui si fa la proiezione. In ogni caso Rt ha
un punto doppio, e le forme cubiche passanti per R* incontrano ulteriormente il
cono guadrico che proietta R* da questo punto secondo due piani; sono dungue
tutte forme cubiche contenenti due piani, e percid con almeno 7 punti doppi
(C. SeerE, Sulle varieta cubiche dello spazio a 4 dimensioni... «Mem. R. Accad
Torino», (2) vol. 89, (1880), in part. n. 15, 16; F. Sever1, Sulle intersezioni delle
varietd algebiche... « Mem. R, Accad. Torino», vol. 52, (1902), n. 8). -

46  Comment. vol. XI.
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stato studiato fino dagli anni 1913-14 da G. MARLETTA, nei cui lavori (%)
si trovano gia, sotto altra forma, parecchie propriets della M*° da me
esposte in « Berz.», n. 8, P, es.: le generatrici della rigata R** con-
tenuta in M*® corrispondouno ai fasci di rette contenuti nel sistema I,
i cui piani e centri ne sono i piani e punti singolari di 1° ordine; e
la proprieta che ogni generatrice della R**° ne incontra altre 11 si
rispecchia in quella che ogni piano singolare contiene 12 punti singo-
lari di 1° ordine, compreso il centro del proprio fascio. La V§ conte-
nente M*® ha una sezione iperpiana costituita da una oo' razionale di
piani con piano direttore doppio, e la M*° contiene percid una super-
ficie ‘sezione $!* luogo di ‘o' coniche, delle quali 10 si spezzano in
coppie di rette: queste co' coniche sono immagini degli oo! coni qua-
drici di T aventi i vertici sulla conica singolare =, dei quali appunte
10 si spezzano in coppie di piani. Gli spazi S; di questi oot coni
passano tutti per il piano di v, e il loro fascio & proiettivo alla pun-
teggiata v dei vertici. Lie rette del sistema I' contenute nei singoli S;
di 8, formano rigate ellittiche R*, le cui direttrici sono le oo* rette
di 8, incidenti alla conica 7; queste rigate hanno per immagini in M*°
un sistema co* di curve %, tali che per due punti ‘generici di M ne
passa una e una sola; e ciascuna di queste y} sta su una quadrica
di S; pure contenuta in V3. : :

Gli spazi S; passanti per le y4 incontrano ulteriormente M'* in
curve 8¢, in numero complessivo di oo®; queste curve stanno su rigate R*
normali contenute in V§, fra le quali oo* sono coni cubiei, luoghi

delle rette di V3 uscenti dai singoli punti di questa varieta (*).

(4) Sui complessi di rette dell’S, di ordine 2 e di 4% specie... «Rend. Circole
Matem, di Palermo, », vol. 38 (1914,), pag. 43; Sul complesso di reite dell’S, di 4”
specie, d’ordine 2 e di Classe 4. « Atti Accad. Gioenia di Catania» (5), vol. B,
(1914); Mem. K. MARLETTA chiama « complessi » anche guesti sistemi oo® di rette,
o «b-complessi» i sistemi oob di rette. I complessi «di 4 specie» sono quellinei
quali, come nel caso presente, una retta generica non contiene alcun punto singolare.

(2) Nel sistema di rette [' di S, si ha una corrispondenza birazionale invo-
lutoria associando tutte quelle coppie di rette X%, k' che escono da un medesimo
punto di un S, generico fisso. Poiché questo S; contiene una rigata ellittica R*
di T, e ogni complesso lineare di S, contenente R* contiene l'intera congruenza
lineare di §; cui appartiene la R%, se ne trae che ogni complesso lineare conte-
nente R* e una retta k¥ di I' contiene altresi la sua corrispondente k’. La corri-
spondenza in esame, applicata alla M, non & dunque altro che la proie-
zione doppia di questa dallo spazio S; della curva -xi immagine - della detta
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19. ~ Le superficie f*° sezioni iperpiane della M*° contengono in
generale soltanto curve loro intersezioni complete con forme. E oppor-
tuno perd segnalarne alcuni casi particolari:

1) Superficie f*° con punto doppio (unica partxoolamta), segate
dagli spazi Ss tangenti a M, in numero complesswo di o0® (co® per
ogni punto di M*°). ws

2) Superficie f*° segate da spazi S; tangenti alla V3§ in/un
punto non appartenente in generale a M*°; queste pure im numero
di oo®. Queste f*° contengono un fascio di y$¢, generalmente senza
punti basi, e una rete di 8 di grado 2; I'involuzione cosi determinata
sulla f° & Vunica trasformazione birazionale su di essa (). A queste
f*° corrispondono in T' i sistemi oo® di rette luoghi delle rigate ellit-
tiche R* contenute negli spazi §; di un fascio. Le due direttrici di
queste rigate coincidono quando lo spazio S; & tangente aila conica 7.

8) Superficie f1° soddisfacenti in pari tempo alle condizioni 1)
e 2), percid segate da spazi tangenti a V% in un punto P di M*;
tangenti dunque in P anche a M*. Queste f*°, in numero com-
plessivo di oo®, hanno P come punto doppio, e contengono un fascio di
v passanti per P; e la rete delle d$ contiene ora una 3°(P?) razio-
nale, sul cono cubico di rette di ¥?% uscente da P. Su questa d°(F®)
le y* segano, all’infuori di P, le coppie di un’involuzione. Le rigate R*
di I' immagini delle y4 suddette contengono la retta p immagine di P
e stanno, in corrispondenza ‘a ciascuna f!°, in spazi 8, passanti per
un piano contenente p; alla curva 3¢ (P%) corrisponde la: rigata R°
delle rette di T' appoggiate a p. Su M* vi & una congruenza del
1° ordine di curve y! passanti per P; ciascuna di' esse-sta in un S
passante per 8°(P%); tre fra esse hanno un punto doppio in: P, e non
incontrano ulteriormente 3°(®); a esse corrispondono in I' le R* con-
tenute negli spazi di due dei tre piani focali di p.:

*

rigata B! (n.2). Per gli spazi S, passanti.per la conica © la vigata R%si spezza
in un inviluppo quadrico fisso nel piano di t e in un cono quadmco col vertice
variabile su v; e i piani k¥ passano tutm per qnest’ultlmo punto. . .
(1) Su queste superficie le curve 71 (] 8 costituiscono’ una hase,’s anz
base minima; ogni curva su di esse & del tlpo my +nd, con m; n interi, e di
grado 8mn + 2n* =2n(4m + 1). Questo grado non puo risultare ‘=2 se nmon per
n=1, m=0; ciod appunto per la rete |d | Non vi sono percxb sulla £19 altre
trasformamom birazionali che quella‘indicata di sopra.- S
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4) Fra le oo® curve yi passanti per P e bisecanti la 3%(P%);
generalmente fuori di P, co' passano per un punto ulteriore assegnato Q
di 3% (P?®); luogo di esse & una f*° ancora pilt particolare, con P, Q
entrambi doppi. Vi sono complessivamente oo superficie f1° di questo
tipo; la relazione fra P e Q & reciproca, e la curva 3°(Q®) passa a
sua volta per P. A queste f*° corrispondono in T i sistemi oo® luoghi
delle R* contenute in spazi S; passanti per il piano di due rette inci-
denti p, ¢ di T' stesso (*). :

Al variare di Q sulla linea 3°(F®), mentre P rimane fisso, si
hanno oo superficie di quest’ultimo tipo costituenti un sistema d’in-
dice 2, tutte passanti per la 8°(F®), e colle y! passanti per P come
intersezioni variabili. Su una gqualunque di queste f° gli spazi §8; di
due y} hanno a comune la retta PQ, e stanno percid in uno spazio Ss;
la rete [y§| contiene pertanto il fascio |y4|, e la linea residua, eviden-
temente una conica, & una delle oo* contenute nella superficie {*° gia
incontrata al n. prec. Cid equivale a dire (n. prec.) che il piano di
due rette incidenti p, ¢ del sistema I' si appoggia sempre alla conica =.

20. - Vediamo ora quali-singolaritd possa avere, nella varieta M*?,
un sistema lineare di superficie di generi uno segato da forme di
ordine 7 > 1.- Abbiamo visto al n. 2 che per m > 7 esso pud ia‘vfere:
un punto base isolato multiplo di ordine = 2n+1. Orala M** & proiettata
doppiamente dallo spazio S, tangente ad essa in un suo punto P:
invero tre sezioni iperpiane generiche condotte per questo S, devono
incontrarsi - in 10 punti; dei quali 2® =:8 sono assorbiti da P; sicché
le tre superﬁcig hanuno a comune altri due punti, intersezioni ulteriori
di M** collo spazio S; comune ai loro S;. In questa proiezione doppia
alle sezioni iperpiane generiche f*° corrispondono superficie f*:°
aventi in:P una certa multiplicith a; le f° (P*) sono proiettate in sé

. z—2 '

stesse; e al punto P deve corrispondere una f**° (P 2 ), la quale,
contata due vélte, costituird aggiunta (unica) delle f*-%° (P*) anzidette.
D’altra partte, la trasformazione essendo involutoria, le superficie corri-

(2) Poichd la curva 88 (P%) ha in P un punto triplo, vi sono. tre £19 di quest’ul-
timo tipo aventi in P due punti doppi infinitamente vicini, :
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spondenti a queste f%4 (P*), segate da forme di ordine 9.9 +4 s,
devono essere di nuovo le sezioni iperpiane f°: percid 81 —4w=1,
ossia & =20. La trasformazione & dunque rappresentata dalle equazioni:

flo=9f —20P
P =4f°— 9P

{(invertibili col semplice scambio degli apici); e le superficie fio (P"+7)
vengono mutate in. f"=4040 (Prn-99)  Tlordine n delle forme che segano
le prime risulta cosi ridotto, ogni qualvolta ¢ >0; e la nuova multi-
plicita in P & inferiore al doppio di quest’ordine.

Se poi un sistemalineare |F| di superficie di generi uno, segato
anche da forme di ordine n> 1, ha una linea multipla di ordine >n,
questa linea dovrd appartenere a uno spazio di dimensione =4; e
pertanto: '

puod essere una retta, oppure una conica,

-8l pud supporre non sia una curva appartenente a uno spazio
S;, clod una-cubica sghemba o una quartica ellittica; perché la proie-
zione doppia della M*° da questo .S; permetterebbe di.trasformare il
sistema |F| in altro segato da forme di ordine inferiore;

pud essere una curva appartenente a un S;, ma soltanto nei
due casi seguenti: ~

che essa non costituisca la completa intersezione di M?*® collo
spazio 8; in parola: sia dunque una quartica razionale normale, il cui
spazio incontri ulteriormente M*® secondo una o due sue corde, ovvero
una conica trisecante la quartica; o anche una y% normale, di -cul
una corda sia pure contenuta in M*%;

che tale curva sia una 3%(F®) del tipo incontrato al n. prec.

In questi ultimi casi (curve di S,) Pordine delle forme che segano il
sistema | F| pud ridursi col procedimento indicato al n. 3 (*).

(1) Nel .caso della cnrva. 3 (P%), gli spazi S; passanti per questa.incontrano
nlteriormente M 10 in curve 71 che passano anche (semplicemente) per P. Fissando
su queste la g2 con P doppio, si ha su M un’involuzione che muta le sezioni: f1¢
in:superficie 4510 (316, aventi in P un punto multiplo d’ordine 24, col cono tan-
gente composto dei 3 piani determinati dalle coppie di tangenti a & in questo
punto, contati 8 volte. P :
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21. - La M** di 8, da una sua retta » si proietta in una M® di
S;, contenente una rigata R® immagine di r, e una seconda rigata
cubica p?, intersezione residua collo spazio S, contenente la prima;
le due rigate s’incontrano secondo una (%, bisecante le generatrici di
entrambe (1). Le generatriei di p® sono pertanto proiezioni di cubiche
di M*° bisecanti la r; e luogo di queste cubiche & la superficie f° (%)
intersezione di M*® collo spazio S; contenente gli S; tangenti ad essa
nei singoli punti di + La M® ha 11 punti doppi, immagini delle rette
di M*® incidenti alla », i quali sono altresi punti semplici di entrambe
le' rigate cubiche, e della €% loro intersezione.

La M°¢ contiene inoltre una rigata R**, proiezione della ! con-
tenuta in M*°, e un’altra rigata p*", proiezione della f%*° (»*%).luogo
delle coniche di M** appoggiate a » (*).

La congruenza delle coniche contenute in M?*® & di ordine 39,
poiché per un punto di 7 ne passano 28 generalmente irriducibili, e
11 spezzate in + e una seconda retta incidente a 7 (*)

Le f1® sezioni iperpiane di M!® si proiettano su M° nel sistema
somma |f®+ R?|, avente la R* come unica aggiunta. L’analogo sistema
|F®+p®| si compone pure di superficie di generi uno, aventi p* come
unica aggiunta; proiezioni rispett. di f**° (»*) e dell’'unica f** (+?)
su M*°. 11 sistema |f**° (#*)] rappresenta dunque una p*’ pure a cur-
ve-gezioni canoniche di genere 6 contenente soltanto superficie inter-

(*) Le due rigate cubiche stanno anche su uno stesso cono quadrico, inter-
sezione del loro spazio 8, colla quadrica contenente la M.

(?) La somma degli ordini delle 4 rigate R%, g% RS87, p87 & 180 (MARLETTA,
loc. cit. al n. 6), e ogni generatrice loro deve incontrarne complessivamente
altre 81. Pili precisamente ogni generatrice di esse, nell’ordine accennato, me
incontra altre, della stressa rigata e delle rimanenti, sempre nel numero qui ap-
presso indicato: R3(0, 2, 1, 28); 3(2, 0, 28, 1); R8?(0, 1, 11, 19); %7 (1,0, 19, 11),
Per la superficie f1910(7%) ad es., lnogo delle coniche di M1 appoggiate alla 7,
& verificato il risultato del n. 5, in quanto 2.18 + 2 = 1.27 + 11.

(3) Una particolare M0, razionale, & rappresentata su S; dal sistema delle F
passanti per una C’g (percid aventi come intersezioni variabili anche curve Cg).
Le coniche di guesta M1 passanti per un‘suo:punto generico hanno per imma-
gini esclusivamente corde, e coniche 6-secanti della 08 base (poiché le C* razio-
nali (4% — 2)- secantl tale C’ per k=3, stanno tutte sulla superficie cubica pas-
sante per la 06 stessa). Ora le congruenze delle dette corde e coniche sono ri-
spett. di ordini 156 e 24; e 15 + 24 = 39.
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sezioni complete, in corrispondenza colla data M*° secondo le equazmm

10._2f10__3r
¥ o= -2

E a una f* (") su M*° corrisponde su p!® una g D0 (n—24) ige
gata dunque, quando sia ¢ > 0, da forme di ordine < m; e colla » di

multiplicitd inferiore a quest’ordine. E sard in ogni caso iz 5

22. — Una conica ¢ contenuta in M*° di luogo a considerazioni
analoghe. Da essa la M*° si proietta in una M* di 8, contenente
una R*, immagine di ¢ (*); e su questa 20 punti doppi, semplici
per R*, immagini delle rette di M*® incidenti a ¢, e un punto D dop-
pio sia per M*° che per R*, immagine dell’unica conica di M*° bise-
cante ¢. 11 cono quadrico che da D proietta RB* incontra ulteriormente
M* in una seconda rigata p*, avente pure D come doppio; i piani
di ciascuno dei due sistemi di questo cono contengono le generatrici
di una delle due rigate anzidette, e cubiche piane razionali dell’altra,
anche con D doppio. Le rigate R*, p* s’incontrano secondo una C*°,
trisecante le generatrici di entrambe, e avente in D un punto qua-
druplo, dal quale essa si proietta in una Cf di 8, Le generatrici di
p* sono proiezioni di quartiche trisecanti la ¢, e luogo delle gnali &
una superficie f*° (¢®). La M* contiene inoltre una R%° proiezione
della R*° di M*°; una R'** proiezione della [ (¢c**) luogo delle
coniche di M*° appoggiate a ¢ (?); e infine un’ulteriore rigata p*°
proiezione di una [3%%° (¢*%), luogo delle cubiche bisecanti ¢ (3) (*).

®) Cfr. anche L. Rorw, London M. S. Proceed. (2), vol. 44 (1938), pag. 46.

(%) Poich® le coniche di M appoggiate a una retta hanno per luogo una
f1#10(n, 21}, quelle appoggiate a una conica avranno per luogo una una superficie
di ordine doppio,per la guale la conica ¢, direttrice, ha multiplicita 38.

(%) Considerate le cinque rigate di M+* nell’ordine R, pt, R%, 8 R1%2 ogni
loro generatrice ne incontra altre, di questa stessa e delle rimanenti e sempre nel
medesimo ordine, nel numero qui appresso indicato (totale sempre 81): B4(0,8,0,40,88);
et (3, 0, 40, 0, 88); R0 (0, 2, 11, 80, 88); 0 (2, 0, 80, 11, 38); R (1, 1, 20, 20, 89).
Per le superficie di M1 che si proiettano in pt, 8, R la proprietd dimostrata
al n. 5 fornisce le identitd 4.1 +2:=8.2; 8.29 +2:=2.89 + 11; 287+2 =87+ 39,

(*) Quando la conica ¢ da cui si proietta M! & una delle o' contenute nella
superficie §1%, la M* proiezione & una quadrica doppia. Invero, il piano di gnesta
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Le f*° sezioni iperpiane di M*® si proiettano su M* nel sistema
somma [f*+ B*|, avente R* come unica aggiunta. L’analogo sistema
|f*+ ¢*| si comporra pure di superficie di generi uno colla p* come
unica aggiunta; e queste sono proiezioni\rispett. di f340 (¢*) di M
e della 72 (¢®) gid menzionata, aggiunta delle precedenti. Il sistema
|£54" (¢*)| rappresenta pertanto una ®!° pure a curve-sezioni canoniche
di genere 6, con sole superficie intersezioni complete, in corrispondenza
birazionale colla data M*° secondo le equazioni:

g1 = Bf1° — 4e
¢ =2f*°— 3¢

E a una f** (¢"*Y) su M*° corrisponde su p!° una @—2010 (¢n=3%) gegata,
dunque, ogni qualvolta sia i> 0O, da forme di ordine <, colla co-

nica ¢’ di multiplicits inferiore a quest’ordine. Inoltre ¢ < —g—(‘).

23. — Mostriamo ancora con un esempio come, alternando oppor-
tunamente le trasformazioni di cui ai n, 21, 22 e quelle generali dei
numeri 2, 3, si possano sistemi di superficie di generi uno anche piu
complessi ridurre al sistema delle sezioni iperpiane di una nuova M.

Consideriamo su M*° due rette incidenti », a, e una conica §
incidente ad a. Queste tre linee stanno in uno spazio S,=2; e gli S;
passanti per questo §, incontrano ulteriormente M*° secondo curve y?,

conica & contenuto per intero nella Vi su cui sta M'9; il cono cubico di rette
di V‘Z uscente da un punto di questo piano si spezza in questo piano e un cono
gnadrico; © questi c? coni quadrici contengono altrettante 7411 di M, che si
proiettano in coniche doppie.

(*) Se la conica ¢ & spezzata in due rette incidenti », s, le equazioni della
trasformazione sono le seguenti:

0 =38f10 —4pr —4s

= f_2r—s
§ = fUO— r—2s;

e 'ordine di una f10% (pn+i, gn+k) yiene ridotto ogni qualvolta i+ k < 0.
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aventi a comune con 7, a, &, rispett. 2, 1, 8 punti. Si pud definire
pertanto su M*° una trasformazione birazionale, individuandone ‘una.
sopra ciascuna di queste oo y§; p. es. mediante la gl che ha come
punto doppio la sua intersezione colla retta a. Tale trasformazmne ®
ovviamente involutoria. /
Presa su M*!° una retta generica g, per questa e per lo spazio z
passa una sezione iperpiana f*°, unita per la trasformazione, sulla
quale a g corrisponderda uuna linea X%y + 22 — g che deve essere di
grado — 2; percid k=4, e questa linea sard di ordine 25. Per un
punto. P sia di r che di £ passano co* linee y, contenute nella sezione
iperpiana determinata dallo spazio £ e dall’S; tangente a M* in P;
e a P corrisponde una linea 4y + 2a — P di questa stessa superficie,
di ordine 26. Alle f*° sezioni iperpiane di M*° corrispondono perciod.
superficie f25-40 (% [26) la cui aggiunta si compone delle due super-
ficie corrispondenti alla retta e alla conica £, ciod una 10 (rit E1%)
e una [0 (g4 Ei5) Te f2510 ¢ guesta aggiunta complessiva hanno
la @ come multipla di ordine 14.
11 sistema |f**!°| che ha in pari tempo una retta e una conica

di multiplicita superiore a 2B, si puo trasformare in quello delle sezioni
iperpiane di una nuova M'°, applicando successivamente le trasforma-
zionl seguenti: '

1) Trasformazione del n. 22 applicate alla conica £. Alla a,
retta fondamentale di 2* specie, corrisponde un’analoga retta a' appog-
giata alla nuova conica E. Alla r, incontrata dalle f34 (£Y), che
passano per a, in 2 punti variabili, corrisponde una conica %; e qliestw
conica si appoggia alla £, poiché la f*!° (£?), aggiuata delle f2:*° (£%),
incontra ancora la r, fuori di a, in un punto. Le f?510 (2 £26) si
mutano in f23:40 (526 E’”), e le due aggiunte parziali rlspettlvamente
ln fio <10 (.nil. 6110) e fi2 «40 (-n14 E'i{)

2) Di nuovo la trasformazione del n. 22, applicata alla conica 1.
Alla conica £ corrisponde ora una retta s, appoggiata alla nuova retta.
fondamentale di 2* specie a” (questa pure appoggiata. alla nuova
conica n'). Si hanno cosi superficie f17-10 (n't4 6”) colle due’ aggmnte
parziali f310 (07 §10) o f3:10 (46 gtt),

8) Trasformazione del n. 21 applicata alla retta s, Alla comca»
7', incontrata dalle f*1°(s®) in 3 punti variabili, corrlsponde una
cubica {, appoggiata a s’ e alla nuova retta a”’. Otteniamo cosi su‘per-
ficie f*10 ((**s") con aggiunte parziali f°-*°({"s*) e f5-49((*s®).
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4) Proiezione doppia ‘della nuova M* dalla cubica {; le
[ ") si mutano in f249(s®), coll’unica aggiunts f1°(s®);
seconda aggiunta parziale si muta nella cubica { (1),

5) Infine, applicando di nuovo la trasformazione del n. 21 alla
retta &', si ottengono le sezioni iperpiane di M*'¥.

‘Concludiamo pertanto:

Sopra una varietda M di S; a curve-sezioni canoniche di genere 6 e
contenente sole superficie intersezioni complete con forme, ogni sistema
lineare semplice, completo di superficie di generi une é di grado 10 e
dimensione 7, e pud ridursi birazionalmente al sistema delle sezioni-iper-
piane di questa stessa varietd o di altra del medesimo tipo.

VARIETA M DI S, (p=8)

24. - Per la M* di S, la riduzione dei sistemi lineari di super-
ficie di generi uno & pit complessa, e richiede l'uso promiscuo dei
procedimenti gia applicati per i due casi p =25 e p=6. '

Sulla M** un sistema lineare |F| di superficie di generi uno
segato da forme di ordine n > 1 deve avere un pﬁnto di multiplicita
>2n+1, oppure una linca di multiplicitd =n+1. Questa linea deve
appartenere a uno spazio di dimensione <6; e pertanto:

pud essere una retta, una conica, una cubica sghemba, una
quartica razionale normale, una quintica normale di genere uno (%);
linee tutte appartenenti a spazi di dimensione =<4;

(4) Nella proiezione doppia della M0 dalla cubica {, a questa curva corri-
sponde appunto una /90 (Z%), che contiene tutte le rette appoggiate a {, e la s.
anzi come doppia, in quanto insieme con «” costituisce una conica bisecante la ¢,

(2) Esclusa la cubica piana, perché la M non ammette rette trisecanti.
Esclusa pure la Og, perché da una tal curva, supposta esistente, la- M* dovrebbe
proiettarsi in una M* contenente una rigata di 4° ordine e genere 2, necessaria-
mente cono e sezione iperpiana; e su questa M* la somma delle sezioni iperpiane
e di questo cono, sistema che dovrebbe rappresentare la precedente M4, ha in-
vece il cono come parte fissa.
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si pud supporre non appartenga a uno spazio S;, perché la
proiezione doppia della M** da questo spazio permetterebbe di' trasfor-
mare il sistema |F| in altro di ordine inferiore (n. 2);

pud essere una curva appartenente a uno spazm 85 ma:soltanto
in una delle ipotesi seguenti: il

che si tratti di una curva C® oppure C?, d1 genere v1rtuale 2
o rispett. 3, con punto triplo; effettivamente razwnale, o risp. ellittica ;

che tale curva non costituisca la completa intersezione di I **
collo spazio S; in parola, ma questo incontri ulteriormente M** in
una o piu corde della linea stessa, oppure in una sua conica bisecante,
o cubica quadrisecante. )

In questi ultimi casi trovano applicazione le considerazioni del n. 3,

25. ~ Cominciamo coi due casi che piti rapidamente si esauriscono,
nei quali ciod il sistema lineare |F| di superficie di generi uno, segato
da forme di ordine 7, ha una conica oppure quartica razionale normale
multipla di ordine >=n+1.

La M*'* da una sua conica ¢ si proietta in una M® di S, conte-
nente una rigata normale’ B* immagine di ¢, e quindi una seconda
rigata ‘p* intersezione ulteriore collo spazio §; della prima. Le -due
rigate s'incontrano secondo una ('8 bisecante le generatrici di entrambe;
la seconda & pertanto proiezione di una f*!{c?), luogo di cubiche bise-
canti ¢. La M® contiene inoltre una rigata R*, proiezione della R
contenuta in M** (*); e un’ulteriore p®, proiezione di una [*0:'4(c!%y,
luogo delle coniche di M** appoggiate a ¢ (?).

La congruenza delle coniche contenute in M**
ordine 16 (%).

3

& pertanto. di

(*) Vedi la mia Nota citata nei «Rend.R.Accad.Linceis, (6) vol. 11, 1° sem.
1980, pag. 829; in particolare pag. 838, :

(?) La somma degli ordini delle 4 rigate & 128 («Berz.» n. 8); e ogni loro
generatrice ne incontra complessivamente altre 17. Pili particolarmente; ogni
generatrice delle rigate R*, p!, R%, 060 ne incontra altre, della stessa rigata e
delle rimanenti, nel medesimo ordine, nel numero seguente: R* (0, 2, 0, 15);
¢t (2, 0, 15, 0); R% (0,1, 6,10); ¢% (1, 0,10, 6). Per le f4(c?) e [10:%(c!5) indicate
sopra & venﬁcata la relazione del n. b: 8.0+2=2; 2.9+2=14+6,

(®) Cido'é confermato dall’esame di particolari M“ razwnah, p.es. di quella
rappresentata su S, dal sistema delle F* passanti per una C’O Poichd questa
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Le sezioni iperpiane di M** si proiettano nel sistema (f*+ R*),
che ha la R* come unica aggiunta. L’analogo sistema (f®-+p*), avente
p* come aggiunta, & proiezione del sistema |f*!*(c’)] avente la f**(c?)
come unica aggiunta, e che rappresenta pure una w!* di S, dello stesso
tipo della data M. La corrispondenza fra M*4 e p'* & rappresentata
dalle equazioni: ; ORI T
ot ___:'2f14__3c ,
= 4 —2c

Pertanto & una f4*(¢"+) su M!* corrisponde su p'* una q;‘”“"“(c’”“"")‘
segata da forme di ordine minore, ogni qualvolta. sia i>0. B inoltre

=Z

26. - La M** da una sua quartica razionale normale y si proietta
in una M* di S, contenente una rigata R°® immagine di y, e 26 punti
doppi; dei quali 20, immagini delle rette di M** incidenti a y, sono
semplici per R*, e gli altri 6 sono punti doppi impropri di B® (%),
immagini di coniche bisecanti y. Per R® passa una forma cubica di
8., avente gli stessi 6 punti doppi di’ R®, e luogo delle rette 4-secan-
ti R® (*); questa forma cubica incontra ulteriormente M* in una seconda
rigata p® (sulla forma cubica, di sistema opposto); e le due rigate
s’incontrano secondo una curva C%, 4-secante le generatrici di entrambe.
La p® & percio proiézione di una f3**(y*), luogo di ;xquintiche razio-
nali 4-secanti la quartica v.

La R di M* si proietta in una E®®, Le comche appogglate ay
formano una 014 (y!%), che si proietta in una R'™. La M* cosi otte-

curva sta su una superficie cubica, alle coniche di M3*¢ possono corrispondere
soltanto le corde di C'g,e le sue coniche 6-secanti, le quali formano congruenze
di ordini rispett. 10 e 6.

(*) Una rigata di ordine n e genere p in S, ha ("7 %) —8p punti doppi.
V. C. SeerE, Encyklop. d mathem. Wiss., vol. IIL. 2. 2. A, art, IIL C 7, nota
434, = pag. 918.

(®) ©. Seer®, Sulle varieta cubiche..., «Mem. R. Accad. di Torino» (2),
vol. 89 (1888), in part. n. 12-14; G. CasTELNUOVO, Sopra una congruenza del
3° ordine e 6 classe ..., «Atti R. Ist. Veneto» (6), vol. 5 (1887).
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nuta contiene altre due rigate, una p'** e una p*; la prima, proiezione
di una %14 (y%), luogo di cubiche bisecanti vy; la seconda, proiezione
di una f2%1(y*), luogo di quartiche trisecanti y (}). v =

Le sezioni iperpiane di M** si proiettano mel sistema |[F*+:R%],
che ha la R® per aggiunta. Il sistema |F*+%|, di eguali caratteri e
colla ¢® come aggiunta, & proiezione del sistema 44 (y%), colla fi44(y4)
per aggiunta, il quale rappresenta una p'* dello stesso tipo diJ**.
La corrispondenza fra le due varietd & rappresentata dalle equazioni:

14 4]014 _ EY
C =34y

E alle f"(y"*") corrispondono ¢ =39 (y"=%), segate da forme di

ordine minore, ogni qualvolta ¢>0. K inoltre i=7-

27. Da una sua retta, o da una cubica sghemba, la M** si proietta
invece in varietd contenenti una congruenza del 1° ordine di coniche,
come la M* di 8, proiezione della M® generale di S; da una sua retta
(0. 7 e seg.). Percid lo studio e la riduzione dei sistemi lineari di
superficie di generi uno segati su M4 da forme di ordine n e aventi
una retta o cubica di multiplicitd >n sono analoghl a quelli delle
superficie di M® con retta multipla.

~ Da una sua retta » la M si proietta in una M*°® di S, conte-
nente una rigata R® immagine di 7, e 6 punti doppi, semplici per R*,
immagini delle rette di M** incidenti a 7. Questa M contiene altre

(*) La somma degli ordini di queste rigate & 820, e ogni loro ‘eneratrice
ne incontra complessivamente altre 81. Piti particolarmente ogni generatrice'delle
rigate R®, RS0, R4 o104 050 06 png incontra altre di queste, nel medesimo ordine,
come & mdlcato qui appresso: R® (0,0,16, 36, 25, 4); R® (0,6, 20, 82, 20, 3);
RO (1, 10, 25, 28, 15, 2); o1t (2, 15, 28, 25, 10, 1); ¢% (8, 20 .82, 20,6, 0);

0% (4, 25, 36, 16, 0, 0). Per le superficie di M3t aventi come proiezioni queste ultime
4 rigate la relazmne del n. 5 da le identith: 2.194+2=15+26; 8.81+2=23b+25;
419+2=8.24+6; 5.2+2=24.8+0.
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due rigate: una R°®® proiezione della R™ di M*, e una R® proiezione
di una f°!*(#'%), luogo delle coniche di M** appoggiate a = (1).

Per lo spazio §, di R® passano in §;co® iperpiani, i quali incon-
trano ulteriormente M*® secondo superficie ¢? a sezioni di genere 2;
queste segano R® in curve C'§ passanti pei 6 punti doppi di M, e
g'incontrano a due a due secondo coniche 3 bisecanti la R?%, proiezioni
di quartiche di M a loro volta bisecanti la », e costituenti, sia le
une che le altre, congruenze del 1° ordine. Tra le eoniche 3,0t si
spezzano in coppie di rette, generatrici della rigata R3% dianzi accennata.

Ogni ¢? contiene 5 coniche cosl spezzate; e la RS%5, equivalendo
a Do”, incontra R® secondo una C'®® coi 6 punti doppi di M*™ come
Brii, Le coppie di generatrici di R costituenti coniche 3 riducibili
formano un’involuzione generalmente priva di elementi doppi, e di
genere 6, riferibile a una quintica piana. Lia R & di genere 11; ha
una curva doppia di ordine 15 e genere 6 incontrante E* in 10 punti,
prolezione quindi di una C?' appoggiata a » in 10 punti, e doppia a
sua volta per la f®* (r'%) gia menzionata.

La congruenza delle 3 (o delle C* bisecanti #) pud riferirsi bira-
zionalmente senza eccezioni a un piano «, in modo che alle ¢7 (o alle
[ (r*), di cui le ¢’ sono proiezioni)'corriispondauo le rette del piano,
e alle § riducibili (alle C* spezzate in due coniche) i punti di una
quintica K®. Le superficie di M (o di M'*) kbis’e.c'a.nti le § (le C%
risultano rappresentate su questo piano doppio, con curve di dirama-
zione ovunque tangenti a K®. In particolare le f1% sezioni iperpiane
di M danno luogo nel piano « a sestiche di diramazione; la rigata R2,
a una quartica di diramazione; le sezioni f° spezzate nella R® e in
una 97, a sestiche spezzate nella quartica anzidetta e una retta doppia.

98. - La M, da una sna cubica sghemba y, si proietta in una
M® di S;, contenente una rigata razionale R®, immagine di v, e 16
punti doppi, semplici per E®, immagini delle rette di M** incidenti a y.

(*) V. anche « Berz ». n. 9, e nota (). Ogni generatrice di ciascuna delle
rigate RS, B®, R® pe incontra altre di queste, nel medesimo ordine, nel numero
seguente: R (0, 1, 10); R (0,6, 5); R 1,9, 1). La M generale non contiene
quartiche ellittiche, e percidb nemmeno cubiche bisecanti una sua retta.
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La curva C3§ di S, sezione spaziale generica di R® ha una trise-
cante (1); percid la R® ha o trisecanti, contenute in tutte le quadriche
passanti per essa, le quali’ sono almeno o®. Se due generiche fra le
trisecanti di R® sono sghembe, la varieth luogo di esse e base per il
detto sistema di quadriche ha dimensione 8, ed & una V3§,oco' razio-
nale normale di piani, della quale le trisecanti di -R® sono le diret—
trici (?). Queste oo® quadriche sono allora tutte S,—coni; sarebbe percid
di questo tipo anche l’unica quadrica passante per M®, e la M®
conterrebbe, negli spazi S; di questo S,~cono quadrico, due fasci di
superficie cubiche; fatto incompatibile coll’ipotesi che la M** di cui
essa & proiezione contenga soltanto superficie intersezioni complete
con forme. Le trisecanti di R® saranno pertanto a due a due incidenti,.
e staranno in un piano, incontrante R® secondo una cubica direttrice;
il punto doppio P di questa cubica sarad doppio anche per R’ (°) e per
M®, e immagine di una conica di M** bisecante la -cubica y. Per
questa R°® passano oo® quadriche, che incontrano ulteriormente M®
in oo superficie @7 a sezioni di genere 2, anch’esse col punte P come
doppio e passanti semplicemente per gli altri punti doppi di M°® (%).
Le 97 segnano su R° curve di ordine 12, trisecanti le generatrici di
R5, e che da P si proiettano in CScanoniche (*); esse si incontrano-
a due a due secondo coniche 3 di una congruenza del 1° ordine, 4-se-

(*) Una carva Cj di S, ha ("52)——(71,—4)1) trisecanti. Vedi C. SEGRE, n. 25-
dell’articolo citato alla nota (*) a pag. 60, dove sono indicati i vari lavori sugli
spazi plurisecanti di una curva. La Cg sta su una rigata cubica normale R%, ge-
nerata da una proiettivita fra essa e la sua trisecante, per la quale sono punti umtx
i tre punti comuni a queste due linee.

(2) Le generatrici di R5 stanno invece nei piani della Vd; e RS & inte o
zione residua di questa V3 con una forma cuobica passsnte per una rigata nor-
male R* con oo* coniche direttrici contenute in quei medesimi piani. Cfr. la mia
nota: Sulle forme cubiche dello spazio a cinque dimensioni..., « Comm. Mathem..
Helvetici», vol. 16 (1942-43), p. 71; n. 8, 4.

(3) Questa R® & pertanto proxezmne di una R® normale di S da un punto‘
di una sua corda.

(*) Queste quadricbe contengono il piano della direttrice cubica di RS, Fra
esse Vi 80n0 oS, ~coni coll’asse passante per P; le superficie ¢? di M® possono-
considerarsi segate da questi coni quadrici, e hanno P come punto doppio.

(5) La M$, R® e le ¢? si proiettano da P rispett. in una (particolare) M*, R?-
e ¢%; la M* & caso particolare in pari tempo di quella di cui‘al n. 7 e seg. e di-
quella del n. 381.
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canti la R® Tali coniche sono pertanto proxezxonl di €% di MY,
4-gecanti la cubica y. :

La rigata B™ di M* si proietta da y in una B* di M*. Ulteriori
rigate di M® sono una R, proiezione della f**(y'®) luogo delle co-
niche di M® appoggiate a y, e la R* luogo delle coniche & spezzate
in due rette, proiezione di una 7% (y!5), luogo a sua volta di cu-
biche bisecanti y (). Ogni ¢’ contiene di nuovo 5 di queste & riducibili.

Anche Vattuale congruenza di coniche 8 pud riferirsi birazional-
‘mente a un piano «, senza eccezioni; in modo ‘che ‘alle superficie ¢7,
luoghi di coniche ¥, corrispondano le rette di' questo piano; alle &
ridueibili, i punti di una quintica K® di genere 6; alle superficie di
M?® bisecanti le d, piani doppi con curve di diramazione ovunque
tangenti alla detta quintica. In particolare le f° sezioni di JM® sono
rappresentabili sul piano o doppio con sestiche di diramazione ovunque
tangenti alla K°® (3).

29. - Le superficie fi*" (7"*%) della M** di cui al n. 27 si proiet-
tano dasu M in superficie nf*? — iR® = (n — §)f*° + 497, 2 (n — i)-se-
canti le coniche 8. Analogamente le f4 (y"+%) della M di cui al
1. 28 si proiettano su M® in superficie nf® — iR® = (n — 24)f® +i0",

). Ogm generatr;ce di clascuna d1 queste rigate ne mcontra complessiva-
m‘ente altre 31. Separa mente per cmscuna rlgata, ogni generatrice ne incontra
,‘altre:,,dell,a_stessa gatsfo delle nmanentx, nel numero indicato qui appresso:

- RB5{0,0,.16, 16); B (O 6, 16, 10), B (1, 10, 15 B); R% (2, 15, 18, 1). Per le
superficie che si proiettano. in_ queste ultime due rigate la relazione del n. 5 da
lo identith 2.14+2=16+15; 8.9+2—=2.14+1.

M Al n 27 abbiamo riscontrate l'esistenza sulla M 1‘, per ogni retta r, di
‘una_congruenza del 1° ordine di quartiche bisecantila r; ciod di congruenze del
1° ordine di curve razionali, con una bisecante razionale (la Rs) e percid infinite altre.
‘Qui riconosciamo 'esistenza di altre congruenze del 1° ordine di curve razionali
{C*, 4-secanti la cubica ¥), senza bisecanti razionali, E, per altre vie, si possono
-ottenere su. M anche ulteriori congruenze del 1° ordme di curve razionali.
P. es., in base alla rappresentazione di M sulla V3 generale di S, che verrd
:data al n. 81 - e d’altronde gia considerata nella mia Nota dei « Rend. R. Accad.
Lincei » (b), vol. 11 (1° sem. 1930), p. 829 - le congruenze corrispondenti alle
coniche segate su V3 dai piani per una sua retta ammettono sistemi lineari oo*
~d1 bisecanti ra.zmnah, esse si compongono di curve di ordme 14, '10-secanti una
]1 e bisecanti una C’o, a sua volta b-secante la stessa 15.
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2 (n — 24)-secanti le 3. Se di generi uno, queste superficie devono ancora
avere una linea I di multiplicitd n — ¢ + &, rispett. n — 26+ k (A > 0)
unisecante le § di un sistema oo*. Se si tratta di superficie bisecanti
le 8 m=14+1, rispett. n=2i+1), la linea ! & linea doppia delle su-
perficie in parola, giacente su una i¢’; e a queste superficie potranno
applicarsi, con ovvie modificazioni, le considerazioni del n. 10. Queste
superficie potranno rappresentarsi sul piano « doppio con curve di
diramazione C**® composte di una C* doppia, trascurabile, e di una
(¢ semplice, che sara a sua volta linea di diramazione corrispondente
a una sezione iperpiana f1° o f°. Si tratterd quindi di superficie, una
per una, birazionalmente identiche a queste sezioni iperpiane; e anzi
il cui sistema lineare &, come al n. 10, trasformabile birazionalmente
in quello di queste stesse sezioni. Nel caso piu semplice ’anzidetta
trasformazione potrd realizzarsi mediante lo specchiamento rispetto a
una superficie Q che, se ¢ & pari, su M'® o risp. M®, & una f+-2-:2:ﬁ<9,
colla detta C° (semplice) come curva di diramazione, in questo caso
anch’essa ovunque tangente a K® Se invece 7 & dispari, la @ & una

g —

[+ g0 e la sua curva di diramazione & composta della K% e della

detta C*, ora non piut vincolata a contatti con K®. Analogamente al
n. 18, in ogni altro caso in cui la superficie luogo di oo'd su cui sta
la linea ! sia multipla di ¢’ e non una ¢’ semplice, sard h=n—1,
rispett. & = n — 2¢; e P'ordine delle forme seganti su M** le superficie
considerate potra anche ridursi con una conveniente trasformazicne
birazionale.

30. — Sia ora invece la linea ! contenuta in una ¢°; e come ai

n. 13. 16, ;;

Nel caso del n. 27 ]a linea 7 su M?** sara contenuta in una f4(»%).
Supponiamola di ordine p e incontrante la # in ¢ punti; quindi, dovendo

L L —1
essa incontrare una ¢’ generica in un solo punto, p—2¢=1, q:z—z—-é— .
L4

La soluzione pilt semplice & p =8, ¢ =1, ciod una cubica avente con
r un solo punto comune. Le altre soluzioni devono scartarsi, perché

<1, h>i.

47  Comment., vol. XI.
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corrisponderebbero a linee ! da cui potrebbero staccarsi per continuita
una o pil coniche appoggiate a 7, parti delle C'* che si proiettano
nelle 3. Rimane solo il caso della cubica incontrante » in un punto;
e essendo ora k>, quindi m— ¢+ h>m, si tratterd di superficie con
una retta e una cubica fra lore incidenti, entrambe di multiplicita > n;
complessivamente dunque. una quartica appartenente a S, e tutta di
multiplicicitd > n; caso che rientra in quello considerato al n. 26.
Nel caso del .n.- 28, supposta sempre . la linea ! sulla M di
ordine p e incontrante ora la cubica ¥ in ¢ punti, avremo invece

2p—3q=1,q=2p;1. La soluzione pit semplice 8 p=2,¢9=1,

come al n. 16; le altre vanno scartate per ragione analoga. Abbiamo
percid, oltre alla cubica y di multiplicitd n+i per le nostre superficie,
una conica ¢ semplicemente appoggiata alla cubica e di multiplicita
n—2i+h con k>i; quindi di multiplicitd >n—1.

Ora la cubica y e la conica ¢ stanno in un S, dal quale la A%
& proiettata doppiamente. Le equazioni della corrispondenza che nasce
da questa proiezione, date al n. 2 per il caso in cui tale S incontri M4
in una linea 1rr1duclblle, nel caso attuale sono le seguenti:

9 =8f10— 9y — 9%
Y =4"—by—4c
¢ =380 —38y —4c;

e in questa corrispondenza le superficie fi®"(y"+¢"+*) si mutano in
altre segate da forme di ordine m—4{—38k, quindi di ordine <=
ogni qualvolta sia 4i+38k>0. Nel caso presente & i>0,k>—3i; la
condizione & dunque soddisfatta.

31. - Da una sua quintica normale di genere uno 3% la M* si
proietta in una M* di S,, contenente una rigata ellittica R® immagine
della curva §, e 25 punti doppi, semplici per R®, immagini delle rette
di M appoggiate a 3. Le ulteriori rigate contenute nella M* sono (1):

(*) Queste risultano gia in parte dalla mia Nota cit., «Rend. Accad. Lincei»
(6) Vol. 11, 1° sem. 1930, pag. 829. La M qui oggetto di studio (dal n. 24 in
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una R*, proiezione della R™ di M4;

una R  proiezione della superﬁcle f““5 14(8"“) luogn delle co-
niche di M'* appoggiate a J; ~

una R'% proiezione di una f*5-14(3%%) luogo di cubiche bisecanti 3;

infine una R, proiezione di una f" (37 luogo di quartuche
risecanti & (1).

Le forme cubiche passanti per la rigata R® segano su M* un
sistema oo* di superficie di 7° ordine, che conduce a rappresentare *
sopra una forma cubica generale di §,. Il sistema lineare corrispon-
dente su M** & il sistema |f%44(3%)|. D’altra parte, poiché la rigata R0
suindicata non ha linea doppia, il sistema somma |f*+ R su M4,
avente la R'® come unica aggiunta, si compone di superficie di generi
uno, in generale irriducibili; esso & proiezione di un sistema su M
‘avente a sua volta la f*14(3") suddetta come aggiunta; dunque del
sistema |f°14(3%)|, doppio del precedente, riferibile & quello delle inter-
sezioni della V3 di S, colle quadriche. Nella corrispondenza fra la 2
o la V3, le sezioni iperpiane f** di M si mutano in superficie segate
da forme di 7° ordine con una y§ quadrupla, e la cui aggiunta corri-
sponde alla curva 8 di M. Indicando con ¢ le sezioni iperpiane di
V3, la corrispondenza tra M e V3 & rappresentata dalle equazioni:

p=3f —4 e Invertendo : f=T-4
N{::f)f—'?& 6:5q)-3y

Alle f1* (3«) corrispondono le 93 (y).
Pertantoa un sistema di superficie /14"(3"+)= nf*(3) — i3 > 0) sulla
M?** corrisponde su Vg un sistema, n,@e.s'(Y) . i-(5(? 3= ?s(enf-b.')(q{,._g.-)”

poi) & appunto la sezione della Grassmanniana delle rette di .S; con un generico. Sy,
come risulta dall’identita delle loro rappresentazioni nella Nota  citata -e. nel
presente n°.

(*) Ogni generatrice di queste rigate ne incontra complessxvamente altre 81,
della stessa rigata o delle rimanenti. Pil particolarmente, considerate tali ngate
nell’ordine R®, R, R4, RUS R0, ogni loro generatrice ne incontra altre di
queste, nello stesso ordine, nel numero indicato qui appresso: R® (0, 0, 16, 58, 7);
R (0, 6, 25, 45, 5); RMS (1, 10, 85, 82, 8); R15 (2, 15, 48,20, 1); R (8, 20, 52,6, 0).
Per le superficie di M che si proiettano in gueste ultime tre rigate la relazione
del n. 5 da le identith: 2.24+2=16+85; 8.44+2=2.57+20; 44+2= 3, 6+0.
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segato da forme di ordine 2n—b5¢; e sulla M®* di S,, rappresentante
il sistema delle superficie intersezioni della V% con quadriche, un sistema

—?—%ﬁ-, eventualmente anche non intero
[perch® su M?* la base minima & costituita dalle superficie meta delle
sezioni iperpiane (!)], ma certo minore di n; mentre la multiplicitd
n—3i della curva C1° corrispondente a vy sulla M* & a sua volta

mfenore a quest ordme

segato da forme di ordine

Vlceversa, a un sistema ¢ (Y2 3 )— - cp%('y)-——— y su V3, dove n
ed:i(¢>0) sono entrambi pari o entramb1 dispari; sistema che su M3

verrebbe segato da forme di ordine g eventualmente fratto; corri-

sponde su M‘“,un sistema di -;lf“ & — é— ® fU—m=f "“2 LT (3%55),

segato da forme di ordine inferiore a %—, e avente 3 di multiplicita

inferiore a quest'ordine.

In ogni caso dunque, nel passaggio dalla M** alla M?* o viceversa,
ogni qualvolta un sistema di superficie del tipo qui considerato abbia
la curva § o y di multiplicitd superiore all'ordine delle forme che lo
segano, quest’ordine, in seguito alla trasformazione, risulta diminuito.

32. - Un sistema di superficie di generi uno su M'*, segato da
forme di ordine n, pud anche avere un punto di multiplicita > 2n.
Dallo spazio S, tangente in un suo punto generico P la M** si proietta
in una M® di S, contenente una superficie * di Veronese immagine
di P, e su questa 16 punti doppi, semplici per ¢*, immagini delle
coniche di JM** passanti per P. Per. {* passano oo® quadriche, incon-
tranti ulteriormente JM® in superficie y® a sezioni di genere 4, proie-
zioni di f24(P%). Queste superficie segnano a loro volta su ¢ curve
canoniche (%, riferibili a. quintiche piane, passanti pei 16 punti doppi
di M®, e percié con 9 intersezioni variabili. Il sistema [4®] ha le curve

(*) L'espressione «ordine eventualmente fratto» & comoda, e qui di signifi-
cato ovvio.
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caratteristiche di ordine 6 e genere 1, ed & di grado 3 conduce percid
di nuovo a rappresentare M®, e quindi la M, sopra una V3 gene-
rale di ;. Alla {* corrisponde su V3 una ¢°, a curve sezioni di ge-
nere 6, percid con curva doppia 84 La ¢° & l’interse'ziox;igdiszg colla
varieth delle corde di 84, e contiene le 16 corde di questa apparte-
nenti alla V3, immagini dei 16 punti doppi di M®, ossia delle 16
coniche di M* passanti per P.
Le equazioni della corrispondenza fra M' e la V3 sono:

¢ =2 —bP g [M=8p—B)
S=38f14—8P (1) e invertendo —3p— 23 (2)

Alle f**(P?) corrispondono le ¢*%(y). ;
Alle superficie f4"(P*+)=mnf*"*(P?)—iP su M (i>0) corrispon-
dono su V3 superficie n9*4(3) — i(3p® — 23)=g@=30 (3n—2); o p‘ercib,

sulla M?* di 8,,, superficie segate da forme di ordine 2n 32, even-

2
tualmente fratto ma < n, colla 3 di multiplicitd inferiore a quesb’ordinef.

Viceversa, a superficie ¢*" (3 0% () — 218 su V3@ >0), che

sulla M?* verrebbero segate da forme di ordine g, eventualmente
fratto, corrispondono su M superficie E f‘“(Pa)-—-%(B u__8p)=

= ""'“ P"-“ ‘segate da forme di ordine <
) 8eg

e aventi in P mul-
9Q7? e

tlphcna ;nfemore al doppio di quest’ordine.

(*) Questa superﬁcle o1 (Ps) & su MM Paggiunta delle F14(Pe), corrlspon
denti alle 2¢ di 73 Le 16 coniché di M14 passanti per P sono sempli
superficie f2-4 (Pﬁ) corrispondenti alle sezioni iperpiane di V:—}» le, cord
contenute in V3 sono doppie per le 8¢ —58 corrispondenti alle f* di M

(2} La M8 qui considerata contiene tre rigate: una R proiezione d
di M*; una R0 proiezione di una f22-1¢ (PW) luogo ‘delle cubiche di M
santi per P, e alla quale corrisponde su V3 la rigata RS9 delle rette appoggiate
alla 60; e una R proiezione della /214 (FS), luogo delle C® di M con P doppio:
1. generatrici di queste rigate ne incontrano altre delle stesse, sempre nel mede:
simo ordine, come indicato qui appresso: R (6, 22, 8); R1% (15, 15, 1); R (25, 6, 0).
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In ogm caso dunque, quando le superficie considerate su 4
abbiano in P multiplicitd superiore al doppio dell’ordine delle forme
che le segano, oppure se su JM?* abbiano lungo la curva corrispon-
dente a § multiplicitd superiore a tale ordine, 'ordine stesso nella tras-
formazione risulta diminuito.

33. - Poiché alcuni sistemi lineari di superficie di generi uno
sulla M** di S,, anziché ridursi a sistemi di ordine inferiore sulla
stessa varietd o su altra di questo tipo, sono stati soltanto ridotti a
sistemi segati da forme di ordine minore sulla M di S,, (come ai
n. 31-32), é necessario esaminare di quali riduzioni siano a loro volta
suscettibili questi sistemi sulla M. Anche sulla M?* questi sistemi
di superficie di generi 1, se segati da forme di ordine n>1, dovranno
avere una linea di multiplicitd superiore a m, oppure un punto isolato
di multiplicitd superiore a 2n. Pur parlando anche in questo caso di
«forme di ordine 7m», occorre tener presente, qui e in segunito, che la
base delle superficie contenute nella M2 & costituita da superficie
metd delle sezioni iperpiane; e 'ordine di n pud quindi essere numero
fratto di denominatore 2 (come anche ai n. 31-32). Sulla V3 di S, le
superficie corrispondenti saranno segate da forme di ordine 2n (quindi

. . . s ey 2041 .
intero), e avranno una linea di multiplicita g oun punto iso-

lato di multiplicita >2n+1.

In quest’ultimo caso le superficie in parola sulla V3, di ordine
3k (k intero), saranno proiettate dal punto multiplo isolato, almeno
(& + 1)Plo, secondo coni di ordine <« 2k, le cui intersezioni ulteriori
colla V3 saranno superficie di ordine < 8k. Basta dunque la proiezione
doppia della V3 dal punto considerato per ridurre I'ordine del sistema
di superficie. ,

Quanto a una linea multipla, sulla M?* che contiene soltanto
linee di ordine pari, lo spazio cui questa linea appartiene pud conte-
nere in pili soltanto coniche trisecanti quest’ultima. Questo caso e
quello di eventuali punti multipli, secondo la possibilita accennata al
n. 3, sono tutti suscettibili di riduzione col procedimento ivi indicato.
Bastera pertanto occuparci delle curve appartenenti sulla M (p=13)
a spazi di dimensione <9. Fra queste, i due casi di una Cl0 o di
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una Of maultipla (su V3, C%, e C%) frisultano‘gié; esa
& detto alla fine dei n. 31-32 =
Osserviamo inoltre che a una €% di M cormsponde su’ V3
quartica ellittica, contenuta in una superﬁcle cubica, la quale ‘da.lle
quadriche passanti per la quartica &

incontrata ulteriormente secondo
un fascio di coniche 4-secanti la quartica stessa. Una superficie inter-
sezione di V3 con una forma di ordine # e avente la guartica oc)me

multipla di ordine >~2—conterrebbe di conseguenza tutte le comche

anzidette (*), e percid lintera superficie cubica luogo di esse, Escluso
questo caso, rimangono a considerarsi su M* i soli casi di una linea
multipla di ordine <6, cioé di una C§, €%, C%, C%; su V3§, di una
cubica sghemba o piana, conica, o retta.

34. - Supponiamo vi sia su M** un sistema lineare |®| di super-
ficie di generi 1 segato da forme di ordine » e aventi una C¢ di
di  multiplicita n+¢(¢>0), eventualmente fratto con denominatore 2
ge & tale 7, in modo che siano sempre n ==¢ numeri interi (?)). Dalla
C¢ la M** si proietta in una BM'® di S, contenente una rigata razio-
nale R®immagine della '8 e un piano = proiezione della superficie F*2
di S, passante per la ('S (superficie che corrisponde all’intersezione
di V3 collo spazio S; della cubica immagine della C§). Fra le sezioni
iperpiane [ della M* e le superficie R® e = passa la relazione
f®=FR*+2x; le superficie F!? generiche di M si proiettano in
FP=Rl+mn; loe ® in nf®— iR =(n—i)f1%+2ix.

La M* ha 6 punti doppi, contenuti nel piano =, immagini delle
coniche bisecanti la C§, le quali sono 2i?'® per le @ (*). La R® incontra
il plano = secondo una quintica con questi stessi 6 punti doppi; e le
proiezioni delle @ incontrano = secondo curve di ordine n — bi

(percid z'<-';l).

(1) Cid risulta anche immediatamente dalla rappresentazione piana della
superficie cubica.

(*) Convenzioni rispetto a n e i che non danno luogo ad alcun xnconvemente,
o che si intenderanno mantenute in seguito.

3 Queste 6 coniche corrispondono alle corde della cubica C3? contenute
nella V3 3 - La loro multiplicita per le & risulta anche 1mmed1atamente dalla rap-
presentazione piana della superficie cubica sezione di Vs collo spazio della 3.



706 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

. Il sistema |(n—2)f*°+2ix|, proiezione di |®|, prescindendo dagli
eventuali suoi elementi multipli, avrebbe come (n-—i)*i™ aggiunta la
superficie 2iw . Dovendo 'questa aggiunta mancare (poiché & certo
#—i>1),; esso avra una linea di multiplicita =n—i+1, o un punto
isolato di multiplicitd =2(n—4)+1. Non tenendo conto di questi ele-
menti multipli, i1 sistema completo |(n—i)f'*+2in| rappresenters una
varietd w & 3 dimensioni, sulla quale al piano = corrisponders una su-
perficie tipo VerONESE, eventualmente non normale, di ordine (n—5:7? ().
E questa varietd w dovrad proiettarsi in una ll{“i"n“‘a di 8,44 del nostro
tipo da uno spazio contenente a'lmenobtutti i ‘'suoi 8,_iy. osculatori nei
punti di una linea £, o da uno spazio almeno 2(rn—i)+1- osculatore
in un suo punto P. Ora la linea & non pud certo incontrare la super-
ficie tipo Veronese immagine di =, né il punto P appartenere ad essa,
perché ogni iperpiano passante per lo spazio da cui dovrebbe effet-
tuarsi la proiezione incontrerebbe questa superficie in una linea che
vi avrebbe multiplicitd =n—i+1, rispett. =2(n—ié)+1; in ogni caso
quindi >n—5i, il che non & possibile. Se invece la linea & non
incontrasse questa superficie, o il punto P non le appartenesse, dovrebbe
la M?"? contenere essa uns superficie tipo Veronese; e questo non
& nemmeno possibile. Invero le sezioni iperpiane generiche, prive ciod
di punti doppi, di una superficie cosi fatta, sia pure non normale,
sono di ordine m? e genere ("‘;1) Invece su una superficie generale
f?-? sezione della M**~% le curve generiche, prive di punti doppi,
sono di ordini k(2p—2) e generi k*(p—1)+1. E queste coppie di ca-
ratteri non si possono rendere eguali; per la prima ad es. 'ordine &
superiore al genere, per quest’ultima, se k>1, inferiore.

35. ~ Si abbia ora sulla M** un sistema lineare |®| di superficie
di generi 1, segate da forme di ordine n, e aventi una C'¢ multipla
di ordine n+i(i>0). Dalla C% la M** si proietta in una M di S
contenente una rigata R} di S; immagine della C¢, e un fascio di

(*) Una superficie cioé rappresentata sul piano da un sistema lineare di
curve piane di ordine 7% —b5i senza punti basi. Si avrebbe una superficie di VE-
NEsE, (del 4° ordine) nel caso n--6i=2 (G. VERONESE, La Superficie omaloide
normale del 4° ordine. .., « Mem. R. Accad. Lincei» (3), vol. 19, 1385-84).
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superficie cubiche generali ¢3 (di S;), proiezioni delle F!*: di. M2+
contenenti la €%, le quali incontrano RYs econdo un fascio di'cubiche
piane sue direttrici (). Le @ si proiettano in superficie nf!®— jRS =
=(n—i)f?+2i¢®, le quali sulle ¢* segano il sistema lineare (n—gpl>
delle sezioni piane, di genere 3("2' i)+l. Il sistema |(n—72)f?+Rip?|,
dovendo mancare dell’ (n — ¢)*mo aggiunto (*), che qualora esso non.
abbia elementi multipli sarebbe 2i¢*, dovrd avere una linea di multi-
plicitd =n—:¢+1, oppure un punto isolato di multiplicita =2(n—1q)+1.
Quest’ultimo caso va perd escluso, non potendo un punto di multipli-
citd cosi elévata stare su alcuna delle ¢® suindicate: né potra stare
su una ¢° l'eventuale linea multipla. Questa linea incontrera pertanto-
le ¢® in un numero finito di punti; e precisamente in non pit di due
punti, dato che tre punti (m—¢+ 1) basterebbero a rendere riduci-
bili tutte le curve segate dalle ® sulle ¢

Riferiamoci per maggior comoditd a una V3 di S, sulla quale il
sistema |®| sard segato da forme di ordine che indicheremo ancora.
con n (doppio del precedente =), con una cubica piana y multipla di
ordine %+z’ (dove i & lo stesso di prima); alle superficie ¢* corrispon-
deranno le sezioni cogli spazi passanti per il piano di y, e che indi-
cheremo ancora con ¢° Il sistema |®| avra inoltre una linea ¢ di
multiplicita —g——-—i+h(h>0) incontrante ogni ¢® in uno o due punti
variabili. Si puo allora facilmente definire su V% una trasformazione
involutoria che muti in s& ogni superficie del fascm ]cp |, e su ciascuna.
di quesfe un fascio (almeno) di cubiche sezioni piane; non abbia puntl
fondamentali isolati, e abbia come linee fondamentali di 1* specie le-
soleyec. Sela 1111eas é unisecante le <p3 basta a tal uopo considerare la pro-
iezione doppia di ogni ¢* dal punto sua intersezione variabile con ¢..
Se invece ¢ incontra ogni ¢® in due punti 4, B (a parte le intersezioni
fisse con y), consideriamo per ciascuna ¢® il fascio delle cubiche
gezioni coi piani passanti per la retta AB, e su ciascuna di queste
cubiche la terza intersezione (fissa) € colla retta 4B, e il punto

(*) Questa varietd M** fu da me gia considerata nella Memoria «Berz», n. 14..
(*) Se n>1, e il sistema |® rappresenta, come per ipotesi, una M°—* con
sole superficie intersezioni complete, & certo n—i> 1.
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variabile) (" tangenziale di C. La trasformazione da considerarsi su V3
subordina su ciascuna di queste cubiche (complessivamente in numero
di oo?) la proiezione doppia dal relativo punto C’. Per note proprieta
delle cubiche, questa proiezione doppia equivale al prodotto delle 3
proiezioni doppie dai punti. 4, C, B, in quest’ordine (oppure, indiffe-
rentemente, nell’ordine inverso B, ¢, 4); e coincide altresi coll’invo-
luzione ¢! avente (' come punto unito ().

In entrambe queste trasformazioni sono uunite le co! superficie ¢®
passanti per y. Percid, se alle superficie f? sezioni iperpiane generiche
di V3§ corrispondono superficie segate da forme di ordine z, alla cu-
bica y corrispondera una superficie fondamentale segata da una forma
di ordine #—1 (dovendo questa superficie, insieme con una ¢°, equi-
valere all’intersezione con una forma di ordine ). D’altra parte alle
‘superficie intersezioni con quadriche, di generi 1, e doppie delle /2,
corrisponderanno superficie segate da forme di ordine 2, la cui unica
aggiunta, costituita dall’insieme delle due superficie fondamentali corri-
spondenti alle linee y e &, deve essere segata da una forma di ordine
2(x—1); la superficie corrispondente a ¢ sara percid anche segata da
una forma di ordine x—1.

Al sistema |®| corrisponderad pertanto, nella trasformazione dianzi
definita, un sistema lineare: di superficie segato da forme di ordine

an— (5 +i)(@ —1)— (g —i+h)(@—h=n—h(@—1);

e percid certamente minore di n. E la multiplicitd della linea y per
queste nuove superficie sard a sua volta minore di questo nuovo
ordine; senza di che la trasformazione, che & involutoria, ripetuta, non
potrebbe riprodurre il sistema primitivo |®|. Se ¢ & di ordine k e
incontra percid la cubica y in Z—1 punti, si trova facilmente che la

trasformaziono considerata & rappresentata dalle equazioni:
= (@k+2)f— 2ky—3¢
v = (2k+1)f—(2k —1)y—3¢
e =2k+1)f— 2ky—2¢.
(*) La trasformazione da considerarsi & stata definita come sopra, appunto
«ollo scopo che la ¢ sia linea fondamentale. Prendendo su ciascuna delle stesse
®* cubiche la proiezicne doppia dal punto C, sarebbe stata fondamentale la linea

quogo dei punti C, e la ¢ linea unita, sulla quale sarebbe stata subordinata 1'in-
voluzlone delle coppie 4 B.
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Se ¢, anche di ordine k¥ e genere p, blseea le ¢ (e incontra
percid y in k—2 puntl), le equazwm 80N0: :

fl=(10k—12p—7) f— (10k— 12p — 12)y —6¢
¥ =(10k—12p—8) f — (10k — 12p— 18)y — 6¢
¢ =(10k — 12p —8) f— (10k — 12p — 12)y —bs.

In particolare se ¢ & una conica (k=2, p=0):

[ =13f—8y—6¢
v =12f— Ty —6¢
¢ = 12f— 8y —be

36. — Il caso di un sistema |®| anche di generi 1, avente come
linea di multiplicith massima sulla M** una quartica, o sulla V3 una
conica, si tratta in modo analogo, salvo qualche differenza nella costru-
zione della trasformazione birazionale considerata su V.

La M?* di 8,, da una sua quartica (necessariamente razionale,
normale) si proietta in una M** di §;, contenente una rigata R,
immagine della quartica, un punto doppio D immagine dell’unica co-
nica di M** bisecante la C* e doppio anche per E® (la quale R® non
8 percid normale, ma appartiene a uno spazio S;), e un fascio di ¢*
normali a sezmm ellittiche, proiezioni delle F'* di M* passanti per
la C*. Le ¢* passano semplicemente per D e incontrano R® secondo
loro sezioni iperpiane con D doppio (*). Le ® si proiettano in super-
ficie nf'4—iR®=(n—1%)f**+2i¢p*, le quali sulle ¢* segano il sistema
(n—i)ple delle sezioni iperpiane, di genere 4 (";’ + 1. Dovendo tali

superficie essere prive di (n-——i)’ime aggiunte, che, a parte gli ulteriori

(*) Questa M (vitengo la stessa considerata da L. RorH, «London M. 8.
Proc. » (2), vol. 44 (1988), p. 47), oltre alla rigata RS, contiene una RS proie-
zione della oot di coniche di M?* appoggiate alla (¢, Le generatrici di R® sono di-
rettrici del fascio |g]; la R & luogo delle rette contenute nelle ¢*; e l'insieme
di queste due rigate & Pintersezione completa di M** con una forma del 59 ordine.
Sorge percid la questione se guesta M con punto doppio, evidentemente’ riferi-
bile alla M considerata ai n. 24 e seg. che & la sezione generica dellaGrass-
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elementi mnltipli, sarebbero le 2é¢*; esclusa anche qui l'ipotesi di un
punto isolato (2 (rn —3é)+1)P°; rimane sola ipotesi possibile quella di
una linea di multiplicitd n— i+A(R>0), incontrante le ¢* in non pin
di 3 punti. ‘

Sulla V3 di 8, il sistema |®] verrd anche segato da forme di un
certo ordine n (doppio del precedente) con una conica y di multipli-
n
2
Alle ¢* corrisdondono su V3 le ¢° segate dagli spazi Ss passanti per

citd 5 +4, e la retta » di V3 contenuta nel piano di y come 2= (*).

manniana delle rette di S;, ne sia proiettivamente caso particolare, e appartenga
pertanto al sistema continuo di queste ultime. Ora cid sembra a priori da esclu-
dere (nonostante qualche apparenza favorevole). La M!* sezione della detta
Grassmanniana e la Vg generale di S, essendo birazionalmente identiche e
(come risulterd dal presente lavoro) irrazionali, percid la Vg generale distinta
dalla Vg con punto doppio, non si comprenderebbe come la detta M potesse
invece acquistare per continuitd un punto doppio, rimanendo birazionalmente
identica a sé& stessa. E infatti la M qui considerate non & proiettivamente caso
particolare dell’altra; non puod ottenersi come seziome della Grassmanniana delle
rette di ;. Dalla mia Nota: Sulle sezioni spaziali della Grassmanniana... «Rend.
R. Accad. Lincei» (8), vol. II (1° sem. 1930), p. 829 (cfr. in part. n. B) risulta
infatti che sulle superficie F1¢ di S; sezioni generiche della Grassmanniana in
parola la base delle linee ivi contenute & costituita dalle (sole) sezioni iperpiane;
percid la M4 sezione con un qualsiasi spazio §, non pud contenere che super-
ficie sue intersezioni complete con forme. E tale non & rigata R® diauzi considerata.
A parte questo, si pud anche ricorrere alla considerazione seguente. Supposto che
I’attuale M possa ottenersi come sezione della detta Grassmanmiana, si consi-
deri in questa sezione il sistema oo® di rette I' corrispondente a una i Alle
coniche della.¢*, incontrate in 2 punti dagli iperpiani dello spazio ambiente,
corrisponderanno rigate aventi due generatrici comuni coi complessi lineari ge-
nariei di Sy, ciod rigate quadriche, contenute in spazi §;. E-poiché su ¢* ogni
conica & bisecata da un fascio di:altre, sue residue rispetto alle sezioni iperpiane,
ogni rigata quadrica di T avrd a comune con o' altre due generatrici di uno
stesso sistema; sicché tutte queste oot quadriche e l'intero sistema T staranno
nel medesimo- Sy. Il sistema ' & pertanto (come facilmente prevedibile) una
congruenza (2, 2) dello spazio S;, contenuta in un complesso lineare di questo
ultimo spazio; e ogni complesso lineare di Sy contenente I' conterra di conseguenza
quest’ultimo complesso. Supposto pertanto che Vattnale M1 fosse sezione della
Grassmanniana delle rette di Ss,,qilesta sezione dovrebbe contenere tutti i punti
immagini di oo® rette di ciascuno di oot diversi spazi S;, e percid complessiva-
mente oo* punti; sarebbe ciod una varietd a 4 dimensioni.

(*) Ricordiamo che il primitivo m poteva essere anche numero fratto di
denominatore 2, percid l'attuale n dispari; e i in questo caso & fratto con
denominatore 2.
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il piano yr; alle loro sezioni iperpiane, il sistema di quartiche somma
su ogni ¢* delle sezioni piane e della retta » (nel quale sistema som-
ma la retta » & fondamentale); e le ® avranno pertanto ancora una

linea ¢ di multiplicita —g«—i+h(h>0) incontrante ogni c‘pa“i’h,‘l, 2, 0

8 punti variabili. Si potra allora definire su V3 una trasformazione
involutoria che muta in s& ogni ¢®; su ciascuna ¢®, almeno un fascio
delle quartiche considerate, e che ha le sole vy ed ¢ come linee fonda-
mentali di 1% specie' (mentre r & linea fondamentale di 2* specis).
Questa trasformazione permettera di ridurre I'ordine delle superficie @,
come al n. pree. Osserviamo inoltre che ciascun fascio delle quartiche
anzidette contiene una curva composta di una cubica piana e della
retta 7, e ha percid i 4 punti basi su questa cubica, quindi in un
piano (se la- r ne & parte fissa, il fascio ha in piti 3 punti basi allineati).

Se ¢ incontra le ¢* in 3 punti, questi sono su ogni ¢® punti basi
di un fascio di quartiche, avente un quarto punto base, cosi indivi-
duato. Fissando su ogni quartica la gl che ha quest’ultimo punto come
doppio, risulta definita sull’intera V3 una trasformazione involutoria,
colle sole linee fondamentali di 1* specie y e ¢ (*). Rappresentiamo
sul piano una generica delle ¢* dianzi considerate sulla M** mediante
un sistema di cubiche con 5 punti basi 4,,... 4s. La corrispondente ¢?
di V& sard allora rappresentata da questo stesso sistema con un sesto
punto base R in’ pit, immagine della retta »; il fascio di quartiche
considerato su ¢%, dal fascio di cubiche passanti per i punti 4,,... 4
e per i tre punti P, P,, P, immagini delle intersezioni E,, E,, E; di
questa ¢® colla linea ¢; e all’ulteriore punto base X del fascio di
quartiche assunto su ciascuna di queste linee come punto unito
della g1, corrisponderd mnel piano il nono punto base del fascio di
cubiche. Si riconosce allora immediatamente che Iinvoluzione co-
struita sulla ¢*® ha per immagine nel piano quella cui appartiene il
sistema oo delle sestiche piane cogli 8 punti doppi 4,...4s P, P P;,
e nella quale a ciascuno di questi 8 punti corrisponde la sestica avente
questo punto come triplo e gli altri 7 come doppi. A ciascuno dei' 3

(1) Alla retta » cornsponde un punto su ciascuna ¢3, e percid complessww
mente, in corrispondenza degenere, la linea luogo di questi punti, unisecante le 3.
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punti E corrisponde su ¢® una C* avente questo stesso punto come
triplo e gli altri due come doppi; alle cubiche sezioni piane di ¢?,
linee di ordine 28, equivalenti alla somma di 7 sezioni piane e di 7
volte la retta r (eiod, complessivamente, a 7 sezioni iperpiane della ¢*).
Non & possibile perd, senza tener conto dell’ordine di ¢ e del modo
in cui le sue eventuali intersezioni col piano yr si distribuiscono fra
queste due linee, assegnare l'ordine della curva, unisecante le g%, che
corrisponde su V3 a ogni singolo punto della conica y, ciod la multi-
plicitd 2" di y per le superficie /3% corrispondenti alle sezioni iperpiane
di V3. 8i pud osservare tuttavia che a una retta di una ¢® appoggiata
(semplicemente) a vy, p. es. a quella che ha per immagine uno dei
punti 4;, corrisponde su ¢? una C7; mentre a una retta generica
di V3§ corrisponde una C®: percid x— a'="1. Inoltre la retta » deve
avere per le f3* suddette (come risulta dalla rappresentazione piana
delle 9*) multiplicitd 2&'—a e =7; percid 2&' —x=k+7. E da queste
due equazioni si ricava x=21+k,x'=14+k. L’involuzione costruita
su V3 & pertanto rappresentata (per un certo valore di k) dalle equazioni :

fr=0Cl+k)f—(14+k)y —8¢
Y = (20+k)f—(183+k)y —8
¢ = (20+k)f —(L4+K)y —Te;

e risponde pienamente a guanto richiesto.

87. - Se invece ¢ biseca le 9°, queste due intersezioni sono
punti base di una rete di quartiche sulla ¢® stessa, di grado 2; risulta
cosi definita su ogni ¢* e percid sullintera V3 un’involuzione, che
risponde di nuovo. alle condizioni richieste. Esaminiamo in particolare
il caso in cui ¢ & una conica, naturalmente non incontrante y né 7;
sicché i loro piani ¢ (di ¢) e = (diy) s’incontreranno in un punto X
non appartenente a V3, Saranno unite su ogni ¢* le oo' cubiche segate
dai piani passanti per le due intersezioni di queste ¢® con &, ciodé
complessivamente le oo® cubiche sezioni coi piani passanti per X e
incontranti sia 7 che ¢ in rette. Su ciascuna di queste cubiche i

punti. Cy, Cy, intersezioni con y; X,, E,, intersezioni con ¢; e due
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qualunque punti corrispondenti P, P’ staranno su una conica (). Chia-
mando s la retta di V3 contenuta nel piano di e saranno punti corri-
spondenti R=#». €, C, e 8S=s. E, E;; percid r,s rette fondamentali
di 2° specie corrispondenti; e, per ogni cubica, P e P’ saranno allineati
colla terza intersezione Y di tale cubica colla retta R .S.

Le due coniche y, ¢ entrano simmetricamente nella questione. A
ogni punto C, di y corrisponde una quartica passante doppiamente per Cj,
semplicemente per s, e 4-secante ¢ ; e analogamente scambiando le due co-
niche. Quando P descrive una retta generica g di V3, i punti B, § descri-
vono su r,s punteggiate proiettive alla g (P), quindi fra loro; gene-
rano percid una quadrica, la cui ulteriore intersezione con V3§ & una
C4 (luogo di punti ¥), essa pure riferita proiettivamente alla g (P).
Queste ultime due. linee hanno a comune il punto intersezione di g
collo spazio rs; generano percid una rigata di 4° ordine; e a g corrisponde
la curva intersezione ulteriore di questa rigata con V3, di ‘ordine 7.

L’involuzione cosi costruita su V3 & rappresentata pertanto dalle
equazioni:

[[=Tf—4y—4e
-Y’—-__-Gf—3y-—4s
¢'=06f—4y—38:

Queste considerazioni si possono estendere al caso in cui la linea &
6 di ordine qualsiasi m>2 e genere p, sempre bisecante le ¢® (quindi
iperellittica). Le congiungenti delle coppie'di punti E,, E, intersezioni
della ¢ colle smgole ¢* formano allora una rigata razionale di ordine
m——p——~1 incontranteil piano = secondo una direttrice di ordine m—p—2,
e la V3, all’infuori di ¢, in una direttrice s di ordine 2m—3p—38,
che sostituisce la precedente retta s, anche come linea fondamentale
di 2* specie corrispondente alla retta 7. Perd le m—2 intersezioui di ¢
col piano =, e quindi le 2m—3p—4 intersezioni della s anche con =
possono distribuirsi in vario modo fra la conica y e la retta r.

Tuttavia in ogni caso le equazioni dell'involuzione ottenuta su Vg

(1) L’involuzione delle coppie PP' & appunto segata sulla cubica in parola
dalle quadriche passanti per la conica y e per i due punti By, B,. = S
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saranno del tipo seguente, per un certo valore di & (nullo se ¢ & una
-conica)

=0+ f—{@+k)y—d:
=6+ )f—(B+k)y —4e
S=O6+k)f—4+k)y —38e
Se infine ¢ & unisecante delle ¢*, basterd considerare su ciascuna
di queste superficie il fascio di quartiche aventi tale intersezione F
come punto doppio, e su ciascuna di queste quartiche (ora razionali)
Tinvoluzione avente come doppi i due punti sovrapposti in E (invo-
luzione, sulle ¢°, tipo de Jonquiéres). La superficie fondamentale
-corrispondente alla linea ¢ & allora Inogo delle quartiche aventi in E
una cuspide, in numero di due, generalmente distinte, su ogni 95
Da cid si trae che la linea ¢ deve avere per le superficie corrispon-
denti alle sezioni iperpiane di V3 la multiplicitd 8; e le equazioni
dell’involuzione su V3§ saranno, per un conveniente valore di x:

['=zf —(x—~T)y—8
Y=@—1)f—(r—8)y—8&
d=(@—1)f—(z—T)y—T¢

38. — Consideriamo infine sulla V3 un sistema lineare -di super-
ficie ® segate da forme di ordine n e aventi una retta # di multipli-

-cifa z>7 Indicando con f una sezione iperpiana generica di V3 e

con 9 la sezione con un iperpiano passa,n’ce per 7 (swehe 9= =f ——r\
sard ¢~nf-—zr_(n-—z)f+z<p

' Le coniche § di V3 contenute nei piani per saranno mcontrate da
-queste superﬁcm in 2(n—z) puntl variabili; e dalle loro successive
aggiunte, in quanto esxstentl, in un numero di punti decrescente di
-due unita per volta, fino alle (n—d)ime aggiunte, (2i—m)g , luoghi di oo?
coniche 3. La congruenza della § pud rappresentarsi birazionalmente
su un piano « in modo che alle superficie ¢ corrispondano le rette di
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questo _pianc, e-alle 3 rxduclbxh i punti di-una curva generale K?®
del 5° ordine. ; g ; ,

-Le superficie bisecanti le conlehe 8(n=z+l) saranno del txpo f+ig
e rxsulteranno rappresentate sul piano x doppio con curva di dirama-
zione di ordine 2i+4, ovunque tangente alla K°. Per i=0 abbiamo
le oc* sezioni iperpiane di V3, alle quali corrispondono come curve
di diramazione nel piano « le oo* quartiche ovunque tangenti a' K*
di un sistema determinato X, somma della conica 5-tangente a K® imma-
gine della oo' di coniche d tangenti alla retta », & delle rette doppie (*).
Per.i==1 le f+¢ sono di generi uno e formano un sistema lineare oco'*,
segato dalle- quadriche di §, passanti per la retta #; le corrispon-
denti C® di diramazione sono caratterizzate, entro il sistema completo oo'?
di sestiche ovunque tangenti a K® somma di X e delle rette doppie,
dall’essere in piu ciascuna di esse ovunque tangente a una cubica
razionale, immagine della retta 7. In questo sistema oot ', di sestiche
sono contenute anche oo! sestiche spezzate nella K® e una retta (varia-
bile in un inviluppo quadrico); esse corrispondono alle f+9 segate
su V" delle quadriche polari dei punti di » (*) (%).

Per ¢>11le f+ip possono avere una curva doppia unisecante co' ¥;
se questa oot di 8 ha per immagine nel piano « una curva di ordine
k(gi), le corrispondenti C?*+* di diramazione si spezzano in questa
curva di ordine %, contata due volte, percid trascurabile, e in una curva
residua di ordine 2(i—k)+4.

~In particolare, un sistema lineare semplice, completo |®| di super-
ﬁciebisecankti le & e razionali, dovendo essere privo di aggiunte (i— 1),
avra una curva doppia £ glacente su una ip. Le curve di diramazione
corrispondenti.alle @ nel piano «, prescindendo dall’immagine di &

(1) Cfr. la mia Nota: Sulle curve ovunque tangenti a una quintica piana
generale, <« Comm, Mathem. Helvetici », vol. 12, (1989-40), pag. 172.

(*) Queste quadriche passano per la curva A10 luogo dei punti doppi delle
couniche’d riduecibili. Cfr. la mia Nota ultima cit.. n. 2.

(®) Pe iz=2, si ha un sistema lineare oo @i superficie f+2¢; ciascuna delle
quali é. mtersezwne della data V8 con una forma cubica avente la retta r come
doppm, (perclb anche con un fascm di V3 tangenti alla prima lungo 7). Fra esse,
©f coniengono la curva A6 di cui alla nota prec, e sono tangenti alle & risp.
Inngo le % cubiche piane sezioni della data Vd, le loro curve di diramazione
nel piano « sono composte della C® immagine della cubica precedente e della K5,

48  Comment., vol. XL,
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da contarsi due volte, saranno dunque le stesse quartiche del sistema 3;
e un ragionamento analogo a quello del n. 10 mostra che il sistema
|]®] & * o trasformabile birazionalmente nel sistema delle sezioni
iperpiane di V3. - ' '
Un sistema lineare semplice |X|=|f+ip| di bisecanti di generi
uno avra, se ¢>1, una curva doppia giacente su una ({—1)p, che ne
costituird ’unica aggiunta; e le corrispondenti curve di diramazione,
prescindendo dall’immagine di questa curva doppia, saranno C°® del
sistema completo oo'® contenento X'. Anzi, se |X] & completo, esso
sard precisamente oo'! e birazionalmente equivalente al sistema |f+¢]|.
Invero, indicata con p=4 la sua dimensione, almeno ooe-1, percid
almeno oo® delle sue superficie avranno C° di diramazione contenute
nel sistema X', e saranno percid una per una birazionalmente equiva-
lenti, in due modi diversi, a altrettante superficie f+¢. In una di
queste corrispondenze, che variera con continuita al variare della coppia
di superficie, si corrisponderanno anche le mutue intersezioni delle
superficie anzidette dei due sistemi |X| e |f+¢|; e queste corrispon-
denze saranno tutte contenute in un’unica corrispondenza birazionale
su V3, che muta in sd ciascuna delle coniche &, e al sistema com-
pleto (f+9) fa corrispondere un sistema anche co'', completo di bise-
canti delle 3. ¥ il sistema |X|, se completo, dovra coincidere con
quest’ultimo. Vale a dire : Ogni sistema lineare semplice, completo di superfi-
cie di generi uno contenute in V3 e bisecanti le coniche 8 & birazionalmente
equivalente al sistema oo segato dalle quadriche passanti per la rette r.
" Ritorniamo adesso alla considerazione di un sistema qualsiasi
|®|=|(n—i)f+ip| di superficie di generi uno. Dovendo esso mancare
di ‘tutte le aggiunte successive alla prima, avrd una curva ! di multipli-
citd n—i+ k(0 <h <n—), unisecante co'd e giacente su una superfiicie mo

dove m>2l“n, perch® se mno questa superficie contata % volte

~h
sarebbe per |®| un’aggiunta (n—éf==, o parte di questa. Se h=n—i,
vale a dire se la linea I & 2(n— Pl per le @, o percid queste non
incontrano le 3 ad essa appbgéiatein punti variabili; ordine delle ®
potrd ridursi, come ai n. 10, 11, 13, 29, con una conveniente trasfor-
mazione birazionale che muti in sé ciascuna delle oo® coniche 3. In
quests trasformazione la differenza m—i¢ conserya lo stesso valore,
percid n ed ¢ diminuiscono di uneo stesso numero di unitd; e quando,
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dopo. una o pit trasformazioni di questo tipo,n ed'¢ abbiano assunti

nuovi valori n',%’ tali che z’<—2—, il sistema trasformato di |®], qualora

sia ancora »'>2, avrd una nuova linea, diversa dalla retta », di
w
2" , :

In ogni altro caso, la superficie lnogo delle '3 appoggiate a I,
analogamente ai n. 13 e 29-30, non potra essere che una ¢. Supposta
! di ordine p e incontrante » in ¢ punti, sard p—g=1,9=p—1.
L’ipotesi piti semplice & p=1,¢=0, che cioé la [ sia anch’essa una
retta sghemba con 7; e le altre ipotesi sono da escludere, perché
dalla I si potrebbe staccare con continuitd una retta incidente a », la

quale, viceversa, non pud in alecan modo esserne parte. Essendo inoltre

multiplicitd >

2—n
A | |
avrebbe per le & multiplicith superiore a quella di ». E potendosi
supporre di avere presa come retta » quella di multiplicith massima
per le 9, si cade in un assurdo.
Concludiamo pertanto : Sulla variets M di S, sezione generica della
Grassmanniana delle rette dello spazio Ss e sulla varietd cubica gene-
rale dello spazio 8., birazionalmente identica alla precedente, ogni
sistema lineare semplice completo di superficie di generi uno & birazio-
nalmente equivalente al sistema. delle sezioni iperpiane di una varietd
del primo tipo, o al sistema delle superficie segate dalle‘quadriche su
una varield del secondo. tipo.

Le dette due varietd sono pertanto irrazionali; e i soli sistemi
lineari semplici completi di superficie razionali in esse contenuti sono
di dimensione 4 e grado 3.

ora 1> , quindi B >2i—mn,n—i+h>¢, vediamo che la retta !

APPENDICE

39. — Dal risultato precedente emerge che sono pure irrazionali
altre varietd a tre dimensioni di cui la forma cubica generale dello
spazio S, &, birazionalmente, caso particolare. Ad es. la M® di S;
intersezione generale di una quadrica con una forma cubica & irrazio-
nale, ed & ancora tale quando contenga tre piani della detta quadrica
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di uno stesso dei due sistemi: cid ‘perché le ulteriori quadriche passanti
per quesn tre piani segano su di essa un sistema oot di superficie
equivalente appunto al sistema delle sezioni iperpiane di una vaneta
cubica generale di S, (*).

Sono pertanto irrazionali:

1) La M* di S; contenente un piano =. Questa M® contiene, nei
piani della quadrica passé,nte per essa e incidenti a = secondo rette,
una congruenza del 1° ordine di coniche, rappresentabile su un piano «
in modo che alle oo' coniche contenute nelle superficie 9> segate dagli
iperpiani passanti per = corrispondano le rette del piano «, e alle coniche
spezzate in due rette i punti di una curva piana K" (in generale senza
punti doppi). Le superficie bisecanti queste coniche risultano cosi rap-
presentate sul piano « doppio con curve di diramazione ov’ﬁhque tan-
gentia K’ Per il piano = questa curva di diramazione & una C*; per
le sezioni iperpiane di M®, sono C° appartenenti al sistema contenente
I'insieme di questa C* e delle rette doppie; percid C° i cui 21 punti
di contatto con K’ appartengono a una quintica ().

~'2) La M* generale di S, con retta doppia; in quanto la prece-
dente M® ha 7 punti doppi contenuti nel piano =, e da uno di questi
si pr(netta appunto in una parmcolare M* con retta doppia (mcontrata
da uno spazio S 7 assante per questa retta in una coppla di qua-
drlche) La M* ge rale con retta doppxa contiene pur essa ‘una con-
gruenza del 1° ordine di_ comche, nferlblle a un piano « in modo che
alle coniche riducibili corrispondano i punti d’una curva K® Le super-
ﬁcle bisecanti queste coniche risultano rappresentate sul plano « doppio
con “eurve di dlramazzone ovunque tangenti a K

La retta doppla della M* & anch’essa una particolare bisecante
delle dette coniche; alle coniche tangenti a questa retta corrispondono
in o i punti di una C* ovunque tangente a K&,

8) La M di S; di Seare («Berz.», n.12), riferibile a una M¢®
di §s contenente due piani incidenti. Questa M'® contiene due con-

gruenze del 1° ordine di coniche, ciascuna rappresentabile su un piano «

#®

o) Cfr la mia Nota cit. negli « Atti Congr. internaz. dei matem.», Bologna
vol IV. (1931), pag. 115.
(% Sistema quindi di tipo diverso dal sistema I qui considerato ai n. 10 e seg.
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in modo che alle coniche riducibili b“Oi'ﬁspbnda,ndi nti di una curva K°.
Le bisecanti pit semplici delle coniche di una delle due congruenze
sono oo? superficie F® appartenenti all’altra congruenza, o rappresen-
tabili sul piano « doppio con C* di diramazione che esaurlscono uno
dei sistemi oo? di ‘quartiche ovunque tangenti a’ K¢

Inoltre:

4) Lo spazio S* doppio con superficie di diramazione generale
del 4° ordine (<«Accad. It.», n.10); poiché questo spazio doppio, quando
la superficie di diramazione ha un piano tangente lungo una conica,
& notoriamente proiezione di una forma forma cubica generale di S, (*).

Nel caso della superficie di diramazione pili generale, esso & pure ri-
feribile a una M di S, da me gid incontrata (*).

40. - La M°® di S; generale, essendo contenuta in una quadrica
non cono, ‘rappresenta, rispetto alla geometria della retta dello spazio
ordinario, un complesso cubico generale; e la M® contenente un piano =
rappresenta un complesso-cubico contenente una stella di rette P, o
un piano rigato. Quest’ultima. M®, contenendo una-congruenza del
1° -ordine -di- coniche  bisecate dal piano =, pud rapprentarsi su
un’involuzione ' I,, naturalmente -érrazionale, di - coppie di punti dello
spazio S;(®). Questa rappresentazione pud farsi in modo che le rette
del complesso cubico siano precisamente le congiungenti delle coppie
di punti coniugati nell'involuzione. ;

Sia A un complesso cubico contenente una stella di rette P. Wsso
conterra altresl, nei piani della stella P, altrettanti inviluppi di 2*
classe ¢ (coniche-inviluppi) di rette del complesso. Una retta generica r
del complesso appartiene a uno (solo) di questi inviluppi, del quale
due rette, generalmente distinte, passano per P. La rappresentazione in
in parola si ha facendo corrispondere alla retta » le sue interse-
zioni R, R con queste due rette della stella P. Evidentemente a
punti R di una retta della stella P corrispondono nell'involuzione I,
punti B’ anche di una retta di questa stella; e queste due rette sono

(*) Cfr. i lavori di C. SEGRE e G. CASTELNUOVO cit. al n. 26.

(®) «Accad. It. » n. 10; « Comm. Mathem, Helv.» vol. 14 (1941-42), pag. 203; n. 6,

(®*) ExriQues, Intorno alla risoluzione razionale..., « Ann. di Matem.» (8).
vol. 20 (1918). :
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coniugate in un’involuzione di GEISER, generata da una rete di coni
cubici della stella P () con 7 rette basi a,, a,,...a, (corrispondentiai 7
punti doppi della M® nel piano =) e a sua volta subordinata dal-
linvoluzione I, delle coppie RE’.

Volendo assegnare la trasformazione Cremoniana involutoria T
in cui si corrispondono le coppie R, R', osserviamo che, fra gli invi-
luppi ¢,00! si spezzano in due fasci; e i raggi di questi fasci passanti
per P costituiscono un cono I'*!, di genere 29, colle rette a; come 7rle
e 14 generatrici doppie b,(h=1, 2,... 14), La linea inogo dei centri
di questi fasci non passa per P; & percid una ¥2, colle rette b, come
corde (*). La y & linea fondamentale della T: a ogni suo punto ('
corrisponde la generatrice del cono T'! passante per il punto O di y
stessa, centro del fascio di rette del complesso A complanare col
fascio C. Sono pure rette fondamentali di 12 specxe le a;, mentre le
by, sono fondamentali di 2* specie.

Le rette unite dell’involuzione di Geiser hanno per luogo un cono
A®(a2,b,); esse sono le tangenti in P alle coniche ¢ passanti per questo
punto, e sono pure luoghi di punti uniti per la IL.

Ai piani passanti per P corrispondone gli o® coni I'*(af); a P
“stesso, il monoide luogo dei punti di contatto delle coniche ¢ colle
loro tangenti uscenti da P. Il cono tangente in P a questa superficie
& il cono A® predetto: si tratta percid di una F7(P%,a2,d,).

La trasformazione involutoria X & percid di ordine 15; ai piani
corrispondono superficie F** (P al,b,) (%).

(*) Questi coni cubici appartengono rispett. ad altrettante congruenze di
rette (2, 3) contenute nel complesso A, immagini delle superficie F5 intersezioni
di Mé cogli spazi S, passenti pel piano =.

() 11 sistema delle rette di questi fasci & una congruenza (14, 21), imma-
gine della rigata R luogo delle rette di M® componenti delle coniche riducibili
della congruenza.

(3) Essendo la T involutoria, alle rette corrispondono curve anche di ordine
15, col punto P come 7ple. L’intersezione di due #'*5 si compone delle rette a;,
che vi contribuiscono complessivamente per 7.52—=175 unita; delle 14 rette by,
della 42, e di una C!® variabile.



