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SULLE VARIETA ALGEBRICHE A TRE DIMENSIONI
LE CUI SEZIONI IPERPIANE
SONO SUPERFICIE DI GENERE ZERO E BIGENERE UNO

Memoria di GINO FANO

1. L. GODEAUZX, in una Nota con questo stesso titolo pubblicata nel 1933
nel « Bollettino dell’Accademia Reale del Belgio » (1), ha dimostrato il teorema
seguente:

Ogni varieta algebrica normale a tre dimensions, non cono,le cui sezioni iper-
piane sono superficie vegolari di generve zevo e bigenere uno con curva bicanonica di
ordine zero (2) (po = pg = 0, Py = 1) contiene un sistema lineare di superficie di
generi uno (pa = py = P, = 1), la cui dimensione aumentata di un’unita eguaglia
la dimensione dello spazio ambiente. Indicando con p il genere delle curve sezioni,
e supponendo che sopra le superficie sezioni iperpianc della varietd proposta il
sistema di queste curve sia completo anche rispetto al genere (ci & virtualmente
privo di punti base, percid di grado 2 p — 2), la varietd proposta sara del tipo
W;? 7% di S,, con curve sezioni C;’ ~* normali non speciali di spazi S,_,. E il
teorema enunciato afferma che questa W;’7™" contiene altresi un sistema
lineare oo’ 7' di superficic ® di generi uno, di grado 2 p —6, a curve inter-
sezioni di genere p — 2.

Il ragionamento di GODEAUX & semplice. Le superficie F*/~* sezioni iper-
piane di W2#~? contengono, oltre al sistema lineare | C;* ~7| delle loro sezioni
iperpiane, anche un ulteriore sistema |y;’ ™ ?| cogli stessi caratteri, percid di
dimensione pure p — 1, tale che ciascuno dei due & aggiunto dell’altro, e per

(1) Sur les varidiés algébriques & trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des sur-
faces de genre zéro et de bigenre un. « Bulletin Acad. de Belgique, Classe des Sciences» (5), to. XIX,

1933, p- 134.
(2) Quest’ultima condizione non & esplicitamente enunciata, ma & implicita nell’altraPs = 1.

SociETA DEI XL. Serie 32 Tomo XXIV. 6



2p 3

conseguenza 2C|=|2vy|(1). Ley; , appartenendo a spazi S, _ ;, sono curve
canoniche di genere p. Fissando sopra una C;” ™ ?, curva sezione di W3’ ~*, p—1
punti generici, e considerando sulle singole F2# — 2 che contengono la detta C;* ~*

(e formano un fascio) l'unica y;”~* passante per tali punti (nonché, di conse-
guenza, pei rimanenti p — 1 che coi primi formano un gruppo canonico di C;* ™ %),

luogo di queste co® curve y & una superficie ®*#—2, a curve sezioni canoniche

(le stesse y) e come tale di generi uno, variabile sopra W;’~* in un sistema
lineare oco?—*, percid digrado 2 p — 6 e a intersezioni variabili di genere p — 2,
come & detto nell’enunciato.

Questo risultato pud essere tuttavia meglio precisato, come tosto vedremo,
nonché ulteriormente sviluppato, determinando i diversi casi delle varieta in

parola, cioé i valori singoli di p (pochissimi) per cui tali varietdh W;? ~* effettiva-
mente esistono. Alcune di queste varietd, o loro casi particolari, sono stati gia
incontrati da GODEAUX o da me in altri lavori. In pari tempo troveremo le rap-
presentazioni di queste varietd (tutte razionali, all’infuori di una) sullo spazio
S;, e quindi i tipi birazionalmente distinti, finora non noti, di sistemi lineari
semplici di superficie di genere zero e bigenere uno, a curva bicanonica di ordine
zero (po == py =0, Psg=1).
Tale ¢ lo scopo del presente lavoro.

.’LP—Z

2. Nelle ipotesi fatte & implicito ritenere p = 4 (per p = 3 la varietd W;
sarebbe uno spazio S; quadruplo (2)). Supponiamo anzi pel momento p= 3,

—2

e inoltre che il sistema lineare |®| su W;?™” sia «semplice », tale cio& che il

* non porti di conseguenza

passaggio di una ® per un punto generico di W3~
il passaggio di essa per altri punti variabili col primo. Il sistema | ® | rappresen-

\ . —_6 . . oy ® —_—
terd allora nel consueto senso una varieta M;P di S,_,, riferibile a W;P *,

con superficie sezioni di generi uno, immagini delle ®, e curve sezioni canoniche
di genere p — 2 (inspazi S, _ ;) (3). Il caso p = 4, nel quale il sistema | @ | appar-

tiene a una involuzione di coppie di punti su W;?~?, verrd trattato a parte

(1) ENRIQUES, Introduszione alla geometria sopra le superficie algebriche, «Mem. Soc. Ital.
delle Scienze (detta dei XL) » (3), to. X (1896), n. 39; Sopra le superficie algebriche di bigenere uno,
Ibid., to. XIV (1906), n. 4.

(2) Non S; doppio, come sembra che intenda GODEAUX, loc. cit., n. 3.

(3) Allo studio di queste varietd, del tipo (scrivendo # in luogo di p — 2) M:P ~?%in
Sp+ 1 con curve sezioni canoniche di genere , sono dedicati alcuni miei lavori recenti (Scrits
matematici offerti a Luigi Berzolari, Pavia, Tipografia Rossetti, 1936, pp. 329-349; « Rend.
R. Accad. dei Lincei », ser. 68, vol. 23, 1° sem. 1936, p. 813, «Memorie R. Acc. d’Italia », Classe di
Scienze fis. mat. e nat., vol. VIII (1936), n. 2, p. 23 sgg.). I risultati di questi lavori troveranno
pertanto qui ripetuta applicazione: il primo e Pultimo dei tre, citati di frequente, verranno
designati rispettivamente colla sola indicazione Scritti Berzolari e «Mem. Accad. Italia ».



al n. 10; mentre al n. 11 verra stabilito che se p=> g5 il sistema |®| non pud
appartenere a una involuzione. Nella stessa ipotesi p = 5 & da escludere che il
sistema |® | appartenga a una congruenza di linee, perché sopra Wi’ ~* il si-
stema lineare caratteristico delle ® ha dimensione p — 2 e si compone di curve
di ordine 2 p — 2; queste ultime curve potrebbero dunque essere composte sol-
tanto con coniche o rette, ipotesi incompatibili coll’essere le ® di generi uno.
Percid, colla riserva della dimostrazione che verrd data al n. 11, la trattazione
che qui segue fino a tutto il n. 9 esaurisce i casi per cui p = 3.

Poiche sopra ogni F2#—2, sezione iperpiana di W2?—2, ¢ (come gii osser-
vato) |2C|=|2y|, e pertanto i sistemi lineari |2 F| e | 2®| segano sulle F
curve equivalenti, GODEAUX ne deduce (senza perd trarne conseguenze ulteriori)
che sopra W;*~* &altresi |2F|=|2®/|. Cid ¢ vero tuttavia soltanto a meno di
superficie fondamentali del sistema | F | (1); superficie fondamentali che sulla varieta
W3#~?* avente le F come sezioni iperpiane sono punti multipli (mentre su M2»— 6
saranno vere e proprie superficie). Poich¢ | F| e |®| sono rispettivamente di
gradi2zp—2e2p—6,¢ei sistemi doppi |2F|e|2®| di gradi 8(2p—2) e
8(2p —6), la differenza di questi ultimi numeri, cio¢ 32, fornira la somma
delle multiplicitd di quei punti multipli di Wi?™?(2). D’altra parte su M}’ ¢
le superficie f immagini delle F sono pur esse di ordine 2 — 2 e quelle imma-
gini delle 2 F di ordine 4p—4, mentre le 2¢, immagini delle 2®, percid
intersezioni con quadriche, sono di ordine 2 (2p —6). La differenza di questi
ultimi due caratteri, cio¢ 8, sara quindi 'ordine complessivo delle superficie di
M:*~¢ immagini dei punti multipli considerati su Wi’ ~*; superficie fonda-
mentali per il sistema |f|, come anche per | 2f| (sicche¢ | 2f| =|2¢| 4+ queste
superficie). '

D’altra parte sommando alle 2 @ queste stesse superficie non si deve alte-
rarne il genere: invero le f (al pari delle F) sono superficie regolari di genere zero
con intersezioni di genere p; le @ (al pari delle ®) sono regolari di generi uno con
intersezioni di genere p — 2; percid le 2f e le 29 sono entrambe regolari di
genere p. Le dette superficie fondamentali di |f| contenute in M}’ —¢ devono
dunque essere incontrate dalle 2 ¢, cioé dalle quadriche di S,_, , secondo curve
di genere zero; il che & possibile soltanto se esse sono piani (3), naturalmente in
numero di offo (tale dovendo essere 1'ordine loro complessivo).

(1) SEVERI, Osservaziont varie di geometria sopra una superficie algebrica e sopra una varietd
«Atti R. Ist. Veneto », to. LXV, parte 2* (1905-06), p. 635.
(2) Sopra W;P —?* il sistema | 27| & segato dalla totalith delle quadriche; e pertanto | 2® |

sard segato dalle quadriche passanti per i punti multipli di W;i’ —3 sopra considerati.

(3) Supposte tali superficie di ordine 7 (= 1) con curve sezioni di genere = (= 0), le loro inter-
sezioni con quadriche saranno di genere 2w 4 7 — I; percid, se quest’ultimo genere ¢ nullo,
satA 7 =1, ©==0,



Sopra M,’ =% la differenza 2f — 2@ & costituita da otto piani, fondamentali

per | 2f|; sopra Wi ™72 la differenza corvispondente 2 F —2® ¢ costituita da

otto punti quadrupli (di multiplicita %2 = 4), immagint di quet piani (1). La

varieta Wi ™% a superficie sezioni di gencre zero e bigenere uno ha dunque 8 punti
quadrupli; e questo fatto di una Wy vincolata soltanto ad avere superficie sezioni
di un tipo determinato, e che ha di conseguenza certi punti multipli isolati, & senza
2p—=—6 o
5 e

dubbio particolarmente notevole. Ciascuno degli 8 piani suindicati di M

* in modo che

alle coniche segate su quel piano dalle quadriche, cioé¢ dalle superficie 2¢,

riferito all’intorno del corrispondente punto quadruplo di Wi/~

corrispondono in questo intorno le sezioni con superficie 2®, cioé con qua-

2

driche che vi passano semplicemente. 7 coni tangenti a W,' ™ negli 8 punti

quadrupli sono percid coni di spazi S¢, protettanti superficie di Veronese.

Due degli 8 piani di M;? ~* non possono avere a comune una retta, percheé
essi costituirebbero insieme una quadrica di S;, e questa sommata a una super-
ficie 2 ¢ ne aumenterebbe il genere. Possono tuttavia avere o anche non avere
a comune un (solo) punto, il quale, quando vi sia, sara doppio per M3’ ~°. Nei
due casi, la retta congiungente i corrispondenti punti quadrupli di W;* ™" stara
o rispettivamente non stard su W3’ *; tali coppie di punti si diranno (per
brevitd) rispettivamente congiunti e non congiunti. Proiettando W3 ~* da uno
dei suoi punti quadrupli, le proiezioni degli altri punti quadrupli saranno per la
varieta proiezione ancora quadrupli oppure tripli, secondo che sono non congiunti
oppure congiunti al primo. Ripetendo l'operazione due o piti volte, la multi-
plicita dei punti inizialmente quadrupli e congiunti a £ fra i centri di proiezione
si ridurrd a 4—=£%.

Ci limiteremo a considerare il caso che pud dirsi «generale », nel quale le
coppie di piani (fra gli 8) eventualmente incidenti s’incontrino in punti tutti

(1) Alle superficie 2 segate su M;f’ —¢ dalla totalith delle quadriche dello spazio am-
biente Sp—: corrispondono sulla W;f’ —2 di Sy le superficie 2@ segate dalle quadriche di
quest’ultimo spazio passanti per gli 8 punti quadrupli di W;P 2, e cid & confermato dal com-
puto dei parametri da cui dipendono tali intersezioni. Le quadriche di Sy—: dipendono da

F—1nE+2 ?
2

parametri; per M3/~ ¢ passano (

(Z—1)(2+2)

2

; 4) linearmente indipendenti fra esse; percid

il sistema |2¢ | ha dimensione

—~(‘1’ :4) = §p — 11.D’altra parte in Sy le qua-
(2 +3)
2

@—1(—6)
2
indipendenti (tante quante, in Sp—2, per la curva sezione C;P—z) . Ne segue che su W;f”z

driche dipendono da parametri indipendenti; e per W;" ~? ne passano

il sistema lineare di superficie segato dalla totalith delle quadriche, ciot |2 F |, ha dimensione

2@+3) (-1 (@—=06)
2

2

= 5 $ — 3: numero che differisce appunto da 5% — 11 di 8 unita.



distinti (1). Ammetteremo pure che nella configurazione degli 8 piani ciascuno
di questi si comporti in egual modo rispetto all’insieme dei rimanenti; in par-
ticolare che ciascuno incontri (e quindi anche non incontri) uno stesso numero
dei rimanenti. Osserviamo inoltre che la M3’ ~ ¢ non pud essere una co* di super-
ficie cubiche ¢3, contenute negli S; di una co* razionale normale (2). Invero le
superficie £, di genere zero e bigenere uno, segherebbero le {3 secondo cubiche
piane, e conterrebbero di conseguenza un fascio di cubiche (ellittiche). Il sistema
aggiunto a questo fascio non dovrebbe avere colle dette cubiche intersezioni va-
riabili; dovrebbe dunque risultare costituito da componenti parziali, elhttlche,
di almeno due cubiche distinte; il che non & possibile.

Per p =73, la varieta W2?—2 sarebbe una W? di S;, la quale da 2 dei
suoi punti quadrupli, anche s¢ congiunti, si proietterebbe in uno spazio S; sem-
plice e con 6 punti almeno doppi; questo caso non & dunque possibile. E pos-
sibile invece il caso p =6 (W di S, M¢ di S;), soltanto perd cogli 8 punti
quadrupli tutti congiunti a 2 a 2; la proiezione di W da 3 di questi punti ¢&

allora un S, semplice. Studiamo ora questa W di S¢ e la corrispondente M di S, .

3. Varieta Wi’ di Sg e M§ di S5. — Per p =6 la varieta M}?—°¢ diS,_, &
una M di S, a curve sezioni canoniche di genere 4, percid intersezione di una qua-
drica e di una forma cubica di S;. La detta quadrica non sard un cono; non
cono di 2% specie, perché la Mj sarebbe una co* di superficie cubiche, contra-
riamente a un’osservazione precedente; non cono di 1% specie, perché gli 8 piani
che devono stare su M passerebbero tutti per il vertice, quindi per uno stesso
punto, il che si esclude pure facilmente (3). Rappresentando dunque la detta
quadrica di S, nel modo consueto, sul sistema cot delle rette di une spazio S;,
la nostra M; avrd come immagine, nella geometria della retta di questo S,, un
complesso cubico I', contenente, in corrispondenza agli 8 piani a due a due inci-
denti, 8 stelle di rette (o, dualmente, piani rigati). Si tratta percid del complesso
delle rette generatrici delle quadriche di una rete, della quale i centri delle 8 stelle
sono i punti basi: invero per 7 arbitrari di questi 8 punti passa certo una rete R

(1) Se per un punto diM;P —¢ passassero tre o pit fra gli 8 piani in parola, questo punto

avrebbe per M2~ ¢ multiplicitd = 3.

(2) Vedii due miei lavori citati: Scrét#i Berzolari, n. 2; «Mem. Acc. d’Italia », n. 2.

(3) Indipendentemente dall’aver supposto fin da principio che gli 8 piani della M;P"é
si incontrino in punti tutti distinti, nel caso presente gli 8 piani non possono stare in uno
stesso Sy, perché la Mg di Ss, se irriducibile, non pud avere a comune con questo S, otto
piani. Se non stanno in un S, la forma cubica sopra considerata avrebbe anch’essa nel vertice
del cono quadrico un punto doppio, con cono quadrico tangente; e questo secondo cono quadrico
incontrerebbe la Mg in un cono a 2 dimensioni di ordine 12 contenente gli 8 piani come parti,
ipotesi inammisibile.



di quadriche, i cui regoli di ambo i sistemi sono tutti contenuti nel complesso I
(che con ciascuno di essi ha gid a comune 7 rette), e pertanto I' coincidera col
complesso delle rette generatrici delle quadriche di R, e conterrd pure la stella
col centro nel rimanente (ottavo) punto base. Le rette del complesso I' sono
altresi quelle che congiungono le coppie di punti reciproci rispetto a tutte le
quadriche della rete R, nonché quelle sulle quali queste quadriche segnano
soltanto le co* coppie di un’involuzione.

Questa Mg con 8 piani contiene appunto un sistema lineare cof di superficie
J° di genere zero e bigenere uno. Consideriamo infatti entro la rete R uno qual-
siasi ¢ degli co* fasci; per questo fascio passano (in S;) oco? reti di quadriche,
una delle quali ¢ R . Le generatrici delle quadriche del fascio formano una con-
gruenza (2,6) — la congruenza delle corde della quartica base — contenuta, in
corrispondenza alle dette co? reti, in altrettanti complessi cubici, dello stesso
tipo di I'; e questi incontrano ulteriormente I' secondo coé congruenze (7,3).

Queste congruenze hanno appunto per immagini su Mg un sistema lineare ocof
di superficie f* di genere zero e bigenere uno, come richiesto (I); mentre le
congruenze (2,6) corrispondenti agli co* fasci 6 entro R hanno per immagini
superficie £ di genere aritmetico — I, appartenenti a una congruenza del 1° ordine
di coniche, e incontrantisi a 2 a 2 in coppie di tali coniche. Le f® su M; sono
residue di queste §® rispetto a forme cubiche (2).

La M & razionale, poiché i suoi 8 piani sono superficie unisecanti della
detta congruenza di coniche.

Il sistema lineare | £*° | su M§ rappresenta una W}° di S¢ con 8 punti quadru-

pli, immagini dei piani contenuti in M ; contenente inoltre le 28 rette congiun-
genti tali 8 punti a due a due, e toccata lungo ognuna di queste rette da un S;

fisso. Da due qualunque A , B degli 8 punti 4* la W,° si proietta in una forma
cubica di S, con 6 punti doppi (3); gli intorni di A, B vi hanno per immagini
due rigate cubiche di sistemi opposti, colla retta traccia dell’S; tangente fisso
lungo AB quale comune direttrice rettilinea, e incontrantisi percid ulteriormente
in una quartica che ha questa direttrice come corda. Da 3 degli stessi 8 punti

(1) FANO, Nuove ricerche sulle congruenze di rette del 3° ordine... «Memorie R. Accad. di
Torino », ser. I1, to. L (1901), § 14; Superficie algebriche di genere zero e bigenere uno, « Rend. Circolo
Matem. di Palermo », 29 (1910), p. 98. Queste oo6 congruenze (7,3) sono quelle delle « rette prin-
cipali » (Hauptstrahlen, secondo TH. REYE) dei sistemi lineari co3 di quadriche contenenti la
rete R, ciot delle rette contenute ciascuna in oot quadriche (anziché in una sola) del sistema oco3.

(2) Le superficie £8 non possono segarsi su M;’ con quadriche, perché la congruenza (2,6)
delle corde di una quartica ellittica, base di un fascio di quadriche, non sta in un complesso qua-
dratico.

(3) C. SEGRE, Swlle varieta cubiche dello spazio a 4 dimensioni, <Mem. R. Accad. Torino »,
(2) to. 39, 1887, p. 3; CASTELNUOVO, Sogra una congruenza del 3° ordine e 6® classe..., « Atti R. Ist.
Veneto » (6), to. V, 1887.



la WS° si proietta biunivocamente sullo spazio S, ; gli intorni di questi 3 punti
hanno per immagini quadriche passanti per le proiezioni degli altri 5, e incontran-
tisi a coppie secondo cubiche che passano pure tutte per questi 5 punti, pili
una retta, corda di ogni singola cubica nonche secante semplice delle altre due.
11 sistema lineare | F*°| delle sezioni iperpiane di W;° si proietta nel sistema
somma degli co3 piani e delle anzidette 3 quadriche, cioé nel sistema delle super-
ficie di 7° ordine (K7) passanti doppiamente per le 3 cubiche anzidette e sempli-
cemente per le loro corde pure testé menzionate (rette eccezionali delle K7).
L’insieme delle 3 quadriche & I'unica superficie di 6° ordine biaggiunta alle K7 (1).

Di qui si trae pure la rappresentazione su S, della M di S con 8 piani: alle
superficie @6 sue sezioni iperpiane corrispondono in S, superficie F+ passanti per
e 3 cubiche sghembe anzidette, e aventi come punti doppi i loro 5 punti comuni
(@il che equivale complessivamente a 29 condizioni).

La W.° di S¢ suindicata fu da me gia incontrata nel 1910 (2). Considerando
le quadriche inviluppo di S; come punti di uno spazio S,, le coppie di punti e i
punti doppi di questo stesso spazio, come particolari inviluppi, costituiscono
in S, una varietd g’ e una y;, quest’ultima quadrupla per la precedente (e con
sezioni iperpiane immagini del sistema lineare oco? delle quadriche-luogo di S;).
La W}° coi suoi 8 punti quadrupli & la sezione rispett. di pi° e di g con un Sg
generico di S,.

La stessa W,° si & pure presentata a GODEAUX alla fine (n. 13) di un suo la-
voro del 1930, come varietd immagine delle co3 coppie di punti reciproci rispetto
a tutte le quadriche della rete R (coppie le cui congiungenti sono le rette del
complesso cubico I') (3). Piui diffusamente & ivi studiata una varietd V;°, caso
particolare della W3°, corrispondente all’ipotesi che le quadriche della rete R
abbiano un comune tetraedro autopolare. Assunto questo come tetraedro fon-
damentale per le coordinate, le quadriche di questa speciale rete potranno rap-

4
presentarsi con equazioni 2 a; xi2 = 0, colle a; legate da una relazione lineare
T

(1) Ciascuna delle tre quadriche incontra le K7 secondo due delle cubiche basi, doppie per
le K7, e due delle rette eccezionali suindicate. Quando una K7 contiene come parte una delle 3 qua-
driche, la parte residua (di ordine 5) incontra questa quadrica nelle due cubiche basi in essa con-
tenute, pilt una quartica con punto doppio nella 6* intersezione colla terza cubica (6%, oltre i
5 punti comuni a tutte 3 le cubiche). Questo sistema oos di quartiche sulla quadrica rappresenta
una superficie di Veronese, quale & appunto 'intorno di ciascuno dei punti quadrupli di W;o-

(2) Nota cit. dei « Rend. Circolo Matem. di Palermo », 29, n. 14.

(3) Sur une variété algébrigue représentant les couples de points inverses de l’espace, « Bull.
Acad. Belgique, Classe des Sciences » (§), to. XVI, 1930, p. 9o7. Le superficie Fx e @ di W;ﬂ
(e percid le fro e ¢f di Mi) hanno per immagini i due sistemi di superficie di 4° ordine indicati
da GODEAUX a p. 921 con | Fo|, | F,|, e che appartengono all’involuzione di punti reciproci
sopra indicata. Questi ultimi due sistemi sono pertanto in corrispondenza (2,I) coi primi.



alla quale (se le @; vi compaiono tutte effettivamente, vale a dire se le dette qua-

driche non sono tutte coni) pud darsi la forma 3 a =o0. Bra esse vi
sono sei coppie di piani uscenti rispettivamente dai 6 spigoli del tetraedro.
Gli 8 punti basi della rete hanno allora coordinate x; = =+ 1; e le coppie

di punti reciproci rispetto alla rete sono legati dalle relazioni x;= —.

Ai

Il complesso cubico I' contiene in tal caso anche le 4 stelle aventi i centri nei
vertici del tetraedro autopolare, e le 3 congruenze lineari aventi per direttrici
le sue coppie di spigoli opposti. A queste corrispondono sia sopra Mg , sia sopra
Vi°, 4 piani e 3 quadriche; sopra VI° queste superficie costituiscono insieme

una sezione iperpiana (I).

4. Varieta W3* di S; e M3 di S¢. — Sia ora p = 7; si tratti percid di una MY
di S¢ a curve sezioni canoniche di genere 5, intersezione completa di 3 quadriche,

e contenente (come richiesto) 8 piani; riferibile inoltre a una W3* di S, con 8 punti

P o . . . . . . . . . 8
quadrupli, immagini dei piani anzidetti. Gli 8 piani su M; non potranno essere
tutti incidenti a due a due: se cosi fosse, vi sarebbero in uno stesso piano 7 punti

doppi di M? , € il sistema lineare co3 residuo di questo piano rispetto alle ¢? sc-

zioni di M, anziché essere omaloidico (2), sarebbe di grado 2, a intersezioni varia-
bili ellittiche; apparterebbe percid a un’involuzione, il che non pud avvenire (3).
Su Wi* ciascuno degli 8 punti quadrupli sard pertanto non congiunto a uno
.almeno dei rimanenti; e da una coppia di punti cosi fatta W si proietterd in
una pi di S, con 6 punti (proiezioni degli altri punti 4% di W;") almeno doppi.
Di qui si trae che questi punti sono precisamente doppi (4), ¢ perciod su M; cia-
scuno degli 8 piani ne incontra precisamente 6 altri, e non incontra il rimanente.
In altri termini, gli 8 piani possono ripartirsi in 4 coppie aa’, #8°, yy', 83", per
modo che due qualunque di essi si incontrino, oppure non si incontrino, secondo

(1) Ciascuna retta delle 4 stelle e delle 3 congruenze lineari suindicate appartiene infatti a
oo' quadriche tra le oo® aventi il dato tetraedro autopolare; tali rette sono dunque complessi-
vamente immagini dei punti di una particolare f10. Le stesse congruenze lineari sono varieta
basi di tre fasci di complessi lineari, che, con una corrispondenza trilineare fra essi, generano
il particolare complesso cubico I' di cui ora si tratta (S. JUNSKI, «Sitzungsber. der Akad.
d. Wiss. zu Wien, Math. naturw. Kl.», vol. 122 (1913), p. 1659).

(2) FANO, Scritti Berzolari, n. 4.
(3) FANO, lavoro cit. delle «Memorie Accad. d’Italia», n. 8.

(4) La p.: appartenente a S non pud avere, evidentemente, punti tripli. Potrebbe avere un
punto quadruplo, € essere cono; in tal caso vi sarebbero su W;’ tre fra gli 8 punti quadrupli
mutuamente non congiunti, e anzi (poiche 8 non & multiplo di 3) 4 fra essi pure mutuamente
non congiunti; la p.;‘ sarebbe allora cono di 2% specie, co! di piani, e W32 conterrebbe un

fascio di superficie cubiche, il che si & gid escluso.



che appartengono a coppie diverse oppure a una stessa coppia. D’altra parte,
ogni qualvolta 3 di questi piani sono a due a due incidenti, come p.es. «,f8,y,
le loro mutue intersezioni af , ay , By determinano un nuovo piano incidente a
questi 3 secondo rette; percid contenuto pur esso in tutte le quadriche passanti
per M}, nonché in M; stessa, varietd base di questo sistema di quadriche. Si
hanno cosi su M} dei nuovi piani, in pitt degli 8. Per il punto a8 ad es. vengono
a passare nuovi piani incidenti secondo rette rispettivamente alle terne «fy ,
ofy’, afd , «Pd’, e tutti contenuti nello spazio S,=a«f. Se perd questi piani
o anche solo 3 di essi fossero distinti, essi determinerebbero con «,f un cono
quadrico di S, di vertice «f, contenuto in tutte le quadriche passanti per M,
nonché in M stessa; e questa si spezzerebbe. Dobbiamo percid concludere che
quei 4 piani coincidono a due a due; p. es. quelli incidenti secondo rette alle
terne By, ofd, e cosi gli altri due (1). Avremo cioé un unico piano incidente
secondo rette ai 4 piani «,B,y,d (e cosi per a,f,y",d"); e queste 4 rette
saranno lati di un quadrilatero completo, coi vertici nei 6 punti «f, ey, «+-,v8.
Di questi nuovi piani ne avremo in tutto offo, ciascuno incidente secondo rette
a 4 dei primi, e precisamente alle quaderne:

aBy3  afyd By opYS
alﬁlY)Sl a'ﬁ,Ya a’BY’S “Ipysl

Complessivamente, questi nuovi otto piani, che designeremo colle parentesi
(«xByd), -+ -, formano una configurazione identica a quella dei primi; ciascuno &
incidente (in un solo punto) a tutti gli altri, tranne uno: quell’'uno il cui simbolo
sta col primo nella medesima colonna. Una Mf di S4 vincolata a contenere una con-
figurazione di 8 piani come qui richiesto ne contiene dunque di conseguenza una
seconda del medesimo tipo; e la relazione fra le due & reciproca. Ciascun piano di
una delle 2 configurazioni ne incontra in rette 4 dell’altra e in un punto 6 della
propria; rette e punti che sono lati e vertici di un quadrilatero cotnpleto; e non
incontra affatto i 5 piani rimanenti. I 16 piani costituiscono l'intersezione com-
pleta delle M} con una quadrica di S: infatti, mentre per M} passano (precisa-
mente) co? quadriche di S¢, gli 8 piani di una stessa configurazione si incontrano a

coppie in (2) — 4 = 24 punti, per i quali passano co3 quadriche; e queste ultime

contengono di conseguenza tutti i piani di entrambe le configurazioni. In questo
sistema lineare oco3 di quadriche sono contenute 4 coppic di spazi S;: per esempio
lo spazio S; dei due piani sghembi « e («' B’ ¥’ 8’) contiene anche i piani f', ¥/, ¥,

(1) Non pud uno stesso piano incontrare in rette ad es. i quattro piani e«,B,y,¥Y,
perché y e ¥’ avrebbero allora un punto comune, contrariamente alle ipotesi. Potrebbe bensi

uno stesso piano incontrare in rette o ,f,y,d’, ma lo scambio di 8 e & & tuttora ammissibile, e
quest’ipotesi non ¢ percio diversa da quella sopra adottata.
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incontranti il primo in un punto e il secondo in una retta, e i piani («fy’d"),
(@B’ yd") , (af’y’ ) incontranti in una retta il primo e in un punto il secondo;
esso forma coppia collo spazio S; dei piani sghembi o' e («fy3), che contiene
a sua volta i rimanenti 6 piani. Le altre 3 coppie di S, si hanno permutando le
lettere «, 3,7y, d; e i 16 piani sono le intersezioni, nei vari modi, di queste coppie
di S;. L’intera configurazione & trasformata in s¢ dal gruppo delle omografie
di Ss che scambiano comunque gli 8 iperpiani (S,) suindicati, conservandone
tuttavia la distribuzione in 4 coppie; omografie in numero di 8-6.4.2 = 384.
Fra queste, 16 = %ﬂ' lasciano fisse tutte 4 le anzidette coppie di iperpiani,
limitandosi (salvo l'identita) a scambiare i due iperpiani di una o pilt coppie;
si hanno cosi 15 omografie involutorie, ottenibili come prodotti di quelle 4 che
scambiano i due S; di una sola coppia. Queste ultime sono omologie armoniche
aventi il centro nel punto comune agli S; delle altre 3 coppie, e come spazio di
omologia I’S; polare di questo punto rispetto alla quarta coppia, il quale & pure
S, polare dello stesso punto rispetto a tutte le co3 quadriche passanti per i 16
piani di M} . Queste 15 involuzioni mutano pertanto in s& ogni quadrica del
detto sistema co3, e cosi anche la M;, che & base di una rete di quadriche entro
questo sistema co3.

E noto (1) che una M§ di S¢ a curve sezioni canoniche (non luogo di oot
superficie cubiche) e contenente un piano si proietta univocamente da questo
piano su S; in modo che alle sue sezioni iperpiane corrispondono superficie di
4° ordine ¢+, passanti per una curva ¥, contenuta in una superficie cubica {3 ;
quest’ultima superficie & immagine a sua volta del piano asse di proiezione. Nel
caso presente, proiettando ad es. dal piano (afy8), cio¢ dal piano che incontra in
rette «,B,y,9:

i piani «,B, Yy, 8 si proiettano in 4 punti, vertici di un tetraedro ABCD ;

i 6 piani della seconda configurazione incidenti a («fyd) si proiettano
negli spigoli del detto tetraedro;

i piani o, p",y", 98", nelle facce di questo tetraedro;

il piano («'B'y’3"), in un certo piano ¢. Lo spazio S dei due piani sghembi
(aBy3) , (' B'y’'8") incontra ulteriormente M; in una rigata ellittica R con due
cubiche direttrici nei piani anzidetti; questa R® ha per immagine una cubica §
nel piano .

La superficie ¢35, immagine del piano (xByd) asse di proiezione, ha i punti
A, B,C,D come doppi, e passa per la cubica §; le ¢+ hanno gli stessi 4 punti
doppi, e contengono pure i 6 spigoli del tetraedro ABCD, nonché la cubica
3, appoggiata a questi spigoli (il che equivale complessivamente a 28 condizioni).
In altri termini, la curva % relativa alla M pit generale con piano (v. sopra)
si & ora spezzata nell’insieme della cubica 3 e dei 6 spigoli del tetraedro ABCD.

(1) FANO, Scritti Berzolari, n. 4.
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Viceversa, ogni sistema lineare di ¢* soddisfacente alle condizioni suindicate
rappresenta una M; di S¢ contenente 16 piani; con che & dimostrata U'effettiva
esistenza di una M; cosi fatta.

Esiste pure la corrispondente W;* di S, con 8 punti quadrupli; e anche di
essa l’esistenza & provata dal sistema lineare rappresentativo su S; (1). Consi-
derando in M; il sistema | 29 | doppio delle sezioni iperpiane, rappresentato
su S; da | 2 §# | ; aggiungendovi gli 8 piani della prima configurazione, rappresen-
tati dalle facce e dai vertici del tetraedro ABCD; e dividendo infine per 2
quest’ultimo sistema somma, troviamo come sistema rappresentativo delle se-
zioni iperpiane di W;*, e quindi del sistema | £ | su Mj , il sistema delle super-
ficie di 6° ordine &S passanti doppiamente per gli spigoli del tetraedro ABCD
e semplicemente per la cubica &: superficie appunto di genere zero e bigenere

uno. Ai piani della seconda configurazione corrispondono su W;* superficie di

3° ordine con 4 punti doppi in altrettanti fra i punti 4?% di W;* stessa.

Operando analogamente a partire da | 29%| e | 24|, ma cogli 8 piani della
seconda configurazione, otteniamo su Mf un nuovo sistema lineare analogo a
| f2], rappresentato in S; dal sistema delle superficie anche di 6° ordine aventi
in A, B,C, D punti tripli, la cubica § come doppia, e passanti semplicemente
per gli spigoli del tetraedro ABCD, con piani tangenti fissi lungo di essi. Anche
queste nuove superficie #¢ sono di genere zero e bigenere uno (di un tipo forse
non mai incontrato finora); non ammettono quadriche aggiunte, ma hanno una
biaggiunta di 4° ordine composta di {3 e del piano o. Il loro sistema rappre-
senta di nuovo una W;* di S,.

E ovvio che i due sistemi lineari co3 |£| e | 7| devono essere birazional-
mente equivalenti, e devono potersi scambiare con una involuzione Cremo-
niana, immagine di una delle 15 omografie involutorie dianzi considerate in S¢
e su M}, e che dovra in pari tempo mutare in s& stesso il sistema lineare |{¢].

Per es. la trasformazione immagine dell’omografia involutoria (unica) su M; che
scambia i due piani (xBy8) e « dovra scambiare i sistemi omaloidici residui
rispetto a | ¢+ | della superficie cubica {3, immagine del piano («8y3), e del punto
A immagine di «. Ai piani dell’uno spazio (residui di {3) corrispondono pertanto
le superficie di 4° ovdine aventi in A un punto triplo, punti doppi in B,C, D,
passanti per la cubica d, e aventi inoltre piani tangenti fissi lungo gli spigoli
del tetraedro ABCD (2). Le generatrici del cono che da A proietta la cubica

(1) Mentre Desistenza di una W;l’ —2 di Sp a superficie sezioni di genere zero e bigenere
uno porta di conseguenza (n. 1, e se p > 4) quella della corrispondente M;‘o_6 di Sp—1 a
curve-sezioni canoniche e contenente 8 piani, non & finora dimostrata, in generale, la propo-
sizione inversa. Stabilita 1’esistenza di unaM;/’ —6 con 8 piani, quella della W;P_z va dedotta
caso per caso.

(2) Per gli spigoli AB,AC,AD quest’ultima condizione & conseguenza delle precedenti.



3 sono rette fondamentali della trasformazione, e corrispondono ai punti di §.
Alle superficie di 6° ordine passanti doppiamente per gli spigoli del tetraedro
ABCD), percio con A triplo, e passanti semplicemente per la cubica §, percio
incontranti le generatrici del detto cono in 2 punti variabili, corrispondono super-
ficie anche di 6° ordine con A triplo, e passanti doppiamente per §.

. . o 9. . PO . 8 . . .
Questi sistemni lineari rappresentativi di M; e di W;” sono contenuti (o equi-
valenti ad altri contenuti) in quelli pitt ampi che incontreremo al n. 8.

5. Passiamo ora a esaminare 1 casi di p > 7; e vediamo anzitutto se sia
ancora possibile che sulla varieta M}’ ¢ di S, tre degli 8 piani, che indiche-
remo con a, , &, , &, siano mutuamente incidenti (sempre in punti distinti). Il
piano 7 di questi tre punti incontrerd ancora i precedenti in rette; apparterra

2p—6
3

quindi a tutte le quadriche passanti per M , e percid anche alla M ™°

(ancora come piano in piu degli 8 gia previsti, non potendo due di questi 8 incon-
trarsi in una retta). Supponiamo anzi, per maggiore generalitd, .che questo

piano w incontri in rette un numero £==3 di piani fra i primi 8 (come al

n. prec., per £ = 4); rette lati di un £-latero completo, i cui ) vertici saranno

intersezioni degli stessi 4 piani a due a due, e punti doppi di M}’ ~°(1). D’altra

. . . . . —f
parte un iperpiano generico per w incontra ulteriormente M;’ ™" in una super-
ficie avente a comune con 7 una cubica piana 3 passante per tutti i punti doppi

. b — 6 . . . . . .
di M;?~° contenuti in =. Da cid possiamo trarre le conclusioni seguenti:
1° I certamente £ =4, quindi 4= 3 oppure &= 4, poiché in caso

diverso il piano w conterebbe almeno (Z)= 10 punti doppi, non appartenenti

a una cubica.
20 Nel caso £ = 3 ¢ da escludere che il piano w incontri anche in un

solo punto un piano ulteriore fra gli § gia previsti su M}’ ~°. Tale punto non
potrebbe stare infatti né fuori delle tre rette ma, , wo, , 7aty , perche l'insieme di

queste € in w una particolare cubica 8§ (v. sopra), la quale non passerebbe (come
dovrebbe) per questo nuovo punto doppio di M}’ ~¢; e nemmeno potrebbe stare
su una, per esempio ma, di quelle rette, perche sul cono quadrico (I'; di S,) ivi
tangente a M’ ~° il nuovo piano apparterrebbe al sistema di «,, quindi al
sistema opposto di r, e dovrebbe percid incontrare = in una retta. Considerando
pertanto, sulla varieta W}’ ™* di S, immagine di M~ ¢, la superficie & che
dovrebbe corrispondere al piano m, si trovano per essa caratteri contradditori,
che portano a escludere l'ipotesi £ = 3. La & dovrebbe infatti passare per i tre

(1) 11 piano = non potra essere doppio per M;P"é, perche le curve sezioni generiche di

questa varietd, essendo canoniche, non possono avere punti doppi.



punti A,,A,, A;, quadrupli per W, immagini dei piani «,;,®,, 3, € non per
gli altri 5 punti analoghi; e vi avrebbe punti doppi, con coni tangenti immagini
delle rette a, 7, ®, ™, a; 7 (1). Alle cos coniche segate su © dalle quadriche di
Sy — 1, cioé dalle superficie 2¢ di M;:? ¢ corrisponderebbero su € le intersezioni
colle superficie 2@, cio¢ colle quadriche di S, passanti (solamente) per gli 8
punti 47 di W3"7? | dei quali 3 soli su £ e doppi per questa. Questo sistema
di curve dovrebbe essere di grado 4; e allora, indicato con # l'ordine di E, si
avrebbe 4 = 47— 3-2, quindi per z un valore non intero.
30 E invece ammissibile I'ipotesi 2= 4; nel qual caso per I'ordine #
della € alla relazione precedente va sostituita l'altra 4 =4#z-—4-2, da cui
= 3; e al piano ® corrisponderebbe su W3”~* una superficie cubica con 4
punti doppi (come gid al n. 4). Perd l'insieme di = e dei 4 piani ch’esso
incontra in rette, insieme certo contenuto in un Sg¢, non deve allora stare
in un iperpiano (S,_,), poiché la curva intersezione di = colla superficie
" residua sarebbe di ordine > 3. Sara dunque p— 1 =6, p = 7; troviamo cioé
i soli casi gid esaminati in precedenza, in particolare per £ = 4 quello del n. 4.

Pertanto, se p = 7, & escluso che tre degli otto piani esistenti su M ~ © si incon-
trino tutti a due a due. Se due di essi sono entrambi incidenti a un terzo, quest:
due non potranno incontrarsi. Analogamente, su W3 7*  tre degli 8 punti 4
non potranno essere tutti congiunti a due a due.

E pure escluso d’ora in avanti che sulla M;’ ~¢ uno degli 8 piani, e sia «, ne
incontri altri tre §,v,8 in punti B,C, D allineati. Invero, se cosi fosse, la M;”_(’
lungo questa retta BCD, contenente 3 suoi punti doppi, avrebbe uno spazio
S, tangente fisso, contenente o e contenuto negli spazi S, dei coni quadrici ad
essa tangenti nei punti doppi B,C,D. Tale S; incontrerebbe i piani §,y,38
(mutuamente sghembi, perchée tutti incidenti ad «) secondo rette anche sghembe,
giacenti su una superficie di 2° ordine. E le quadriche di S,_, passanti
per M2’ ¢, nonché M:?~¢ stessa loro variethy base, conterrebbero di conse-
guenza quest’ultima superficie, e quindi (contenendo pure «) 'intero S; anzidetto;

sicché questo S; sarebbe parte di M2*~°.

6. Sia dunque ora p > 7. Supposto che ciascuno degli 8 piani della confi-
gurazione incontri un certo numero x fra gli altri, e percio non incontri i rima-
nenti 7 —x, segue da quanto detto or ora che gli anzidetti x saranno sempre,

a due a due, non incidenti; percid x — 1 = 7 — x, da cui x = 4 . Nei casi ancora
da esaminarsi, ogni piano fra gli 8 sara incidente a non pil di 4 altri.

Sia precisamente x = 4. Considerati due qualunque degli 8 piani fra loro
incidenti, fra i rimanenti ve ne saranno ancora 3 incidenti al primo, 3 incidenti al

(1) Cid segue immediatamente dalla rappresentazione nota del piano a; (ad esempio) sul cono
quartico (proiettante una superficie di Veronese) tangente a W;f’ ~* nel punto 4p'° corrispondente.



secondo, nessuno a entrambi. Inoltre i tre piani incidenti al primo non potranno
incontrarsi fra loro a due a due; e cosi dicasi degli altri tre, incidenti al secondo.
Complessivamente gli otto piani saranno distribuiti in 2 quaderne, tali che due
piani di una stessa quaderna (per esempio il primo, e i tre ultimi, incidenti al
secondo) non saranno mai incidenti, mentre invece piani di quaderne diverse
sempre si incontreranno.

Gli 8 piani stanno pertanto tutti in uno spazio 2 di dimensione = 8, deter-
minato da 3 fra essi di una stessa quaderna (poiche tale spazio contiene eviden-
temente tutti i piani dell’altra quaderna, e per conseguenza anche il piano ulte-

riore della prima quaderna). Dico anzi che questo sistema di 8 piani e la stessa

—6

varieta M3’ in parola devono appartenere allo spazio Sg, sicché sara

p—1=28, p=9. Invero la varieta W}’ ™" di S, immagine di M;’™° avra in
questo caso due quaderne di punti quadrupli, tali che due punti di una stessa

quaderna sono sempre a due a due non congiunti; percid da 3 punti di una tale

quaderna essa si proietterd in una W3’ 7' di S,_, ancora con un punto qua-
druplo, il che richiede 2p — 14 =4, p =9. D’altra parte lo spazio % non puo
nemmeno essere (o stare in) un iperpiano dello spazio ambiente S, _;. Invero, se
lo spazio S; di due piani «, p della stessa quaderna incontra M;f_(' in una super-
ficie residua, questa superficie, contenendo gia nei piani dell’altra quaderna (tutti
incidenti a a e B) 4 rette con tracce su «, § indipendenti, dovra incontrare sia o
che B almeno in una conica: complessivamente dunque lintersezione residua
della M3* ¢ coll’iperpiano in parola avrebbe sia in « che in B almeno 3 coniche, il
che non & possibile. In caso diverso, la superficie intersezione residua di M}’ ™
con un iperpiano generico passante per i due piani sghembi «, 8, dovendo insieme
con questi due piani, da essa incontrati in cubiche ellittiche, formare una super-
ficie di genere uno, avrebbe genere aritmetico — 1. Se vi fosse un iperpiano, fra
questi, contenente anche un ulteriore piano di M}’ ~¢ non incontrante né «
né B (come appunto si & supposto), la superficie residua di questi tre avrebbe
genere < — 1, e sarebbe quindi riferibile a una rigata di genere > 1; il che &
incompatibile col contenere curve ellittiche.

7. Varieta Wi di Sy e M2 di Sg. — Nell'ipotesi x = 4 sard dunque p = 9;
e la varieth M?? ¢ & percid una M}* di Sg. Al n. 12 della mia Memoria « Scrstts
Berzolari» ho appunto incontrata una M;* di Sg, non contenente in generale
piani, intersezione di una quadrica colla V; «di C. SEGRE », rappresentante le
coppie non ordinate dei punti di due piani (1). Questa V| contiene due sistemi
oo? di piani, generabili proiettivamente, tali che due di questi piani sono inci-

(1) C. SEGRE, Sulle varieti che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi, « Rend.
Circolo Matem. di Palermo», 5 (1891), p. 192, n. 3 e sg.; Le rappresentazioni reali delle forme
complesse e gli enti iperalgebrici, «Mathem. Annalen », 40 (1891), p. 413, nn. 5-6.



denti o no secondo che appartengono a sistemi opposti oppure allo stesso sistema;
e la M;*, che ho pure chiamata «di C. SEGRE», ha in questi piani due congruenze
del 1° ordine di coniche. Poich¢ le quadriche di Sg sono oo , e la detta V§ sta
su sole co? fra esse (tante quante sono le quadriche di S, per 6 punti generici),
questa V§ conterrd co’s varietdh M,® del tipo generale da me considerato nella
Memoria citata; e si pud quindi obbligare la quadrica segante M;*, e per conse-
guenza la M}* stessa, a contenere 4 piani arbitrari di V§ di un medesimo sistema
(il che richiede al pit1 6.4 = 24 condizioni distinte), e poi ancora 4 piani arbi-
trari dell’altro sistema (il che implica per ciascuno di questi, gia incidente ai
primi 4, soltanto 2 condizioni ulteriori) (1). Si ottengono cosi delle M;* conte-
nenti 8 piani, ripartiti in 2 quaderne, precisamente come qui occorre. Dico ora,
viceversa, che le M;* di Sg qui cercate sono tutte ottenibili come testé¢ indicato.
Invero ogni M;” del tipo richiesto ¢ incontrata ulteriormente dagli iperpiani
passanti per uno qualunque « dei suoi piani in un sistema ocos di superficie, a
intersezioni razionali, e di grado 3 (come facilmente si calcola); essa si proietta
percid da quel piano in una V; di S, co* razionale normale di piani, sulla quale
il piano stesso ha per immagine una superficie §5 di DEL PEZZ0 a sezioni ellitti-
che (2), intersezione di Vj con una quadrica passante per uno qualunque dei suoi
oot piani. Le co? rette direttrici di V} sono pertanto immagini di una congruenza
del 1° ordine di coniche su M;*; coniche unisecanti il piano «, noncheé gli altri
tre B, v, d della stessa quaderna. E i piani di queste co? coniche formano appunto
una V7§, generabile ad esempio colle 3 forme proiettive oco* di spazi S¢ che dagli
spazi S;=af}, ay, By proiettano il piano punteggiato 3.

Analogamente, I'altra quaderna di piani contenuta in M;* conduce a una
seconda congruenza di coniche, i cui piani stanno parimente sulla stessa V.
I piani «, B, ¥y, d appartengono a questo secondo sistema.

Questa particolare M;*, contenente 8 piani, ¢ evidentemente razionale,
contenendo congruenze del 1° ordine di coniche con piani unisecanti.

Entro ciascuno dei due sistemi di co? piani contenuti in V5, i 4 piani appar-
tenenti a M;* sono basi di un fascio di V;, anche queste co* razionali normali di
piani, con co* coniche direttrici nei piani dell’altro sistema. Queste co* V3, sia
dell'uno che dell’altro sistema, sono segate da M;" (ossia da una quadrica pas-
sante per M} e non per V3), all’infuori dei 4 piani base, in uno stesso fascio di

(1) Si riconosce anzi facilmente che ogni quadrica contenente 4 piani di Vi di uno dei due
sistemi ne contiene di conseguenza anche 4 (variabili) dell’altro sistema: nello stesso modo come
una quadrica di S; passante per due generatrici di un’altra quadrica appartenenti a uno stesso
sistema di questa ne contiene anche due del sistema opposto.

(2) Swlle superficie dell’nsimo ordine . ... « Rend. Circolo Matem. di Palermo», vol. I
(1884-87), p. 241.



superficie ¢* di DEL PEZZ0 di 22 specie (1), coi 2 fasci di coniche contenuti rispet-
tivamente nelle 2 congruenze diM;’. Le residue di queste {¥ rispetto alle inter-
sezioni di-M;j* con quadriche costituiscono un sistema lineare co?'di superficie
776, a curve sezioni di genere 9, normali, non speciali, aventi i piani di V§ di ambo
i sistemi come 4 secanti, e gli 8 piani contenuti in M;* come fondamentali. Indi-
cando ancora con @' le superficie sezioni iperpiane di M;*, tra queste varie super-

ficie contenute nella M;* passano le relazioni di equivalenza:

S 4§ = 209 = 28 4 8 piani (2)

e quindi anche:

S ={® 4 8 piani , 2f1 = 20" 4 8 piani

. . . . .. . 6 . .
Sulle £ il sistema lineare co® delle sezioni iperpiane Cy di S, , normali non

speciali, e il sistema lineare caratteristico, anche co e composto di C}° apparte-
nenti a Sg, quindi canoniche, sono mutuamente aggiunti. Tali #*¢ sono dunque
superficie regolari di genere zero e bigenere uno, e conducono a rappresentare
la M;” sopra una Wi di S,, con 8 punti quadrupli, immagini dei piani di M}’ .
Le cot sezioni iperpiane di W|° passanti per questi 8 punti quadrupli sono im-
magini del fascio di ¢& su M;*.

Poiche i punti quadrupli di W} si ripartiscono in due quaderne tali che due
di una stessa quaderna o di quaderne diverse sono sempre non congiunti, o
rispettivamente congiunti, la W} da 6 di questi punti, 3 per ciascuna quaderna,
si proietta univocamente su uno spazio S;. I 6 centri di proiezione hanno per
immagini sei piani, ripartiti in due terne o triedri; gli ulteriori punti quadrupli di
W€ si proiettano nei vertici rispett. del secondo e primo triedro. Alle sezioni iper-
piane di W} corrispondono in S, le superficie di 7° ordine del sistema somma degli’
oo3 piani e dei due triedri anzidetti; vale a dire Je superficie di 7° ordine k pas-
santt doppiamente per i 6 spigoli dei due triedri (e aventi per conseguenza punti
tripli nei vertici di questi). Esse sono superficie regolari di genere zero e bigenere
uno; non hanno aggiunte di 3° ordine (per le quali si richiederebbero. 20 condi-
zioni), mentre l'insieme dei due triedri ne costituisce 'unica biaggiunta di 6°
ordine. Questa incontra le &7 nelle sole loro linee multiple, pil le g rette mutue
intersezioni dei piani dei due triedri, che sono rette eccezionali delle k7. Per il
sistema | k7 | sono fondamentali i 6 piani e i vertici dei due triedri (nei quali
vertici le k7 hanno cono tangente fisso).

(1) Mem. cit., « Rend. Palermo », vol. I, § IX,
(2) Quest’ultima relazione segue dal fatto che su VZ due Vg di sistema opposto ne costi-
tuiscono insieme P’intersezione con una quadrica; percid gli 8 piani e una {8 contata 2 volte

possono segarsi su Vi con 2 quadriche, dunque suM;* con una quadrica.



Raddoppiando il sistema anzidetto di superficie del 7° ordine, togliendone
i 6 piani e i 2 vertici dei due triedri, e dividendo per 2 il sistema cosi ottenuto,

si ha il sistema lineare rappresentante la M, di S, dianzi considerata; sistema
composto delle superficie del 4° ordine passanti (semplicemente) per ¢ 6 spigols
det due triedri anzidetti, e aventi per conseguenza i vertici di questi-due triedri
come punti doppi (il che equivale in tutto a 26 condizioni).

Ritornando per un momento alla V;° di S; di GODEAUX qui considerata
nell’'ultimo capoverso del n. 3 e contenente 4 piani e 3 quadriche, e prendendo su
di essa il sistema di superficie somma delle sezioni iperpiane e di queste qua-

driche, si ha la rappresentazione di una V) di S, (di cui la V}° del n. 3 & proie-

zione dai punti doppi immagini delle 3 quadriche), caso particolare della V}°

con 8 punti quadrupli testé studiata. Essa ¢ ampiamente studiata nella Nota

stessa di GODEAUX gia citata al n. 3, ed ¢ pur essa immagine della varieta co3 delle

coppie dell'involuzione x; == — in S;; i due sistemi lineari di superficie di4°ordine
P

1
(tutte trasformate in sé dalla detta involuzione) ivi indicati con (2) e (3) a p. 908,
di gradi rispettivamente 32 e 24, sono immagini dei sistemi | f*¢ | e | 2 | di W}°
(e con essi in corrispondenza (2,1)). La particolarita di V;G rispetto alla nostra
Wi piti generale consiste nell’avere 3 punti doppi, e una sezione iperpiana com-

posta di 4 superficie di Veronese (che si proiettano nei 4 piani di V;°).

8. Varieta W2 di S;3 e M% di Sy2. — Negli altri casi possibili di varieta
M;*~€di S,_, a curve sezioni canoniche di genere p — 2 e contenenti 8 piani
come qui richiesto, ciascuno degli 8 piani dovra incontrarne non pil di tre altri.
Esisteranno allora certo tre piani fra gli 8 a due a due sghembi: se ciascun piano
ne incontra altri tre, saranno sempre mutuamente sghembi i tre piani incidenti a
uno stesso; se ciascun piano ne incontra meno di tre, per ogni coppia di piani‘
non incidenti ve ne sard almeno un terzo sghembo a entrambi. Inoltre fissati
3 piani mutuamente sghembi, ciascuno di questi sard incidente a non pil di 3
fra gli altri 5; si avranno cosi 3.3 = 9 intersezioni al pili, ripartite fra questi
5 piani, sicché uno almeno dei 5 conterrd non pitt di una sola fra tali interse-
zioni. Corrispondentemente, sulla varieth Wi’ 7* di S, tre fra gli 8 punti qua-
drupli saranno a 2 a 2 non congiunti, e un quarto sara congiunto a non piil
di uno dei primi. Da questi 4 punti la W;?™* si proiettera in una varieta di
ordine << 2p-—2 — 15 = 2 p — 17 appartenente allo spazio S,_,; sicché sara
p—4=02p—17)+3-—1, ossia p=1I.

Consideriamo ora sulla M:# ¢ due piani «, &’ non incidenti. Un iperpiano

. . . . . —6 .
generico passante per « (ad esempio) incontrerd ulteriormente M;’™° in una
superficie razionale avente a comune con « una cubica ellittica 8. Quando questo

iperpiano, variando, viene a passare per o, pud avvenire che dalla detta super-

SociETA DEI XL. Serie 38, Tomo XXIV. 8
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ficie si stacchi una parte fissa contenuta nello spazio S;=wa «' e incontrante o«
(e analogamente o) secondo una linea parte della cubica & (retta o conica), e
pud darsi che cido non avvenga.

Verificandosi la prima ipotesi, questa superficie dello spazio S;=aa
‘sara sopra M;? ¢ una superficie isolata, anzi a curve sezioni che saranno isolate
sulle @*#—¢ sezioni iperpiane di M}’ ~° e percid razionali; sara quindi una super-
ficie rigata (non superficie di Veronese, che non contiene né rette, né¢ coniche in
piani non incidenti quali a «’). Sard anche superficie normale, avendo come
residue rispetto alle sezioni iperpiane superficie generalmente irriducibili; percio
di ordine =4. (La M;* di Sg studiata al n. 7 & appunto incontrata ulterior-
mente dallo spazio S; di due piani sghembi secondo una rigata R+ con coniche
direttrici nei detti piani).

Invece nella seconda ipotesi un iperpiano generico passante per «, o’ incon-
trer ulteriormente M3’ ™ in una superficie { avente a comune con «, o cubiche
ellittiche, percio di genere aritmetico — 1, riferibile a una rigata ellittica; e il
sistema di queste superficie ¢ (sistema almeno cot, poiché p =11, e lo spazio
ambiente & percid almeno un S,,) apparterrd a una congruenza di linee razio-
nali, e precisamente di coniche (1). Le ¢ saranno dunque oo* ellittiche di coniche,
con cubiche direttrici nei 2 piani a, «'. Ogni altro piano = contenuto in M’ ~*
sard incontrato dall’iperpiano di una ¢ generica e quindi dalla ¢ stessa in una
retta, la quale, come linea razionale su una {, non potrd essere che parte di una
conica della detta congruenza. Di pili questa retta, entro =, potra variare sol-
tanto in un fascio, perché soltanto cot coniche della congruenza potranno spez-
zarsi. Se ® non incontrasse né o né o, cio richiederebbe che per il centro P di
quel fascio passasse una retta incidente a a, o, 7 in punti tutti distinti, conte-
nuta quindi nello spazio Sy =« o e in tutte le § ; e percid non parte di coniche
della congruenza. Le parti residue delle co® coniche di cui le rette del fascio
P (=) sono componenti sarebbero allora rette fra loro distinte, tutte incontranti
« e o, costituenti percid una rigata entro lo spazio o', contrariamente all’ipo-
tesi fatta.

Pertanto: Se esistono su Mi* ~° due piani o, o« non incidents e tali che il
loro spazio S non incontri ulteriormente M ~° in una superficie, non potra esi-
Stere per questa varietd alcun piano non incontrante né o né o« . Ogni piano ulte-

riore di M2?~ ¢ dovrd incontrare uno almeno di questi due.

(1) Non rette, percht la varieta M;P =% non pud contenere una congruenza di rette (FANO,
«Mem. Accad. Italia », n. 2). E se le linee razionali suindicate sono di ordine £ > 1, sulla superficie
F2p—6 sezione iperpiana generica di M;P —6 il sistema lineare segato dalle ¢ apparterrd, esso e
la sua serie caratteristica, a un’involuzione di ordine 4. Poiché questa serie (come si calcola facil-

mente) ¢ di ordine 2 — 14 e di dimensione p — 8 (& serie di gruppi canonici, ma incompleta),

dovra essere A< 2::%814’ e quindi (poiché p=11) £ = 2.
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D’altra parte, esclusi i casi precedenti, ciascun piano di M}” ~° deve incon-
trarne non pitt di 3 altri: percid nell’ipotesi anzidetta, che cioé lo spazio « o’ non

. . . —6
incontri ulteriormente la M;?

in una supecrficie, fra i rimanenti 6 piani (oltre
a, &) tre incontreranno « senza incontrarsi fra loro a 2 a 2, e indichiamoli con
B,y ,8; e gli altri tre B, v, 8 saranno incidenti a «’ e non fra loro. Ne segue
ancora che B, ad esempio, dovra incontrare due dei tre piani p',y’, 8", per
esempio questi ultimi due; e analogamente per gli altfi. Saranno pertanto inci-
denti tutte esoltanto le coppie di piani designati con lettere distinte, una con
apice e l'altra senza.

Gli spazi S; = BB, vy', 8 sono analoghi a ae’, e non incontrano la M}’ ~*
fuori dei due piani indicati. Invece ciascuno degli spazi S;= «f3 e analoghi
(determinati da coppie di piani entrambi senza apice, o entrambi con apice)
Vincontra ulteriormente in una superficie fissa, che si riconosce facilmente essere
una quadrica. Per gli spazi «ff ey’ 8" ad esempio si ha una stessa quadrica, conte-
nente il quadrangolo semplice sghembo di vertici consecutivi ay’, vy B, p3", 8 «;
e queste quadriche sono percid 6 in tutto (I).

I quattro piani «,f8,y,8 a due a due non incidenti stanno certo in uno
spazio S;,, che contiene pure gli altri 4 piani o, B’,¥', 8 e le 6 quadriche anzi-
dette; complessivamente dunque una superficie di ordine 20, a curve sezioni
(come si calcola facilmente) di genere 11. Essendo l'ordine 20 eguale (anziché
superiore) a 2- 11 — 2, questa superficie puo essere sezione iperpiana di M}’ -,
perd sezione completa, non parte di sezione iperpiana (2); la dimensione p — 1
dello spazio ambiente & dunque = 12, ossia p = 13. Se p = 13, la corrispondente
W;?7*di S, con 8 punti quadrupli & una W}* di S,;, la quale dai detti punti qua-
drupli (dato il modo in cui a due a due sono congiunti o non congiunti) si proietta
in una W di S; contenente 8 piani, immagini dei punti quadrupli: ciascuno di
questi piani ne incontra in rette altri tre (immagini con esso di coppie di punti
congiunti), altri quattro in un solo punto, e non incontra affatto il piano rima-

nente. Questa Wi di S, ¢ la varietd base di un particolare fascio di quadriche
di S,, ed & rappresentata in S; dal sistema lineare cos delle quadriche circoscritte
a un tetraedro, le cui facce e vertici sono immagini degli 8 piani contenuti in

W3 (3). Esiste pertanto una W2+ di S, del tipo richiesto, rappresentata su S, dal
sistema lineare oo's di tutte le superficie di 69 ordine passanti doppiamente per gli

(1) Fra le coniche della congruenza considerata di sopra e appoggiate ai piani «,«’, ve ne
sono oo! spezzate in una retta del fascio di centro o’ entro B e in una retta ulteriore, natural-
mente incidente ad o; queste rette ulteriori sono le generatrici della quadrica testé incontrata
appartenenti al sistema delle 2 congiungenti ay’,y'p ; «8,8 B. Queste stesse congiungenti,
unite invece alle rette del fascio di centro of’ nel piano «, formano coniche riducibili della
congruenza analoga relativa ai piani $,p’.

(2) FANO, «Memorie Accad. d’Italia», n. 3.

(3) Nella geometria della retta di S;, questa W'; ¢ 'immagine di un complesso tetraedrale.
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spigoli di um tetraedro (sistema somma del sistema di quadriche anzidetto e delle

facce e vertici del tetraedro base). £ la corrispondente M’ di S,, & rappreseniata
dal sistema oo** delle superficie di 4° ordine passanti semplicemente per gl spigoli
dello stesso tetraedro (e aventi per conseguenza punti doppi nei vertici di que-
sto) (1). Gli spigoli del tetraedro sono immagini delle 6 quadriche contenute in
M;7’; le stelle di rette che hanno per centri i vertici del tetraedro sono imma-
gini delle congruenze di coniche appoggiate alle coppie di piani aa’, fp’,-++; la
la particolare F+ composta delle 4 facce del tetraedro & immagine della sezione

iperpiana di M;° (incontrata poc’anzi) composta degli 8 piani e 6 quadriche.

Non esistono invece analoghe varieta W2~ 2 di S, (e corrispondenti M3~ °

diS,_,) per p =11, 12. Invero la W}’ ~* dovrebbe proiettarsi da 4 suoi punti
4" a due a due non congiunti nel primo caso in una W} appartenente a S,

. . 6 . . . . . .
che non esiste; nel secondo caso in una W; di Sg, co! razionale normale di piani,
sulla quale 1 4 centri di proiezione dovrebbero avere per immagini superficie di
Veronese, pure inesistenti.

9. Dimostriamo ora che, all'infuori dei casi gia considerati, non esistono
altre M}’ 7¢ di S,_, contenenti 8 piani, o rispettivamente W3’~> di S; con 8
punti quadrupli, come richiesto.

Vediamo anzitutto se siano possibili altri casi in cui ciascuno degli 8 piani
di M}’ incontri (come al n. prec.) 3 dei rimanenti. Indicando di nuovo con a
un piano qualunque fra gli 8, con B',y",d i tre incidenti a questo e percid fra
loro mutuamente sghembi, se vi & un piano ulteriore &’ della configurazione non
incidente a nessuno di questi ultimi tre, questo (non incontrando nemmeno «)
sard incidente ai tre rimanenti B, vy, d; e si riconosce allora facilmente che si

ritorna alla Mj° (p = 13) del n. prec.
Supponiamo ora invece — riferendoci per comodita agli 8 punti quadrupli

di W;?7?, che indicheremo coi numeri 1, 2,- .+ 8 — che a uno di questi, p. es. al
punto I, siano congiuntii tre 3, 5, 7; ¢ che ciascuno dei rimanenti quattro
(2, 4, 6, 8) sia congiunto a uno almeno fra i detti tre (3, 5, 7). Da ciascuno dei
punti 3, 5, 7 esciranno due di queste congiungenti, tutte distinte (devono essere
tre, compresa quella diretta al punto 1); e si pud supporre senza scapito di ge-
neralitd che 2 sia congiunto al solo 3,4a3e5,6a35e7, 8 alsolo 7. Saranno
inoltre congiunte le coppie 4 ¢ 8, 8 e 2,2 e 6.

Proiettando W3’ * dai detti 8 punti, gli intorni di essi (superficie di Vero-"
nese, ciascuna delle quali viene proiettata da tre suoi punti generici) danno piani;

(1) Il sistema lineare oo™z (di grado 24, genere 13) che queste superficie del 4° ordine segano
su una delle precedenti F6 & considerato da L. GODEAUX al n. 2 della Nota: Recherches sur les sur-
Saces algébriques de genres zéro et de bigenre un, 11, « Bull. de ’Acad. Royale de Belgique, Classe
des Sciences », 1926, p. 892.
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e punti congiunti danno (come al numero precedente) piani incontrantisi in una

retta (immagine dello spazio S; tangente a W3’ ™* lungo quella congiungente).
Da cio si trae facilmente che gli 8 piani ottenuti sulla varietad proiezione stanno
in uno spazio S;, nonch¢ su co? quadriche di questo spazio (alle quali essi impon-
gono complessivamente 18 condizioni); e che queste quadriche non sono tutti
coni (1). Su una generica di queste quadriche, contenente due sistemi distinti
di piani, piani aventi a comune una retta devono appartenere a sistemi opposti;
e al medesimo sistema piani che ne incontrano uno stesso in rette. Dovrebbero
percio appartenere a uno stesso sistema per esempio i piani (immagini dei punti)
1, 4, 6, e all’altro sistema i piani 3, §, 7; il che & incompatibile col fatto che per
esempio 8 deve incontrare in rette sia 4 che 7 (e cosi 2, sia 3 che 6).

L’ipotesi fatta da principio sulle mutue congiungenti dei punti 1, 2,---,
ossia sulla esistenza di un caso ulteriore in cui ciascun piano della M;”"‘G ne in-
contri altri tre, rimane dunque esclusa; e, all’infuori dei casi gia dianzi incon-
trati, restano possibili soltanto quelli eventuali in cui ciascuno degli 8 piani
incontri non pitt di due dei rimanenti. Inoltre dall’analisi fatta al n. prec.
risulta che in ogni caso ulteriore lo spazio S; di due piani sghembi (fra

2 [
3

. . 6 e . . e
gli 8) contenuti nella M dovra incontrare ulteriormente questa varietad in
una superficie rigata R, almeno una quadrica, con direttrici negli stessi due piani

(Vipotesi contraria risultando esaurita dalla discussione precedente). Infine,

se ogni piano della M;*~*

ne incontra soltanto 2 altri, o meno ancora, la proie-
zione della corrispondente W;* ™% di S, dagli 8 punti quadrupli sarda una W,
di ordine inferiore a 2 p — 2 per almeno 4.8 — 8 = 24 unitd, quindi di or-
dine << 2p — 26, in 5,_3; percio p — 8 = 2 p — 24, ossia p = 16.

Scelto ad arbitrio un piano « fra gli 8, ve ne saranno fra questi almeno g
che non incontrano il primo; 3 qualunque dei 5 stanno con « in uno spazio X di
dimensione = 11, contenente per di pilt le rigate R dei 3 spazi S; che « determina
con questi stessi 3 piani. D’altra parte lo spazio 2 & ancora contenuto in infiniti

iperpiani dello spazio ambiente S, _ , : e le superficie residue di « rispetto alle se-

zioni iperpiane di M;# ~° devono incontrare a stesso in cubiche . Per gli iperpiani
passanti per % queste cubiche devono contenere come parti le direttrici in «
delle 3 rigate R; queste direttrici saranno per conseguenza rettilinee; le R saranno
quadriche; e le cubiche §, per questi iperpiani, risulteranno cosi gia esaurite.

. 2ph— 6 . . . . .
Proiettando M;’ ~° dal piano « su uno spazio S,_, (proiezione certo uni-
voca (2)), al piano « corrispondera sulla varieta proiezione una superficie ¢ rap-

(1) In caso diverso, il vertice o rispettivamente la retta asse del cono generico del sistema
dovrebbe appartenere alla varieta base di questo sistema, composta solamente degli 8 piani.
Anche l'ipotesi che questa base sia, o comprenda una parte di dimensione 3 (e ordine = 3) si esclude
facilmente.

(2) FANO, «Memoria Accad, d'Italia», n. 8.
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presentata dal sistema lineare delle cubiche 8 (1), e luogo delle tracce degli S,

tangenti a M3* ¢ nei singoli punti di «. Alle rette intersezioni di « colle quadriche
R (quadriche contenute in spazi S, passanti per «) corrispondono anche rette
di ¢. E le rette del piano « alle quali corrispondono rette di ¢, in forza della
nota rappresentazione di ¢ su « mediante il sistema lineare di cubiche |§|, non
possono essere che congiungenti di coppie di punti basi di | § | stesso (e precisa-
mente di coppie non mai allineate con un terzo punto base). Sono dunque com-

plessivamente almeno 5 rette (‘n corrispondenza ai 5 piani di Mi‘”"’é non incon-
tranti &), ciascuna congiungente 2 e non pilt di 2 punti basi di | 8], tali inoltre
che 3 qualunque fra esse costituiscono insieme una §, e contengono percid com-
plessivamente tutti i punti base del sistema. Cid premesso, i punti base del si-
stema | 3 | saranno almeno 4 (2), perché se no non darebbero luogo, come occorre,
a almeno 35 congiungenti distinte. E nemmeno possono essere 4, perche se no fra
le 5 congiungenti occorrenti vi sarebbero le rette che uniscono certi 3 dei 4 a
due a due, e questa terna non contiene l'ulteriore punto base. Infine con 5 o
pill punti base & pure impossibile trovare 5 congiungenti tali che 3 gualungue di
esse contengano complessivamente tutti quei punti. Invero ciascun punto base
deve appartenere a due almeno delle 5 rette: se no quest’unica retta sarebbe
parte necessaria di ogni terna, contrariamente a quanto precede. Né per uno
stesso punto base possono passare tre delle rette, perché questa terna conterrebbe
4 soli punti basi. Occorre dunque che per ogni punto base passino precisamente
due delle rette, cioé che queste siano lati di un z-gono semplice, con #z =35
(eventualmente di due z-goni, ciascuno con #=4); ed & allora manifesta-
mente impossibile che 3 qualunque fra esse contengano tutti i vertici.

Resta cosi esaurita la dimostrazione che ci eravamo proposta al principio
del presente numero.

10. Caso p = 4; varieta Wg di S4. — Rimangono ancora da esaminare il
caso p = 4, nel quale la varieta M}’ ~¢ di S, —: € uno spazio S; doppio; e gli altri
casi eventuali in cui p > 4 e il sistema lineare | ® |, finora semplice e rappresen-
tativo della M ~¢, appartiene, come per p = 4, a un’involuzione.

Per p =4 1la W77 di S, & una W; di S, con superficie sezioni Fé di S, di
genere zero e bigenere uno, passanti doppiamente per gli spigoli di un tetraedro.
La W ha pertanto 6 piani doppi, intersezioni di 4 spazi S; a due a due, e passanti
percid tutti per uno stesso punto. Assunto quest’ultimo punto come punto fon-

(1) Superficie di ordine # di uno spazio Sx ; DEL PEZZ0, Mem. cit. « Rend. Palermo », vol. 1.
(2) Fra questi sono certo comprese le intersezioni del piano & con quelli fra gli 8 ad esso

incidenti; ma non & escluso vi possano essere altri punti base (sempre doppi per M;P _6)

oltre le dette intersezioni..



damentale [0] del sistema di coordinate, e i 4 spazi S; anzidetti come spazi

x=o0(G=1,2,3,4), lequazione di WS sara del tipo (1):
q 3 po{

Ty 2y | B A 270 fr (B Ty 1) o (e T2 2y 2) |

F (XX Xy, XXX, XX Xy, Xy X2 %) = O

dovef,,f. sono forme di gradi rispettivamente 1 e 2 nelle x, ,+ - -x, , e @, € forma

quadratica nelle espressioni x,x;x,,---, la quale pud supporsi contenente i

soli termini coi quadrati di queste 4 espressioni, comprendendo i termini rima-
. \ 6 .

nenti nel prodotto x, x, z; x, f, . Il punto [0] & 4 per W;; le rette uscenti da esso

[3 . . . . 6 - R .
segano su W; le coppie di una involuzione I, ; e da esso W si proietta in un S,
doppio (p. es. ¥, = 0) con superficie di diramazione:

xxxzx3x4gxrxzx3x4(f§'—f2)_<?2}=o

di ordine 10, composta dei 4 piani tracce degli spazi x;, = o, .-+ x, = 0O e proie-

. . . . 6 . . . . . . 6
zioni dell’intorno di [o] su W;, e di una F¢ proiezione dell'intersezione di W;
collo spazio %, + f; = o0.

Dagli spazi S, passanti per [0] la WS & incontrata secondo Fé anche di genere
zero e bigenere uno, aventi [0] come punto quadruplo, e 6 rette doppie tutte
passanti per questo punto, spigoli di un angolo tetraedro completo. Queste (par-
ticolari) F si proiettano da [0] in piani doppi con curva di diramazione composta
di 4 rette, lati di un quadrilatero, e di una sestica passante doppiamente per i
6 vertici di questo quadrilatero (2).

Sulle Fé sezioni iperpiane generiche di W5 il sistema aggiunto alle curve
piane & segato dalle o3 superficie cubiche § aggiunte, cioé passanti (semplice-
mente) per le 6 rette doppie, spigoli di un tetraedro. Su W , le superficie ®¢ di ge-
nere uno sono pertanto segate dai coni che dal punto [o] proiettano le dette
oo’ superficie cubiche, cioé¢ dai coni cubici passanti per i 6 piani x; = x; = 0
G,k=1,2,3,4;i=F4); coni di equazione:

MOxsx, +Mx 2%, + X 2%, + M2 X%, =0.

Le ®¢ appartengono all’involuzione I, ; non passano in generale per [0], e

si proiettano doppiamente da [o] nelle . Poiche¢ il sistema |&| (nei singoli

(1) GODEAUX, Nota cit. al n. 1, p. 137.

(2) Con una trasformazione quadratica avente i 3 punti fondamentali in altrettanti vertici
del detto quadrilatero, fra i quali 2 vertici opposti, la curva di diramazione suindicata si muta in
una curva complessiva di 8° ordine composta di una sestica con 2 tacnodi e due altri punti doppi,
uno dei quali nell’intersezione delle 2 tangenti tacnodali, e di queste stesse 2 tangenti: caso par-
ticolare dunque — con un punto doppio in pill ~ della curva di diramazione data da ENRIQUES
per il piano doppio pill generale di genere zero e bigenere uno con curva bicanonica di ordine zero.
(lav. cit. delle « Mem. Soc. Ital. delle Scienze (detta dei XL) » (3), to. XIV, 1907, p. 327, n. 10 e sg.).
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iperpiani) & omaloidico, | @ | & digrado due, con intersezioni variabili di 6° ordine
e genere 2; riferibile quindi a un S, doppio (varieta Mi:?~° di S,) con super-
ficie di diramazione di 6° ordine, i piani doppi essendo immagini delle @.

La Wj non & razionale, in quanto ha come caso limite — quando nella sua
equazione manchino i termini contenenti x, — il cono proiettante una Fédi S,
di genere zero e bigenere uno; cono avente bensl tutti i generi nulli, ma non
razionale, tale non essendo la congruenza di 1° ordine delle sue generatrici, e
nemmeno « unirazionale », cio¢ riferibile a un’involuzione dello spazio S;, perche
anche in quest’ultimo caso alle sue generatrici dovrebbe corrispondere in S,
una congruenza del 1° ordine, percio razionale (1).

11. Supponiamo ora, se possibile, che pur con p>>4 il sistema lineare
|® | sulla W;*7~* di S, appartenga a un’involuzione I (di gruppi di 4 punti). Poi-
che il sistema lineare |® | ha dimensione p — 1 e grado 2 — 6, e percio il si-
stema lineare di curve da esso segnato sopra una ® generica ha dimensione p — 2
e serie caratteristica g5;_>¢, potrd essere soltanto 2= 2 (come per p =4),
cioeé 'involuzione I dovra comporsi di coppie di punti.

Per ogni coppia dell'involuzione I, passano oo? —2 superficie F, sezioni iper-
piane di W;?7?; e in corrispondenza alle co’ coppie di I, si troverebbero cosi
oot 1 superficie F. Poicheé fra queste soltanto cof sono distinte, & chiaro che,
cosi facendo, 0 una F generica si avrd co® volte e conterra percid oot coppie di L,
oppure le F cosi ottenute saranno soltanto co? — e ciascuna di queste conterra co?
coppie di I, , apparterra dunque a questa involuzione.

Il primo caso si esclude facilmente. Si consideri infatti, in tal caso, sopra
una F generica una delle oot coppie di I,, e una generica 8 fra le sezioni iperpiane
della stessa F passanti per tale coppia. Sopra tale F le superficie @, appartenenti
alla I,, segnano il sistema totale delle curve aggiunte alle sezioni iperpiane, e
pertanto quella coppia imporrebbe a un gruppo canonico della curva 3 un’unica
condizione, il che non & possibile.

Nel secondo caso alla I, appartengono oo? —* superficie F, sezioni iperpiane
di W3’ il cui sistema indicheremo con £ . Lal,, dovendo mutare su Wi’ ~*
sistemi lineari di superficie in sistemi anche lineari, mutera in sé stesso il minimo
sistema lineare di F contenente X, e anzi ogni singola F di questo sistema lineare.
E poiché questo sistema lineare minimo contenente X non puo essere il sistema
totale co? delle F (superficie non tutte unite), se ne trae che X, sistema oof =
& esso stesso lineare, cio® si compone delle F segate da iperpiani (S, _,) passanti,
per un punto fisso O . E le coppie di I,, dovendo ciascuna di esse presentare una
sola condizione agli iperpiani passanti per O, saranno allineate con O. D’altra

parte le ®, appartenenti tutte alla I, , segano sulle F curve canoniche C;* ™ *: sulle

(1) FANO, « Rend. R. Accad. dei Lincei» (6), vol. 15, 1° sem. 1930, p. 3.



F del sistema X (cioé contenute in iperpiani passanti per O) queste C;” ~* cano-
niche apparterranno pur esse alla I,, e staranno percid su coni ellittici IY—* di
S, — di vertice O, sui quali verranno segate da quadriche (quadriche non passanti
in generale per O, il che mostra che le @ generiche pur esse non passano per O).
Le co* coppie di I, su queste C;” ~* formano involuzioni ellittiche con 2 p — 2
punti doppi (1), costituenti una sezione iperpiana della curva: la sezione coll’iper-
piano (S,—.) polare di O rispetto a una qualsiasi quadrica che seghi la C;*~" sul
cono I'*—1. Variando la C;”™* sopra una stessa @, questa quadrica potra sempre
scegliersi in modo da essere sezione di una medesima quadrica di S, contenente
la detta @, e percio i punti doppi dil, sopra tale @ staranno in uno stesso S, _,
(polare di O rispetto alla detta quadrica contenente @). Infine la superficie di
W3?7* luogo degli co® punti doppi di I, (all’infuori eventualmente di O), essendo
incontrata da ciascuna ® secondo una sezione iperpiana di quest’ultima super-
ficie, sara a sua volta (come per p = 4) una determinata F2#—2 sezione iperpiana
di W3*7* con uno spazio S, _, =A.

Le F del sistema X, segate su W3’ ~* da iperpiani passanti per O, sono incon-
trate a loro volta dagli S, , di questi iperpiani passanti pure per O in curve
Cf,‘b ~* normali, non speciali, appartenenti, esse e le loro serie canoniche, alla I, ;
tali curve sono pertanto iperellittiche, stanno su coni razionali I'* —3 di vertice O,
e hanno per conseguenza O come punto quadruplo. Anche la W;” ™% ha in O un
punto quadruplo (come per p == 4) (2), dal quale si proietta in una W~ * doppia
diS,_, (per p = 4, unS; doppio) a curve sezioni razionali. Su questa W4 7% le F
passanti per O hanno per immagini le sezioni iperpiane (doppie), mentre le @
hanno per immagini superficie doppie di ordine p — 1 a sezioni ellittiche (3).
Sulle C;? ™ * iperellittiche contenute nei coni razionaliI¥—3,2p —2 frai2p + 2
punti doppi della g, cadono nelle intersezioni collo spazio A; gli altri 4 cadranno

nei 4 punti sovrapposti in O. Per conseguenza il cono tangente in O a W3/ ™*

avra le sue generatrici tutte osculatrici a W3’ ™ stessa (come gid per p = 4).
D’altra parte le superficie F (sezioni di W27 ~*) passanti per O, benché di tipo
particolare, sono pur sempre di genere zero e bigenere uno (poiché anche su di
esse il sistema delle sezioni iperpiane e quello delle intersezioni colle ® sono mu-
tuamente aggiunti), e le loro sezioni iperpiane per O hanno egualmente genere p.
Percio sopra tali F, considerato il punto O come curva fondamentale, questa curva

(1) In base alla formola di Zeuthen applicata alla corrispondenza (2, 1) fra la curva
C;f,’ —? ePinvoluzione ellittica di coppie di punti su di essa.

(2) Sulla W;”'—z i due sistemi lineari |2F |, doppio delle sezioni iperpiane, di grado
8(2p—2), e |[2® ], di grado 8(2p — 6), sono segati rispettivamente dalla totalith delle qua-

driche di Sy e dai coni quadrici di vertice O. La differenza fra i due sistemi & ora costituita

dal punto stesso O, contato due volte; il che conduce appunto alla differenza di grado 4.2% == 32
(3) Per p = 4 (n. 10), le superficie cubiche §.
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deve risultare impropria; dovrd dunque comporsi di parti, nessuna delle quali
incontri le sezioni iperpiane per O in pit di un punto: in altri termini O dovra
essere per W3’ ~* punto 4-spaziale. E la superficie di diramazione della W}~
doppia si comporra della F2#—2 sezione di W;”~* coll'iperpiano A (o di una
proiezione di questa), e di 4 piani, tracce degli S; tangenti a W}’ ~* in O.

Per p>41a W73 di S,_, (che per p = 4 era un S; doppio), contenendo i
4 piani suddetti, sard una oo' razionale normale di piani (per p = 5, un cono
quadrico di S,); e su di essa dovra stare la F?#—-2 di diramazione menzionata,
di genere zero e bigenere uno. Poiché questa, sopra W3’ ™7, & sezione iperpiana,
equivalente alla somma delle sezioni iperpiane per O e del punto O stesso, sopra
W! 73 sara equivalente alla somma di una sezione iperpiana contata due volte e
dei 4 piani immagini di O; dovrebbe dunque incontrare gli co® piani di W43
secondo coniche, il che & incompatibile coll’essere di bigenere >> o0 . Pertanto, se
p>4, ¢ escluso che il sistema lineare |®| su W3’ ™" appartenga a un’invo-
luzione.

12. I risultati ottenuti nella presente Memoria possono cosi riassumersi:

Le varieta algebriche a 3 dimensioni W' ™ * di spazi S,, non coni, con super-
ficie sesioni di caratteri p, = py = 0, Pg = 1 (genere zero, bigenere uno, curva
bicanonica di ordine zero) esistono solo quando il genere p delle curve sezioni ha
uno dei valori p =4,6,7,9,13.

Per p = 4, la W di S, ha un punto quadruplo e sei piani doppi passanti
per questo punto, mutue intersezioni di quattro spazi S;; non ¢& razionale, e
nemmeno unirazionale.

Le ulteriori Wit =* di S, suindicate (p =6, 7,9, 13) sono tutte razionals; hanno
otto punti quadrupli isolati, e sono riferibili (valendosi del sistema lineare co?—:
di superficie di generi uno gia costruito da L. GODEAUX) @ varieta M= g S,
a curve sezioni canoniche, contenenti otto piant, immagini dei punti 4" di WP —*,

Inoltre: [ séstemi lineari semplici di superficie dello spazio S; avents genere zero
¢ bigenere uno ¢ curva bicanonica di ovdine zero possono ridursi con una trasforma-
zione Cremoniana a uno dei tre sistemi qui sotto indicati, o a uno contenuto in esst:

1. sistema oo delle superficie di 7° ordine con 3 cubicke sghembe doppie,
tutte passanti per uno stesso gruppo di 5 punti, percio giacenti, a coppie, su qua-
driche (n. 3);

2. sistema oo® delle superficie di 7° ordine passanti doppiamente per i g
spigoli di due triedri (n. 8);

3. Sistema oco's delle superficie di 6° ordine passanti doppiamente per i 6
spigoli di un tetraedro (n. 4, 9).

Le M2*~¢di S, con 8 piani cui sono riferibili le W;’™* anzidette sono
tutte rappresentate su S; da sistemi lineari di superficie del 4° ordine.
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