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GIORNALE
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SUL SISTEMA o* DI RETTE
CONTENUTO

IN UNA QUADRICA DELLO SPAZIO A QUATTRO DIMENSIONI
NOTA

GINO FANO

Le rette dello spazio a quattro dimensioni si possono rappresentare analiti-
camente con dieci coordinate omogenee vu(i, k=1, 2,...5; ry = — ;) legate
da alcune relazioni quadratiche (che si riducono a tre indipendenti) (*). E con-
siderando le r; come coordinate proiettive omogenee di punto in uno spazio Sy,
le ®f rette di S, hanno per immagini in quésto spazio i punti di una varieta a
6 dimensioni del 50 ordine, a curve sezioni ellittiche (?).

Qualunque sistema oo* di rette dello spazio S, avra a sua volta come im-
magine una varieta M, contenuta nella M3 suddetta. In un lavoro recente (%) io

(") Le questioni fondamentali riguardanti la geometria della retta nello spazio
a quattro dimensioni furono trattate dal Sig. Castelnuovo nella Memoria: Ri-
cerche di geometria della retta nello spazio a quattro dimensioni. (Atti Ist. Ven.,
ger. 1I, vol. VII; 1891).

(®) Perché sei complessi lineari di rette hanno in generale 5 elementi a comune
(Castelnuovo, Mem. cit, p. 46), e la rigata di 5° ordine intersezione generale
di 5 complessi lineari é di genere 1 (cid segue pure da quanto é detto nella stessa
Mem. cit., n. 10).

(%) Atti della R. Acc. di Torino, vol. 390; 1904,
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ho studiata quella superficie che & immagine del sistema o? di rette contenuto
in una varieth cubica di S, priva di punti doppi. E in quest’occasione mi sono
pure domandato quale sia la varietd M, immagine del sistema o® di rette con-
tenuto in una quadrica non degenere di S, '

A tale questione viene risposto nella presente Nota.

1. Determiniamo anzitutto I’ ordine di questa M,. Esso sara altresi I’ ordine
della rigata formata da quelle rette della data quadrica Q, che appartengono in
pari tempo a due complessi lineari: in particolare da quelle rette che si appog-
giano a due piani assegnati. Ora questi due piani incontreranno la quadrica @
secondo coniche; e per ogni punto di una di queste coniche passeranno due
rette della quadrica che si appoggiano anche all’altra conica (nelle sue interse-
zioni collo spazio Sy tangente alla quadrica nel punto considerato). La rigata in
discorso verra dunque generata da una corrispondenza (2 ,2) fra quelle coni-
che ; essa sard percid di 8° ordine e di genere 1. La varietda My di cui si tratta
sara pertanto di 80 ordine; e si pud anche affermare che le sue curve sezioni
avranno il genere 1, perché la curva immagine della rigata dianzi considerata
non avrd in generale punti doppi, ossia sard l'intersezione della M, con uno spa-
zio S; non tangente ad essa j sicché il suo genere sara quello stesso della curva
sezione pill generale.

La varietd a tre dimensioni immagine del sistema di rette contenuto in una
quadrica non degenere di Sy & di 8° grdine, a curve seziont ellitiiche.

2. La varieta M8 sopra considerata appartiene allo spazio Sy, ossia il si-
stema o delle rette giacenti sulla data qu'adrica Q (sistema che d’ora in poi
indicheremo brevemente con T') non & contenuto in alcun complesso lineare. In-
fatti lo spazio polare di un punto qualunque di quella quadrica rispetto a un
tale complesso (se uno ve De fosse) non potrebbe essere che lo spazio tangente
alla quadrica in quel medesimo punto; e questi spazi tangenti dovrebbero allora
passare tutti per un medesimo punto — il centro del complesso —, il che non
avviene, — Il sistema I' & perd contenuto in infiniti complessi quadratici; p. e.
in tutti quelli éomposti delle rette di 8, che si appoggiano a una sezione iper-
piana della quadrica Q, come anche nel complesso di tuite le tangenti di questa
qua‘drica. Riservandoci di determinare in seguito (efr. n. 5) la dimensione del
sistema lineare-formato da tutti i complessi quadratici che contengono il sistema
di rette T, ci Jimiteremo qui a osservare che quest'ultimo sistema potra ottenersi
in infiniti modi come intersezione parziale di tre complessi quadratici. Ad es.,
se si indicano con 1, , iy, 45 tre quadriche sezioni di Q con spazi S; presi nel
‘modo pilt generale, i complessi quadratici formatifdalle rette di S, che si appog-
giano rispett. a queste tre superficie avranno a comune :

1.0 il sistema I';

2.0 i tre sistemi o3 formati da quelle rette che si appoggiano a una delle
tre superficie p e alla conica intersezione’ delle due rimanenti (sistemi che hanno
per immagini varietd del 100 ordine);

3.0 le due stelle «® che hanno per centri i due punti comuni alle tre su-
perficie p.



X3 X

3. Il Sig. Enriques ha gid da tempo classificate dal punto di vista pro-
iettivo tutte le varietd a tre dimensioni a curve sezioni iperellittiche, e in par-
ticolare anche ellittiche o razionali, che appartengono a uno spazio qualunque
S, (%). Da questa classificazione risulta che una varietd M8 di S,y a curve sezioni
ellittiche 0 & un cono, oppure & razionale e si pud rappresentare sallo spazio S,
in modo che alle sue sezioni iperpiane corrispondano le o? quadriche di questo
ultimo spazio. Ora la M%; immagine del nostro sistema di rette I' non & certa-
mente un cono, perché se no il sistema I' dovrebbe comporsi di fasci di rette
aventi un elemento a comune. Percid potremo concludere :

La varicta M3; di 8, immagine del sistema di rette contenuto in una qua-
drica non degenere di S, é quella stessa che rappresenta il sistema lineare oo
di tutte le quadriche dello spazio S,.

E potremo anche aggiungere: Il sistema oo® di rette contenuto in una qua-
drica non degenere dello spazio S, é razionale e¢ si pud rappresentare sullo spa-
zio Sy in modo che alle congruenze sue infersezioni cogli ®® complessi_ lineari
corrispondano le quadriche di quest’ wltimo spazio. In questa rappresentazione
alle o* rette dello spazio S, corrisponderanno nel sistema T rigate incontrate da
ogni complesso lineare secondo 2 generatrici, vale a dire rigate quadriche (o
coni quadrici). La proprietad nota che sulla M%; sopra considerata esistono sol-
tanto curve di ordine pari trova la sua conferma nell’altra proprietd, pure nota,
che sopra una quadrica non degenere di S, esistono solamente superficie, e in
particolare superficie rigate, di ordine pari.

4. La rappresentazione suaccennata del sistema di rette I' sullo spazio S; si
pud anche stabilire direttamente, nel modo che ora indicheremo.

Due rette di una quadrica non degenere Q dello spazio S, individuano sem-
pre, secondo che sono sghembe o incidenti, una rigata quadrica o un cono qua-
drico di Q in cui sono entrambe contenute. E tre rette non appartenenti a una
stessa schiera rigata o cono quadrico hanno sempre sopra Q una e una sola se-
cante comune (che pud essere in particolare una di esse). Se si indicano per-
tanto con ¢ le o* schiere rigate e coni quadrici contenuti in Q, e con X le o3
congruenze formate dalle rette di Q che si appoggiano a una retta fissa (pure
contenuta in Q), potremo dire che per due rette di @ passa sempre una € una
sola 7, e per tre rette non appartenenti a una stessa ¢ passa una e una sola X.
Viceversa, due congruenze X hanno a comune una ¢; e tre ¥ generiche hanno
a comune una e una sola retta. Brevemente, le rette della quadrica Q, le rigate
e coni 6, ¢ le congruenze X soddisfanno (senza eccezioni) a tutti i postulati fon-
damentali dei punti, rette e piani nella geometria proiettiva dello spazio S;; e
percio per quel medesimo sistema di enti varra tutta quanta questa geometria.
In particolare si potra riferire proiettivamente il sistema oo® delle rette contenute

() V. la Nota: Sui sistem: lineari di superficie algebriche ad intersezion: variu-
bili iperellittiche; Math. Ann., vol. 46, p. 179 e seg. V. anche due note precedenti
pei Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, ser. 52 vol. 1II ; maggio-giugno 1894.
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nella quadrica Q allo spazio S; di punti; si potrd ciog stabilire fra queste due
varietd oo (e in ! modi diversi) una corrispondenza biunivoca tale che alle
congruenze X corrispondano i piani dello spazio S,, e quindi alle rigate ¢ le
rette di questo spazio. Questa rappresentazione del sistema di rette T' sullo spa-
zio 8, sard appunto quella di cui al n. prec. si era riconosciuta la possibilita ;
perche alle ®° congruenze segate sul sistema I' dai complessi lineari di 8,, le
quali con ogni rigata ¢ hanno due rette a comune, corrisponderanno in S; su-
perficie di 20 ordine, e percid il sistema lineare o® di tutte le qunadriche. ’

Facendo corrispondere a ogni retta della quadrica Q la congruenza I di cui
essa -& direttrice, si ha una corrispondenza che si rappresenta in S; secondo una
reciprocita nulla, Di qui si vede che nella nostra rappresentazione ai coni qua-
drici della quadrica Q corrispondono rettz di un complesso lineare, e a due 7i-
gate quadriche giacenti sopra una medesima superficie di 2° ordine corrispondono
rette coniugate rispetto a questo complesso. La proprietd nota che la geometria
proiettiva di una quadrica non degenere dello spazio S, coincide con quella di
un complesso lineare non speciale di S; trova qui la sua conferma nel fatto che
le rette di quella quadrica possono proprio considerarsi come punti di uno spa-
zio S5, nel quale i coni (e percio i punti) delia stessa quadrica rappresentano le
rette di un complesso lineare (non speciale).

5. Determiniamo ora il numero dei complessi quadratici di rette dello spa-
zio S, che passano per il sistema di rette I

I complessi quadratici di rette dello spazio S, sono in numero di «*° In-
fatti sulla varietd M% di Sy immagine del sistema di tutte le rette di S, questi
complessi saranno rappresentati dalle intersezioni di tale varijetd colle quadriche
del medesimo spazio Sy. Ora le quadriche di 'S, dipendono da 9.‘—2@ = b4 parame-
tri, e fra esse ve ne sono «* che contengono !’ intera varietd M5, sopra nominata (1);
percid il sistema lineare ch’esse segano sopra questa M5; avra ld dimensione
54—-4—1=49. Gli »*? complessi quadratici segheranno poisopra I' un sistema lineare
di congruenze contenente (totalmente) tutte le coppie di congruenze segate dai com-
plessi lineari, e al quale si vede percid immediatamente che nella rappresenta-
zione di T' sullo spazio S; deve corrispondere il sistema lineare di futte le super-
ficie del 40 ordine. Quel sistema avra dunque, al pari di quest’ultimo, la dimen-
sione 34; e sarid percid 49 —34 — 1 = 14 la dimensione del sistema dei complessi
quadratici passanti per I\

Il sistema di rette T' é contenuto in un sistema lineare o't di complessi
quadratici.

() Castelnuovo, Mem. cit., p. 4. Questo sistema lineare oc* & determinato
dalle cinque guadriche r;=0, dove

i = Thilmn + TemTal T Thnlim

e iklmn & una qualsiasi permutazione dei numeri 1, 2, 3, 4, 5.
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6. La. varietd delle rette contenute in un cono quadrico di 1% specie dello
spazio 8, si spezza in due sistemi oo? distinti (I, T'"'), secondo che queste rette
stanno in piani dell’'uno o dell’altro dei due sistemi o! contenuti nel cono me-
desimo. Questi due sistemi avranno a comune la varietd «? di quelle loro rette
che passano pel vertice del cono.

Ciascuno dei due sistemi I', I ha per immagine una varietd del 4¢ ordine:
poiché il cono proposto & incontrato da due piani generici secondo coniche, le
quali dai piani di un determinato sistema del cono stesso vengono punteggiate
proiettivamente ; sicché le rette sia di I' che di I'' che si appoggiano a queste
due coniche formeranno una rigata razionale del 40 ordine.—Le due varieta M%,
immagini di I e I'' appartengono a spazi S, (poiche, come si verifica facilmente,
tanto I' quanto I' sono contenuti in una rete di complessi lineari, fra i quali
! sono singolari (!)): esse sono varietd ow! razionali normali di piani, e hanno
a comune la loro unica rigata quadrica direttrice (¥), la quale sard immagine del
sistema delle o? rette generatrici del cono proposto.

7. 11 sistema delle rette contenute in un cono quadrico di 2« specie dello
spazio S, ha anche per immagine una varietda M*, di S;, razionale normale e
composta di o! piani; ma questa M%, & un cono, proiettante una rigata razio-
nale normale del 4¢ ordine con ! coniche direttriei. Lo spazio Sz a cui questa
varietd appartiene incontra la M% di S, immagine del sistema di tutte le rette
di 8, secondo una M3,, immagine del sistema ot di tutte le rette che si appog-
giano all’asse del cono quadrico proposto.

Torino, aprile 1904.

(1) Castelnuovo, Mem. cit.,, p. 22 (caso IV).
(2) Ctr. C. Segre: Sulle varieta normali a tre dimensioni composte di serie
semplic! razionall di piani. (Atti della R. Acc. di Torino, vol. 21; 1885); capo IL



