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Matematica. — Le trasformazioni infinitesime dei gruppi
cremonians tipici delfo spazio. Nota di Gino Fano, presentata dal
Socio V. CERRUTI.

Nella mia Nota: Sopra alcuni gruppi continui imprimitivi di tras-
formazioni puntuali dello spazio () ho mostrato come alcuni dei gruppi
tipici da me incontrati nella classificazione dei gruppi continui imprimitivi
di trasformazioni cremoniane dello spazio, si siano presentati anche al sig. Lie
nelle sue ricerche sui gruppi imprimitivi di trasformazioni puntuali (2); e
per questi gruppi ho ivi trascritti i simboli delle trasformazioni infinitesime,
determinati dallo stesso sig. Lie. Ma anche per gli altri gruppi cremoniani
tipici si possono facilmente trovare i simboli delle trasformazioni infinitesime
generatrici, deducendoli, nella maggior parte dei casi, dalle equazioni finite
dei gruppi stessi. E questo appunto io mi propongo di fare nella presente
Nota.

Nella Memoria del sig. Enriques e mia: I gruppi continui di trasfor-
mazioni cremoniane dello spazio (3) & dimostrato che ogni gruppo continuo
di tali trasformazioni pud ridursi birazionalmente a un gruppo di una delle
categorie seguenti:

a) gruppi proieltivi;

b) gruppi di trasformazioni conformi (ossia che mutano le sfere
in sfere);

¢) gruppi che abbiamo chiamati « d7 Jonquiéres generalizzati », ossia
che trasformano in sé stesso un fascio di piani, ovvero una stella di rette;

d) due gruppi oo®, semplici, transitivi, ben determinati, composti di
trasformazioni del 3° o rispett. del 7° ordine.

(!) Questi Rendiconti, pag. 302.

(2) T'heorie der Transformationsgruppen, vol. III, cap. 8.
(3) Annali di Matematica, s. 2%, t. 26 (1897).
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Corrispondentemente a ciascuno dei casi @), &) esiste un unico gruppo
completo, rispett. oo!® e o0!° nel quale tutti gli altri gruppi rispett. pro-
iettivi e conformi sono contenuti; vale a dire:

Il gruppo di tutte le trasformaszioni proietiive, generalo dalle 15
trasformazioni infinitesime (1):

p y q k) r ’
RY ZP o ZY B YD YG 5 YT 5 8P 5 B 5 AT
#(zp+yq+ar) , yep+yg+er) 5 Azp+yq+ar);
e ¢l gruppo di tutte le trasformazioni conformi, generato dalle 10 (ras-
formazioni infinitesime (%):
p,q.,7r,2q—Yp,yr—=~aq , & —ar

[2] zp+yq+ar (=1)
220 —(2"+y*+&)p ; YU —(@*+ 9" +4°) ¢ 5 20— (2" +y° &)

I gruppi di Jonquiéres gemeralizzati sono stati ricondotti in una mia
recente Memoria (%) a dodici tipi diversi di gruppi completi (non contenuti
cioé in altri pit ampi, né riducibili a tali). Fra questi tipi, i primi tre hanno
a comune la proprietd di trasformare in & un fascio di piani e una stella
di rette i cui sostegni (asse e centro) non si appartengono, e i tre succes-
givi trasformano in sé una stella di rette, e un sistema lineare di superficie
di un certo ordine # aventi nel centro di questa stella un punto (= — 1)Pl
e uno stesso cono tangente (di ordine % — 1).

Enumeriamo ora tutti questi gruppi (completi), aggiungendo per ciascuno
di essi i simboli delle trasformazioni infinitesime generatrici:

1°. Gruppo o't delle trasformazioni quadratiche che mutano in sé
stesso il sistema lineare »° di quadriche (paraboloidi iperbolici):

#ax -+ by) +cax+dy ez f=0.
Abbiamo giad veduto nella mia Nota ultima che questo gruppo & rappresen-
tato dalle equazioni finite:
7 — ar—+tby+te y,za,x—}—b,g/—{—cl . zv___“z'l'ﬂ
s -+ oy +¢5 0%+ by + 2’ vz 9
(dove [@ b, ¢5]= ad — By =1), e viene generato dalle 11 trasformazioni
infinitesime :
Boqap,xq,yp,yq, wzp+yq) , ylop+yg) , 7, e, .
20, Gruppo o delle trasformazioni cubiche che mutano in sé stesso
ciascuno di tre diversi fasci di piani (& = cost. , y = cost. , # = cost.) ¢
quindi 4l sistema lineare oo di superficie del 3° ordine, somma di questi

tre fasci:
axys -+ byz + cax +day +ex 4 fy +g9s + 2 =0.

(1) Theorie der Transformationsgruppen, vol. III, pag. 124.

(2) Op. e vol. cit., pag. 187.

(3) I gruppi di Jonquieres generalizzati, attualmente in corso di stampa nelle Me-
morie dell’ Accademia di Torino: (vol. 48). ‘
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Questo gruppo, rappresentato dalle equazioni:

PO wl TP o wd s QP w1
ex—+d’ ey +ds ’ 38—+ ds
(dove a;d; — b;c; = 1), pud evidentemente generarsi colle trasformazioni in-
finitesime:
[4] Poxp s &P qsYq s Yq; T, Er, &
3°. Gruppo ™" delle trasformazioni di ordine n che mutano in sé
stesso il sistema lineare di superficie:

ay + far(2) + byz + 2. gpa(2) =0
dove fn,—1 @ g sono simboli di polinomi affatto arbitrari di grado » —1
in . Questo gruppo & rappresentato dalle equazioni:

P N VS () SR e
ecx+d’ (x4 dy))* ez -+ ds

(dove a,dy — bye1 = a@gdys — bse, =1). E di qui si trae facilmente ch’esso

pud generarsi colle # - 7 trasformazioni infinitesime:

pyzp, #p+ (n—1)ayq
(5] Y9 5 q 5 @ 5 B2 5 --en 2"
v, e, 2.
Ciascuno di questi tre gruppi trasforma in sé il fascio di piani 2= cost. e
la stella di rette & = cost., y = cost.
Veniamo ora ai tre tipi (4°, 5°, 6°) che lasciano invariata una stella
di rette — che supporremo ancora essere quella delle rette parallele al-
1'asse 2z —, e un sistema lineare di monoidi aventi nel centro (improprio)
di questa stella uno stesso cono tangente (qui ridotto al piano all’ infinito
contato un numero opportuno di volte):

4o, Gruppo dipendente du (et 1)(n+2) 9 parametri, che tras-
pp D)

(1) (n42),
5 :

Jorma in sé il sistema lineare di superficie, di dimensione

z=Fu(z,y)
dove F, & un polinomio arbitrario di grado» in &, y. Alle equazioni finite
di questo gruppo:

2 = ax+by+c | y,:a1x+b1y+ 0, z'% i+ Pu(x, y)
@+ by +¢2’ asx + boy + 2’ (azz + boy + c2)"
abbiamo gid veduto nella mia Nota ultima che corrispondono le trasforma-
zioni infinitesime:
Pyq g, Zp—Yq, 4P, *p+yq , 2(zp+yq-+ner) , y(zp-+yg-+nar)
[6] ar, 2?yr (e+o=0,1,2..2n).
5o, Gruppo dipendente do (m -+ 1) (n— 1) -7 parametri, che tras-
forma in sé il sistema lineare di superficie, di dimensione (m--1) (n-41):

g=a" fo(y) + 2™ [u(y) + -+ [nly)
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_ dove le / sono polinomi di grado » 1m y. Questo gruppo & rappresentato
dalle equazioni:

2 = azr4b oy — _aZ'Z—,— bs L z-ampo(y) 2™ i (y) - —+om(y)
et d Y Tt dy 0 f (6x% + do)™ (o + o)
dove a,d, — b16; = asdy — b0, = 1, e le ¢ sono ancora polinomi qualunque
di grado » in y. E di qui si trae facilmente che il gruppo stesso pud ge-
nerarsi colle (m 1) (n 4 1) 4 7 trasformazioni infinitesime:

psap, 2(ap+mer) 5 g, yq s y(yq +nar);
7 o 0=0,1,2,..m
(7] ar , 2°y°r §6:O,1,2,...n'
6°. Gruppo dipendente da m (” _g 1) +@+1)(C+1)+m-+6 pa-
rametri, che trasforma in sé il sistema lineare di superficie, di dimen-

sione m(”‘%‘ 1)+(n—[— D(E+1):
a=y" (@) + ¥ from(x) =+ =+ from()

dove le f sono polinomi in « di gradi eguali ai rispettivi indici. Le equa-
zioni di questo gruppo sono:
P ax—+0b . ?/' — ly + Fm_('_xl < = 1z 1+ y" 9u(x) + =+ Prama(2)
cx++d’ (cx+dy ° (cz 4 d)+mn
dove ad —bc=1, e F, e le ¢ sono ancora polinomi in 2, di gradi eguali
ai rispettivi indici. Di qui si deducono le trasformazioni infinitesime:

2, xp, alzp +myq + (0 - mn)ar]

8] Yqg 5 g 5 2q 5 2°q, ... 2™
J c=0,1,2,..n
» 7Y =0,1,2,..(n—0)m-1.

E continuando nell’ enumerazione:
7°. Gruppo ¥ delle trasformazioni di ordine n che mutano in
sé stesso il sistema lineare oo"*+* di cilindri (colle generatrici parallele al

piano z7):
Ay - ful2) =0

Questo gruppo (gid incontrato nell’ ultima mia Nota) & rappresentato dalle
equazioni:
g @l ekl e cxddy 4 ()
9’ (raoy 7’ (rz+9)
(essendo ad — By =1); e contiene le 2% -} 9 trasformazioni infinitesime :
Zp s &g s Yp s Yq 5 T Er o, S+ na(zp—+yq)
(9] P3Py Py dp
724, 5q,-2"q.
8% Gruppo o delle trasformazioni di ordine m - n — 1 che
RenpIcONTI. 1898, Vol. VII, 1° Sem. 46
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mutano in sé stesso il sistema lineare oo™+ delle superficie d’ordine
m—4n—1:
9ul2 > y) + 2" gu(z) =0

dove ¢, € un polinomio omogeneo di grado m nelle 2,y , e ¢, & un poli-
nomio arbitrario di grado » in z. Questo gruppo & rappresentato dalle
equazioni:

4 — (az +-by)" y = (ax A by)"' (cx+dy) ,__az+ 8

a"Nys oy’ " (yz +- 9)" ’ ri 44

nelle quali sono parametri omogenei le potenze m®s™° delle a,%,¢,d e le
potenze n*™ delle «,f,y,d; sicché, in un’operazione generica, si pud
supporre uno dei parametri, ad es. J, eguale all’ unita.

Ponendo e =d=0=1, b=¢=0, e facendo variare «,f,y, si
hanno oo® operazioni che risultano generate dalle trasformazioni infinitesime :

r,ar, &r - na(zp 4+ yq).
Ponendo invece e« =6 =1, §—=y=5b=0, e facendo variare le a,c,d,
si hanno altre oo® operazioni, generabili colle trasformazioni infinitesime:

xp 5 xq 5 Yq -
E infine ponendo ¢ =d=a=0=1 , f=y=¢=0, rimane il gruppo oo':
I ol ol 7)Y C o2 7)Y
=" Y=Y e A =4
dalle cui equazioni si ricava:
dx! , d 4 2
G=m gy =m—1%

sicché la trasformazione infinitesima che genera quest ultimo gruppo avra

er simbolo: 2
g myp+(m—1) L.

E l'intero gruppo oo? sard percid generato dalle trasformazioni infinitesime :
2

[10] 7, e, @rnsap+y0), ap, ag, 9, myp+(m—1)Lq.
9°. Gruppo dipendente da m("’%‘ 1) —n-t+m-5 parametri, che

trasforma in s¢ stesso il sistema lineare di superficie, di dimensione

m (n —g 1) +1:

2 Py oo = = Prna | = (erA-1) 2ty 0y - an

dove le ¢ sono polinomi arbitrari in x, di gradi eguali ai rispettivi indici,

e & un ulteriore parametro, e le ¢; sono coefficienti costanti. Questo gruppo

risulta dalla moltiplicazione delle schiere seguenti (le quali sono anzi altret-
tanti gruppi, fatta eccezione per la [C]):

[A] #'=a;y =y ;=24 2y Ens(®) F "2 Eom—s(®) -+ F Emns(®){
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generata dalle trasformazioni inflnitesime:

Py 0'—:0,1,2,...71—-—1

Y 0=1,2,.... (n—0)ym—1
in numero di m(n—gl)—n Poi:
[B] F=z;y=y+z.9m(2); =z

generata dalle trasformazioni infinitesime:
zq 5 2, .. 2™
in numero di m. Poi- ancora la schiera:

r__ax ., y+k
el = wtad Y T et

e ____1_. n . \n m, n—1 E
4 = d(ca + dym— gz‘l‘aoy + -t an—Lao(y+4)"~+ e d"(y+-k)y " - :’s
la quale pud generarsi colle trasformazioni infinitesime:
zp 5 z)zp + myq -+ (mn—1)ar{;
§g 415 + @y 20 e
g —nacy" + (n—1Day > 4+ apa {7
E infine il gruppo oo!:
4 ! 4 Z + b b n n—1
[D] $=..Z‘+b;y=y,z= g—l—;(doy +aly ...l_..l_an)

X

generato dalla trasforraazione infinitesima:

p+g+aoyn+alz‘n—l+...+anr'

Sicché, riassumendo, il gruppo complessivo risulterd generato dalle
m (" _g 1) — n -} m -} 5 trasformazioni infinitesime:
2Ryr;[0=c=n—1;1=¢=<@m—0o)m—1]
Zp 5 2,2, 2 5 &y xp 4 myq - (mn—1)zrg;
[11] yq +ina+ iyt 200" A A nan
¢ —{nay" (2 —1) a1y 4+ apaf;
2 n-—1 .o
R S A

10°. Gruppo intransitivo ® delle trasformazioni di ordine n che mu-
tano in sé stesso ogni piano & = cost., e il sistema lineare oo"™* di super-
ficie di ordine n:
yiaz 4 By + ¢na(){ = 2" 4 2far(2) 4 [a(2)
dove i coefficienti di f,—.(2) e fx(2) si suppongono costanti, e variabili invece
tutti quelli di ¢,,(2) ('). Questo gruppo oo® risulta dalla moltiplicazione

(1) Quest’ equazione & ottenuta da quella data al n. 15 della mja Memoria: I grupp:
di Jonquieres generalizzati, facendo coincidere gli » — 2 piani tangenti fy_s(2125) =0
col piano #; =0, e passando poi a coordinare cartesiane non omogenee
24 s 24

=", Y=—, 2 —

X3 2 - Z2
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del gruppo proiettivo oo®:

d=a-tby;y=ay;i=z
generato dalle trasformazioni infinitesime yp, y¢, per il gruppo oo!:

oo TRy o) o SR gy

Da queste equazioni si trae facilmente che:

xrz“l"x'/‘;n—l +fn: $2—]—$fn_1 +fn .

Y ¥
E quindi:
A _ 2 afor - fo _ 22t & far Lo
d&'— Y = ?/' ’
dy’ . 2 L[ n— n r
%=2$+/w—l+2cx +£/_; g + fa-

Sicché 1'ultimo gruppo oo! risulta generato dalla trasformazione infinitesima:

z* L[ n— n
+ fy v ln )y @ £ g
e 1" intero gruppo oo® dalle tre trasformazioni:

[12] w5 Yq x2+x’;"‘+f"p+(2x-l—fn_l)q-

11°. Gruppo o® delle trasformazioni cubiche che mutano in $é stesso
il sistema lineare o' di superficie del 3° ordine (%):
(erz + B1y) (y — @3) + (o + Boy) 2 + s + sy + vz + I =0.

Questo gruppo & rappresentato dalle equazioni:

oty e o aztbyte ., Az—B4 Oy —a)
@ = bayy F-¢5 ’ 4 s ~ by ¢ —A,2+B,—Cy(y—a2)

dove le lettere maiuscole indicano i subdeterminanti del determinante [ab,c. ]
(che pud supporsi =1); e viene generato dalle trasformazioni infinitesime :

(18] »p,q,xq+r, ap—yqg—2r , yp—=2r , xp+yq
ap+xyg -y —=z)r , zyp 4 y*q 2y —z2) r.

120, Gruppo tipico 3, semplice, transitivo, corrispondente al caso
diedrico di un dato ordine 2n (v = 3). Questo gruppo é equivalente al
gruppo delle oo® trasformazioni proiettive sulla varieta delle corde di una C*

(*) Queste equazioni si ricavano da quelle date al n. 15 della mia Mem. cit., ponen-
dovi a=d =1, 5=0; e quelle del precedente gruppo o? si ottengono ponendo ¢==0
(e scrivendo @, & in luogo rispett. di a?, ad).

(2) Al gruppo incontrato al n. 28 della mia Memoria: I gruppi di Jonquieres ge-
neralizzati, sostituiamo quest’altro, ad esso equivalente, secondo quanto & detto al n. 3
dell’ ultima mia Nota di questi Rendiconti.



— 339 —

(razionale, normale) di S,; e di qui conviene prender le mosse per trovarne
le trasformazioni infinitesime.

Ricordiamo percid che il gruppo proiettivo oo® di uno spazio S, rispetto
al quale & invariante la curva (razionale, normale):

1 X1 XL oo Lp—1

L1 L2 Xz o eeen Ln

contiene le tre trasformazioni infinitesime (1):

D21 Py = 0y Pa
Z: P ‘l— 225 P2 "}‘ "l‘ Ny Pn
(r—1)zepr + (B—2) @52 =~ ZuPr1 — 121 (Z1P1~F ZoPs ~F = ZaPn) -

Per ricavare di qui le trasformazioni infinitesime del gruppo oo® subordinato
sulla varieth M, delle corde della C*, le cui equazioni, risolute rispetto a
L4y &5y Ln, 81 trovano nella mia Memoria : I gruppi di Jonquiéres gene-
ralizsati (n. 34), basta sopprimere nei simboli testé scritti i termini conte-
nenti le py, Ps, ... pu, ©, nei termini che rimangono, sostituire a x4 , s, ... le
loro espressioni mediante #,,x,,2; date da quelle stesse equazioni (2). Ora
V'unica sostituzione che qui rimane a farsi & quella di 2, nel termine
(n—38)z4ps del terzo simbolo ; introducendo pertanto in luogo della x, stessa

la sua espressione :
L 25° - 2° — 22,2025
xz - x12

n

e adottando per comoditd le solite notazioni z,y,z,p,q,7, avremo i tre
simboli :
[14] p+2xq-+38yr , xp-+2yq+ Ber

(1—1)gp -+ (1—2)g -+ (1—3) z—%y—:@ﬁ r — nas(ep-+yg+ar)

—

e queste stesse saranno altresi le trasformazioni infinitesime del nostro gruppo
cremoniano di S;, il quale si otteneva dal gruppo proiettivo oo® sulla varietd
delle corde della C* mediante una proiezione (univoca) dallo spazio (S,-.) al-
I' infinito di &, = @, = 23 = 0.

Lo stesso ragionamento permette altresi di trovare le trasformazioni in-
finitesime dei gruppi tipici corrispondenti al caso ) dell’ accennata classifi-
cazione del sig. Enriques e mia, ossia dei gruppi co® sempliei, transitivi, del
tipo ottaedrico e icosacdrico (Mem. cit., 8§ 26, 27). Questi due gruppi sono
equivalenti a gruppi proiettivi sopra varietd M; appartenenti rispett. a uno
spazio S; o 8,, e invarianti rispetto al gruppo proiettivo oo® con una Cs 0 C,,
fissa. Dobbiamo dunque supporre rispett. =6 ¢ »=12; e 1’ espressione

(1) Theorie der Transformationsgruppen, vol. III, pag. 187.
(2) Op. cit., vol. I, pag. 233-34.



— 340 —

da sostituirsi a 2, & in ambo i casi (cfr. 1. cit.) la seguente : 42, &3 — 3%
Nel caso ottaedrico avremo percido le trasformazioni infinitesime :

[15] P2z +3yr , xp2yq -+ 3ar
5yp + 42q + 3(4xz — 3y*)r — 6a(zp +yq +ar) 5

e nel caso icosaedrico :

[16] P2z +3yr , yp+2yq -3

11yp 4 1029 4 9(4xs — 3y*)r — 12x(xp + yq -} 2r) .
I1 sottogruppo oo* generato dalle prime due trasformazioni infinitesime &
gempre un gruppo proiettivo (con una cubica fissa, e un punto fisso sopra
questa cubica).

Concludiamo pertanto : Ogni gruppo continuo di trasformazioni cremo-
niane dello spazgio é riducibile birazionalmente o uno dei gruppi [17...[16]
dei quali in questa Nota somo assegnate le trasformazioni infinitesime, ov-
vero a un sottogruppo di uno di essi.



