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GRUPPI DI JONQUIERES GENERALIZZATI

MEMORIA

GINO FANO

Approvata nell’ Adunanza del 15 Maggio 1898.

1. — La classificazione dei gruppi continui di trasformazioni cremoniane dello
spazio & stata iniziata dal Sig. Enxriques e da me in una nostra comune Memoria (1),
nella quale abbiamo dimostrato che questi gruppi possono tutti ridursi birazionalmente
a gruppi di una delle categorie seguenti:

a) gruppi proiettivi;

b) gruppi di trasformazioni conformi (ossia che mutano le sfere in sfere);

¢) gruppi che abbiamo chiamati “ di Jonquidres generalizzati ,, ossia che tras-
formano in sé stesso un fascio di piani, ovvero una stella di rette;

d) due gruppi o® semplici, transitivi, ben determinati, di trasformazioni del
3° o rispett. del 7° ordine.

In particolare, i gruppi primitivi si riducono tutti a gruppi delle categorie a) e
b); e quelli émprimitivi a gruppi della categoria ¢), fatta solo eccezione per i gruppi o3,
semplici, transitivi, nei quali le operazioni che lasciano fisso un punto generico dello
spazio formano un gruppo finito oloedricamente isomorfo a uno dei tre gruppi dei
poliedri regolari (tetraedro, ottaedro, icosaedro): questi gruppi si riducono rispett. a
tre tipi ben determinati, vale a dire un gruppo conforme «® (caso 8)), e i due
gruppi del caso d).

Per completare la classificazione dei gruppi cremoniani continui dello spazio —
ossia la determinazione di tutti i tipi birazionalmente distinti a cui tali gruppi possono
ricondursi — rimarrebbero da assegnare i vari gruppi tipici appartenenti a ciascuna

(") “ Annali di Matem. ,, Ser. 2% t. 26. Per brevitd indicherd d'ora in poi questa Memeria colle
lettere EF.
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delle categorie ), b), ¢). Per le prime due categorie, la questione & relativamente
semplice, trattandosi soltanto di trovare tutti i sottogruppi contenuti in un gruppo
ben determinato, rispett. ©i5 o 010 del quale & mnota in ambo i casi la composi-
zione. Si aggiunga che, fra i vari gruppi (tipici) proiettivi e conformi, noi possiamo
limitarci a considerare quelli primitivi, potendosi gli altri (imprimitivi) far rientrare
nella categoria ¢) — ad eccezione del gruppo conforme o3 del tipo tetraedrico —.
E questi gruppi primitivi, sia proiettivi che conformi, furono testé assegnati nella
mia Nota: “ I gruppi continui primitii di trasformazioni cremoniane dello spazio , (1),
indipendentemente anche dal risultato che, insieme al Sig. Enriques, avevo gia ot-
tenuto.

Rimangono percid a determinarsi soltanto ¢ tipi birazionalmente distinti di gruppi
di Jonquidres generalizzati. La determinazione di essi (o almeno dei gruppi tipici
“ completi ,, nei quali tutti gli altri risultano contenuti come sottogruppi) e appunto
oggetto della presente Memoria.

Noi dimostreremo precisamente che Ogni gruppo continuo di trasformazioni cre-
moniane dello spazio il quale muti in sé stesso un fascio di piani si pud ridurre bira-
zionalmente a uno dei gruppi tipici sequenti (o @ un loro sottogruppo) (2):

10, 20 3° Gruppi che trasformano in sé wn fascio di piani e una stella di rette,
i cui sostegni (asse e centro) mon si appartengono, e che possono percid generarsi comi-
ponendo un gruppo di trasformazioni proiettive di quel fascio con un gruppo cremoniono
di questa stella (considerata come forma fondamentale di 22 specie). Si hanno #re di-
versi gruppi tipici completi (rispett. oo!l, o oo™’ dove # & numero intero qual-
siasi, e composti di trasformazioni rispett. quadratiche, cubiche, e di ordine #), secondo
che il gruppo cremoniano subordinato nella stella invariante & equivalente a un
gruppo di trasformazioni proiettive, di trasformazioni quadratiche, o di trasformazioni
di Jonquieres di ordine n—1;

40, 5°, 6° Ghruppi di trasformazioni di un certo ordine n che mutano in sé stesso un
sistema lineare di superficie (monoidi) di ordine n, aventi a comune un punto (n-—1)pl
col relativo cono tangente (di ordine n—1) ¢, eventualmente, aliri elementi ancora. Questi
gruppi sono equivalenti a gruppi proiettivi sopra coni a tre dimensioni di prima specie;
proprietd che ne rende facile la costruzione. Essi trasformano in ‘se in ogni caso la
stella delle rette uscenti dal punto base (n—1)P° del sistema lineare invariante; e
possono trasformare in sé uno piu fasci di piani appartenenti a questa stella, ov-
vero anche un fascio di superficie che non vi appartiene (ma che & trasformabile
birazionalmente in un fascio di piani; efr. n° 14). Anche in questo caso si hanne tre
diversi tipi di gruppi completi, corrispondentemente ai diversi gruppi che possono
venir subordinati nella stella di rette invariante;

7° Gruppo o™t delle trasformazioni di ordine n che mutano in sé stesso il si-
stema lineare oo"* dei coni di ordine n aventi una data generatrice (n—1)"* — asse
di un fascio di piani invariante — e gli stessi n—1 piani tangenti lungo questa genera-
trice (potendo il vertice variare comunque sulla detta generatrice). Questo gruppo .é

(*) © Atti della R. Acc. di Torino ,, vol. XXXIII; 1898.
(%) E poich®, come vedremo aln. 9, ogni gruppo integrabile & riducibile a uno dei tipi 4°, 5°, 6°,
cosi per tutti gli altri gruppi tipici potremo limitarei alla considerazione dei sottogruppi non integrabili.
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equivalente al gruppo di tutte le trasformazioni proiettive sopra un cono razionale nor-
male di 2* specie di ordine n;

80 Gruppo 7 delle trasformazioni di un certo ordine m -4-n—1 che mutano
in sé il sistema lineare oo™ delle superficie di ordine m -4 n— 1 aventi due date
rette sghembe — assi entrambe di fasci di piani invarianti — come multiple di ordini
rispett. m-——1 e n — 1, e gli stessi m — 1 e rispett. n— 1 piani tangenti lungo queste
rette. Per queste stesse trasformazioni risulta invariante la congruenza lineare di rette
avente le due rette nominate per direttrici.” Questo gruppo ¢ equivalente al gruppo di
tutte le trasformazioni proiettive sulla varietd luogo delle rette che si appoggiano a due
curve razionali normali di ordini m, n, contenute in spazi indipendenti;

9° Gruppo di dimensioni p (*$') — n -+ p -+ 5 delle trasformazioni di ordine np
che mutano in- s& wun sistema lineare di superficie di ordine np con un dato punto
(np — 1)P°, una retta (np — n)?"* passante per questo punto, e p—1 rette nP® infinita-
mente vicine alla precedente; sistema che verra definito completamente al n° 26. Ri-
spetto a questo gruppo sono invarianti la stella di rette avente il centro mnel punto
(np—1)P°, e il fascio di piani avente per asse la retta (np —n)?® del sistema lineare
nominato; in quella stella viene subordinato un gruppo di Jonquitres di ordine p, in
clascun piano di questo fascio un gruppo di Jonquidres di ordine n;

10° Gruppo o8, semplice, intransitivo, delle trasformazioni dv ordine n che lasciano
fisso ogni piano di un dato fascio, e mutano pure in sé stesso il sistema lineare co™t*
delle superficie di ordine n aventi la retta asse di quel fascio come multipla di ordine
n—2, gli stessi n— 2 piani tangents fissi lungo questa retta, e passanti ancora per
uno data curva piana di ordine m. Sopra ogni piano del fascio invariante questo si-
stema lineare sega il sistema (che sara pure invariante) delle coniche passanti per
due punti fissi."

Fra questi gruppi, soltanto il 7° e il 10° non trasformano in s& nessuna stella di
rette (o una congruenza equivalente). Gli altri compariranno percid tutti di nuovo
nell’enumerazione dei gruppi tipici con una stella di rette invariante. Ecco per-
tanto il risultato relativo a questi ultimi gruppi (il quale, insieme al precedente,
completa la classificazione dei gruppi di Jonquiéres generalizzati) :

Ogni gruppo continuo di trasformazioni cremoniane dello spazio il quale muti in
s¢ stessa una stella di rette pud ridursi birazionalmente a wuno dei gruppi tipici teste
enumerati — esclusi soltanto il 7° e il 10° — e loro sottogruppi, oppure a uno dei gruppi
seguenti (senza che per questi occorra tener conto anche dei sottogruppi):

11° Gruppo o8 delle trasformazioni cubiche che mutano in sé stesso il sistema
lineare o7 (di grado 6) delle superficie di 3° ordine aventi un dato punto doppio —
centro di una stella di rette invariante — e passanti ancora per una cubica sghemba
che contiene questo punto. Questo gruppo subordina nella stella invariante il gruppo
proiettivo totale w8 di questa stessa forma;

120 Griappi tipici o8, semplici, transitivi, corrispondenti al caso diedrico di un
ordine qualsiasi 2n (tali ciod che le operazioni che lasciano fisso un punto generico dello
spazio formino un gruppo finito diedrico di ordine 2n — essendo #=2 —; cfr. EF,
§ 28). Questi gruppi tipici sono:

per n =2, il sottogruppo oo® del precedente gruppo o083 ottenuto coll’imporre
come fisso un cono quadrico di rette della stella invariante;
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per n=3, il gruppo ©® delle trasformazioni di ordine 2rn — 5 che mutano
in sé stesso il sistema lineare o delle superficie di ordine 2n — 5 aventi una data
cubica sghemba come curva (n — 3)P*, passanti per le (*7%) corde di questa cubica che
congiungono n — 3 punti di essa a due o due, e tangenti in ogni punto delle cubica
stessa agli n — 3 piani che dalla retia ivi tangente alla cubica proiettano i detti n — 3
punti di questa curva.

La stella di rette invariante & qui sostituita dalla congruenza delle corde della
cubica. Per » =3 si ha il gruppo proiettivo o3 che trasforma questa cubica in sg
stessa; per » > 3 si ha un gruppo equivalente al gruppo di tutte le trasformazioni
proiettive sulla varieta delle corde di una C* razionale normale (EF, § cit.).

Ciascuno di questi gruppi tipici risultera definito — come appare gia da questi
enunciati — mediante un sistema lineare di superficie invariante rispetto ad esso;
e sard percid equivalente (come in qualche caso si & pure accennato) a un gruppo
proiettivo sulla varieta a tre dimensioni rappresentata dal detto sistema lineare (sup-
posto semplice). Di ciascun gruppo assegneremo altresi una legge di generazione —
ossia il modo di costruirne I'operazione pili generale —; e ne daremo pure le equa-
zioni (finite) (%).

Riunendo pertando i risultati ottenuti in EF e in questa mia Memoria, diremo:
Ogni gruppo continuo di trasformazioni cremoniane dello spazio (dipendente da un nu-
mero finito di parametri) puo ridursi con uw'ulteriore trasformazione cremoniana a un
gruppo proiettivo, a un gqruppo di trasformazioni conformi, a uno dei dodici gruppi qui
enumerati e loro sottogruppi, ovvero ai gruppi tipici o3 del caso oftaedrico e icosaedrico
che sono assegnati in EF, §§ 26-27.

In tutto sono dunque sedici gruppi tipici completi (mentre nel piano se ne
hanno soltanto tre); oltre al gruppo proiettivo, abbiamo dwe gruppi di trasformazioni
quadratiche (il gruppo conforme, e il 1° della nostra enumerazione), fre gruppi di tras-
formazioni cubiche (2°, 11°, e gruppo o® ottaedrico), uno di trasformazioni del 7°¢ or-
dine (gruppo oo® icosaedrico), mentre per gli altri nove e determinato il tipo, ma
I'ordine pud assumere qualsiasi valore (e pud anzi dipendere da due, o anche da tre
numeri interi positivi arbitrari).

Infine, per quanto si riferisce alla irriducibilite di questi vari gruppi tipici (com-
pleti), possiamo osservare anzitutto che i gruppi 1°, 2° e 3° sono i soli che conten-
gano un sottogruppo invariante doppiamente intransitivo il quale operi in modo oo?
sulle singole traiettorie (fisse): essi si distinguono poi fra loro per i gruppi rispett.
subordinati nelle congruenze (invarianti) formate da queste traiettorie. Altrettanto
dicasi dei gruppi 4°, 5° e 6°, colla sola differenza che i loro (analoghi) sottogruppi
invarianti operano in modo oo? sulle proprie traiettorie (senza che questi nuovi gruppi
siano o possano ridursi a sottogruppi dei precedenti). Infine, fra i gruppi tipici che
rimangono (e che neppure sono o possono ridursi a sottogruppi di quelli gia consi-
derati), i gruppi corrispondenti ai casi 11° e 12° (dei cui sottogruppi non occorre

(1) In una prossima Nota mi propongo di mettere in relazione queste mie ricerche con quelle del
sig. Lie sulla classificazione dei gruppi continui di trasformazioni puntuali dello spazio (Theorie der
Transformationsgruppen, vol. 111, cap. 8, p. 141 e seg.); e dard pure i simboli delle trasformazioni
infinitesime mediante le quali i gruppi tipici qui enumerati possono generarsi.
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tener conto) sono i soli che non trasformino in sé nessun fascio di superficie; il 7°,
9° e 10° ammettono un solo fascio invariante di superficie, e si distinguono fra lero
per i gruppi rispett. subordinati sopra queste superficie; e 1'8° trasforma in sé due
diversi fasci di superficie, senza poter essere sottogruppo di nessuno dei tre ultimi
— o non potrebbe esserlo tutt’al piu che del 9° — perche non sono contenuti 'uno
nell’altro i gruppi da essi subordinati sulle dette superficie.

2. — Anche in questa Memoria (come pure in EF, e nella mia Nota cit. sui
gruppi primitivi) ¢i varremo continuamente della possibilita di ridurre birazionalmente
ogni gruppo cremoniano continuo dello spazio S; a un gruppo proiettivo sopra una
varieta M, di un certo spazio S, — ossia di costruire, per ogni gruppo cremoniano
proposto, una varietd M; la quale possa rappresentarsi sopra S; in modo che a questo
gruppo corrisponda su di essa un gruppo proiettivo — (cfr. EF, § 2).

Accenniamo ora brevemente la via che ci proponiamo di seguire nella determi-
nazione dei vari gruppi tipici testé enumerati.

Nel cap. I ci occuperemo di quei gruppi che trasformano in sé, in pari tempo,
un fascio di piani e una stella di rette i cui sostegni (asse e centro) non si appar-
tengono (di modo che ogni punto dello spazio potra individuarsi come intersezione
di un piano e di un raggio appartenenti rispett. a queste due forme). Troveremo cosi
tre gruppi tipici completi, che incontreremo anche piu volte in seguito, ma che & bene
studiare fin d’ora a parte, per metterne in evidenza l'accennato carattere comune.
Daremo anche alcuni criteri che si dimostreranno sufficienti per affermare che un
dato gruppo pud ridursi a uno di questi tipi.

Nel cap. II ci occuperemo di un altro caso, che & anche bene studiare da prin-
cipio, per poterne poi prescindere ogni qual volta questo ci riescird opportuno: il
caso dei gruppi integrabili. Noi dimostreremo che ogni gruppo continuo integrabile di
trasformazioni cremoniane dello spazio & equivalente a un gruppo proiettivo sopra
un cono (razionale, a tre dimensioni) di prima specie (1): e vedremo anzi subito come
si possano costruire tutti i gruppi, anche non integrabili, equivalenti a gruppi pro-
iettivi siffatti.

Dopo di cid passeremo a classificare ordinatamente iuiti ¢ gruppi cremoniani con-
tinui che trasformano in s¢ un fascio di piani. Partendo dalla considerazione del gruppo
subordinato in un piano generico di questo fascio, vedremo (cap. III) che questi
gruppi cremoniani sono birazionalmente equivalenti a gruppi proiettivi sopra varieta
(razionali) M di opportuni spazi S,, le quali (corrispondentemente al fascio di piani
invariante in S;) contengono una serie razionale oo!' di piani, di quadriche (a due
dimensioni), o di coni. Dovremo percid esaminare separatamente questi tre casi, dei
quali i primi due (cap. IV e V) si esauriranno facilmente; mentre invece il terzo
(cap. VI: varietd luoghi di o' coni) richiedera considerazioni pit lunghe, se non piu
complicate.

Ci resteranno infine da studiare quei gruppi pei quali & invariante (soltanto) una
stella di rette, potendosi ora supporre che non sia contemporaneamente invariante

(*) O considerabile come tale: ossia eventualmente anche di seconda specie, purche il gruppo,
di cui si tratta, lasci fisso almeno un punto della retta asse.

Serie II. Toam. XLVIIL v!
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nessun fascio di piani appartenente questa stella. Dalla nota classificazione dei gruppi
cremoniani continui del piano (%) (ossia di una forma di 22 specie) segue pertanto
che il gruppo (cremoniano) subordinato in questa stella invariante potra supporsi pro-
tettivo. E anzi, fra i gruppi proiettivi di questa stella, potremo limitarci a conside-
rare i seguenti (che soli non lasciano fisso alcun fascio di piani) (2):

10 I gruppi primitivi (ossia il gruppo totale %% e i gruppi of e ® con un
piano fisso);

20 11 gruppo o3 con un cono quadrico fisso.

Bastera dunque che ci occupiamo di quei gruppi cremoniani di Sg che, nella

stella di rette invariante, subordinano un gruppo proiettivo primitivo (cap. VII), op-
pure il gruppo proiettivo o® con un cono quadrico fisso (cap. VIII).

CAPITOLO L

Gruppi che trasformano in se una stella di rette

e un fascio di¢ piani non appartenente a questa stella.

3. — Ogni trasformazione cremoniana dello spazio la quale muti in s& stesso
un fascio di piani di asse @ e una stella di rette il cui centro P non stia su a, &
completamente individuata dalla trasformazione proiettiva ch’essa subordina nel
fascio ¢ e dalla trasformazione cremoniana subordinata nella stella P (e risulta pre-
cisamente da una composizione di queste due). Segue da cid che anche ogni gruppo
di trasformazioni cremoniane rispetto al quale siano invarianti il fascio di piani a e
la stella di rette P potra ottenersi per composizione di un gruppo proiettivo di quel
fascio e di un gruppo cremoniano di questa stella: I'uno e T'altro di questi gruppi
potendo venir assegnato completamente ad arbitrio.

La nota classificazione dei gruppi cremoniani del piano (ossia di una forma di
2* specie) ci conduce pertanto a distinguere in questo caso #re diversi gruppi tipici
(coi relativi sottogruppi), secondo che il gruppo subordinato nella stella P pud ridursi
birazionalmente — e noi lo supporremo gia ridotto — a un gruppo proiettivo, a un
gruppo di trasformazioni quadratiche (con due fasci di piani invarianti), oppure a un
gruppo di Jonquiéres di un dato ordine (con un fascio di piani invariante).

4. — Se nella stella P viene subordinato un gruppo proiettivo (al pitt o08), avremo
nello spazio un gruppo cremoniano di dimensione <11, rispetto al quale saranno in-
varianti il fascio di piani @, e anche la stella di piani P: quindi il sistema lineare
(completo) somma di questi due, ossia il sistema lineare o® delle quadriche passanti
per la retta ¢ e per il punto P.

(") Exriques, “ Rend. Ace. dei Lincei ,, maggio 1893. Dei gruppi tipici — proiettivi, conformi
e di Jonquitres — i primi sono i soli che possano non trasformare in st alcun fascio di rette.

() Lie, Theorie der Transformationsgruppen, vol. III, p. 94: Lie-Scuerrers, Vorlesungen iiber con-
tinuirliche Gruppen, p. 276.
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Abbiamo dunque, come primo tipo di gruppo completo, il gruppo oot delle tras-
formazioni quadratiche che mutano in sé stesso il sistema lineare 5 delle quadriche
passanti per una retta fissa e per un punto fisso non appartenente a questa retta (1).
Un’operazione generica di questo gruppo fa corrispondere ai piani dello spazio le
quadriche del nominato sistema % che hanno a comune anche una seconda retta
incidente alla prima (?). — L’intero gruppo o!! & equivalente al gruppo di tutte le
trasformazioni proiettive della varieta M} di S; (contenente una serie o! razionale
normale di piani, e oo? direttrici rettilinee) rappresentata da quello stesso del si-
stema oo® di quadriche.

Assunti, in coordinate cartesiane non omogenee, il punto P e la retta « rispett.
come punto all'infinito dell’asse 2z e come retta all’infinito del piano xy, il gruppo
totale oo!! sara rappresentato dalle equazioni:

U ax+by +ec | ) — wmzt-bhyto | o = az 4B
@ -tby e’ ax—+byy e’ T Y20

colle condizioni [adyc,] =1, od —py=1. E sard allora invariante il sistema
lineare o5 di paraboloidi iperbolici:

z(ax + by) + cx +dy + ez + = 0.

5. — Supponiamo ora che nella stella P venga subordinato un gruppo (al pit o¢)
di trasformazioni quadratiche, con due fasci di piani invarianti. Sostituendo alla con-
siderazione della stella di rette P quella di questi due fasci, potremo dire che il
nostro gruppo cremoniano di S; & completamente definito dal trasformare in sé cia-
scuno di ¢re fasci di piani, cogli assi comunque disposti, perché non passanti tutti
per uno stesso punto; e in particolare anche disposti secondo i lati di un triangolo.
Questo gruppo potra quindi determinarsi per composizione di altrettanti gruppi pro-
iettivi comunque assegnati nei tre fasci invarianti. Esso dipendera da 9 parametri
al piu, e trasformera in se il sistema lineare somma dci tre fasci considerati, ossia
il sistema lineare " delle superficie cubiche passanti per le rette assi dei fasci me-
desimi, e aventi un punto doppio in ciascun punto nel quale eventualmente si incon-
trino due di questi assi. (I vari casi che cosi si ottengono non sono birazionalmente
distinti.)

Fissandoci sul caso dei tre assi disposti secondo i lati di un triangolo, potremo
assumere come secondo tipo di gruppo completo il gruppo o delle trasformazioni
- cubiche che mutano in s stesso il sistema lineare o7 delle superficie del 3° ordine aventi
tre dati punti doppi. Un’operazione generica del gruppo trasforma i piani in super-

() E questo appunto uno dei cinque gruppi continui di trasformazioni quadratiche dello spazio,
gia enumerati dal signor Nomruer (Ueber continuirliche Gruppen von Cremona-Transformationen,
¢ Jahresber. d. Deut. Matem.-Ver. ,, 1896).

(*) E, in tutto, hanno percid a comune una conica (degenere) e un punto fuori di questa conica.
Questi sistemi omaloidici di quadriche furono gia considerati nelle Memorie del Prof. Cremona
(“ Rend. Ist. Lomb. ,, t. 4°, 1871; ¢ Annali di Matem. ,, S. 22, t. 5°, 1872).



228 GINO FANO 3

ficie di questo sistema lineare, le quali avranno ancora a comune una cubica sghemba
passante per i tre punti doppi. — L’intero sistema lineare o7 di superficie cubiche
rappresenta una varietah M; dello spazio S;, a curve sezioni ellittiche (), sulla quale
al nominato gruppo ? corrisponderad un gruppo proiettivo.

Assunti i tre punti basi doppi del sistema lineare invariante di superficie cu-
biche come punti all’infinito dei tre assi coordinati, il sistema stesso sard rappresen-
tato dall’equazione:

aryz + byz -+ cex + daxy +ex +fy + 92+ h =0

e le equazioni del gruppo totale «® assumeranno la forma semplicissima:

TS LT r vt ' Oy

Yy = —
extd, 0 YT oy ta, 0 ® ¢z - dy

colle tre condizioni a;d; — b, ¢, =1 ().

6. — Supponiamo infine che nella stella di rette P venga subordinato un gruppo
di Jonquieres di un certo ordine » — 1, il quale trasformi percid in sg, enfro questa
stella, un fascio di piani di asse & (certo distinto dal fascio @), e il sistema lineare
oo™ dei coni di ordine # — 1 (¥"7") aventi b come generatrice (n — 2)"* o toccati lungo
questa retta da uno stesso gruppo di » — 2 piani.

Oltre alla stella di rette P, sarh pure invariante il sistema o2 delle rette inter-
sezioni di due piani variabili appartenenti rispett. ai fasci ¢ e b, vale a dire, secondo
che le stesse @, b sono sghembe o si incontrano, la congruenza lineare di direttrici
a, b, oppure la stella di rette di centro ab. In ciascun piano del fascio & verra subor-
dinato un gruppo di trasformazioni quadratiche, rispetto al quale saranno invarianti
i due fasci di rette aventi i cenfri rispett. in P e nell'intersezione del piano stesso
con ¢: invece in ciascun piano del fascio a verrd subordinato un gruppo di Jon-
quieres di ordine n — 1.

Il gruppo proposto, trasformando in se il fascio di piani @ e il sistema oo di
coni "' della stella P {gid definito), dovra mutare in sb stesso anche il sistema li-
neare di superficie di ordine » somma dei precedenti. Dalla considerazione degli ele-
menti basi si deduce facilmente che questo sistema lineare ha la dimensione 2% -+ 1
e il grado 3(n — 1). Cosi pure, essendo = n -+ 4 la dimensione massima del gruppo
(di ordine » — 1) subordinato mella stella P, ne segue che la dimensione massima
del nostro gruppo di S; (per un dato ») sardh =(n-+4)+8 =n -} 7.

11 terzo. gruppo tipico completo di questa prima categoria & pertanto il gruppo oo™’
delle trasformazioni cremoniane di ordine n che mutano in sé stesso il sistema lineare oo®+

(* Evriquus, “ Rend. Ace. dei Lincei ,, giugno 1894, p. 536 e seg:

(3) Queste trasformazioni rientrano come caso particolare in quelle (pure del 3° ordine) che si
possono rappresentare analiticamente con tre equazioni bilineari, e furono studiate dal sig. Noeraer
nella Memoria: Ueber die eindeutigen Raumbransformationen... (* Math. Ann. ,, vol. IlI). La sestica
fondamentale di genere 3 & qui spezzata in una cubica sghemba, e in tre rette di uno stesso piano.
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(di grado 3in — 11} delle: superficie di ordine n aventi o comune un punto (n — 1)P,
una retta (n — 2)M* passante per questo punto, gli n— 2 piani tangenti lungo questa
retta, ¢ infine una retta (semplice) non passante per il punto (n — 1)P° (1). Se perd
questa retta semplice (a) si appoggia all’altra (n — 2)P* (), il loro punto d’incontro
deve anche essere (n — 1) per queste superficie.

Il sistema lineare oo™'' test® considerato rappresenta una varietd M"Y di uno
spazio 8,,.;, sulla quale ai piani del fascio @ corrispondono coni I (di spazi 8,) e
al plani del fascio b quadriche (di spazi S;). Ai coni v"! della stella P corrispondono
rigate razionali R*™" di spazi S,,., con oo! direttrici minime di ordine » — 1. La
varieta M"Y pud generarsi riferendo proiettivamente il fascio delle direttrici minime
di una tal rigata a una punteggiata il cui sostegno non incontri lo spazio S,,_; della
rigata stessa, e proiettando ciascuna di quelle direttrici dal punto corrispondente di
questa punteggiata. Si hanno cosi precisamente gli ! coni ™'

I gruppi cremoniani di questo terzo caso saranno equivalenti a gruppi proiettivi
su questa M"Y di 8,,.,. La veduta rappresentazione spaziale di questa varieta My
nasce da un’opportuna sua proiezione sopra S;; e questo permette di stabilire come
sia costituito il sistema omaloidico che determina una trasformazione generica del
gruppo. Se le rette @ e & non si incontrano, si ottiene un tale sistema prendendo
quelle superficie del sistema complessivo o®*' che passano ancora: 1°) per una C**
piana intersezione di un piano per @ eon un cono Y"~'; 2°) per n — 2 generatrici di
questo cono le quale formino sul cono stesso (per # — 2=4) un gruppo proiettivo a
quello degli #» — 2 piani tangenti fissi ai coni Y" ' lungo 4. Se @ e & si incontrano,
quel cono y"' e la sua sezione piana C"' si spezzano rispett. in piani passanti per b
e in rette uscenti dal punto ab.

Si hanno cosi esempi di sistemi omaloidici di superficie di un ordine qualunque »,
e precisamente di monoidi {anzi, se ¢ e b si incontrano, monoidi in due modi diversi).
Questi sistemi differiscono da quelli di De Paours (1) — i soli, ch’io sappia almeno,
finora considerati —, percheé il cono tangente a una superficie generica del sistema
nel punto (» — 1)*® P non & fisso, ma comprende un piano variabile.

Per scrivere le equazioni del sistema lineare invariante e del gruppo totale oo™,
possiamo mandare all'infinito le rette @ e b, ad es. sui piani zy e y2, e far coincidere
fra loro (e precisamente col piano all’ infinito) gli » — 2 piani tangenti fissi lungo
quest’ultima retta (il che non costituisce una particolarith del punto di vista bira-
zionale). II punto P sia poi il punto all’infinito dell’asse 2. Allora il sistema li-
neare oo" dei ceni Y"' potra rappresentarsi coll’equazione y =f,_, (), essendo f,_,
un polinomio arbitrario di grado n— 1 in . E il sistema lineare invariante oo**' di
monoidi, somma del sistema precedente e del fascio di piani 2 = cost., sard rappre-
sentato dall’equazione:

@Y + foer (@) + b2y + 2. Qo (2) =0

(!) Per =2 si ritrova un sottogruppo del gruppo completo considerato al n° 4.
() “ Giornale di Matem. ,, vol. XIIT (1895). Cfr. anche la Nota del Braxcamr nel vol. XVI dello
stesso Periodico.
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contenente 2n -+ 2 parametri omogenei, ciod o, b e i 2n coefficienti dei due polinomi
fo-1 © @, Le equazioni del gruppo oo™*" saranno allora le seguenti:

) axtb 1 Mt yna(x) | r— ag? —+ by
T oaztd y= (e 4yt ¢g2 +dy

colle condizioni @, d, — b, ¢, == @y dy — byc; = 1, ed essendo y,_, (¥) ancora un poli-
nomio qualunque di grado # — 1 in .

7. — Al gruppi tipici finora incontrati si possono ridurre tutti i gruppi cremo-
niani che trasformano in sé un fascio di superficie razionali e una congruenza del
1° ordine di curve unisecanti queste superficie, bastando percid riferire quel fascio
proiettivamente a un fascio di piani e questa congruenza birazionalmente (in modo
opportuno) a una stella di rette (il cui centro non stia sull’asse di quel fascio).

Diremo percid: Ogni gruppo continuo di trasformazioni cremoniane dello spazio, il
quale muti in sé stesso un fascio di superficie razionali ¢ una congruenza del 1° ordine
di curve uwisecanti queste superficie, pud ridursi birazionalmente a uno dei sequenti gruppi
completi, o a un loro sottogruppo:

1° Gruppo ot delle trasformazioni quadratiche che mutano in sé stesso ¢l si-
stema lineare o8 delle quadriche passanti per una retta fissa e per un punto fuori di
questa retta;

2° Gruppo 9 delle trasformazioni cubiche che mutano in sé stesso il sistema li-
neare 7 delle superficie del 3° ordine aventi tre punti doppi fissi;

3° Gruppo ™7 delle trasformazioni di ordine n che mutano in sé stesso il si-
stema lineare o™ %', di grado 3(n— 1), delle superficie di ordine n aventi due dati
punti (n — 1% gli stessi m — 2 piani tangenti fissi lungo la refta (necessariamente
(n — 2)°'%) che congiunge questi due punti, e contenenti ancora una retta (semplice) pas-
sante per uno di questi punti (!).

Ora, vi sono alcuni casi in cui, dal fatto che & invariante una congruenza di
linee soddisfacente a certe condizioni, si pud concludere senz’altro che deve essere
invariante anche un fascio di superficie (razionali) unisecanti le linee di questa con-
gruenza, oppure inversamente. B notevole ad es. la proposizione seguente, della quale
dovremo valerci in seguito:

Un gruppo cremoniano G il quale trasformi in sé ogni curva di una certa con-
gruenza () ¢ subordini sopra ciascuna di queste curve 3 trasformazioni diverse, deve
trasformare in s anche un fascio di superficie unisecanti queste stesse curve.

Infatti la congruenza [ potrad certo trasformarsi birazionalmente in una stella di
rette (2), e il gruppo G quindi in un gruppo Gy, il quale dovra lasciar fisso ogni
raggio @, e percid anche ogni piano a di questa stella. In ciascuno di questi piani
risultera cosi subordinato un gruppo infransitivo, non integrabile; dal che si trae che
questo stesso gruppo vi ammettera, oltre al fascio di raggi @, un secondo fascio inva-

(') Le rette @ e b del n® prec. sono qui supposte incidenti.
(* Cfr. EF, § 8.
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riante di curve p, unisecanti le @. (Cid perchs il gruppo stesso deve essere equivalente
al gruppo proiettivo oo® di una quadrica di S; sulla quale si siano fisssate tutte le
generatrici di un dato sistema; queste generatrici corrisponderebbero alle o, quelle
dell’altro sistema alle p). Le o' curve p uscenti da un punto qualunque dello spazio
(e contenute rispett. negli ! piani o che passano per questo punto) avranno per
luogo una superficie ™ unisecante l'intera stella delle a, la quale risultera invariante
quando sia tale quel punto. A punti di uno stesso raggio a corrisponderanno super-
ficie m formanti un fascio, il quale sarad invariante rispetto al gruppo Gy; anzi questo
fascio sard sempre lo stesso, qualunque sia il raggio @ che si considera, perche il
fascio invariante di curve che ne viene segato sopra ogni piano a non pud essere
distinto da quello delle p, sicché ogni superficie m dovrad contenere tutte le p
uscenti da uno qualunque dei suoi punti, e risulterd percid gid individuata da
quest’unico suo punto (arbitrario). Anche il gruppo G dovrad dunque trasformare in
s¢ un fascio di superficie unisecanti le curve proposte: esso sard percid un gruppo
semplice o (doppiamente intransitivo).

Piu generalmente, potremo dire che rientrano nei tipi gia considerati anche
tutti i gruppi cremoniani che trasformano in sé una congruenza di linee, e contengono
un sottogruppo (necessariamente invariante) che lascia fissa ciascuna di queste linee, sub-
ordinando su di essa o3 trasformazioni diverse. Sard infatti invariante anche rispetto
al gruppo complessivo quel fascio (unico) di superficie unisecanti queste linee che &
trasformato in s& dal sottogruppo (oo®) considerato. — E chiaro che si trovano in
queste condizioni tutti ¢ gruppi cremoniani che trasformano in sé una congruenza di
linee, subordinano in questa congruenzo un gruppo imprimitivo, e operano in modo 3 sulle
singole linee della stessa congruenza. Infatti, imposta come fissa una generica di queste
linee, risultera subordinato sopra questa linea un gruppo semplice o3, e nella con-
gruenza un gruppo integrabile; si potranno dunque staccare dal sottogruppo cosi
ottenuto ulteriori sottogruppi invarianti entro di esso e di dimensioni decrescenti di
un’unita per volta, fino a un ultimo gruppo, contenuto invariantivamente anche nel
gruppo proposto, il quale lascerd fisse tutte le linee della congruenza considerata,
operando su di esse ancora in modo oo3,

Vi sono anche alcuni criteri analoghi, i quali dall’esistenza di un fascio inva-
riante di superficie soddisfacente a certe condizioni permettono di dedurre quella di
una congruenza, pure invariante, di linee unisecanti queste superficie: ma non ¢i
fermiamo ad esporli, perche non avremo occasione di applicarli.

CAPITOLO II.

Gruppi integrabili.

Gruppt equivalenti a gruppi proiettivi sopra conAi.

8. — E noto (cfr. EF, § 9) che ogni gruppo continuo integrabile di trasforma-
zioni cremoniane dello spazio pud ridursi birazionalmente a un gruppo trasformante in
8¢ una stella di rette.

Sia pertanto G un gruppo cremoniano integrabile trasformante in sé una stella
di rette di centro P. Tra gli infiniti sistemi lineari di superficie invarianti rispetto
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ad esso costruiamone uno (X) composto di monoidi, ossia di superficie di un certo
ordine n aventi il punto P come (7 — 1)?°; basta percid applicare la generazione di
sistemi lineari invarianti esposta in EF, § 2, a un qualunque menoide o sistema di
monoidi (i quali siano tali rispetto al punto P). Indichiamo con % la dimensione di
questo sistema lineare, e con %' (< k — 1) quella del massimo sistema lineare di coni
(Z') in esso contenuto (la quale al pari di k, pud ritenersi grande a piacere).

Cid posto, se k> -1, il gruppo G (che si suppone integrabile) oltre ai si-
stemi X e Z' dovrd trasformare in st (almeno) una serie di sistemi lineari, a due a
due appartenentisi e tutti contenenti X' e contenuti in X, di dimensioni crescenti di
un’unitd per volta da k' a k. Fra questi ve ne sard uno di dimensione = %' -1,
il quale potra ritenersi individuato da %' -1 coni indipendenti contenuti in X/, e
da una (%' -}- 2)®* superficie la quale non sia pit un cono di vertice P; dal che si
trae che tutte le superficie di questo sistema oo*+! avranno come cone tangente
in P lo stesso cono (di ordine # — 1) che & ivi tangente a quest’ultima superficie.

Diremo pertanto: Il gruppo &, supposto integrabile, deve trasformare in s¢ un
sistema lineare di superficie di un certo ordine n aventi a comune un punto (n-— 1)p°
col relativo cono tangente, e, eventualmente, altri elementi ancora.

Si aggiunga che questo sistema lineare invariante pud supporsi semplice, ba-
stando percid che sia tale il sistema X' come sistema di ceni nella stella P (ossia
che questo sistema non appartenga ad alcuna involuzione di raggi della stella me-
desima). Indicatane pertanto con »==F%" 4 1 la dimensione, esso rappresenters una
varieta M; di uno spazio S,, contenente co? rette (corrispondenti ai raggi della stella P)
o incontrata da tutti gli iperpiani (di un sistema lineare o', ossia) passanti per
un certo punto secondo rigate aventi le generatrici fra quelle w? rette: tale M; sara
pertanto un cono col vertice in questo punto. Concludiamo percid:

Ogni gruppo continuo integrabile di trasformazioni cremoniane dello spazio ¢ equi-
valente a un gruppo proiettivo sopra un cono (a tre dimensioni) di un certo spazio S,
(e preecisamente sopra un cono di prima specie, o che almeno possa considerarsi come
tale: sia ciod eventualmente anche di seconda specie, purché soltanto il gruppo di
cui si tratta vi ammetta un punto unito fisso sopra la retta asse).

9. — Viceversa e anche facile vedere come si possano costruire tutti i gruppi cre-
moniani di S; equivalenti a gruppi proiettivi sopra coni razionali di spazi S, (i quali
siano, o possano considerarsi come di prima specie). Fra essi saranno certo compresi
tutti i gruppi integrabili.

Partiamo percid dal sistema lineare oo” rappresentativo di un tal cono, il quale,
facendo corrispondere alle generatrici del cono medesimo rette di una stella P, ri-
sulta appunto composto di superficie di un certo ordine » aventi il punto P come
(n — 1)P° ¢ uno stesso cono tangente in questo punto; pil, eventualmente, altri ele-
menti ancora a comune. Si tratta ora di costruire il massimo gruppo cremoniano
trasformante in s questo sistema lineare (X), e cesi pure il sistema. lineare o™ (Z')
dei coni di vertice P in esso contenuti. (Questa seconda condiziene & conseguenza
della prima se il cono di S, considerato non & luogo di ! piani). Per determinare
pertanto la trasformazionme pil generale di questo gruppo, si commnci coll’'assegnare
ad arbitrio nella stella P una trasformazione cremoniana la. quale muti in se il si-
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stema lineare (di coni) X': trasformazione che dipendera da un certo numero s(=0)
di parametri, Dopo di cid si facciano ancora corrispondere fra loro due qualunque
superficie T, F’ del sistema X, non contenute in X' (con che verremo a disporre di
r ulteriori parametri). Allora, indicato con I' un cono (certo esistente) del sistema X'
il quale sia invariante rispetto alla trasformazione assegnata nella stella P, dovranno
corrispondersi proiettivamente (entro I) i due fasci . F e [.F'; e per individuare
questa corrispondenza (di cui si conosce gia l'elemento unito I' e la coppia F, F)
occorrerd un nuovo (r -+ s -+ 1)™ parametro. Risulterd cosi individuata una trasfor-
mazione cremoniana dello spazio — composta mediante la trasformazione assegnata
nella stella P e la proiettivita fra i fasci . F e [.F' — la quale evidentemente
muterd in s@ il sistema X (e cosi pure X'), e sara anche la piu generale fra le tras-
formazioni che godono di questa proprietd. Concludiamo percid:

Ogni sistema lineare " del tipo indicato (X) & invariante rispetto @ un gruppo
cremoniano ™+, dove s(=0) & la dimensione del massimo gruppo cremoniano della
stella P che muta in sé stesso il sistema lineare oo™ dei coni di questa stella contenuti
nel sistema proposto ().

Il gruppo oo™ ottenuto in S; & integrabile sempre e solo quando @ tale que-
st’ultimo gruppo «° (oppure quando, per generare il primo, se ne consideri soltanto
un sottogruppo integrabile).

Ora, questo gruppo oo° subordinato dal gruppo complessivo G nella stella di
rette P pud sempre supporsi ridotto:

a un gruppo proiettivo;

a un gruppo di trasformazioni quadratiche, trasformante in s&¢ due diversi
fasei di piani (i cui assi indicheremo con p, ¢); — ovvero:

a un gruppo di trasformazioni di Jonquitres di un certo ordine m, trasfor-
mante in s& stesso il sistema lineare oo™ dei coni di ordine m che hanno una data
genératrice p come (m—1)P= e gli stessi m—1 piani tangenti ( m, m,, ...) lungo
di essa.

In ciaseuno di questi casi sappiamo che G dovra trasformare in sé stesso un
sistema lineare w” (¥) di superficie di un certo ordine » colla multiplicith n—1 nel
punto P, e contenente un sistema lineare oo™ (') di coni di vertice P. Supponiamo
ora che lo stesso gruppo G trasformi in se, oltre a X', anche un sistema lineare piu
ampio £’y (contenente il precedente) di coni di vertice P, aventi lo stesso ordine #; e
la dimensione di quest’ultimo sistema si indichi con k—1 (=r). Allora i due sistemi
lineari = e ¥y, composti entrambi di superficie di ordine », saranno contenuti in
uno stesso sistema lineare oo* (Z,), il quale sara pure invariante rispetto a G (e sara
dello stesso tipo di X).

Nel primo caso — quando cio® G opera proiettivamente sulla stella P — si pud
assumere come sistema X, il sistema lineare di futti i coni di ordine » appartenenti
alla stella P.

Nel secondo caso il sistema X' — comprendendovi eventualmente il piano (fonda-
mentale) pq contato un certo numero di volte () — si comporra di coni di un certo

(*) Nel qual caso questo piano dovrd intendersi aggiunto uno stesso numero di volte, come parte
fissa, a tutte il sistema Z.

Serre II. Toa XLVIIL Bl
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ordine m - n avente le rette p e ¢ come multiple di ordini rispett. m e n; e allora
potremo assumere come sistema X'y quello di tutti i coni di ordine m - » aventi
queste stesse multiplicitd lungo p e g.

Nel terzo caso infine, se i coni del sistema X' incontrano i piani del fascio p
secondo n rette variabili, questi stessi coni, comprendendovi eventualmente i piani
fondamentali w; con opportune multiplicith, dovranno avere le rette infinitamente
vicine a p in questi stessi piani come multiple di ordine #, e quindi la » come mul-
tipla di ordine = (m—1)n; e poniamo sia di ordine = (m—1)n I, essendo allora
mn -+ 1 Pordine dei coni medesimi. Allora assumeremo come sistema X', il sistema
di tutti i coni di ordine mn - aventi le accennate multiplicita lungo p e le altre
rette ad essa infinitamente vicine.

Per la rappresentazione analitica, possiamo supporre di mandare il punto P
all’infinito sull’asse 2, e di far coincidere nel secondo caso il piano pg e nel terzo
caso tutti i piani m; col piano all’infinito. Di piu, si supponga scelto il sistema X in
modo che il cono tangente P_ alle superficie di esso, e quindi anche a tutte le super-
ficie di Z,, si riduca pure al piano all’infinito, contato un numero opportuno di volte (1).

Allora, nel primo caso, il sistema lineare invariante X, sarad rappresentato dal-
Vequazione semplicissima:

z2=F,(xy)

dove ¥, & un polinomio affatto arbitrario di grado » in z, y; tale sistema ha la

(n+1)2(n+2), od &

dimensione == invariante rispetto al gruppo rappresentato dalle

equazioni:

r_ _axtbyte y,:g_ﬂx+b:y+ci, O G
agxtby +ca a9z 4 bey + ¢y ’ (@3 +- boy ¢ o)

dove ®, & anche un polinomio arbitrario di grado » nelle variabili z, y; questo

(w1 (n+2)
2

gruppo dipende da -+ 9 parametri.

Nel secondo caso, se i due fasci di piani di assi p, ¢ si assumono rispett.
come fasci # = cost., y = cost., il sistema X, sara rappresentato da un’equazione
del tipo:

z2="Fo.(2y)

nel cui secondo membro = e y entrino a gradi rispett. <m e <n; possiamo percid
scrivere:

e=a"fo) +2" i)+ 1)

dove le f sono tutte polinomi di grado » in y. La dimensione » di questo sistema

(1) La riduzione di questo cono tangente a un piano multiplo pud sempre ottenersi con un'op-
portuna proiezione del cono a tre dimensioni rappresentante il sistema Z.
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vale (m + 1) (n + 1); e il sistema stesso & invariante rispetto al gruppo (di dimen-

sione (m+ 1) m 4 1)+ 7):

2 = ax+b p__ Gy T+ bs | r_ deFar o)t tey () e (y)

e —_— 2 =
azx—+di’ 4 ey dy (e =+ dy)™ (cqy + da)”

dove le @ sono polinomi di grado » in y, e si pud ritenere a,d; —bd,¢; =aydy — bycg=1.

Nel terzo caso infine il sistema lineare (di coni) X', sard la somma del fascio
di piani di asse p — e sia il fascio x==cost. — contato ! volte, e di un sistema
lineare del tipo y =y, (¥) contato » volte: percido il sistema X, sara rappresentato
da un’equazione del tipo:

e=y"fi (@) + ¥ fun @) + ... F Frrm @)

dove le f sono polinomi in x di gradi eguali ai rispettivi indici. La dimensione r
di questo sistema vale m (”'51) +(m-+1)(41). E poicheé in questo caso si ha

s=m -+ I, cosi il detto sistema sard invariante rispetto a un gruppo dipendente da

m () + 0D+ D+ m+6
parametri, il quale si rappresenterd colle equazioni:

o — 4+ v M A+Ful) 1 — B2ty o) 4 9" Qi (2) - . A Prmn ()

“wta’l YT wtar  ° (o2 I d)yitmn

dove F, e le @ sono sempre polinomi arbitrari, di gradi eguali ai rispettivi indieci,
e si pud ritenere ad — be=1.

Questi gruppi tipici completi sono tutti non integrabili. Perv dal secondo e dal
terzo si staccano sottogruppi integrabili imponendo come fissi rispett. un raggio della
stella o un piano dell'unico fascio invariante; e nel primo di essi il massimo sotto-~
gruppo integrabile si ottiene imponendo come fissi un raggio e un piano della stella
invariante i quali si appartengano.

CAPITOLO IIIL

Un teorema generale
sui gruppi cremoniani con un fascio invariante di piani.,

10. — Premessi i casi pitt semplici che formano oggetto dei precedenti Cap. I e II,
cominciamo ora lo studio ordinato di tutti i diversi tipi di gruppi di Jonquitres ge-
neralizzati, e, per prima cosa, di quei gruppi G che trasformano in s& un fascio di
piani (n). Dimostreremo a tal uopo la proposizione seguente, la quale ci condurrd a
una prima classificazione di questi gruppi:
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Ogni gruppo cremoniano continuo dello spazio Sy il quale trasformi in sé un fascio
di piani ¢ equivalente o un gruppo proiettivo sopra una varietd My di uno spazio S,,
la quale (corrispondentemente a quel fascio invariante di piani) contiene:

1. o una serie ! (razionale, normale) di piani;

IL. oppure una serie razionale w' (fascio) di quadriche (a due dimensioni);

IIL. oppure una serie razionale ool (fascio) di coni (razionali, normali, di un
certo ordine n).

Questi tre casi corrispondono evidentemente ai tre tipi di gruppi cremoniani che
possono venire subordinati da G nei singoli piani m.

Per dimostrare la proposizione enunciata bastera costruire in S; un sistema li-
neare di superficie (Z), semplice e invariante rispetto a @&, il quale sopra ogni
piano m seghi o una rete omaloidica, oppure un sistema lineare equivalente a quello
delle coniche passanti per due punti fissi, ovvero anche un sistema equivalente a
quello delle curve di un certo ordine » aventi a comune un punto (z — 1)™° colle
relative tangenti. B la costruzione di questo sistema X si riconduce a sua volta ad
individuare sopra ciascun piano m il sistema lineare di curve ¢ che deve esserne
segato; poiche, conosciuto quest’ultimo (per ogni piano m), si potra tosto costruire X
applicando la generazione esposta in EF, § 2 a una superficie o sistema di superficie
gid incontranti i piani m secondo curve @. E chiaro altresi che, fra i sistemi cosi otte-
nibili (e la cui dimensione pud essere grande a piacere), ve ne saranno di quelli
semplici, completi, e seganti anche sopra ciascun piano m lintero sistema lineare
proposto di curve @ (cosi risulteranno normali la varietd rappresentativa di £ e le
superficie che su di essa corrispondone ai piani m).

Cid posto, si costruisca un sistema lineare qualunque (T) di superficie, invariante
rispetto a G; questo sistema seghera sopra ogni piano m un sistema lineare di curve vy,
invariante rispetto al gruppo subordinato da G in detto piano. Questo stesso gruppo
(del piano m) trasformerd in s¢ anche ciascuno dei successivi aggiunti puri del si-
stema delle y, 'ultimo dei quali sarh un determinato sistema lineare, almeno ool
composto di curve y' razionali o ellittiche. '

Supponiamo anzitutto che queste curve siano razionali. In tal caso il loro sistema,
supposto di dimensione > 1 (1):

a) o & una rete omaloidica, e allora esso pud assumersi senz’altro come si-
stema lineare di curve @ (atto a costruire il sistema X);

b) oppure & trasformabile birazionalmente nel sistema lineare oo di tutte le
coniche del piano; e allora come sistema lineare di curve @ pud assumersi la rete
omaloidica (ben determinata) che contemporaneamente si trasforma nel sistema co?
delle rette;

¢) o infine esso e il sistema rappresentativo di una certa rigata razionale
normale, e allora si potranno assumere come curve @ quelle che corrispondono alle
direttrici di questa rigata di ordine immediatamente superiore alle direttrici minime.
Queste curve (che potrebbero anche essere le stesse y') formano infatti un sistema
lineare rappresentante una quadrica o un cono razionale normale (di ordine =1), e
certe invariante rispetto al gruppe subordinato da G in ogni singolo piano .

(1) Noerner, “ Mathem. Ann. ,, vol. IIl, V; Guecra, “ Rend. di Palermo ,, 1886.
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Rimane il caso in cui le curve {(razionali) y' formino in ciascun piano m sol-
tanto un fascio. Allora, fra gli infiniti sistemi lineari completi di curve unisecanti
le y' (quindi anche razionali) e invarianti rispetto al gruppo subordinato in questo
piano, se ne prenda uno di dimensione minima (purché >1). Questo sistema lineare |,
rappresentera ancora una quadrica o un cono (di ordine = 1), e potra percid assu-
mersi come sistema lineare di curve @ ogni qual volta esso sia unico (con quella
data dimensione) nel proprio piano, ovvero anche qualora, essendovene altri, esso
possa staccarsi razionalmente da questi — descriva ciod, al variare del proprio piano,
un sistema oco! non contenente questi altri —. Dico che, se cid non avviene, il gruppo G
& necessariamente integrabile (e equivalente quindi a un gruppo proiettivo sopra un
cono, sul quale al fascio dei piani m corrispondera un fascio invariante di coni a due
dimensioni; sicche il teorema enunciato sard vero anche in questo caso).

Per dimostrare che G & integrabile, basterd far vedere ch’esso subordina un
gruppo integrabile tanto nel fascio dei piani m, quanto in ciascuno di questi piani. Ora,
al variare di un piano m, uno qualunque dei sistemi |%]| in esso contenuti descrive una
serie o1, della quale dobbiamo supporre che ciascun piano n contenga due o piu ele-
menti; in questa serie nasce cosi un’involuzione invariante rispetto a G, sicche G stesso
non potra operare su di essa, e quindi sul fascio dei piani m, che in modo al piu oot. —
D’altra parte in ciascun piano T viene subordinato un gruppo equivalente a un gruppo
proiettivo sopra una quadrica o cono, su cui deve ancora risultare invariante un
sistema lineare identico a quello delle sezioni (iper)piane, ma da esso distinto. E un
tal gruppo & certo integrabile; perché in nessuno dei casi — tubti noti — di gruppi
proiettivi non integrabili sopra le dette superficic esiste un siffatto (ulteriore) sistema
lineare invariante.

Supponiamo infine che le curve y' costruite in ogni singolo piano m siano
ellittiche. Il loro sistema sard allora birazionalmente equivalente a uno dei sistemi
seguenti: (1)

a) sistema lineare di quartiche con due punti basi doppi;
b) sistema lineare di cubiche;
¢) fascio di curve di ordine 3+ con 9 punti basi »r™,

Nel caso ), insieme al sistema lineare delle ', sard pure invariante in m quel
sistema lineare «?® di grado duc (corrispondente al sistema di coniche cogli stessi
due punti basi) di cui il primo & doppio: questo potra allora assumersi come sistema
lineare di curve @. ‘ '

Nei casi b) ¢ ¢) risulta invariante in m almeno una rete omaloidica (2). Se questa
¢ unica, o pud staccarsi razionalmente dalle altre pure invarianti, la assumeremo
come sistema delle @; in caso contrario, lo stesso ragionamento di poc’anzi prova
che il gruppo & deve ancora essere integrabile.

Risulta pertanto vero in ogni caso il teorema enunciato al principio di questo
n°. Per determinare tutti i tipi di gruppi cremoniani continui trasformanti in se un

(') Bermist, “ Annali di Matem. ,, 8. 2% vol. 8°; Guccia, “ Rend. di Palermo ,, 1887.

() Exriques, “ Rend. Ace. dei Lincei ,, maggio 1893; p. 470. In questa Nota & anzi applicato
I'intero ragionamento di cui qui ci siamo valsi alla riduzione dei gruppi cremoniani continui del
piano a tipi determinati.
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fascio di piani bastera pertanto esaminare tutti i possibili gruppi proiettivi sopra
varieta M; contenenti un fascio (serie razionale ! d’indice uno) di piani, di qua-
driche, e di coni (razionali normali). B quello che noi faremo appunto nei prossimi
tre capitoli.

CAPITOLO 1V.

Gruppt equivalenti a gruppi proiettivi
sopra varietd contenenti una serie x!' razionale normale di piani.

11. — La determinazione dei diversi gruppi tipici di questa categoria si effettua
asdai facilmente in base al teorema seguente:

Ogni gruppo proieftivo sopra una varietd contenente una serie ! razionale nor-
male di piani ¢ equivalente @ un gruppo anche proiettivo sopra un’analoga varieta ra-
zionale normale di piani la quale sia:

o una M di Sy (con o2 direttrici rettilinee);
oppure un cono (di prima o di seconda specie).

B stato infatti dimostrato dal Sig. Szexre (1) che ogni varieta M} contenente una
serie ool razionale normale di piani appartiene a uno spazio S,.., e, quando non
sia un cono, deve ammettere:

o un sistema oo? di direttrici (minime) di ordine formanti una congruenza

n
_3—7
del primo ordine;

oppure una sola, o anche un sistema oo! di direttrici minime di un certo or-

dine m < -, formanti in quest’ultimo caso una rigata minima di ordine 2m.

3 ’

D’altra parte, un gruppo proiettivo sopra una tale M di S,., deve sempre tras-
formare in se, oltre al sistema lineare delle sezioni iperpiane di questa varieta, anche
il sistema residuo di esso rispetto a un numero qualunque di piani (ossia il sistema

lineare segato dagli S,., passanti per questi piani). — Ora, se vi sono oo? direttrici
minime di ordine %, gli S,., passanti per '—5—1 piani qualunque segheranno sulla M3

un sistema lineare o5, rappresentante una varietd di piani con oo? direttrici retti-
linee; e questa varietd sard appunto una M} (non conica) di Sy: (per » =3, la Mj sa-
rebbe essa stessa una tale MJ). Ogni gruppo proiettivo sulla M; sara allora equi-
valente a un gruppo anche proiettivo su questa M3.

Se invece la Mj contiene almeno una direttrice di ordine m < %, gli S, pas-

santi per m sui piani arbitrari l'incontreranno ulteriormente secondo un sistema li-
neare di grado #» — 3m e dimensione #» — 3m -2 (percid almeno w3) di rigate di
ordine » — m. Percid ogni gruppo proiettivo sulla data M; sara equivalente a un

(1) Suile varietd normali a tre dimensioni composte di serie semplici razionali di piani (* Atti del’
R. Ace. di Torino ,, vol. XXI, 1885).
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gruppo anche proiettivo sulla varieta M;—" di S, s.i. rappresentata da quest’ultimo
sistema (e che sard ancora varietd normale di piani). E poiche il passaggio per una
direttrice C™ della M} non impone alle superficie (rigate) del detto sistema lineare che
una sola condizione, cosi si conclude che alle stesse C" dovranno corrispondere sulla
M3~ altrettanti punti comuni agli oo! piani; vale a dire questa M;™™ sara un cono,
di prima o seconda specie (con un unico vertice cioe, o con una retta asse) secondo
che la M3 conteneva una sola direttrice C", oppure un sistema oo! di tali curve.

Il teorema enunciato & dunque completamente dimostrato; e nella determina-
zione dei gruppi tipici di questa categoria noi possiamo percido limitarci a conside-
rare i gruppi proiettivi sulle Mj di S; e sui coni contenenti oo! piani.

12. — Ora, ogni gruppo proiettivo sopra una Mj di S, (contenente ool piani e co?
direttrici rettilinee) & equivalente a un gruppo al piu o't di trasformazioni quadra-
tiche del tipo incontrato al n° 4.

E sappiamo pure che ogni gruppo proiettivo sopra un cono razionale, a tre
dimensioni, di 1* specie (composto o no di una serie oo di piani) & equivalente a
un gruppo di trasformazioni cremoniane di un certo ordine » di uno dei tipi incon-
trati al n° 9.

Resta soltanto a vedere come si rappresentino sullo spazio S; i coni razionali
normali di 2* specie, e quali trasformazioni cremoniane vengano cosi a corrispondere
alle trasformazioni proiettive su di essi.

Per rappresentare birazionalmente sopra S; un cono ™ di S,., (di 2* specie),
possiamo proiettarlo da » —1 suoi punti, presi su altrettanti piani distinti (piu general-
mente, da un S,_, che I'incontri (soltanto) in » — 1 punti, i quali potrebbero anche es-
sere, tutti o in parte, infinitamente vicini). I piani del cono '™ si proiettano allora in
piani di un fascio; e le sue oo"*® sezioni iperpiane si proiettano in coni di ordine » col
vertice sull’asse r di quel fascio, e con quest’asse come generatrice (n — 1) Lungo
questa generatrice i detti coni saranno tutti tangenti agli stessi #» — 1 piani (imma-
gini dei centri di proiezione su ). Da queste condizioni il sistema lineare oo"** rap-
presentativo di I & gia completamente individuato, perché vi sono appunto oo™+
coni soddisfacenti alle condizioni stesse e aventi il vertice in un punto arbitrario
della .

Alle trasformazioni proiettive del cono ™ corrisponderanno in S; trasformazioni
cremoniane, le quali dovranno mutare in s& stesso questo sistema oo™ di.coni. Il
gruppo piu ampio di tali trasformazioni — ossia il gruppo di tutte le trasformazioni
proiettive sopra un cono ™ di S,,, di seconda specie — dipende da 2n - 9 para-
metri. (Infatti, fissando un punto della retta asse, il che equivale a una sola con-
dizione, devono restar disponibili, secondo il risultato del n° 9, » 4 s+ 1 para-
metri, essendo. precisamente r =n -+ 2, s=#n -+ 5; onde » + s+ 1 = 2n + 8). Per
n=1 si ha il gruppo proiettivo o!! con una retta fissa; per »=2 si ha un
gruppo oo!® di trasformazioni quadratiche, di cui & fatto cenno nella comunicazione
cit. del Sig. NoetuER (cfr. n° 4).

Diremo percid: I gruppi cremoniani equivalenti ai gruppi proiettivi sopra coni di

specie si riducono birazionalmente a gruppi (di dimensione <2n -+ 9) di trasforma-
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"t dei coni di ordine

ziont di ordine n, che lasciano invariato il sistema lineare oo
aventi o comune una generatrice (n — 1)P* coi relativi n — 1 piani tengenti.

Fissando un punto qualunque della vetta r, generatrice (n-— 1)** comune di
questi «"*® coni e asse del fascio di piani invariante, risulta pure fissa la stella di
raggi avente quel punto per centro, e in questa stella il gruppo complessivo co™*®
subordina un gruppo oo"*® di trasformazioni di Jonquieres di ordine », completamente.
definito dal sistema lineare oo™ di coni della stella medesima (contenute nel sistema
totale ®"*?) che deve risultare invariante. Componendo i gruppi «"t® suberdinati in
due stelle siffatte — coll’avvertenza di comporre soltanto trasformazioni subordinanti
la medesima omografia nel fascio di piani (invariante) comune alle stelle medesime
— si ha in 8; un gruppo cremoniano di dimensione 2(n + 5) —-3=2n +7; e, al
variare della coppia di stelle considerata, si hanno tutte le oo**° trasformazioni del
gruppo totale. ‘

Assunta la retta » come retta z, =, =0, e indicata con f,_ (x; o) = O
I'equazione complessiva degli #» — 1 piani tangenti lungo di essa ai coni del sistema
invariante oo"™? quest’ultimo sistema sarebbe rappresentato dall’equazione seguente:

(g = pavg) Fuy (@01 25) - fo (@1 25) = 0

con » -+ 3 parametri omogenei, vale a dire A\, p e gli #n 1 coefficienti della forma f,.
Le equazioni del gruppo tetale o™ possono allora mettersi sotto la forma:

'y = axy + bx,
./,U"g = Xy + dxg
& s fumr (@ 10"5) = (05~ Bay)frmr (@1 25) + @ (24 )

& sfaa (@1 2'5) = (125 + Vieg) foy (01 25) - W, (2 25)
ovvero

U (azg+ Bs) fo1 (2120) 4 @n (01 220) 2 = (Y2 - d,) fnt (04 203) W (%1 24)
8 Fr~t(amy - by, caey 1 dacg) L fr—1{amy = by, coy + dag

con 2n -+ 10 parametri, vale a dire a, &, ¢, d, o, B, v, d e 1 2(n 4 1) coefficienti delle
forme @, e y,; sono parametri omogenei gli ultimi 2n -+ 6 fra questi e le potenze
nfime delle a, b, ¢, d.

In coordinate cartesiane non omogenee :

— %3 — % — %
r= ’ Yy = ’ © = ’
Xy Xg Xy

facendo coincidere gli % — 1 piani f,_,(z,2;) = 0 col piano all’infinito, risulterebbe
invariante il sistema lineare oo™ di cilindri:

Mo+ py + fole) = 0
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colle generatrici tutte parallele al piano xy. E le equazioni del gruppo totale
sarebbero:

r . ox4By-tonle) | b Ye+dy +wnlz) | o — e td
=" tar YT T wfay i = ata

Dal sistema invariante co™? di coni si possono estrarre i sistemi omaloidici de-
terminanti le diverse trasformazioni del gruppo, prendendo quei coni che passano
per n — 1 punti i quali, se » > 5, vengano proiettati da » secondo un gruppoe di
piani proiettivo al gruppo dei piani tangenti fissi lungo » medesima. Questi sistemi
omaloidici, e le relative trasformazioni cremoniane, furono studiati recentemente dal
Sig. DeL Przzo (1).

Concludiamo pertanto:

I gruppi cremoniani equivalenti o gruppi proiettivi sopra varietd contenenti una
serie ool di piani si riducono tutti birazionalmente a uno dei seguenti casi tipici:

1° Gruppi al pin ' di trasformazioni quadratiche da noi incontrati al n° 4;

20 Gruppt di trasformazioni monoidali di un certo ordine n incontrati al n® 9
(anzi casi particolari di questi);

3° Gruppi al pite oo™ di trasformazioni coniche di un certo ordine n costruits
in questo stesso n° 12.

Ciascuno di questi gruppi opera proiettivamente sui singoli piani del fascio in-
variante.

CAPITOLO V.

Gruppt equivalenti a gruppi proiettivi
sopra varietq contenenti un fascio di quadriche.

18. — A partire da questo momento ci conviene introdurre l'ipotesi (che non
risultava ancora necessaria nel cap. prec.) che il gruppo proposto sia non integrabile.
E possiamo introdurla, avendo git determinati nel cap. II tutti i tipi di gruppi inte-
grabili.

Indichiamo con p; una varieta a tre dimensioni di uno spazio S, contenente un
fascio di quadriche Q, e con G un gruppo (non integrabile) di trasformazioni proiet-
tive sopra questa varietd. — B importante per noi la considerazione del gruppo (pro-
iettivo) g subordinato da G sopra una Q generica. Dico che ogni qualvolta g non coin-
cida precisamente col gruppo proiettivo o3 che lascia fissa una conica (non degenere) della
quadrica Q, sempre il gruppo G ¢ equivalente o wuno dei gruppi cremoniani tipici di S,
da noi gie incontrati (e possiamo quindi prescindere dall’occuparcene ulteriormente).

Anzitutto, se il gruppo ¢ si suppone integrabile, esso (o eventualmente il mas-
simo suo sottogruppo continuo) dovra lasciar fissa sulla quadrica Q almeno una ge-
neratrice di ciascun sistema, e quindi almeno un punto: percid anche la rete oma-

() Le trasformazioni coniche dello spazic (* Remd. Acc. di Napoli ,, 1896).
Senie II. Tom. XLVIIL ¥
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loidica delle sezioni piane della Q passanti per questo punto. Di qui si trae (ripetendo
il ragionamento del n° 10) che il gruppo G deve esssere equivalente a un gruppo
anche proiettivo sopra una varietad contenente una serie co! di piani (cap. IV), purche
soltanto quella rete omaloidica possa staccarsi razionalmente dalle altre pure inva-
rianti eventualmente esistenti sulla stessa Q. E allo stesso n° 10 si & pure veduto
che questo deve esser possibile ogni qual volta il gruppo G sia non integrabile.

Supponiamo ora che anche il gruppo g sia non integrabile. Risulta allora dal-
I'enumerazione di tutti i possibili gruppi proiettivi (non integrabili) sopra una Q (%) (e
lo si vedrebbe anche direttamente) che g stesso contiene certo un sottogruppo inva-
riante o038 il quale lascia fisse tutte le generatrici ¢ di un determinato sistema sulla Q
— e opera percid in modo o® sopra queste generatrici —, a meno che esso non
coincida precisamente col gruppo «?® (continue o misto) delle trasformazioni proiettive
che lasciano fissa sopra Q una certa conica (non degenere) gq.

Escludiamo pertanto quest’ultima ipotesi. Allora il gruppo G dovra anch’esso
subordinare su ciascuna di quelle generatrici ¢ (ossia su ciascuna generatrice di
almeno un determinato sistema sopra ogni Q) oo® trasformazioni diverse. D’ altra
parte il gruppo subordinato da G nella congruenza delle @ & imprimitivo (poiche
nella congruenza stessa & invariante il sistema oo! delle schiere rigate giacenti sulle
singole Q). Cid basta per concludere (in base all’'ultimo enunciato del n° 7) che la
congruenza delle ¢ (& del 1° ordine (2), ) ammette un fascio di superficie unisecanti,
invariante rispetto a G. Questo gruppo potrd percid ricondursi a uno dei tipi stu-
diati nel Cap. I (e precisamente nei n' 5 e 6).

14. — Bastera dunque esaminare il caso in cui sopra ogni Q viene subordi-
nato da G il gruppo proiettivo o3 con una conica fissa ().

Imposta come fissa una quadrica Q generica, occorrono al piut due condizioni
per render fisse anche le rimanenti, e staccare cosi da G un sottogruppo invariante
intransitivo (G;), il quale muti in sé stessa ciascuna delle Q. — Questo gruppo G,
dovra subordinare su quella prima (e quindi sopra ogni) Q un sottogruppo invariante
del gruppo oo® colla conica ¢ fissa, e contenente al pil due parametri di meno di
quest’ultimo (dunque almeno oo1). Tale sottogruppo dovra dunque coincidere con quello
stesso gruppo oo® (che & privo di sottogruppi invarianti di dimensione > 0); e percid
concludiamo: Il gruppo &, se tramsitivo, contiene tuttavia un sottogruppo invariante
intransitivo Gy, il quale muta in s¢ stessa ogni quadrica Q, subordinandovi ancora tutte
le oo trasformazioni che lasciano fissa la conica q.

Dico ora che questo gruppo Gy & esso stesso un gruppo semplice 3. Cid sarebbe
evidente qualora le coniche ¢ delle diverse quadriche Q fossero tutte coincidenti;
perche, fissando tre e quindi tutti i punti di questa conica, si avrebbe I'identita su
ogni Q, e quindi su ps. Se invece le ¢ non coincidono, ma hanno per luogo una
certa superficie @, il gruppo G subordinera sopra questa superficie un gruppo pro-

(') Cfr. ad es. Lig, Theorie der Transformationsgruppen, vol. III, cap. 10°,
() E percid i due sistemi di rette di ciascuna Q descrivono, al variare di questa Q, due con-
gruenze distinte (del 1° ordine). La congruenza cui sopra si accenna & appunto una di queste due.
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iettivo, non integrabile e intransitivo; il che basta per concludere che questo stesso
gruppo (subordinato sopra @) & equivalente al gruppo proiettivo di una quadrica
sulla quale siano fisse tutte le generatrici di un determinato sistema. A questo si-
stema di generatrici corrisponderanno sopra @ le coniche g¢; all’altro sistema corri-
sponderd un fascio, pure invariante, di curve f unisecanti le ¢ (e ciascuna delle quali
si ridurrebbe a un punto, se le ¢ coincidessero). Con tre sole condizioni si potra
dunque render fissa ogni curva f, e quindi anche ogni punto di ¢ e della varietd ps.

Ora, le generatrici delle o' quadriche Q potranno formare o due distinte con-
gruenze del 1° ordine, contenenti rispett. le due diverse schiere rigate delle singole Q,
oppure una congruenza unica (irriducibile) del 2° ordine. Nel primo caso, entro cia-
scuna delle due congruenze, quelle generatrici che si appoggiano a una medesima
curva [ formeranno una rigata (R, R’) la quale, al variare della f, descrivera un
fascio invariante rispetto a G. Ogni punto di s potra percid individuarsi come inter-
sezione (unica) di tre superficie Q, R, R’ descriventi ciasecuna un determinato fascio.
Ricadiamo cosi nel gruppo tipico gia incontrato al n° 5.

Se invece le generatrici delle Q formano una congruenza unica (irriducibile, del
2¢ ordine), le schiere rigate delle stesse Q formeranno un unico sistema oo! (irridu-
cibile), entro il quale sard invariante 'involuzione (quadratica, razionale) delle coppie
di schiere coniugate (contenute cio® in una stessa Q). Di qui si trae che, se il gruppo
G @& transitivo (piu ampio ciod di ), esso dovrd operare in modo soltanto co! sul
detto sistema di schiere rigate, e quindi anche sul fascio delle Q; esso sard percid
un gruppo (precisamente) oot In questo caso il sistema oo! delle schiere rigate delle
Q sard certo razionale, mentre invece se G & intransitivo (e percid = ;) esso potra
essere iperellittico di genere qualunque.

Se G & transitivo e o4, possiamo ridurlo molto facilmente a un gruppo proiet-
tivo di S;. Consideriamo percid in S; un fascio di quadriche X mutuamente tangenti
lungo una conica (non degenere) s; e riferiamo proiettivamente:

1o 11 fascio di curve f contenuto nella superficie @ dianzi considerata al si-
stema dei punti della conica s;

20 11 sistema (razionale) oo! delle schiere rigate delle quadriche Q all’analogo
sistema sulle Z, in modo che si corrispondano le involuzioni delle coppie di schiere
coniugate. -

Componendo queste due proiettivita, otteniamo una determinata corrispon-
denza birazionale fra le due congruenze di 2° ordine formate rispett. dalle ge-
neratrici delle Q e delle Z. Infatti ogni retta della prima (seconda) congruenza ap-
partiene a una determinata schiera rigata di una Q (di una X), e si appoggia a una
determinata f (passa per un determinato punto di s). — E poiche a ogni coppia di
rette della prima congruenza incontrantisi in un punto generico di p; (e contenute
percid in schiere diverse di una stessa Q) corrisponde una coppia di rette della se-
conda congruenza (contenute in schiere diverse di una stessa Z, e percid) incontran-
tisi in un punto pure generico di S, avremo cosl rappresentata birazionalmente la
varietd pg sopra S;. — Dalla legge di generazione del gruppo @&, la cui operazione
generica pud ottenersi componendo una proiettivitdh arbitraria nel fascio delle f
sopra @ e una proiettivith opportuna nel sistema ool delle schiere rigate delle Q
(e precisamente una delle oo! proiettivith che mutano schiere coniugate in schiere
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coniugate), segue immediatamente la legge di generazione del gruppo corrispondente

in S3; e quest’ultimo gruppo viene precisamente a coincidere col gruppo proiet-

tivo oo* che trasforma in sé il fascio delle quadriche X (ossia la conica base di

questo fascio, e il polo comune del piano di essa rispetto a tutte le X).
Rappresentato il fascio delle quadriche X coll’equazione:

x§ — Xy = kx%
questo gruppo tipico o* sarebbe a sua volta rappresentato dalle equazioni seguenti:

2, =
2y =0a%xs + 2abxs + b2x,
2’y = acxy + (ad 4+ be)xg + ddw,
'y = 2wy + 2¢d x5 + d?x,

coi parametri @, b, ¢, d tutti indipendenti. Questo gruppo trasforma in sé la stella
di rette avente per centro il punto (x,==0, 2, =23 =12, =0), e pud quindi consi-
derarsi come (equivalente a) un gruppo proiettivo sopra un cono di 12 specie (di
ordine 1). Esso rientra precisamente come sottogruppo nel 1° tipo del n° 9 (per n=1).

Se G & intransitivo, ma il sistema ! delle schiere rigate delle Q & ancora ra-
zionale, potra G stesso ridursi al sottogruppo invariante oo® del gruppo tipico pre-
cedente (ottenibile col porre ad — bc = 1). Se invece questo sistema non & razionale,
occorre un’altra rappresentazione spaziale della varieta us, la quale potrd tuttavia
applicarsi anche al caso precedente.

15. — Se il gruppo G & intransitivo, le coniche ¢ e i loro piani saranno tutti
invarianti rispetto ad esso; e la varietd ug si proiettera percio da uno qualunque di
questi piani (supposti non coincidenti) in una varieta analoga, sulla quale a G corri-
spondera ancora un gruppo proietttivo. Questa proiezione sara certo univoca (essendo
tale per I'intera varietd normale M, luogo degli spazi S; delle quadriche Q), e si potra
ripetere finché i piani delle ¢ non vengano tutti a coincidere (!); sicché noi possiamo
supporre addirittura che sopra Mz questi piani (e queste coniche) coincidano, e gli
spazi S; delle Q formino percid un cono (razionale, normale) di 3* specie. — Av-
vertiamo ancora che il piano dell’unica conica ¢ si pud supporre non contenuto in s
— in altri termini, si pud supporre che nessuna Q si riduca a questo piano contato
due volte — potendo il sistema lineare invariante (Z) costruito al n° 10 esser scelto
in modo da segare sopra ogni piano T (senza eccezioni) un sistema lineare com-
pleto o3 (anziché soltanto oo?) equivalente a un sistema di coniche.

L’ordine della varieta u; sara quindi doppio di quello del cono di 3* specie for-

(!) Ciascuna di queste proiezioni riduce di un'unita I'ordine delle curve f considerate al n° prec.c,
dopo che queste si saranno ridotte a rette, un’ultima proiezione fard coincidere i piani di tutte le g,
e anzi queste stesse coniche.
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mato dagli spazi S; delle quadriche Q, e poniamo sia ==2(n — 1). La varieta stessa
apparterra allora a uno spazio S...; e possiamo supporre » =2, se no si ricadrebbe
nel gruppo proiettivo del n° prec.).

Per rappresentare questa varieta p, sullo spazio S; possiamo anzitutto proiet-
tarla da un punto qualunque P della (unica) conica ¢ in un cono razionale normale,
a tre dimensioni, di seconda specie, di ordine » — 1, i cui piani saranno rispett. im-
magini delle quadriche Q; e poi proietteremo ancora questo cono, come gia al n° 12,
da 7 — 2 suoi punti, tracce ad es. di altrettante generatrici del cono v*"~! formato
da quelle rette (di ambo i sistemi) delle quadriche Q che escono dal punto P. Alle
quadriche Q corrisponderanno cosl in S; i piani passanti per una certa retta »; e alle
sezioni iperpiane di p; corrisponderanno superficie F di ordine 2(n—1)—(n—2)=n=,
aventi la retta r come (n—2)"*, ¢ » — 2 piani tangenti fissi lungo questa retta.
Queste stesse superficie conterranno ancora la curva (piana) ¢" immagine del cono
72 (la quale avra un punto (n — 2)?°, con tangenti ben determinate, nell’ inter-
sezione del proprio piano colla retta ). In particolare alle sezioni iperpiane di us
passanti per il punto P corrisponderanno superficie di ordine » contenenti come parte
fissa il piano della curva @"; e astraendo da questo piano rimarrd un cono di ordine
n — 1, variabile entro un sistema lineare oo™ identico a quello considerato al n° 12 (1).

L’analisi fatta in questo cap. V c¢i conduce dunque a aggiungere ai casi gia
noti un solo gruppo tipico: ¢ gruppo w® intransitivo delle trasformazioni di un certo
ordine n, che mutano in sé tutti © piani di un certo fascio, e un sistema lineare o"**
di superficie di ordine n, aventi la retta asse di questo fascio come multipla di ordine
n— 2, pitt n — 2 piani tangenti fissi lungo questa retta, e passanti ancora per una date
curva piana di ordine n.

La congruenza (unica) delle generatrici delle Q viene cosi rappresentata dalla
congruenza del 2° ordine delle rette che si appoggiano alla » e alla curva ¢" (Ia quale
ultima ha sopra » un punto (» — 2)P); alle schiere rigate delle Q corrispondono i
fasci di rette contenuti in questa congruenza, e i centri di questi fasci hanno per
luogo la curva iperellittica o

Ogni operazione del nostro gruppo tipico continuo oo? lascia fisso ciascuno di
questi fasci di rette. Per costruire quindi la pit generale di queste operazioni hasta
assegnare ad arbitrio una proiettivita sulla retta », e comporre, in ciascuno dei
piani passanti per questa retta, le proiettivity che risultano determinate per proie-
zione entro ciascuno dei due fasci di rette della congruenza contenuti nel piano stesso.

Assumendo » come retta z, =2, =0, e supponendo la curva @" contenuta nel
piano x3 =0 e ivi rappresentata dall’equazione

@i foms + Bfomr + f=0

dove le f contengono le sole coordinate x,, x;, si vede facilmente che il sistema
lineare oo™** delle superficie F si potra rappresentare coll’equazione:

173([””.: + Bx‘i]ﬂ—z + Q) = Zifr—e + Zifos + 10 18]

() Per =2 la varietd Ms & una quadrica di 8,, la quale viene semplicemente proiettata sopra
8; da un suo punto P.
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nella quale sono parametri variabili (non omogenei) o, B, e gli #n coefficienti della
forma @, (z; x,), mentre invece sono costanti i coefficienti di tutte le f.

Per trovare le equazioni del gruppo oo%, possiamo osservare che deve essere
trasformato in s& stesso il sistema oo! (d’indice due) dei coni che dai vari punti di
r proiettano la curva @". L’equazione di questo sistema oo! di coni & la seguente:

(24 + kxs)?fus + (w4 + kas)foca + o =0 1)

ovvero:

k2. x%fn—2 + k(L‘3 (2x4fn—2 + fn—-l) _I— (xifn—& + $4fn—-1 + f") = 0 (1,)

Il nostro gruppo oo® subordinera in questo sistema ool tutte le possibili o3 trasfor-
mazioni proiettive, le quali si rappresenteranno analiticamente mediante sostituzioni
lineari del parametro k. Alle singole superficie del sistema (1) o (1') corrisponde-
ranno pertanto, in una qualunque operazione del gruppo, le superficie:

(x4+ Z]fis xg)gfn—-2+ (m‘f‘ Z]f_t; xg)fn_l—i—f":o 2

ottenute rispett. per gli stessi valori di %, e per valori delle @, b, ¢, d variabili da
un’operazione all’altra e che possiamo supporre legati dalla relazione ad — bc=1.
Se dunque le equazioni (1) e (2) — quest’ ultima moltiplicata per (ck -+ d)? — si
mettono rispett. sotto la forma:

BF -+ 2kF + F' =0
Ko + 260 + ¢ =0

dovranno queste, come equazioni di secondo grado in %, dare per k gli stessi valori
ogni qual volta in esse si sostuiscano rispett. le coordinate di due punti omologhi
in una data operazione (definita dai valori particolari delle a, b, ¢, d); e dovra
percid essere, per ogni operazione del gruppo:

F F b
i

Introducendo pertanto in luogo di F e F', & e &' le loro espressioni rispett. date
dalla (1') e ricavabili dalla (2), dando gli apici alle coordinate in F e F', e divi-
dendo queste due funzioni per z's f',_, e le ®, &' per 3 f,.,, avremo, a meno even-
tualmente di uno stesso fattore:

@'y = xg;n—z [(axs + cx4)2fn_2'—}~ claws -+ cwg)foor+ c2fa]
[x4 + 27}:2 ],: waft > [(ax3—}—cx4)(bx3 + dzg)foss +

+ 5 le@oy+de) + oz + e) {fom + df, |

dove il fattore omesso — sostituendo nell’equazione del sistema lineare invariante
— si trova essere eguale all’unith, qualora si assuma z'\=2,, 2'; = ..
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Con qualche trasformazione, e valendosi della relazione ad — bec =1, si ha pure:

m’l = Ty = 2y

" (axs—+cx,)? fa—2t claxs+cxy) foai+ A

x
8 X3fn—2

' (as+cay) (bay— du)fn-2 4 e(bacs—1- dwy) fa—1 + cdfn .

2, =
4 x3fn—2

Ponendo in queste equazioni 2, = @, ==0, si ha il gruppo subordinato sulla retta ,
che & appunto il gruppo proiettivo totale:

Zy __ axy+tem,
Q?l1, by + dw4 '

Per ¢ =0 si ha un settogruppo o2, composto delle omologie aventi x3=0 come
piano di punti uniti e il centro variabile sulla retta z, =23 =0.

CAPITOLO VL

Gruppi equivalenti a gruppi proiettivi
sopra varieta contenenti un fascio di coni razionali.

16. — Indicheremo con p; una varieta razionale a tre dimensioni di uno spazio S,,
la quale si componga di un fascio di coni razionali normali () di un certo ordine #.
Indicheremo altresi con @ una qualunque delle o2 rette generatrici dei coni ', e
con G un gruppo di trasformazioni proiettive sulla varietd ug. Dobbiamo determi-
nare tutti i possibili tipi (birazionalmente distinti) di questi gruppi &, coi tipi di
gruppi cremoniani di S; ad essi rispett. equivalenti (in cui cioe essi si trasformano
mediante rappresentazioni spaziali della varieta ug). A tal uopo, ci sard utile sta-
bilire fin d’ora la proposizione seguente:

Se i coni (razionali normali) " appartengono allo spazio complessivo S, (se si ha
ciod r=mn—1), il gruppo G & certo integrabile (e quindi riducibile a un gruppo cre-
moniano di categorie gia note — ecfr. n° 9 —; sicehe di questo caso potremo non
occuparci ulteriormente). v

Infatti, se G fosse un gruppo non integrabile, esso conterrebbe (almeno) un
sottogruppo semplice %, e quest'ultimo conterrebbe a sua volta (almeno) un sot-
togruppo o? trasformante in s& un dato cono I™ (arbitrario). Ora, dall’ esame dei
vari gruppi proiettivi semplici o? dello spazio S,=S,;; (1), risulta facilmente che,
fra questi gruppi, i soli che contengano un sottogruppo «? trasformante in sé stesso
un cono razionale normale ™ sono il gruppo proiettivo di una C**', e il gruppo
semplice o0® con un punto fisso e una C* pure fissa e contenuta in un iperpiano non

(*) Cfr. la mia Memoria: Sulle varietd algebriche con un gruppo continuo non integrabile di tras-
formazioni proiettive in sé¢ ( Mem. Acc. di Torino ,, Ser. 2%, t. 46; 1896).
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passante per quel punto. D’altra parte, in questo secondo caso l'umico cono ™ in-
variante per un qualsiasi sottogruppo o? & pure invariante per I'intero gruppo oo?;
e, nel primo caso, il cono ™ invariante per un dato sottogruppo o? varia con
questo sottogruppo, ma non descrive un fascio, bensi una serie d’indice due, sulla
varietd, delle corde della C**'. Concludiamo pertanto che nessun gruppo semplice oo?
di S,,, pud trasformare in sé una serie ! di coni " quale a mnoi occorre; sicche,
se la varietd us si compone di coni I appartenenti allo stesso suo spazio, il gruppo G
non potra contenere mnessun sottogruppo semplice 0% e sara percid appunto un
gruppo integrabile.

17. — Supposto pertanto che il gruppo G sia non integrabile, i coni I do-
vranno stare in spazi minori (S,y;) contenuti in S,, e potremo considerare, entro
quest’ultimo spazio, la varieta M,,, luogo di tali S,.;; varieta che sara anche nor-
male, se lo & la varietd py. (Per » =n -2, questa M,,. sarebbe lo stesso S, con-
siderato come luogo di un fascio di iperpiani).

Il gruppo G trasformerd in sé anche questa M,,,, e operera proiettivamente su
di essa. Ora, dalle proprieta delle direttrici minime delle varieta composte di serie
semplici razionali di spazi si trae facilmente (con un ragionamento analogo a quello
del n° 11) che ogni gruppo proiettivo sopra una tale M, , ¢ equivalente a un gruppo
anche proiettivo sopra un’analoga M,.,, la quale

o contiene oo™ direttrici rettilinee;
oppure & un cono (si compone cioé di spazi S,,; aventi un certo S, a comune,
dove O <h <un).

Alla varietd ms proposta potremo dunque sostituire quella che cosi viene a cor-
risponderle sulla nuova M,.. (la quale conterra pure un fascio di coni ); in altri
termini, potremo supporre che gli spazi S,;, dei coni " formino gia una M, sod-
disfacente a una delle due condizioni accennate.

La prima ipotesi comprende il caso che ci si & gid presentato al n° 6; la va-
rieth p; & allora luogo di o? direttrici della M,,., le quali punteggiano proiettiva-
mente i coni F". — Escluso questo caso, gli oo® punti di p; dovranno distribuirsi
sopra un egual numero (%) di direttrici; e in questo sistema oo* di rette verrd sub-
ordinato un gruppo oloedricamente isomorfo a G stesso (in senso gruppale). D’altra
parte questo sistema o0? di direttrici pud considerarsi come una varieth analoga a
entro lo spazio ¥,., di tutte le direttrici rettilinee della M, ,,; e precisamente come
una varieth p; i cui coni (analoghi ai) ™ appartengono allo spazio complessivo %,.,.
Da cid si trae che il gruppo subordinato nello stesso sistema oo® di direttrici, e
quindi anche G, & integrabile.

Concludiamo percio: Se il gruppo G non & integrabile, potremo supporre che i
cont T appartengano a spazi minori S,., formanti un cono (di dimensione # 4 2), e
aventi percid uno spazio S, a comune (0 <k <un).

18. — 11 gruppo @, essendo nonintegrabile, dovrad subordinare nella congruenza
delle rette ¢ un gruppo di trasformazioni anche non integrabile (1), ed equivalente

(') Se no dovrebbe esservi un sottogruppo non integrabile per il quale risultino fisse tutte le
rette @; il che non & possibile.
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a un gruppo proiettivo sopra una quadrica o sopra un cono di un certo ordine p=1.
Nel primo caso esso, quindi anche ogni suo sottogruppo, trasformera in se, oltre al
fascio dei coni ™, anche un secondo fascio di rigate appartenenti alla congruenza
delle @. Cid avverrd in particolare per ogni sottogruppo semplice 3 (G') contenuto
in &; e ogni gruppo siffatto dovra operare in modo oo® sopra uno almeno di questi
due fasci invarianti. Si pud anzi supporre che vi sia un gruppo G’ il quale operi in
modo o3 sul secondo fascio, e quindi in modo almeno oo? sulla serie delle genera-
trici di ciascun cono ™; perche in caso contrario basterebbe supporre scambiati i
due fasci, ossia ridotto il secondo a un fascio di coni I o di quadriche (cap. V)
— indipendentemente dal fatto se ai coni I continuerebbero o no a corrispondere
dei coni sulla nuova varietsa —.

Invece se G opera sulla congruenza delle ¢ come un gruppo proiettivo sopra
un cono AP, ogni suo sottogruppo semplice oo® operera in modo anche oo® sul fascio
dei coni ™, e subordinerd un gruppo oo! non parabolico nella serie delle genera-
trici di ciascuno di questi coni: di pil, questo sottogruppo non trasformera in sé
nessun altro fascio di rigate appartenente alla detta congruenza.

Questi due casi c¢i condurranno rispett. a due nuovi gruppi cremoniani tipici
(cfr. nt 19-20 e 22-26).

19. — Cominciamo col supporre che G operi sulla congruenza delle ¢ come un
gruppo proiettivo sopra una guadrica (di S;). Indicando allora con G’ un suo sotto-
gruppo semplice o3, potremo ritenere che quest’'ultimo gruppo operi in modo al-
meno oo? sul sistema delle generatrici di ciascun cono ™; e, per maggior chiarezza,
distinguiamo il caso in cui esso opera su questo sistema in modo o0? dal caso in
cui vi opera in modo soltanto oo2,

Nella prima ipotesi ciascun cono [ sard gia invariante per I'intero gruppo ( o0%)G;
e, entro I'S,,, cui esso appartiene, saranno fissi il punto vertice del cono stesso e
un S, non passante per questo punto (e non altri spazi minori). Lo spazio S, che
supponiamo comune agli S,., dei vari coni ™ (cfr. n° 17) sara pertanto un punto o
un S,; anzi precisamente un S,, se escludiamo (perche gia trattato al n° 9) il caso
di cui gli ! coni ™ abbiano tutti lo stesso vertice, e u; sia percid anche un cono.
Questo spazio fisso S, =S, dovra evidentemente incontrare i vari coni ™ secondo
una stessa curva C” (razionale, normale) — perché un gruppo proiettivo oo3 entro
di esso non pud trasformare in s& oo! di queste curve -—; e la varietd u; sard percid
luogo delle =2 rette che si appoggiano a due curve razionali fisse: la C*, e la curva v
luogo dei vertici dei coni ™. Osserviamo inoltre che la C* & normale e sta in un S,
non incontrante lo spazio cui appartiene y (se no il gruppo G' non potrebbe operare
su di essa in modo 03); di qui si trae che, se pu3 & normale (e tale possiamo sup-
porla), sard normale anche la curva t (se no non sarebbe completo il sistema lineare
di coni segato su u; dagli iperpiani passanti per C).

Dico ora che la varietd u; & di questo stesso tipo anche se il gruppo G’ opera
in modo soltanto o? sul sistema delle generatrici di ciascun cono ™ (e quindi in
modo o? sul fascio dei coni stessi). Osserviamo intanto che le oo? operazioni di &'
che mutano in s¢ un dato cono ™ ne lasceranno fissa une generatrice, con tutti gli
spazi osculatori al cono lungo di essa — i quali si apparterranno a due a due —;

Serie II. Tox. XLVIIL ol
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ma non lasceranno fissi (nel relativo S,,,) altri spazi minori passanti pel vertice del
cono. Ora il gruppo G, oltre allo spazio S, comune agli S,,, dei coni ™, dovra la-
sciar fisso un S,_,_; non incidente a questo S, (!) e incontrante i detti S,,, secondo
spazi S,_;; e anzi, se la curva ¥ luogo dei vertici dei coni I'™ non & contenuta in
quello spazio S, (e appartiene percid a uno spazio non incontrante affatto 1'S, me-
desimo) dovra risultar fisso un S,_,_; passante per tale curva (y). Di qui si trae che
il gruppo o? subordinato da G' nell’S,.; di un cono I vi lascerd fissi due spazi
minori indipendenti, un S, e un S,_, uno dei quali passera per il vertice del cono
stesso; sara dunque fisso anche lo spazio che da questo vertice proietta l'altro di
quei due (supposto di dimensione < #); con che risulterebbero fissi in S,.; due spazi
(di dimensione > 0) uscenti dal vertice del cono ™ e aventi questo solo vertice a
comune. Ma abbiamo visto poc’anzi che c¢id, nelle ipotesi fatte, non pud avvenire;
dovranno dunque le due dimensioni & e n — h essere eguali I'una a zero (corrispon-
dentemente a uno spazio che si ridurrd al vertice del cono), 'altra a »; e anzi, se
la varieta p; non & un cono, sard ancora, come nel caso precedente, b =n; ossia
gli S, dei coni I avranno a comune uno spazio S,, che dovra pure incontrare i
coni stessi secondo una medesima curva C"

La varieta p; € dunque, in qualsiasi caso non riducibile ai precedenti, la varieta
luogo delle oo? refte che si appoggiano « due curve razionali normali C™, C* poste in
spazi indipendenti entro un S,..... Vediamo ora quale sia il massimo gruppo con-
tinuo di trasformazioni proiettive su di essa, e qual gruppo cremoniano corrisponda
al detto gruppo proiettivo in un’ opportuna rappresentazione spaziale della varieta
medesima.

20. — La varieta pg definita al n° prec. & di ordine mn, e negli o! punti di
una qualunque delle sue rette (o) essa ammette uno stesso S; tangente: lo spazio
determinato dai piani tangenti ai coni I'™ e I™ in essa contenuti e passanti per la
retta considerata.

Il gruppo G di tutte le trasformazioni proiettive di questa varietd in sé stessa @
evidentemente ©7; queste trasformazioni mutano infatti in s& stessa ciascuna delle
due direttrici C" e C"; e dopo aver imposti come fissi tutti i punti di queste diret-
trici, per il che occorrono 3 + 3 = 6 condizioni, rimane ancora (soltanto) un gruppo oo?
di omografie rigate.

Per rappresentare questa varieta sullo spazio S; possiamo proiettarla dallo
spazio X,.,_; determinato da m — 1 punti (A, ... A,_,) della direttrice C* e da n — 1
punti (B,...B,_;) della C*. Queste direttrici si proietteranno allora secondo due rette
sghembe u, », e la congruenza delle a secondo la congruenza lineare che ha queste
due rette per direttrici: la proiezione di mz sard dunque univoca.

Poiche la varieta u; & incontrata dallo spazio X,.,,_s secondo le (m — 1) (n — 1)
rette A; B, (ma non ulteriormente), cosi le sue sezioni iperpiane si proietteranno in
superficie F' di ordine :

mn—(m-—1)(n—1)=m-+n—1.

() Cfr. la mia Memoria cit., Sulle varietd algebriche, ecc., § 2.
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Queste superficie conterranno le rette u, v come multiple di ordini rispett.
n -1, m — 1, poiche ad es. ogni punto di » & immagine del gruppo delle n — 1
rette @ che congiungono un determinato punto della direttrice C™ ai vari punti B,
Di piu, gli spazi S; tangenti a u; lungo le ool rette @ uscenti da uno stesso
punto By (o A)) si proiettano tutti secondo un medesimo piano passante per » (o v), il
quale risulterd percid tangente a tutte le F lungo quest’intera retta. Questi » — 1
(rispett. m — 1) piani saranno quelli che da « (o v) proiettano gli » —1 (rispett. m — 1)
punti di v (o #) che corrispondono ai punti B, di C* (o A; di C). Infine, le (m—1) (n—1)
rette intersezioni di questi due gruppi di piani dovranno ancora appartenere a tutte
le F, avendo gia con esse » intersezioni coincidenti sopra u e m sopra .

Il sistema lineare rappresentativo della varietd Wy si compone dungue delle superficie
di ordine m-+n—1 aventi due rette sghembe come multiple di ordini rispett. m—1 e
n—1, e tangenti lungo queste rette agli stessi m—1 o rispett. n—1 piani fissi. —
Queste superficie contengono in conseguenza le (m—1)(n—1) rette intersezioni di
questi due gruppi di piani tangenti.

Il sistema lineare delle superficie ¥ (che & di dimensione m-tn-}1, e d1 grado
mn) risulta gid completamente individuato dalle condizioni testé enunciate (come si
pud anche verificare direttamente).

Troviamo pertanto come nuovo gruppo tipico completo (corrispondente al 1° caso
del n° 18) il gruppo o7 delle trasformazioni cremoniane di un certo ordine m +n—1,
che mutano in sé stesso il sistema lineare (di dimensione m-+n—1, ¢ grado mn) delle
superficie di ordine m—-n—1 che hanno due date rette sghembe come multiple di or-
dini rispett. m—1 e n—1, e ammettono lungo queste rette gli stessi m — 1 o rispett.
n—1 piani tangenti fissi.

In questo gruppo tipico alla stella di rette che dovrebbe risultare invariante
¢ sostituita la congruenza lineare avente per direttrici le due rette (v, v) con-
siderate.

Assumendo queste due direttrici «, » rispett. come rette z3=wr,=0 ¢ x,=x,=0
del sistema di coordinate, e indicando con f,_(z524)=0 e fn_.(x,2:)=0 le equa-
zioni complessive dei piani tangenti comuni alle superficie F lungo le rette stesse,
I'equazione del sistema lineare o«o™™t' delle F sarebbe la seguente:

frnt (»’171 “'2) Q@5 2) + faorls 904) Py, (24 ®y) = 0 (1)

la quale contiene m - n-2 parametri omogenei, dati dagli (#—+ 1) (m-+1) coeffi-
cienti delle due forme binarie @, e @,.

Per costruire 'operazione pili generale del gruppo possiamo anzitutto assegnare
ad arbitrio una proiettivita nella congruenza lineare di direttrici u,» (*) (il che im-
plica 6 condizioni). Allora di ogni gruppo di piani @, (%32, =0 0 @, (,2,)==0 pas-
santi per I'una o per I'altra di queste direttrici sara determinato il gruppo di piani
corrispondente @, =0, @, =0; e al fascio di superficie F

fm-—lq)n + }\fn—l(pm = 0
dovra corrispondere il fascio:

fm-—lq)'n "’_ ufn-lq)’m = 0

(") Ossia una trasformazione la quale muti, entro la congruenza, fasci di rette in fasci di rette,
e precisamente fasci col centro sopra u# o v in fasci aventi anche il centro rispett. sopra w o ».
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Assegnando ancora, tra due faseci qualunque di questo tipo, una qualsiasi delle oo!
proiettivita N==cost. p, verremo a individuare nel modo piut generale un’operazione
del nostro gruppo o7 (risultante dalla composizione di questa proiettivita con quella
assegnata nella congruenza di rette invariante).

Risulta pure da quanto si & detto che le equazioni di questo gruppo o7 do-
vranno essere del tipo:

z'y = E(azy -+ bxy) ¥'s = n(ox; 4 Bxy)
x'y = E(cw, + dizy) &'y = (25 + 2y

essendo £, n certe funzioni delle quali rimane a determinare il rapporto. Per deter-
minarlo, sostituiamo queste espressioni nell’ equazione del sistema lineare inva-
riante (1); si ha allora (dividendo per £"~'n"):

N . foor (@ + by, caty + day) @', (B32,) + E . fuoi(axs + By, 105 + 0%,) @', (,25) = 0

dove @', e @', sono nuovi polinomi analoghi rispett. a @, e ®,. Perche quest’e-

N

quazione coincida colla (1) & necessario e sufficiente che sia:

N . fu—i(awi+bxe, cats~day) __ E.far(awy 4By, Yoy -+ bx,,}

fm—1(2y 23) ' fn-1(@a2y)

.

Si possono percid prendere per & ni valori che rendono queste frazioni eguali all’u-
nita; e avremo allora le equazioni:

r frot (wg2,) o fm—1 (21 25)
= Fa—1 {0y~ Bay, Yoy 4 day) (a2, 4 by); @'y = fm—1(az - by, ey day) (o5 + B,)

r o fn—l(xaxs) oo frn—1(2y )
o= fn-1 (s -+ Bay , Yz - daxy) (cxl + dxg)’ Ya= f—1(ax; + by, ey 4 darg) (Yx3 + b$4)

essendo a, b, ¢, d, o, B, ¥, d otto parametri, tali che risultano parametri omogenei le

potenze ms®=e dei primi quattro e le potenze »*™¢ dei rimanenti.
& x;

. . Z,
In coordinate cartesiane (non omogenee) z = —, y = >, 2= - facendo co-
z, x, x,

incidere gli m—1 piani f,_, (£,22)==0 col piano x==0 e gli n—1 piani f,_, (z32,)=0
col piano all’infinito, il sistema lineare invariante sara rappresentato dall’equazione:

P (@y) + 2" @, (2) =0

dove @, & polinomio omogeneo di grado m nelle z, y. E le equazioni del nostro
gruppo oo’ diventane allora:

o = (az +by)™ . 1 __ (ax 1+ by)" Y ex +dy) | y_ oz+B
I R N (R S L IR
l. — Gruppt o3, semplici, transitivi del tipo ciclico. Se sulla varietd py del

n° prec. noi ci limitiamo a considerare quelle trasformazioni proiettive che mutano
in se una proiettivita 2 assegnata ad arbitrio, fra le direttrici C” e C*, e quindi Ia
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rigata di ordine m --n che ne risulta generata, veniamo a staccare dal gruppo com-
plessivo 7 un sottogruppo %, contenente a sua velta (come sottogruppo inva-
riante) un gruppo semplice oo, transitivo rispetto a Ms.

Questo gruppo oo® appartiene certamente al caso eiclieo (KF, § 21), il solo nel
quale possa risultare invariante qualche fascio di superficie. K interessante determi-
nare di qual ordine sia il gruppo finito formato da quelle operazioni di esso che
lasciano fisso un punto generico di ps.

Un tal punto generico P appartiene ad una retta ¢ congiungente due punti A,B’
delle curve C" e C", i quali non dovranno corrispondersi nella proiettivita €. Imposto
come fisso P, risulteranno pure fissi A e B’ coi loro corrispondenti A’ e B (rispétt. su
C* e C"); e sard anche fisso ogni punto della retta APB'.

Ora, il sottogruppo oo! per il quale sono punti uniti fissi A,B,A’,B’ (e non an-
cora P) pud rappresentarsi con equazioni del tipo:

x'o == amxo x']_ = am_l dxl PR x’m = dmxm

yl() = a"yo y']_ = n_ldy]_ . e y’,,, = d"?/.n

dove a, d sono parametri legati dalla relazione ad = 1, e A,B,A’,B' sono i punti
fondamentali per cui sono diverse da zero rispett. le coordinate wy, @, %o, ¥ (}). —
Possiamo quindi anche scrivere:

x'y = o™, i=a" %z . . . 2, =a "2,

) e g
Yo =a"¥y, yYr=a""2 . . . Y.=a"Y,.

Perché dunque sia unito il punto P, e con esso ogni punto della retta AB', & ne-
cessario e sufficiente che sia:

Q" =q" ossia am™tr =1

vale a dire a deve essere una radice {m - n)™™* dell'unité. — Resta ora a vedere se
queste m-n radici dell’ unitd diano luogo, o meno, ad operazioni tutte distinte;
se ciod sia o non sia possibile di avere l'identita su p; anche per a=<1. B evidente (e
fu anche osservato in EF, § 18) che cid pud avvenire soltanto quando sia a"=ao"*=...,
vale a dire o2 =1, e quindi ¢ = = 1; ma, corrispondentemente al valore ¢ = — 1,
si ha la trasformazione identica solo quando m - % & numero pari (ossia m, n sono
entrambi pari, o entrambi digpari). Invece se m --n & dispari, per a==-—1 si ha
un’omografia rigata involutoria.

m-+n

2

Avremo dunque un gruppo ciclico di ordine se m 4 n & numero pariy e

di ordine m-+n se questo stesso numero é dispari.

In quest’ultimo caso, e allora soltanto, il gruppo oo® considerato & di seconda
specie (EF, § 18) — contiene ciod un sottogruppo finito invariante d’ordine 2, otte-
nuto appunto per a==+1—; e vediamo cosi confermato che le operazioni che la-

(%) €fr. la mia Memoria cit.: Sulle variets algebriche ece., § 3 (* Mem, Acc. di Torino ,, 1836).
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sciano fisso un punto generico formano in questo caso un gruppo ciclico di ordine
sempre dispari (EF, § 19). Possiamo percid completare il risultato gia ottenuto dicendo:
Se m + n & numero dispari, abbiamo un gruppo o8 di seconda specie, corrispon-

dente al caso ciclico di ordine (dispari) m + n. Se m -+ n & numero pari, abbiamo un

. . . . . 7 . . . . . m
gruppo di prima specie corrispondente al caso ciclico di ordine (pari o dispari) —5—.

Abbiamo cosi esempi di tutti i casi possibili (esclusi soltanto i gruppi di 22
specie di ordine 1, che sappiamo giad ridursi a gruppi conformi).

D’altra parte due gruppi cremoniani o? della stessa specie e appartenenti al
caso ciclico di uno stesso ordine sono sempre fra loro equivalenti. Noi possiamo
infatti riferirli biunivocamente in modo che si corrispondano entro di essi i gruppi
finiti che lasciano fissi rispett. due punti generici P, P’; allora, assumendo come
omologhi in S; due punti qualungne i quali nascano da P,P’ mediante operazioni
corrispondenti dei gruppi (%) medesimi, verremo a definire in S; una trasforma-
zione birazionale che mutera questi due gruppi l'uno nell’altro.

Diremo quindi: '

I gruppi % di prima specie appartenenti ol caso ciclico di ordine h sono ridu-
cibili birazionalmente a gruppi di trasformazioni di ordine 2h—1 (in particolare, per
h =1, a gruppi proiettivi).

I gruppi o® di seconda specie appartenenti al caso ciclico di ordine dispari
201 (t= 1) sono riducibili birazionalmente o gruppi di trasformazioni di ordine 21,

Questi gruppi o? tipici lasciano tutti invariata una congruenza lineare di rette,
e risultano completamente definiti dalle cose dette al n° prec. Le loro equazioni
possono ottenersi da quelle scritte alla fine del n° prec. identificando i parametri
o, B, 1, d rispett. con @, b, ¢, d, e ponendo fra questi la relazione ad —bec=1.

22. — Supponiamo ora che il gruppo & operi sulla congruenza delle ¢ (cfr.

n° 18) come un gruppo proiettivo sopra un cono A’. Conviene distinguere due casi:

1o Lo spazio S, comune agli S,,; dei coni I (cfr. n° 17) contiene la linea y

luogo dei vertici di questi coni. Dico che questa linea ¢ allora una retta (in quanto
non sia pg stessa un cono).

Vi & infatti in ogni sottogruppo semplice 3 (') di G un sottogruppo ! (para-
bolico) che lascia fisso un (solo) cono I™ con tutte le sue generatrici; e quindi anche
tutte le rette uscenti dal vertice C di questo cono e contenute nel relativo S,.,. Fra
queste rette vi sono in particolare quelle che da C proiettano i vertici (supposti distinti)
degli altri coni ' (poiché questi vertici stanno in S;, e quindi nel detto S,,,): perche
dunque tali rette risultino tutte invarianti senza che siano tali gli oo! coni ™ &
necessario che le rette stesse coincidano, ossia che y sia una retta, c. s. v. d. — La
varieta pg St comporrd pertanto di o' coni ™ awenti i vertici su di una retta e con-
tenuti in spazi S,,, passenti per questa retta. Di questo caso ci occuperemo al n° seg.

2° Lo spazio S, non contiene la linea 1 luogo dei vertici dei coni ™. In tal
caso ogni sottogruppo o' parabolico di un gruppo G’ lascera fisso (se #>0) ogni
punto di questo spazio (perche, essendo fisse tutte le generatrici di un cono ™, de-
vono risultar fissi tutti i punti di ogni spazio invariante contenuto nell’S,., di questo
cono e non passante pel vertice di esso). Di qui si trae che G' non potrd piut ope-
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rare in modo oo® sul sistema dei punti di detto S,, e dovrad percid lasciar fisso
anch’esso ciascuno di questi punti. Saranno allora invarianti rispetto a G’ anche
un S,_,_; non incontrante quell’S, e contenente la linea ¥, noncheé tutti gli S,_, che
da esso proiettano i singoli punti dell’S, medesimo (‘). Il gruppo G’ risulterebbe
percid intransitivo rispetto a p;, e vi ammetterebbe tutto un fascio di rigate inva-
rianti, appartenenti alla congruenza delle a, e contenute in spazi S,_, per I'S,_,_
considerato. E cid & incompatibile coll’ ipotesi fatta che G' operi sulla congruenza
delle a come un gruppo proiettivo semplice 3 sopra un cono (poiché un tal gruppo
deve essere transitivo rispetto al cono stesso).

Rimane soltanto a esaminare il caso hA=0; il caso ciod in cui gli spazi S,,,
dei coni ™ abbiano un solo punto P a comune (il quale non sia vertice di tutti
questi coni). Questo caso si riduce ai precedenti mostrando come il punto P debba
certo appartenere a ciascuno dei coni . E infatti, se cosi avviene, la varieta pg si
proiettera univocamente da questo punto in una varieta analoga p's, nella quale i
coni I saranno sostituiti da coni, pure razionali normali, di ordine n—1; e al
gruppo G verra a sostituirsi un gruppo anche proiettivo sulla nuova varieta, sulla
quale si potra pertanto ragionare come su ps (e il procedimento ha in ogni caso
termine). ,

Gli spazi S,;; dei coni ™, formando (per ipotesi) una M,,, normale, e non con-
tenendo tutti la curva y luogo dei vertici dei coni medesimi, dovranno incontrare
lo spazio X; di questa curva secondo spazi minori formanti una varietd anche nor-
male e invariante rispetto a G; e percid, necessariamente, nei punti stessi di v (sol-
tanto). Le o? rette a della varieta pg verranno percid proiettate wnivocamente da X,
secondo spazi S,.;, i quali potranno considerarsi come elementi di una superficie @,
appartenente allo spazio lineare costituito da tutti gli S,,, passanti per Z;; e dimo-
strare che il punto P appartiene alla varieta u; equivarra a dimostrare che lo
spazio Z;P & un elemento di questa superficie (¢). Ora, sopra questa superficie ogni
gruppo & operera (come sulla congruenza delle @, ossia) come un gruppo proiettivo
semplice o3 sopra un cono A?; e di qui si pud appunto dedurre che l’elemento
(fisso) Z; P deve appartenere alla superficie @. Noi lo dedurremo dalla determinazione
di tutte le superficie che ammettono un gruppo siffatto (semplice, oo%) di trasfor-
mazioni proiettive; determinazione della quale dovremo occuparci al n° seg. (cfr. in
particolare la nota alla fine del n° stesso). A parte questo, non ci resterd da esami-
nare che il caso 1° di questo n°.

28. — Supponiamo dunque che la varieta p; contenga un fascio di coni ™ coi
vertici sopra una retta & e gli spazi S,., passanti tutti per questa retta, e ricor-
diamo altresi che la varietd deve ammettere. un gruppo continuo G di trasformazioni
proiettive, operante sulla congruenza delle rette @ (generatrici dei coni ") come un
gruppo proiettivo non integrabile sopra un cono razionale normale A’ (p=1).

Per trarre da quest’ultimo fatto le opportune conseguenze relative alla varieta us,
conviene fissare per ora l'attenzione, anzich® sulla congruenza stessa delle @, sulla

(!) Cfr. la mia Mem. cit.: Sulle varietd algebriche ecc., § 2.
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varietd oo?® dei piani che proiettano (univocamente) queste rette dalla &; varieta che
pud considerarsi come una superficie ¢ dello spazio Z,.; costituito dai piani dello
spazio complessivo S, che passano per b stessa (!). Questa superficie risulteri cosi ri-
ferita al cono A? in modo che alle trasformazioni su di essa determinate da G corri-
sponderanno trasformazioni proiettive di questo cono; e le generatrici di A? saranno
immagini di curve Y" ! sopra ¢ (costituite dai sistemi ool di piani che proiettano
da b le generatrici dei singoli coni ™).

Immaginiamo rappresentato il cono A’ sopra un piano mediante il sistema li-
neare delle curve di ordine p aventi a comune un punto (p—1)**M e p—1 punti
semplici N; infinitamente vicini ad M (ossia le p—1 tangenti in M stesso). Alle se-
zioni iperpiane della superficie ® — gia riferita a A» — corrisponderanno su questo
piano delle curve @ incontranti i raggi del fascio M in »—1 punti variabili, e aventi
in particolare la multiplicita #»—1 in ciascuno dei punti N; (che sono immagini di
altrettante generatrici del cono A’). Ne segue che la multiplicita del punto M per
le @ sara di ordine = (n—1)(p—1), e si potra percid porre =(n—1)(p—1)+1,
essendo allora (n—1)p-+1 1’ ordine delle @ medesime, e [(20) Vordine della curva
di ¢ che corrisponde al punto M del piano rappresentativo, ossia al vertice del
cono A?. Infine questo sistema lineare di curve @ deve essere completo — deter-
minato ciod dai soli punti basi — perche la superficie ® risulta normale se &
tale la varieta u;; e non pud nemmeno avere altri punti basi (all’infuori dei punti
M e N,), perche & invariante rispetto a un gruppo di Jonquieres non integrabile, le
cui trasformazioni non ammettono altri punti fissi (o fondamentali). Esso dovra
quindi comporsi di tutte le curve soddisfacenti alle condizioni accennate (aventi cioe
le accennate multiplicitd nei punti M e N;). Si pud dunque facilmente calcolarne la

dimensione, che si trova =p (;‘)—FMH— 1) —1. Tale sara percid la dimensione dello

spazio cui appartiene la superficie &, e la dimensione dello spazio S, della varieta p,

sard del tipo r:p(g)—}—n(l—}—l)—}—l.

Ogni gruppo proiettivo semplice oo? trasformante in sé la superficie ® operera
in modo anche «?® sul fascio delle curve y contenute in ®, e lascerd fisse sopra ®
stessa due diverse curve unisecanti le Y, e precisamente la curva di ordine ! cor-
rispondente al vertice del cono A” e una curva corrispondente a una sezione iper-
piana (irriducibile) di questo cono, il cui ordine risulta =(r—1)p--{. E poiche da
quest’ultima curva la superficie ® si proietta in una superficie dello stesso tipo, per
la quale soltanto il numero » risulta diminuito di un’unita (sostituito cioe da n—1),
cosl, ricordando anche le proprieta dei gruppi proiettivi semplici oo? di uno spazio
qualunque, si conclude facilmente che, nello spazio della superficie ® (ma fuori di
questa), saranno pure invarianti rispetto al gruppo o® considerato altre »— 2 curve
aventi ordini del tipo ip-+1 per 1<¢<n—2. Su ciascuna di queste curve il gruppo
stesso opererd in modo anche oo?; esse dovranno appartenere a spazi tutti indipen-
denti, e lo spazio cui appartiene ® sarad il minimo spazio contenente questi ultimi

(") La retta b, comune agli spazi S.1 dei coni ", deve essere altrest generatrice comune di
tutti questi coni, perche se no (come facilmente si vede) la varietd oo? di piani considerata (ossia
la superficie ®) non sarebbe normale, mentre invece deve esserlo se ¢ tale la varietd us.
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e quelli delle due curve fisse sopra ® medesima, come & anche confermato dal fatto
che la somma delle dimensioni di questi spazi aumentate di un’unitd eguaglia la
dimensione (r — 2) dello spazio di ®, aumentata anche di un’unita:

Tlip+ 14+ 1) =(3)p+rC+1) 0.

24. — Nello spazio S,.E[(g)p—{—n(l—i—l)—{—l] della varieta u; saranno percid
invarianti, rispetto a ogni sottogruppo semplice o?® (G') contenuto in G, altrettanti
coni di seconda specie di ordini ip-}-! aventi la retta & per asse, e quindi anche
altrettante curve di questi stessi ordini, poste in spazi non incontranti la retta b e
non incontrantisi nemmeno fra loro. (Anche questo segue dalle note proprieta dei
gruppi proiettivi semplici o03).

Ora il fatto che la varieth p; deve contenere un fascio di coni I razionali
normali (mentre finora questi avrebbero potuto essere coni anche non normali, purche
contenuti in coni razionali normali di 2* specie di ordine n—1, aventi la retta & per
asse) ci permette di concludere che il numero ! (finora indeterminato) deve essere
precisamente —p—1. _

Ponendo per brevita ¢p--Il=Fk; il gruppo G' potra infatti rappresentarsi con
equazioni del tipo (§ 3 della mia Mem. cit.):

2y = azy + fa, o = Y, + by

Y=okl 4 Fol 1By . . L L L,

essendo ¢=0,1,..n—1; i parametri o, B, 1, d legati dalla relazione ad —fy=1; e
la retta & il luogo dei punti per cui sono nulle tutte le coordinate y. Ponendo in

queste equazioni y=20 (quindi b:%) si stacca da G’ un sottogruppo oo? (G"") ri-
gpetto al quale e invariante quel cono '™ il cui vertice B ha nulla anche la coordi-
nata @, (e percid soltanto x,==0). Lo spazio S, di questo cono sara quello rappre-
sentato dall’annullarsi di tutte le coordinate ¥ meno le yl’. Percid il sottogruppo (')
subordinato da G” nella forma oo delle rette uscenti da B entro questo S,., sard
rappresentato dalle equazioni:

=w; g = oyl = artyl

dove ancora ¢=0,1,...n—1. Ora, percheé questo gruppo trasformi in s& uno, e quindi
‘anche infiniti coni razionali normali di ordine » uscenti da B, & necessario (e suffi-
ciente) che gli esponenti del parametro a:

—1 I pti 2p+1 . . . (n—1p+1

(") Essendo p >0, il solo di questi spazi minori fissi che possa ridursi a un punto & quello
che corrisponde al valore :==0; quello ciod che incontra ® secondo la curva fissa di ordine I
Perch® esso si riduca effettivamente a un punto, occorre altresi che sia I==0; e questo punto sta
allora sopra ®. Risulta cosi dimostrato quanto avevamo asserito alla fine del n°® pree.

Seaie 11 Tom. XLVIIL H

1
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siano in progressione aritmetica (*), il che richiede precisamente !4 1=p, ossia
l=p—1,c s v.d

Di qui risulta pure confermato (cfr. la prima nota al n° 23) che i coni ™ con-
terranno tutti la retta b come generatrice, e sara {=p — 1 l'ordine del cono di 2*
specie formato dai piani tangenti ad essilungo & stessa. E lo spazio cui appartiene

la variets pg sara di dimensione r=(”‘é‘l) p1.

26. — Ci rimane ora a determinare 1'ordine della varietd ps, e la dimensione
del massimo gruppo G di trasformazioni proiettive su di essa (o almeno del mas-
simo gruppo proiettivo trasformante in s® la congruenza delle a).

Quanto all’ordine di p;, possiamo considerare lo spazio di dimensione p(g) +1

contenente gli S, osculatori a tutti i coni I lungo &, e osservare che la sezione
determinata in pz da un iperpiano qualunque passante per questo spazio deve com-
porsi (soltanto) di un certo numero di coni ™. Questo numero non & altro che quello
da noi gia indicato con k,.;, e percio =(n—1)p-+I=np—1. La varieté ps sard
percid di ordine n(np—1).

Quanto alla dimensione del massimo gruppo &, osserviamo anzitutto che sulla
congruenza delle ¢ questo gruppo dovra operare come il massimo gruppo proiettivo sul
cono A?, e quindi in modo oo?*®,

Rimane ora a vedere quante trasformazioni proiettive sopra m; possano avere
le @ come traiettorie. Queste trasformazioni si ripartiranno in gruppi oo' di omo-
grafie rigate paraboliche, ciascuno dei quali, avendo le traiettorie appoggiate alla
retta 4, dovra lasciar fissi tutti gli iperpiani passanti per b stessa, e quindi anche
tutti i punti di uno spazio S,_, passante pure per b. Questo S,_. dovrad incontrare
gli S,y dei coni ™ secondo spazi S, (in modo che detti S,.; ne vengano proiettati
univocamente secondo iperpiani di un fascio); esso stara percio in un.iperpiano (S,_,)
collo spazio S,,, di un qualunque cono I™. Inversamente, ogni iperpiano passante
per un tale S,,, seghera ulteriormente la M,,, luogo degli stessi S,,, secondo una
varietd appartenente a uno spazio S,_,, il quale sara luogo di punti uniti per un
gruppo oo' di collineazioni assiali paraboliche, aventi le rette a per traiettorie, e
trasformanti p; in sé stessa. Il numero di tali S,_, & percid infinito di dimensione:

(rv—1)——(n+1)=("—2*_1)p——n—1.

Sara dunque questa, aumentata di un’unita, la dimensione del gruppo delle omo-
grafie rigate sulla varieta u;, e percid il gruppo di tutte le trasformazioni proiettive

della varietd ug in sé stessa sard di dimensione (”'ZH) p—n—+p-+5.

Un caso particolare molto semplice si ha per n—=2, p=1. La varietd p; & allora
una quadrica non degenere di S,, sulla quale si considera (soltanto) il gruppo oo?

(*) Se no ad es. i coni invarianti entro lo spazio a tre dimensioni ¥)® =y,& =...=y,"1) =0

. . . I+p+1 I-+1 .
— le cui equazioni sarebbero =Cx,Py0(”+ — non potrebbero essere (come qui occorre)

coni quadrici. Per I==p — 1 queste equazioni rappresentano invece gruppi di p coni quadrici.
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delle trasformazioni proiettive che lasciano fissa una data retta (e che & appunto il mas-
simo gruppo il quale trasformi in s& la congruenza delle rette della quadrica che si
appoggiano a questa retta fissa).

26. — Si tratta ora di rappresentare sullo spazio S; la varieta p; e il gruppo
complessivo G delle trasformazioni proiettive su di essa.

In particolare, possiamo proporci di stabilire una rappresentazione tale che alle
rette o corrispondano raggi di una stella, e alle rigate sezioni di uz con iperpiani
passanti per & corrispondano coni di questa stella formanti un sistema lineare iden-
tico a quello delle curve ¢ (di ordine (n—1)p—I=np— 1), considerato al n° 23. —
E poiche la rappresentazione piana della superficie ® mediante il sistema delle @
poteva ottenersi con un’opportuna proiezione di questa superficie, cosi potremo ora
rappresentare la varietd p; nel modo richiesto, proiettandola da uno spazio X, ; con-
tenuto in un opportuno S,_; passante per la retta & (e incontrante percid esso
stesso la & in un punto B). Questo S,_; dovrd incontrare p; secondo una rigata R,
avente a comune con ogni cono I (all'infuori di ) n — 2 generatrici, e avente
percid b stessa come direttrice (n — 2)*®, nonché come generatrice multipla di ordine
l=p— 1. L’ordine di questa rigata si puo facilmente calcolare, e si trova essere
= (np — 1) — np; come pure si trova che lo stesso spazio S,.; dovrd ancora in-
contrare py secondo altre p—1 rette (@) isolate. Tutto cid si deduce facilmente,
dalla rappresentazione piana della congruenza delle @ mediante il sistema lineare
delle curve @, e dal fatto che all’ intersezione di p; eol detto S,_; deve corrispon-
dere una curva residua di una retta generica rispetto al sistema delle stesse ¢ (curva
che contiene necessariamente le p—1 rette fondamentali MN;).

Lo spazio X, ; (generico entro I'S,_; considerato) incontrera percid pg secondo
una curva ¢ di ordine n(np— 1) —np, piu altri p—1 punti C, C,... C,_, fuori di questa
curva. Con ogni cono ™ esso avra comuni » —1 punti posti sopra o, uno dei quali
sara sempre l'intersezione (unica) B di ¢ con b. Perd ciascuno dei p—1 coni pas-
santi rispett. per i punti C; (i=1,2...p—1) sara incontrato da Z,_; in » punti (lo
stesso C;, e altri »—1 sopra o).

La proiezione di py da un tale spazio Z,_; & univoca perché ogni S,_, condotto
per questo spazio e per la retta & incontra ulteriormente n; stessa secondo wuna
retta . Le rette o si proietteranno in raggi di una stella A; i coni ™ secondo
piani a di un certo fascio (di asse @) entro questa stella.

Le sezioni iperpiane di uj si proietteranno secondo superficie F di ordine

nnp — 1) —[n(np — 1) — np] =np

aventi a comune con ogni raggio della stella A un solo punto variabile, e incon-
tranti i piani o secondo curve variabili di ordine n: tali superficie avranno percid
il punto A come multiplo di ordine np—1, e la retta @, come multipla di ordine
np —n=n(p—1).

I p—1 coni ™ passanti rispett. per i punti C; si proietteranno secondo altret-
tante rette ¢; (della stella A) infinitamente vicine alle a,, le quali saranno multiple
di ordine n per tutte le superficie F. E le generatrici di quel cono I che ha il ver-
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tice in B (intersezione di X,_; con &) si proietteranno rispett. nei punti di una curva v
di ordine n, contenuta in un piano del fascio a,, per la quale dovranno anche pas-
sare tutte le F.

Alla rigata R sopra u corrispondera nella stella A un cono di ordine np—p—1,
avente la retta a, come generatrice (n—1)(p — 1)"* e ciascuna delle ¢, come gene-
ratrice (n—2)P%, il quale sard tangente nel punto A a tutte le F. A questo cono si
aggiungeranno, come piani tangentiin A alle F, i p —1 piani fissi che congiungono «,
alle rette ¢; ad essa infinitamente vicine; e, infine, un piano o variabile (corrispon-
dente a quel cono ", pel cui vertice passa la sezione di py che si proietta nella F
considerata). — Il cono tangente complessivo in A (di ordine #p—1) ha dunque la
generatrice @, come multipla di ordine = (p —1)-1, e incontra percid ogni piano a
secondo n— 2 rette, in generale distinte da a,, le quali insieme ad @, stessa (con-
tata una sol volta) sono le tangenti comuni in A alle curve di ordine » segate
dalle F su quel piano.

Con due sole condizioni (ad es. imponendo come tangenti in A due diversi
raggi non contenuti in uno stesso piano a) si viene a staccare dal sistema delle T
un sistema lineare di coni, i quali, prescindendo dal piano della curva y che ne ri-
sulta parte fissa, si riducono all’ ordine np—1 ed hanno la multiplicita np—n
lungo @, e n—1 lungo le ¢;. Questo sistema lineare di coni & appunto identico a
quello delle curve @ considerate al n° 23,

Si pud anche dimostrare che le condizioni enunciate individuano completamente
il sistema lineare rappresentante la varietd ps.

Troviamo percid come nuovo gruppo tipico completo (corrispondente al 2° caso
del n° 18) il gruppo delle trasformaziont cremoniane di un certo ordine np, dipendenti

dap (”“21"1)-——-41 “+p-+5 parametri, le quali mutano in sé stesso il sistema lineare di

dimensione p(”g’l)—{—l delle superficie di ordine np che hanno a comumne:

1° Un punto (np—1)P° (A);

2° Una retta multipla di ordine np —mn passante per questo punto (a,);

30 p—1 rette n?¥ passanti per lo stesso punto e infinitamente vicine alla pre-
cedente;

4° Un cono tangente fisso in A di ordine np—p—1, al quale vanno aggiunti
p—1 piani fissi e un piano variabile passanti per a, (i piani fissi essendo quelli che
contengono rispett. le p—1 rette nr*);

50 Una curva di ordine n contenuta in un piano per a.

Queste trasformazioni lasciano pure invariato nella stella A il sistema li-
neare oo?*! dei coni V? (di ordine p) aventi @, come generatrice (p—1)** e passanti
ancora per le p—1 rette ¢; infinitamente vicine ad a,.

Una volta noto questo sistema lineare invariante (X) di superficie di ordine #p,
& facile costruire l'operazione piu generale del gruppo totale di cui trattasi, e quindi
il gruppo stesso.

Osserviamo percio che, imponendo come piano tangente ulteriore alle F' un de-
terminato piano o {generico), noi veniamo a staccare dal sistema X () un sistema
lineare X' di dimensione »—1, contenente ancora tutti gli oo™ coni di ¥ stesso,
e invariante per un sottogruppo integrabile del gruppo totale, contenente un solo
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parametro di meno di quest'ultimo. Questo sottogruppo si pud costruire colla regola
generale data al n° 9 per i gruppi integrabili tipici, avvertendo tuttavia: 1° che
nella stella A esso subordina soltanto le oo™ trasformazioni che, oltre al sistema
lineare dei coni V?, lasciano fisso il piano o comsiderato; 2° che le superficie luoghi
di punti uniti per quelle operazioni di questo sottogruppo che laseiano fisso ogni
raggio della stella A non sono tutte quelle del sistema Z, ma soltanto quelle fra
esse che contengono come parte un piano o generico, ad es. il piano considerato
— per il che occorrono #-2 ulteriori condizioni —.

Questo e confermato dal fatto che la dimensione del nominato gruppo integrabile
risulta

=+ O+ —n—1+1=p(")) —n+p+ 4.

Costruendo gli ! sottogruppi integrabili di questo tipo (trasformanti in se i
singoli piani a) si ha dal loro insieme il gruppo totale di cui trattasi.

Il gruppo complessivo & subordina nella stella di rette A un gruppo di Jonquieres
di ordine p, e in ogni piano a un gruppo di Jonquieres di ordine ». Il primo pud
assegnarsi completamente ad arbitrio; quanto al secondo, rimangono ancora dispo-
nibili, per un certo numero di piani a, dei parametri in numero decrescente da
n — 2 a zero.

Per trovare infine 1’equazione del sistema lineare Z, assumiamo il punto A come
punto x, =z, = 2, = 0, la retta & come retta x = x,==0, il piano della curva ¥
come piano x,=0; sia inoltre f(x;, x,) = 0 l'equazione complessiva (di grado p—1)
del sistema dei piani ac. Il sistema lineare dei coni V? sara allora rappresentato
dall’equazione:

zgf (2,%5) + By (2,25) == 0

nella quale si suppongono variabili i p+1 coefficienti di F,. Formando di questo
sistema lineare la potenza (n—1)"™* e sommandovi il sistema di tutti i gruppi di
l=p—1 piani del fascio a,, abbiamo l'equazione generale:

@3 )" P+ (@51) " Popt A e F Py =0

la quale al variare di tutti i coefficienti delle forme @ (di gradi eguali ai rispet-
tivi indici, e contenenti le sole x,, x;) rappresentera il sistema lineare di tutti i coni
(di ordine mp—1) contenuti in X. L’equazione generale del sistema X sard pertanto
del tipo:

Z, %I[xa N xz)]n_iq)ip—l(xl @)=, (02, 4 2,) . f(®12) . Py (@1 2, %5) -+ ‘Pnp (2,20525)

essendo o un nuovo parametro, ® =0 l'equazione del cono tangente comune alle F
in A (astraendo dai piani ac;), e ¥ una forma di grado np a coefficienti costanti,
tale che sia x,2,f® -+ y=0 una superficie arbitraria del sistema Z, tangente in A al
piano z,=0 (che & un piano generico del fascio a,). D’altra parte 1'equazione ¥=0
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dovrd rappresentare un cono di vertice A e avente anche la retta a, come (np —n)™®
e le ¢; come n® (ma non passante per Y); dal che si trae che sara:

V= (@) + @sf '+ e A W

dove le y;, contengono le sole x,,x;, e possono ridursi alle sole potenze x,”, inglo-
bando gli altri termini nei prodotti @, @, al primo membro. L’equazione del si-
stema X potrd pertanto scriversi sotto la forma seguente:

xlél[wsf (@1 8) "™ @it (T, 22) | = ®u| 02y - 2] fl212,) D (2,72%5) —l—éoaj [zf (@ 2a) I 2f? (1)

dove le a, si suppongono costanti, e i parametri (non omogenei) sono dati da o e dai
coefficienti delle @;,_, in numero totale di 14 p(”g_l),

Per semplificare quest’ equazione, possiamo far cojncidere fra loro i p—1
piani tangenti lungo @, ai coni V?; di modo che, assunto quest’unico piano come
piano x, =0, sard f=x,""'. Allora potremo anche far coincidere il cono $=0
(di ordine np — p — 1) con questo stesso piano, contato un numero opportuno di
volte (onde @ = x,"»~?-1), bastando percid scegliere in modo conveniente lo spazio
¥,_; da cui deve proiettarsi la varietd pg (!). — Passando pertanto a coordinate non

x x x . . . . .
omogenee x ==-—,6 y=-"2, z=— il sistema lineare X risultera rappresentato dal-
Xy’ ¢ La

I'equazione:
Y TP+ Y Oy = (e + Dot ay" F oy e (1)

dove le @ sono polinomi in x, di gradi eguali ai rispettivi indiei.

Per trovare le equazioni del gruppo complessivo G, ci converrd considerare
separatamente diverse schiere di trasformazioni in esso contenute, e scrivere le equa-
zioni di queste, moltiplicando infine tali schiere l'una per l’altra.

Anzitutto, le trasformazioni — dipendenti da p (”'{2“1) — n parametri — rispetto

alle quali sono invarianti tutti i raggi della stella A — ossia le rette x = cost.
y = cost. —, si rappresentano ponendo:

!

d=wx; y=y; =4y YT h st .+ Byl

dove le £ sono ancora polinomi arbitrari nella sola x, di gradi eguali ai rispettivi
indici: cid segue immediatamente dal fatto che il luogo dei punti uniti di una tale
trasformazione, insieme a un piano qualunque del fascio z== cost., deve sempre for-
mare una superficie (e precisamente un cono) del sistema X.

() Ricordiamo che questo spazio doveva essere proiettato dalla retta b (ad essa incidente) se-
condo un S,—3 incontrante py in una rigata di ordine n(np — 1) — np=n(np — p — 1), pin altre
» — 1 rette: quella rigata deve ora ridursi a un unico cono I contato np —p — 1 volta, e queste
p—1 rette devono coincidere con una medesima generatrice (distinta da b) dello stesso cono ™.
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Queste trasformazioni devono poi moltiplicarsi per altre oo**® le quali nella
stella di rette x = cost., y = cost. devono subordinare il gruppo (pure oo?*%):

o = ax+b | ,=_.1L+np(x)
cx+d’ y (cx+ ap

dove n, & simbolo di polinomio affatto arbitrario di grado p (in ). Quest’ ultimo
gruppo pud considerarsi come risultante dalla moltiplicazione delle tre schiere:

1 x = ax Yy=y+z.n_()
o x v y—I-—k

I "= wFd ¥V T (wtra

I 2d=x+b Yy =y.

Corrispondentemente alle equazioni I, il sistema (1') rimane invariato col porre
semplicemente 2’ = 2.

Le equazioni II lasciano invariato lo stesso sistema quando ad esse si aggiunga
Paltra:

2 = W %z—{— aoy"+ oy - 0 —[ao (y +B)"+ ay Py + k). a,d"] %

E queste sono tutte trasformazioni che lasciano fisso il piano x = 0. Invece leo
operazioni a cui conducono le equazioni III mutano questo piano nel piano z--&=0,
in modo precisamente che i punti della curva Y¥", contenuta nel piano # — 0, hanno
per corrispondenti i raggi y = cost. del piano x 4 b =0, e corrispondono a lor
volta ai raggi y = cost. del piano # — b=0. Supposto percid di voler far corri-
spondere a s® stessa (il che & certo possibile) la superficie 2 4 aoy"+4-... + a, =0,
dovremo scrivere che al sistema formato (in coordinate con apici) dalla superficie
2+ agy™+ ...=0 e dal piano 2’ — b =0 (ossia 2 = 0) corrisponde il sistema for-
mato dalla superficie 2 4 a,4™ 4 ... =0 o dal piano = - & = 0. Dovremo ciod porre:

2+ agy’™ + ... + a, = cost. ztb (z+ aoy” + ... + an)

r

e si trova allora che il sistema lineare (1') risulta invariante (per ' =2+ 5,4 =y)
quando quest’ultima costante sia =1, e percid si ponga:

Y = %—Il 2+ —Z—'(aoy" + oy L Fa).

Componendo infine queste diverse schiere, dipendenti rispett. da p (”’;’1) —n,

2+ 1, 3, e 1 parametro (in tutto dunque appunto p (”'51) —n -+ p - 5), si hanno

le equazioni complessive del gruppo sotto la forma:
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y_ ax+D Ytk x.np-
r = Z;'—{—(Z ¥y = - (o:.?z:—cr-dr)‘§ =
i 8 2wy T e e Y T Eypa e Erpe) ]

A 2l gLy dy B o]

+H 33

3 =+ e, el e Pt

I | .
A B — 7:;:{]——7 Laoly-+ k4o, ) +-aily-+k~+zn, ) e+ df+...4-aulca+-d)™] R

Yultima delle quali pud anche scriversi cosi:

I wers | # ol Bty B8]
il = ad—b n Tmem ! n M= n;

B TP gty ]l Lay ) ad R0,

" b ) " "

W+ Gaziga [+ ) +aly+ht-a.n,0) " (ezt-df ...+ co-+d)7]

N

CAPITOLO VII.
Gruppi con una stella invariante di rette,
entro la quale m‘ene‘ subordinato un gruppo primitivo.
27. — Dobbiamo ora occuparci dei gruppi cremoniani che trasformano in se

una stella di rette, e subordinano in questa stella o un gruppo primitive — che
pud supporsi proiettivo (oo% 08 o08) — oppure il gruppo proiettivo o® con un

cono quadrico fisso. Cominciamo dal primo di questi due casi; dell’altro ci occupe-
remo al successivo Cap. VIII.

Indichiamo con A il vertice della stella invariante,.con e e o rispettivamente
un raggio e un piano generico di questa stella, e con G un gruppo cremoniano qua-
lunque, il quale subordini nella stella A un gruppo proiettive primitivo.

Costruiamo (come gia al n° 8) un sistema lineare X di superficie unisecanti i
raggi ¢ (quindi di un certo ordine #, colla multiplicita n—1 nel punto A) il quale
sia invariante rispetto a G; e da questo sistema stacchiamo quante pih volte & pos-
sibile un piano a generico. Avremo nuovi sistemi lineari (residui) invarianti di di-
mensioni decrescenti. Ci arresteremo giungendo a un sistema X, (certo esistente) di
dimensione >0, il quale:

a) non contenga pilt la stella dei piani a (non contenga cioé nessuna super-
ficie contenente a sua volta [0 coincidente con] un piano o generico); — oppure:

b) sia tale che il sistema residuo di un piano o geuerico (astrazion fatta da
un’eventuale parte fissa) sia un sistema di soli coni (di dimensione = 0).

L’ ipotesi «) comprende in particolare i casi in cui l'accennata costruzione con-
duce ad un fascio o ad una refe (invariante) di superficie unisecanti le a. — Se &
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invariante un fascio di tali superficie, il gruppo & si potra ridurre a uno dei gruppi
di trasformazioni quadratiche incontrati al n° 4. Si ha invece un tipo nuovo e in-
teressante quando risulti invariante una rete di superficie unisecanti le a.

28. — Supposta invariante rispetto a G una rete di superficie w unisecanti
le @, sara pure invariante la congruenza (del 1° ordine) delle linee p intersezioni
variabili di questa superficie; e quindi il sistema oo? dei coni che da A proiettano
le linee stesse. E poiche, nella stella A, il gruppo G non trasforma in s¢ nessun
altro sistema oo? di coni all'infuori del sistema dei piani a, cosi le linee p staranno
rispettivamente in questi piani. Infine, poiche con due sole condizioni si pud imporre
come fissa una superficie m, e quindi il sistema oo! dei piani a contenenti le relative
curve p, cosl si conclude che questi oo! piani formeranno sempre un fascio (unieo
sistema ool che possa rendersi invariante con due sole condizioni). In altri termini:
Le superficie ® sono luoghi delle curve p uscenti dai punti di uno stesso raggio a
(e contenuté percid nei piani a che passano per questo raggio).

Il gruppo G & in questo caso oloedricamente isomorfo al gruppo (al pit w8)
da esso subordinato nella stella A: infatti ogni operazione di esso la quale muti in
8o ogni raggio @ e ogni piano o lasciera pure fissa ogni curva p, e quindi ogni
punto dello spazio. Possiamo anzi limitarci al caso in cui G sia un gruppo ? (iso-
morfo dunque al gruppo di tutte le omografie piane), perche negli altri casi, essendo
invariante (un piano @, e quindi) un sistema oo! di fasci di piani o, sarebbe pure
invariante un sistema oo!, e precisamente un fascio di superficie m; e si ricadrebbe
quindi in uno dei gruppi quadratici del n°® 4.

Possiamo ora procurarci facilmente un gruppo tipico %% al quale ridurre G.

Per il punto A, centro della stella invariante, facciamo passare una cubica
sghemba s. Consideriamo poi la congruenza (del 1° ordine) delle corde ¢ di questa
cubica (1), e riferiamola (birazionalmente) alla congruenza delle p, facendo corrispon-
dere fra loro due linee qﬁalunque proiettate da A secondo (ossia contenute in) un
medesimo piano a. Questa corrispondenza & a sua volta contenuta in una corrispon-
denza cremoniana dello spazio (di punti), determinata dall’ulteriore condizione di
lasciar fisso ogni raggio ¢ (e di mutare quindi ogni punto dello spazio, comé inter-
sezione di una p con un raggio @, nel punto intersezione dello stesso raggio a colla
corda ¢ corrispondente a quella p). Quest’ultima corrispondenza trasforma la rete delle
superficie m in quella delle quadriche Q passanti per la cubica s, e quindi il gruppo G
in un nuovo gruppo G’ che opererh ancora proiettivamente sulla stella A, e trasfor-
merd in s& la congruenza delle rette (corde) ¢, e la rete di quadriche Q.

Essendo pertanto invarianti rispetto a G la stella dei piani o e la rete delle
quadriche Q, sard pure invariante il sistema lineare (completo) somma di questi due,

(%) In luogo di questa congruenza si potrebbe anche ¢onsiderare una congruenza lineare di rette.
Cid equivarrebbe a far spezzare la cubica s nelle due direttrici di quest'ultima congruenza e nella
retta della congruenza stessa che passa per A. Si potrebbe anzi ricorrere, pid generalmente, a qual-
siasi congruenza del 1° ordine 'composta, di curve contenute rispett. negli ob® piani o e unisecanti
i raggi o giacenti rispett. in questi piani.
Serie 1I. Tom. XLVIIL . i
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ossia il sistema lineare o7 delle superficie del 3° ordine passanti per la cubica S e
aventi in A un punto doppio.

Il gruppo stesso si comporra di trasformazioni cubiche, determinate da sistemi
omaloidici di superficie contenute nel sistema anzidetto, e passanti ancora per una
seconda cubica sghemba uscente da A.

Il nuovo gruppo tipico che ci si presenta & dunque il gruppo =¥ delle trasfor-
maziont cubiche che mutano in sé il sistema lineare o7 (di grado 6) delle superficie
di 3° ordine passanti per una cubica sghemba, e aventi un punto doppio fisso sopra
questa curva.

Per costruire l'operazione pii generale di questo gruppo oo® basta assegnare
ad arbitrio una collineazione nella stella (invariante) A. Allora ai punti di un raggio
qualunque @ di questa stella dovranno corrispondere i punti del raggio o’ ad esso
omologo in quella collineazione; di piu, considerate le quadriche (completamente de-
terminate) che passano per la cubica s e rispettivamente peri due raggi @ e o, si
dovranno sempre corrispondere due punti P e P’ di questi raggi, tali che i piani
ivi tangenti alle quadriche stesse risultino omologhi nella collineazione assegnata
entro la stella A: questi piani tangenti proiettano infatti da A le corde di s pas-
santi rispettivamente per P e P'.

Volendo trovare le equazioni di questo gruppo, possiamo assumere A come
punto x, = 2, = 23 = 0. Abbiamo allora subito le prime tre equazioni:

x'y = a2 + biwy + ey
x'g == (e Xy '+‘ ngg + Coly (1)
x's = a3, + by 2, + ¢y x5

coi nove parametri omogenei a;, b;, ¢;. La cubica s (passante per A) sia rappresen-
tata dalle equazioni:

X, Xy X3

I
(o]

Xy Xz Xy

e quindi la rete delle quadriche Q dall’equazione:

)\1 (.’,Ugm4 _ xg) + )\2(.%:0, - w1x4) + )\3 (xlx;) _ .7)3) = 0 (2)

la quale, per una data terna di valori delle \;, rappresenta pfecisamente quella qua-
drica (in generale unica) della rete che contiene il raggio (della stella A);

Xy X __ X

Al - )‘~2 - )‘:;
ovvero, in coordinate u; di piani nella stella medesima:

Ao+ )‘2”/1 + Nu; = 0. (3)

Ora il nostro gruppo o® deve operare sulla rete di-quadriche (2) nello stesso
modo in cui opera sul sistema lineare (3) — che & il sistema dei raggi della
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stella A, considerati come inviluppi di piani —. Percid i binomi (xy 24— «3)/, . .. (con-
tenenti le coordinate cogli apici) si esprimeranno mediante gli analoghi (xy x,— x3), .
— a meno di un eventuale fattore comune — nello stesso modo in cui le #'; si
esprimono mediante le ;. Limitandoci pertanto a considerare i rapporti dei detti
binomi, indicando con A;, B;, C; i subdeterminanti contenuti in [, &; ¢;], e ponendo
per brevita:

T = Ai(@oxs — a3) + Bi(wes — ;@) + Ciloy s — 3);
avremo:
(wgac,.-——x’s)’ - Eg_ . (w03 — 4 w‘)' — E
(@y a5 — 2%y) T (wymy—a%) — X

e di qui ricaviamo subito per z', due diverse espressioni, le quali coincidono per-
che, eguagliate, conducono subito all’identita:

z' I -+ 2y I, + 23 Z; = 0.
Potremo quindi ritenere ad es.:

Ay (wgzy — 2*y) By (e s — 23 2) + G,y (mmg—a®) & 23—z + x_"g_

’
ry= . g
¢ As(zg 2, — %)+ B (g 3 — 2 204) 4 Cy (opy 20— x’e) &g Zg

dove a 2, x'y, 2’3 si devono intendere sostituiti 1 valori dati dalle (1). 1l sistema
delle (1) e di quest’ultima equazione rappresentera il nostro gruppo o8,

L’equazione del sistema lineare invariante oo? di superficie cubiche (somma del
‘sistema (2) e della stella di piani o, 4 azx,+a323=0) 3 la seguente:

(a1 + ap2s - 032) (Xo24 — x5) + By + Bas + Bss) (wows — w100 +-
+ (1121 + Yas) (203 — af) = 0

N

dove si & soppresso il termine contenente il prodotto
2 — 2
@3 (w1203 — 25) = — 1 (w924 — @5) — T (e s — @14)

Questo sistema lineare rappresenta una varieta Mj dello spazio S,, a curve se-
zioni ellittiche (1), sulla quale alle rette @ e ¢ corrispondono ancora rette, formanti
due congruenze del 1° ordine (con proprietd identiche); e ai piani a e alle qua-
driche Q corrispondono rigate cubiche normali (di spazi S,), aventi rispettivamente
per generatrici rette delle due congruenze nominate, e per direttrice sempre una
retta dell’altra congruenza. Questa variets M§ di S, ammettera pertanto un gruppo o8
di trasformazioni proiettive isomorfo, al gruppo totale delle omografie piane.

E questo il caso pi semplice di una varietd a tre dimensioni con un gruppo
siffatto di trasformazioni proiettive in s&; tali varieta dovendo contenere (per una
proposizione stabilita dal sig. STupy (2)) due diverse congruenze di curve (razionali

() Enriques, “ Rend. Acc. dei Lincei ,, giugno 1894,
() Lig, Theorie der Transformationsgruppen, vol. III, p. 786-87.
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normali) di ordini m, », nel qual caso sono esse stesse di ordine 3mn (m--n) e appar-
tengono a uno spazio di dimensione %—(m—}—l) (n+1) (m~+n+42)—1. Nel caso attuale

e m=mn=1.

29. — Ritorniamo al sistema X, considerato al n° 27, e che ora possiamo sup-
porre non sia un fascio né una rete, e abbia percid la dimensione = 3. Questo si-
stema sard irriducibile (astrazion fatta da un’eventuale parte fissa); e si pud anche
assicurarsi facilmente che esso & semplice, mostrando come il gruppo G, il quale
opera in modo primitivo sulla stella A, non possa trasformare in s& nessuna invo-
luzione di punti dello spazio S;, tale che due punti coniugati in essa stiano sempre
sopra raggi « distinti. (Cosi pure si elimina facilmente il dubbio che il sistema X,
— qui almeno o® — possa appartenere a una congruenza di curve invariante).

Potremo percid sostituire al gruppo (cremoniano) G- un gruppo proiettivo che
indicheremo ancora con () sopra una varietd ug di uno spazio S,, rappresentabile
sopra S; in modo che alle sue sezioni iperpiane corrispondano le superficie del si-
stema X,. Su questa varieta, alle rette o corrisponderanno ancora rette (che indiche-
remo pure con ), e ai piani a corrisponderanno certe rigate @ aventi rette a per
generatrici. E, corrispondentemente alle ipotesi a), &) del n° 27, potremo supporre:

a) che le rigate @ appartengano allo spazio complessivo S,; — oppure:

3) che lo spazio minore S, (A <r—1) di una ® generica contenga anche una
varietd (fissa) unisecante le o, per modo che ogni S,_, passante per un tale S, in-
contri ulteriormente u; secondo una rigata di generatrici a.

Osserviamo intanto che nel gruppo G (il quale opera in modo almeno ® sulla
congruenza delle @) vi sono certo infinite trasformazioni che lasciano fissa una ri-
gata @ arbitraria (@,) con tutte le sue generatrici a, e quindi anche tutto un fascio
di rigate @ (senza tuttavia che in ciascuna di queste siano anche fisse tutte le ge-
neratrici). E ogni gruppo oo! di trasformazioni cosi fatte subordinerd nello spazio
cui appartiene la rigata @, un gruppo anche oo! di omografie rigate (o eventual-
mente di omologie).

Se dunque questo spazio fosse lo stesso S,, se ne dedurrebbe che, corrispon-
dentemente a ciascuno di quei gruppi ool, esiste un fascio di rigate ¢ invarianti,
ciascuna delle quali contiene infinite rette (traiettorie) distinte dalle generatrici a.
Queste rigate sarebbero percid quadriche, e si avrebbe » == 3; ma anche questo caso
& da escludersi perche, per un gruppo proiettivo di-S;, le rette ¢ non potrebbero
essere che raggi di una stella, e le rigate @ sarebbero allora piani di questa stella
(e non apparterrebbero percio a S;)..

Supponiamo invece che ogni rigata ¢ appartenga a uno spazio S, (essendo
h = r — 1), 1l quale incontri ulteriormente u; secondo una varieta (fissa) unisecante le a.
Questa varieta potrebbe ridursi a un punto, nel qual caso le @ e u; stessa sarebbero
coni; ma non pud essere una curva, se no gli co! coni di rette @ uscenti dai singoli
punti di questa curva formerebbero un sistema di imprimitivita per il gruppo subor-
dinato da G nella congruenza delle a. — Vediamo infine se questa varieta possa
essere una superficie (y). Allora, per la stessa ragione di poc’anzi, ogni gruppo oo?
il quale lasci fisse tutte le generatrici ¢ di una rigata @ dovrebbe far descrivere ai
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punti di questa superficie (che sta nello spazio S, di quella rigata) traiettorie ret-
tilinee. La y sarebbe dunque una rigata, e anzi in infiniti modi diversi (perche
queste traiettorie varierebbero colla @); sarebbe dunque un piano (m), e le rette di
questo piano sarebbero rispettivamente direttrici delle oo? rigate o.

In questo piano (unisecante le @) verra anche subordinato da G un gruppo.
(proiettivo) primitivo. Se questo gruppo lascia fissa una retta del piano stesso (&
dunque o? o 6}, la varietd p; si proietterdh univocamente da questa retta in un
cono, sul quale a & corrispondera ancora un gruppo proiettivo.

Resterebbe a vedere cosa avviene quando sul piano m viene subordinato da G
I'intero gruppo proiettivo oo®: ma questo caso si pud facilmente escludere (finche,
ben inteso, il piano stesso sia contenuto nello spazio S, di ciascuna rigata ). In-
fatti in questo caso il gruppo G opererebbe in modo o3 sulla serie delle generatrici
di ciascuna rigata @, e quindi sulla serie .dei piani proiettanti queste generatrici
dalla direttrice rettilinea (f) contenuta in w. Questa serie di piani pud dunque con-
siderarsi come una curva razionale normale nello spazio ¥, , dei piani passanti per f
e contenuti nell’ S, della rigata o; dal che si trae che un gruppo proiettivo, il quale
operi su di essa in modo 03 non pud lasciar fisso nessun piano del sistema %,_,. Ma
uno di questi piani, nelle nostre ipotesi, sarebbe appunto m; siamo dunque caduti in
un assurdo, ed & percido da escludersi che in m venga subordinato l'intero gruppo oo8.

80. — L’analisi fatta al n° prec. ¢i permette di concludere che tutti i gruppi
continui di trasformazioni cremoniane i quali lasciano fissa una stella di rette e
operano su di essa in modo primitivo, o si riducono a uno dei tipi incontrati ai
n' 4 e 28, oppure sono equivalenti a gruppi proiettivi sopra coni (di prima specie,
a tre dimensioni). Di pil, questi gruppi proiettivi dovranno tutti operare in modo
primitivo sui sistemi di oo? generatrici dei coni medesimi. Questi sistemi di gene-
ratrici si potranno dunque considerare come superficie — ossia le sezioni iper-
piane dei coni stessi saranno superficie — con un gruppo continuo primitivo di
trasformazioni proiettive in sb. Si trattera perciv di coni di ordine n2, appartenenti

a spazi di dimensione ”"j‘j) +1= fo%(itg ), e aventi per sezioni iperpiane delle su-

perficie razionali rappresentanti il sistema lineare di tutte le curve piane algebriche
di ordine n ().

Un tal cono pud rappresentarsi birazionalmente sullo spazio S;, con un’opportuna
proiezione, in modo che alle o? generatrici di esso corrispondano le rette di una
stella A, e alle sue sezioni iperpiane il sistema di futte le superficie di ordine »
aventi nel punto A la multiplicith » —1 e un dato cono tangente (di ordine » —1),
il quale potra anche spezzarsi comunque, senza dar luogo con cid a casi fra loro
distinti.

Il gruppo piu ampio di trasformazioni proiettive sopra un tal cono ", operando

in modo o8 sul sistema delle sue generatrici, dipendera da (—@“—%1)2@«—{?—) -+ 9 parametri. 11

(") Come trovasi dimostrato in una mia Nota, inserta nei  Rend. del Circolo Mat. di Palermo ,
(. XI, 1898).
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gruppo ad esso corrispondente in S; coincide evidentemente col primo dei tre gruppi
tipici da noi incontrati al n° 9.

In particolare, per n =1 si ha il gruppo proiettivo 2 di S; con un punto
fisso; per n = 2 si ha uno dei gruppi di trasformazioni quadratiche considerati nella
comunicazione del sig. NoerHER. Per n qualunque, le trasformazioni che compongono
il gruppo sono state studiate nella Memoria del De Paoris da noi giad cit. al n° 6

Riassumendo pertanto i risultati ottenuti in questo Cap. VII, diremo:

Ogni gruppo continuo di trasformazioni cremoniane dello spazio, il quale trasforms
in s¢ una stella di rette e subordini in questa wn gruppo primitivo, pud ridursi bira-
zionalmente a uno dei sequenti tipi:

1° Gruppo o' delle trasformazioni quadratiche che mutano in ¢ il sistema li-
neare % delle quadriche aventi a comune una retta e un punto fuori di questa retta,
e suoi sottogruppi;

2° Gruppo o8 delle trasformazioni cubiche che mutano in sé il sistema lineare oo8
delle superficie del 3° ordine passanti per una cubica sghemba e aventi un punto doppio
fisso sopra questa cubica;

3° Gruppo di dimensione (n+1)("+2)—|-9 delle trasformazions di ordine n che mu-
(n+1)n+2)

tano in s il sistema lineare o 2 delle superficie di ordine n aventi un dato punto
(n—1)P° e uno stesso cono tangente in questo punto, e suoi sottogruppi.

Questi sottogruppi s’intendono naturalmente limitati a quelli che operano an-
cora in modo primitivo sulla stella di rette invariante.

CAPITOLO VIIL

Gruppi con una stella invariante di rette,
entro la quale viene subordinato un gruppo proiettivo «3
trasformante in sé stesso un cono quadrico di raggi della stella.

81. — I gruppi di quest’ultima categoria si possono supporre transitivi, perche, in
caso contrario, potendosi ridurre a gruppi trasformanti in sé ogni piano di un certo
fascio, essi si sarebbero gia presentati nei Cap. IV-VI. — Di pili, essi possono supporsi
non integrabili, e quindi almeno o3, Se sono soltanto o2 (e transitivi), dovranno ap-
partenere al caso ciclico (EF, § 21) o al caso diedrico (BT, § 23). Del primo caso
abbiamo gid determinato al n° 20 I'unico gruppo tipico (per un dato ordine); dei
gruppi oo® diedrici (che rientrano tutti in quest’ultima categoria) ci occuperemo alla
fine del presente capitolo. Escluso questo caso, potremo dunque supporre che si
tratti di un gruppo (transitivo) almeno oo%, e contenente percid un sottogruppo in-
variante almeno oo!, il quale lasci fisso ogni raggio della stella invariante.

Costruiamo anche in questo caso un sistema lineare completo, semplice, di su-
perficie unisecanti i raggi della stella invariante, il quale sia trasformato in sé da
ogni operazione del gruppo proposto. Questo sistema rappresentera una varietd nor-
male p; di uno spazio S,, sulla quale al gruppo proposto corrispondera un gruppo
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proiettivo @&, e alla stella di rette invariante in S; corrispondera una congruenza di
rette @, traiettorie (fisse) per un sottogruppo invariante G’ di G (almeno oo?).

Se questo gruppo @' subordina sopra ogni retta a tutte le possibili o3 proiet-
tivita, se ne deduce (per quanto si & detto al n° 7) che vi sard un fascio di super-
ficie (razionali) unisecanti le ¢ invariante rispetto a G’ stesso, e anche rispetto a G.
Il gruppo di cui trattasi sara percid equivalente a uno dei gruppi di trasformazioni
quadratiche incontrati al n° 4 (e pilt volte in seguito).

Escluso anche questo caso, il gruppo &' dovra certo lasciar fissi sopra ogni
retta @ uno o due punti, luoghi dei quali saranno rispettivamente una o due varieta
unisecanti le @ (non una varietd unica bisecante le a, essendo queste rette traiet-
torie di almeno un gruppo oo! (!)): queste varietd saranno pure invarianti rispetto
a G. Esse non saranno tuttavia curve, perche se no le @ si ripartirebbero in un fascio
invariante di coni, mentre non deve essere invariante alcun fascio (sistema ool d’in-
dice uno) di rigate appartenenti alla loro congruenza. E se una di quelle . varieta
si riduce a un punto, la uz viene ad essere un cono: caso gid esaminato al n° 9.
Potremo dunque supporre che quelle varietd unisecanti le e siano delle superficie.

82. — Supponiamo che il gruppo G ammetta due diverse superficie invarianti
(p, @) unisecanti le a; i punti di queste superficie saranno allora punti uniti fissi
per ogni operazione contenuta in G'. Queste stesse superficie dovranno percid appar-
tenere rispettivamente a due spazi minori indipendenti S, e S,_,., entro S,; e su
ciascuna di esse il gruppo totale G subordinera un gruppo proiettivo equivalente (a
quello subordinato nella congruenza delle @, ossia) a un gruppo o? di omografie piane
con una conica fissa. Ora, essendosi supposta normale la varieta us, saranno pure
normali le due superficie @, ¢'; & infatti completo il sistema lineare delle rigate
intersezioni residue di p; cogli S,_, passanti ad es. per @, e completo quindi sopra @'
il sistema lineare di curve segatovi da queste rigate (2), il quale si compone appunto
delle sezioni iperpiane di ¢’ stessa. Ciascuna di queste due superficie si potra quindi
rappresentare sul piano con un sistema lineare completo di curve di un certo ordine #,
il quale sia mutato in sé stesso da tutte le omografie che lasciano fissa una certa
conica. Questo sistema non potrd pertanto avere alcun punto base (non avendo le
dette omografie nessun punto unito fisso), e dovra percid comporsi di tutte le curve

. . . . 2 . .
piane aventi quel dato ordine n. Le @ e @' saranno dunque superficie F" di spazi
S.+n; © la varietd ug potra considerarsi come generata da una corrispondenza proiet-

tiva tra due superficie di questo tipo, poste in spazi indipendenti; le rette o sareb-
bero le congiungenti delle coppie di punti omologhi in questa proiettivita.

D’altra parte & evidente che ogni varietd cosi costruita ammette un gruppo
almeno oo? di trasformazioni proiettive, il quale opera in modo o® (e come un
gruppo primitivo) sulla congruenza delle a e sulle superficie @ e @'. I gruppi che

(1) Cfr. EF, § 7.
(®) Poiche @ (e cosi pure @) & riferita birazionalmente alla congruenza delle @, colla quale si

trova, in certo qual modo, in posizione prospettiva.



272 GINO FANO b2

cosi si ottengono rientrano dunque come sottogruppi in quelli gid incontrati al
Cap. VIL

83. — Rimane a vedere cosa avviene quando il gruppo G lascia fissa una sola
superficie @ unisecante le . — Stacchiamo allora da G un sottogruppo semplice w03
(certo esistente) H: esso dovrd operare sulla congruenza delle ¢ in modo anche oo®
(ossia come G medesimo). Dico che H deve trasformare in sé anche una seconda su-
perficie y unisecante le a. Infatti le oo! operazioni di H che mutano in sé una retta o
generica lasciano certo fisso (trattandosi di un softogruppo oo! non parabolico di un
gruppo semplice o3) anche (almeno) un secondo punto di @ — distinto da quello che
sta su @ —; e questo punto, variando la retta o, descrive la superficie richiesta y. (Se
risultassero contemporaneamente uniti tutti i punti di @, si avrebbero ool superficie
cosi fatte). — Applichiamo ora a questa superficie y tutte le operazioni di G, e
consideriamo il minimo sistema lineare X (certo invariante, e di dimensione >0) con-
tenente le superficie cosi ottenute. Se questo sistema & un fascio, ricadiamo nel caso
del n° 4. D’altra parte Z non pud essere una rete, o, pitt generalmente, un sistema
lineare appartenente a una congruenza di curve (invariante, del 1° ordine), perche
allora le rette @ che si appoggiano a una di queste curve dovrebbero incontrare
anche le o! curve trasformate della prima mediante G’ (1); e le w2 rette o si distri-
buirebbero cosi in ! rigate formanti un fascio invariante (rispetto a G), il che &
contro I'ipotesi. Infine il sistema X (ove non sia un fascio) & certamente semplice;
se no esso apparterrebbe a un’ involuzione invariante, nella quale ai punti di un
raggio @, certo invariante rispetto a G’, non potrebbero essere coniugati che i punti
di (uno o piv) altri raggi a; il che & da escludersi, non essendovi involuzioni inva-
rianti entro la congruenza delle stesse a.

Possiamo dunque ridurei a un gruppo proiettivo sopra una nuova varietd u's,
le cui sezioni iperpiane corrispondano alle superficie del sistema X. Allora ogni sot-
togruppo H lascera fissa una sezione iperpiana di questa varietd, e percid ancora
un punto fuori di questo iperpiano; dal che si trae facilmente che la varieta p's @
un cono col vertice in quest'ultimo punto, il quale sard percid invariante rispetto
all'intero gruppo G (se no vi sarebbe ancora una superficie fissa ¢’ unisecante le «,
sulla quale 1 diversi sottogruppi H dovrebbero subordinare uno stesso gruppo o3,
mentre d’altra parte questo gruppo ?® dovrebbe lasciarvi fissa una sezione iperpiana
variabile con H).

Concludiamo pertanto: I soli gruppi essenzialmente nuovi di questo Cap. VIII (che
non rientrano cioe in casi gia noti) somo i gruppi % del tipo diedrico.

Gruppi «3, semplici, transitivi, del tipo diedrico.

84. — B noto (EF, § 23) che i gruppi cremoniani o3, semplici, transitivi, del
tipo diedrico — tali cioé che le operazioni di essi che lasciano fermo un punto ge-
nerico dello spazio formino un gruppo finito diedrico di un certo ordine 2» — sono

(1) Sottogruppo doppiamente intransitivo, avente le @ per traiettorie fisse.
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birazionalmente equivalenti, per »n>2, al gruppo «? di tutte le trasformazioni proiet-
tive sulla varietd luogo delle corde di una C" razionale normale.

I gruppi tipici ai quali essi possono ridursi (per # > 2) risulteranno pertanto
da una qualunque rappresentazione spaziale di questa varietad (us). Possiamo anzi
supporre n>>3, percheé per =3 la varietd p3 & lo stesso spazio S;, e si ha come
tipo il gruppo proiettivo o3 con una cubica fissa.

Proiettiamo percido la curva C* e la varieta w; delle sue corde da uno spazio
(Z.—s) (n—3)-secante rispetto alla curva stessa; la C" si proietterd secondo una cu-
bica sghemba (y) di uno spazio S;, e la varietd py si proietterd univocamente sopra
questo spazio, in modo che alle sue oo? rette (corde della C”) corrispondano le corde

di questa cubica.

Poiché la varietd ps & di ordine ’5—1'2”’2

, e lo spazio ¥, la incontra secondo

—3.n—4 N o _u s . . . . . .
222 rette, cost le sue sezioni iperpiane si proietteranno in superficie di ordine

n——léM—Q n-—-3én—-4 — o — 5.

Queste superficie conterranno la cubica y come curva multipla di ordine » — 8
(poiche lo spazio S,_; che da X,_, proietta un punto qualunque di C* contiene altre
n—3 rette di us), e ammetteranno nei singoli punti di questa curva n — 3 piani
tangenti fissi, passanti rispettivamente per quei punti P, P, ... P,_; di ¥ che cor-
rispondono alle intersezioni di C* collo spazio X,_,. Infine le superficie F conter-
ranno ancora le t%’—z:é rette che congiungono questi punti P; a due a due; rette
che sono immagini degli spazi S; tangenti a pg lungo le rette di essa contenute in X,_;.

Queste condizioni individuano completamente il sistema lineare oo™ rappresenta-
tivo di pg.

Concludiamo pertanto:

I gruppi cremoniani, transitivi, semplici, o3 corrispondenti al caso diedrico di un
certo ordine 2n (n>2) si riducono birazionalmente al gruppo oo® delle trasformazioni di
ordine 2n—>5 che mutano in s@ stesso il sistema lineare oo delle superficie di ordine
2n—>5 che soddisfanno alle condizioni sequenti :

1° Hanno una data cubica sghemba come curva (n—3)*%;

20 Toccano in ogni punto di questa cubica gli n—3 piani wi tangenti ad essa
e proettants rispettivamente n—3 punti fisst delle curva medesima ;
n—38.n—4

2

Queste trasformazioni mutano in s& stessa la congruenza delle corde della cu-
bica considerata, e operano su di essa e sulla cubica come le oo? trasformazioni
proiettive di questa curva in sé stessa. Assegnando ad arbitrio una di queste proiet-
“%tivita sulla cubica, risulta gia determinata la trasformazione corrispondente nella con-
gruenza delle corde, e anche una trasformazione del nostro gruppo di ordine 2r—5
in S;, perche di ogni superficie del sistema lineare invariante risulta individuata la
corrispondente mediante il sistema delle corde (variabili) della cubica ch’essa deve
contenere.

Serre II. Tom. XTVIIIL J

3¢ Contengono le rette che congiungono questi n—3 punti a due @ due.
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Questo gruppo =3 e il relativo sistema lineare invariante si possono rappresen-
tare analiticamente in modo analogo a quanto si @ fatto in EF, § 27 per il gruppo
o jcosaedrico. — Rappresentata una C" di S, colle equazioni:

Ly Ty Xy o.. Ly

Ty X3 Xg oo. Ty

si vede facilmente che la varietd delle sue corde sara rappresentata dall’annullarsi
di tutti i determinanti di 3° ordine estratti dalla matrice:

Zo Xy Xg «ve Tuog | (V)
Xy g Xy oo Xy

Lg X3 Ty o0 Ty

Infatti le coordinate di un punto generico di questa varieta di corde possono espri-
mersi ponendo z; = A"~ 4 ku*~* (dove \, W, k sono parametri indipendenti); e allora
vanno appunto a zero tutti i determinanti di 3° ordine estratti dall’ultima matrice.

D’altra parte 1'ordine di quella stessa variethd vale (”‘2‘1) , © coincide quindi coll’or-

dine della varietad, pure a tre dimensioni, rappresentata dall’annullarsi dei determi-
nanti considerati (2).
Ponendo per brevita:

Liwl Tr—y

Xi,k =

X5 Ly

il determinante di 3° ordine formato colle verticali di posto n —3, h —2, A —1,
gviluppato secondo gli elementi dell’ultima orizzontale ed eguagliato a zero, da la
relazione:

L2 Xh—2,h—1 + wh-lxh-—x,h—s + xhXh~s,h—2 =0. (1)

D’altra parte l'annullarsi di tutti questi determinanti di 3° ordine conduce a
stabilire, fra i subdeterminanti X, delle relazioni di proporzionalita, le quali possono
compendiarsi scrivendo che il rapporto X; »: Xi1y w41 = p ha un valore costante (in-
dipendente ciod dai due indici ¢, k). L’equazione (1), moltiplicata per p"~*, equivale
percid a quest’altra:

Zp2 Xos + Zp1 Xg1 + X, =0

") Questa stessa sard percid anche la condizione, perche la forma binaria z7 (con eoefficienti

binomiali) possa ridursi al tipo 2" -+ 2" (somma di due potenze nsime),
( Cfr. ad es. Pimr1, Sull’ordine della varietd ‘generata da pits sistemi lineari omografici (“ Rend.

di Palermo ,, t. XI, 1897).
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e permette quindi, dando ad A successivamente i valori 4, 5, ... n, di esprimere
Ziy Zsy ... X, razionalmente mediante z,, z;, x,, s.
Ponendo ancora:

Xo1 Xy 0 0 0
Xps Xy Xpg . 0 0
0 X;3Xy . 0 0
D, =
0 0 0 . Xy X
0 0 0 . Xy Xy

dove l'indice 4 esprime l'ordine del determinante (supposto =1), e assumendo per
convenzione Dy =1, D_, =0, si ricava (h=4):

—1 )-8
Ty = % Tu—g [(w2X 55 + 23 X51) Di—s — w5 X5 X3 Dy 5] @)

le quali equazioni mostrano altresi che la nostra varieta di corde (come gia si & os-
servato) si proietta univocamente sullo spazio (S;) #y =25 =...=x, =0, dallo
spazio fondamentale opposto (Z,_,) #, = #; = 2, = 23 = 0. Quest’ultimo spazio & oscu-
latore alla € sicché gli » — 3 punti P; vengono ora a coincidere.
L’ equazione del sistema lineare oo™ rappresentativo della varieta p; nello
spazio (S3) x4 =. .. =, =0 si otterra introducendo nell’equazione lineare T\;x; =0
1

in luogo di =y, ...=, le loro espressioni date dalle (2): sard dunque, liberata da

denominatori:

()\Oxo + )\1-’1;1 + )\2w2+ )\31}3) ?2—3 ‘I" hz=4)‘h ‘i‘z_h 3 (irng;;—I—an;;l) Dh_4 — X3 XI?X?ZSDh—Es =0

e risulta appunto di grado:
2 —nh)+38+2h—4)=2mn—7n)+ 5+ 2(h —5)=2n — 5.

Questo sistema lineare oo" sara invariante rispetto al nostro gruppo cremoniano
tipico ®?; e le equazioni di questo gruppo si dedurranno facilmente da quelle del
gruppo proiettivo di S, con una C" invariante. E noto che queste ultime, nel sistema
di coordinate gia assunto, possono mettersi sotto la forma:

#';=(a) 4 bp)~ (ch 4 dp)

dove a, b, ¢, d sono parametri omogenei, e al 2° membro si devono intendere sosti-
tuite le x; ai prodotti A~*u’. Qui bastera tener conto delle prime quattro equazioni
(i=0, 1, 2, 3), introducendo ancora nei secondi membri, in luogo di x,, ...x,, le
loro espressioni date dalle (2).
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35. — Da queste considerazioni rimane perd escluso il caso n»=2; il caso cio®
dei gruppi equivalenti al gruppo proiettivo o3 della varieta Mj di S, rappresentata
dall’equazione:

$+ 7 =0

dove ¢, j sono i soliti invarianti di una forma binaria biquadratica (1). Bisognerebbe
quindi assegnare anche per questa varietd una rappresentazione spaziale.

Preferiamo tuttavia (per giungere a un risultato pitt semplice) dare dell’ intera
categoria dei gruppi oo® diedrici una nuova trattazione, dalla quale non rimarra piu
esclusa I’ ipotesi .» =2 (mentre per #>2 si ritroveranno gli stessi gruppi tipici
di poc’anzi).

Ogni gruppo oo® diedrico, potendo ridursi a un gruppo cremoniano trasformante
in se¢ una stella di rette, sard pure equivalente a un gruppo proiettivo G sopra una
varieta p; di un certo spazio S,, contenente una congruenza (invariante, del 1° or-
dine) di rette a.

Su questa congruenza il gruppo G operera ancora come un gruppo o® di' omo-
grafie piane con una conica fissa; e su ogni retta ¢ imposta come fissa dovra essere
invariante wna coppia di punti, fra loro permutabili (come risulta anche dalle con-
siderazioni esposte in EF, § 28). Luogo di questi punti sard una varietd (irriduci-
bile) bisecante le «, e invariante rispetto a . — Abbiamo testé esaminato il
caso in cui questa varietd fosse una curva (necessariamente razionale, normale), e
le @ le w? corde di questa curva. Supponiamo ora invece che questa varieta sia
una superficie ¢ (la quale pud ritenersi normale): saremo cosi sicuri di comprendere
ogni altro caso di gruppo diedrico.

Su questa superficie le rette o segheranno un’involuzione quadratica inva-
riante, sulla quale G dovra operare come sulla congruenza delle o stesse. Di qui si
trae che:

Il gruppo subordinato da G sulla superficie @ & equivalente al gruppo proieftivo oo3
di una quudrica non degenere di Sy sulla quale si sia fissata una conica.

Ai due sistemi di generatrici di questa quadrica corrisponderanno su ¢ due fasci
di curve (razionali normali) aventi rispett. certi ordini m, ». Alla conica fissa corrispon-
dera allora una curva di ordine m-+n; e @ stessa sara una superficie di ordine 2mn,
appartenente a uno spazio di dimensione mn-m-n (2). Nell’involuzione quadratica
invariante sopra ¢ ad ogni curva C™ & coniugata una C", e inversamente; e sulla
varieta u; queste coppie di curve determineranno un sistema invariante oo!, d’in-
dice due, di rigate R™ ' aventi rette ¢ per generatrici.

Cid premesso, riesce facile il vedere in qual modo il gruppo G operi sopra us.
Fissato su pg un punto generico A, e quindi la retta ¢ che lo contiene, restera an-
cora un gruppe finito diedrico di un certo ordine 2% (non escluso il caso £ =1)
trasformante in sé la coppia di rigate R™™' passanti per questa retta a; e vi
sard quindi un gruppo ciclico di ordine %4 trasformante in sé ciascuna di quellé

() EF, § 23.
{(® E rappresentabile sul piano col sistema lineare delle curve di ordine m - 2 aventi a comune
un punto mPlo e un punto splo,
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due rigate, e ciascun punto della retta o comune ad esse (ossia passante per A).
— E poiche ogni operazione di G la quale lasci fisso ciascun punto di una ri-
gata R™™~ lascia anche fisso ogni punto di @ e quindi ogni punto di us, cosi
siamo ricondotti a cercare di qual ordine % sia il gruppo finito ciclico che si ha
sopra una R™™, quando se ne impongano come fisse le due direttrici C* e C" ap-
partenenti a @ (e aventi un punto A a comune), e tutti i punti di una generatrice a
(arbitraria).

Osserviamo che si pud ritenere m ===, perche se no le oo! rigate R™t"! = R¥-!
ammetterebbero rispett. come direttrici minime altrettante curve di ordine #»—1 non
contenute in @, e aventi per luogo una nuova superficie invariante rispetto a G; sicche
il gruppo continuo oo! che lascia fisso un raggio @ ne lascerebbe anche fissi almeno
tre, e quindi tutti i punti, e il gruppo G sarebbe percid intransitivo rispetto a pj,
contro 1'ipotesi.

Supposto pertanto m>n, possiamo ancora escludere il caso m =n-1, perchs
la rigata R™™~!=R™ conterrebbe allora infinite direttrici (minime) di ordine #, e
ogni trasformazione proiettiva su di essa la quale lasciasse fissa una direttrice
Cm= (""" e tutti i punti di una data generatrice muterebbe in s& anche ciascuna
delle direttrici C", quindi ogni punto della C™*' fissa nonché ogni generatrice, e si
ridurrebbe percid alla trasformazione identica. Si avrebbe quindi £ =1, vale a dire
il gruppo G sarebbe soltanto ciclico (di ordine due).

Sia dunque m>n-1. Allora ogni curva C* sopra @ sara direttrice minima
unica di una rigata R™™; e le direttrici di questa rigata di ordine immediatamente
superiore avranno 'ordine m—1 e formeranno un sistema lineare di dimensione m—n
(=2) e di grado m —n—1. Questo sistema lineare rappresenta un cono razionale
normale ™! di uno spazio S,_,, riferibile alla rigata R™*' in modo che si cor-
rispondano le rispettive trasformazioni proiettive. E poiche alla direttrice C™ interse-
zione residua di R™™' con ¢ corrisponde su ™™""' una curva razionale normale
di ordine m — »n passante pel vertice di ' stesso, cosi siamo condotti a vedere di
qual ordine % sia il gruppo proiettivo ciclico che si ha su I' (ossia nel relativo spazio
S._.) imponendo come fissa una tal curva di ordine m —n e tutti i punti di una
generatrice arbitraria di I stesso (ossia di una corda di questa curva). Ed & noto
(e fu gid osservato in EF, § 23) che si ha k=m—n.

Concludiamo pertanto: Le operazioni del gruppo G che lasciano fisso un punto
generico della wvariets ug formano un gruppo diedrico di ordine 2(m—mn) (essendo
m = n-2).

D’altra parte i gruppi cremoniani o3, semplici, transitivi, corrispondenti al caso
diedrico di uno stesso ordine sono tutti fra loro equivalenti. Essendo pertanto es-
senziale la sola differenza m —n, si avranno gid tutti i casi possibili supponendo
n=1, m = 3; assumendo ciod come superficie ¢ una rigate razionale normale di or-
dine 2m con ool direttrici minime di ordine m.

Il gruppo proiettivo oo® sulla corrispondente varietd p; sara un gruppo diedrico
di ordine 2(m—1).

86. — Per m >4 la rigata ¢ e la corrispondente varieta p; possono proiet-
tarsi dallo spazio S,., della direttrice C™*' contenuta in @ su di uno spazio S,-i.
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Le generatrici di @ si proietteranno rispettivamente nei punti di una curva (razio-
nale normale) di ordine m —1 appartenente a quest’ ultimo spazio, e le w? rette
della varieta M3, che sono corde di @, si proietteranno secondo le o2 corde di questa
curva: la varietd stessa si proietterd percid univocamente nella varietd luogo di
queste corde. — Ritroviamo cosi gli stessi tipi di poc’anzi, perche alle trasforma-
zioni proiettive di u; corrispoendono trasformazioni anche proiettive sulla nuova va-
rietd (proiezione). E rimane pure confermato l'ordine 2(m—1) del gruppo diedrico.

Ma per m =3 questa proiezione non & piu effettuabile. La superficie ¢ & allora
una rigata razionale normale del 6° ordine (in S,) con oo! direttrici cubiche. Dico
che la varieta pg coincide in questo caso colle varietd M§ a (curve) sezioni ellittiche da
not considerate alla fine del n° 28.

Ricordiamo infatti che questa M§ ammette un gruppo continuo w8 di trasfor-
mazioni proiettive, isomorfo al gruppo totale delle’ omografie piane. Stacchiamo
pertanto da quel gruppo un sottogruppo «®, corrispondente (nell’accennato isomor-
fismo) al gruppo delle omografie piane che lasciano fissa una data conica. Questo
sottogruppo lascera fissa sulla M5, entro ciascuna delle sue congruenze (invarianti)
di rette, una rigata sestica, contenente oo! direttrici cubiche, e bisecante le rette
dell’altra congruenza. A questo gruppo oo?, semplice, transitivo, trasformante in s&
(in due modi diversi) una congruenza di rette e una superficie (irriducibile) bisecante
queste rette, sara applicabile 'intero ragionamento del n° prec. (per » =1, m = 3),
e cid porta a concludere che siamo appunto nel caso diedrico per k= 2.

Le equazioni di questo gruppo ? si ottengono facilmente da quelle del n° 28,
sostituendo alle a;, &, ¢, espressioni opportune mediante tre parametri (o quattro
omogenei).

Diremo percid: I gruppi o3, semplici, transitivi, del tipo diedrico n = 2 (quelli
cioe che sfuggono alla trattazione del n° 34) si riducono birazionalbnente o un deter-
minato sottogruppo del gruppo 8 di trasformazioni cubiche da noi incontrato al n° 28
(sottogruppo definito dal trasformare in s& un cono quadrico appartenente alla stella
invariante di rette).

I gruppi o® del tipo diedrico di ordine 2» si possono dunque ridurre, per n=3,
a gruppi di trasformazioni di ordine 2n—5 trasformanti in sé la congruenza delle
corde di una cubica sghemba; e per n =2 a un gruppo di trasformazioni cubiche
trasformante in s& un’analoga congruenza, nonchd una stella di rette avente il centro
in un punto della cubica considerata.

Roma, marzo 1898.



