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Su una proprieta asintotica della distribuzione finale (*)

EMANUELE DOLERA

Il seminario tratta un problema di inferenza statistica in ambito bayesiano,
ovvero quello di descrivere il comportamento della distribuzione finale in pre-
senza di un grande numero di osserazioni. L’obiettivo principale e mettere in luce
il ruolo della frequenza, valutata su n osservazioni, ai fini della valutazione della
legge di probabilita di un segmento di osservazioni future rispetto alle » gia
considerate, impostando il problema solamente su risultati basilari del calcolo
delle probabilita, come il teorema di Bayes. Come corollario, si hanno condizioni
entro le quali la stima bayesiana concorda, in maniera piti marcata al crescere di
n, con una stima ottenuta tramite un principio di massima verosimiglianza, tipico
di un’impostazione frequentistita.

Per chiarire tali concetti, si consideri sullo spazio (2, .7, P) una successione
{&n}a>1 di variabili aleatorie (v.a.) scambiabili a valori in uno spazio polacco X
munito di una metrica p e relativa o-algebra di Borel .2". Denotando con

- 12 . . . L .
en(, ) := " > O¢w)(+) il processo empirico, che riassume in seé il concetto di
i=1

frequenza, un ben noto teorema di de Finetti [4] afferma che esiste una misura di

probabilita (m.d.p.) aleatoria p su (X,.2") per cui lim dp(e,,p) = 0 P-quasi cer-
Nn—0o0

tamente, dove dp denota la metrica di Prokhorov su M, lo spazio di tutte le m.d.p.

su (X,.2"). Lamisura y( - ) := P[p € ], definita sulla g-algebra . Z dei boreliani di

M, & la distribuzione iniziale e vale la rappresentazione (di de Finetti)

p@meAN«“xAmﬁem:f[ﬁﬁwﬂﬂ®>
B =1

perognineA,...,A, € .2, con & = (&,...,&,). In questo contesto, la m.d.p.
(aleatoria) P[p € - | EM] su (M,.#) viene detta distribuzione finale, la quale
descrive la legge di p condizionatamente ai dati osservati. Inoltre, fissata una
specifica versione della finale, si indichera con y,(- ;x™) la valutazione di tale

versione in &™ = x™ := (xy,...,x,). Una notevole proprieta asintotica della fi-
nale & messa in evidenza da un celebre teorema di Doob [7], che afferma che
(1) lim Dp(PLp € - [ 71300 =0 (P—qc)

* Lavoro svolto in collaborazione con E. Regazzini, Universita degli Studi di Pavia.
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essendo Dp la metrica di Prokhorov su P, lo spazio di tutte le m.d.p. su (M, .2).
Dunque, considerando y,(- ;x™) come una funzione definita su (X*,.2"), (1) si
puo rileggere come segue: esiste un M, € .7 con y(M.) = 1 tale che, per ogni p.
in M,, vale la formula

@) nlgrolo Dp(y,(: ;X(m) ;5Px( ) =0

per ogni successione x> = (x1,xs, . ..) appartenente a X>° € .2, sottoinsieme
di successioni tale che p°(X:°) = 1. Essendo il teorema di Doob solamente un
risultato di esistenza, rimane aperto il problema di caratterizzare M., o meglio di
stabilire per quali p, in M valga (2) per ogni successione x(* = (1, s, ...) ap-
partenente a X;° € .2™, sottoinsieme di successioni tale che p*(X;”) = 1. Tale
problema ha dato luogo alla seguente

DEFINIZIONE 1 (di consistenza bayesiana). — Diciamo che y,(- ,-) € consi-
stente in py € M quando

3) Jim Dp(y, X)) =0

per ogni successione X = (x1,xs, . ..) appartenente a X € .2, sottoinsieme
di successtont tale che pg°(Xy") = 1.

Tale importante definizione e dovuta a Diaconis e Freedman [5], i quali cosi ne
sintetizzano la logica retrostante: “dopo aver assegnato una distribuzione ini-
ziale, si generano immaginariamente successioni i.i.d. e, dopo aver calcolato la
distribuzione finale, si valuta se quest’ultima riflette adeguatamente 'attuale
conoscenza.” Dopo i primi risultati di Freedman [8] in cui si mostrano esempi
effettivi di inconsistenza, sono seguiti numerosissimi lavori sulla consistenza,
tanto che essa rimane tuttora uno dei temi piu studiati in ambito bayesiano. Tra i
lavori pionieristici ricordiamo [5, 6, 7, 11] mentre tra i recenti [1, 2, 9, 12, 13].

In questo seminario si discute un problema connesso a quello della consi-
stenza, che resta pero formulato in ambito genuinamente bayesiano. A proposito,
si precisi una ben determinata versione della m.d.p. finale y,(- ,-) e, in corri-
spondenza di una assegnata successione di osservazioni x> = (1, 2,...) € X*,

. 12 . .
si ponga e,(-):=—>"0,,(-) per n =1,2,.... Emerge, in tale contesto, il se-
guente izt

PRrROBLEMA 1 (delle probabilita inverse). — Supponendo che lim dp(e, ;py) =0
NnN—00
per una m.d.p. pg € M, trovare, per ogni ¢ > 0, un indice n, per cui, per ogni
n Z n{l’

(4) Dp(y,(- ;x"™) ;6,,) <e .
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Si noti che il problema delle probabilita inverse (p.i.) possiede una natura
finitaria e non fa cenno a “veri valori” del paramtro e ad insiemi eccezionali, ma
considera solo successioni di frequenze con una tendenza a concentrarsi su valori
dati. Pertanto, in accordo con la sua formulazione originaria, il problema delle p.i.
equivale ad indagare il ruolo della frequenza, calcolata su un numero finito di
prove, nella valutazione della probabilita. In questo spirito, pur sotto convinzioni
radicalmente differenti, si sono mossi i grandi maestri del passato: Laplace, von
Mises, de Finetti, Romanovski.

Cosi come il problema della consistenza, anche il problema delle p.i. puo non
avere soluzione, come mostra il seguente esempio. Si consideri X = {0,1}, co-
sicche M = {leggi di Bernoulli di parametro 0}, omeomorfo a [0, 1], con misura
iniziale p(d0) = wdy + (1 — w)dy, 11(d0), con w,y € (0,1). Sulla succesione delle
osservazioni si assuma che e,({1}) =:f, — 0 e f,, > 0 per qualche n. Perche il
problema delle p.i. abbia soluzione si dovrebbe avere ([0, s), x") — 1 pern — oo
e ogni s > 0, mentre si dimostra che ([0, s),x")) — 0 per n — co e ogni s € (0,),
mostrando I'insolubilia del problema in questo caso.

Le tecniche impiegate per risolvere il problema differiscono a seconda della
conplessita dello spazio M. Siparla di “caso dominato” quando le realizzazioni di p che
appartengono al supporto di y sono tutte assolutamente continue (a.c.) tra loro.
I’esempio piu cristallino si ha quando lo spazio delle osservazioni e finito, X =
{ay,az,...,05.1}, dove M = { Z 0i0q, | 0;>0e Z 0; = 1}, che risulta omeo-

71k

morfo al simplesso T, := {(91, .. Hk) c R |0; >0e Z 0; > 1} tramite la mappa
i=1

az ) ()
tk( ) 01-5%) i=(01,...,00). Posto £ =", ... f) == (en{ar}),. .., ea{ar}))
i=1
f=f,....fi) = @o{ai}),...,po({ax})), La condizione e, = py equivale a
f = fiperj=1,... k. Allora la distribuzione finale & data da

(n)

J (ot |- (1= Spttan) ™

)y B "i=1
V(BJ( )_ (17)

It (1= Sdioh) ™ e

M

:tk<f3> [f[l i )} (1- Z 9) o t1(an)
T{ [f[l O;Uj'»(n } (1 _ E 0) zizly . fk o)

essendo B un elemento di .Z. In questo contesto, vale il seguente

TEOREMA 1. — St assuma che f € supply o t,;l] e yo t,;l({f}) #1. Sia poi
B(f, r) una sfera euclidea di centro f e raggio r tale che y o t,;l(B(f ,7NTy) > 0.
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Allora, esistono due costanti positive o e f (esplicite) indipendenti da n tali che
(5) y(t  BE ) N T x™) < o

m ciascuno dei casi sequenti

i) f e interno a T}
ii) £ e OT; e {B(f,e) Nsupplyot; 1} \ {£f} # 0 per ogni & > 0.

Se (5) vale, allora
Dp(p,(- ;x™) ;6,,) < ae™™

con opportune costanti positive a,b che dipendono da y.

Una prima formulazione di questo teorema si trova in [6], mentre qui
I'enunciato e stato migliorato considerando anche dati sul bordo del sim-
plesso. La strategia dimostrativa coinvolge opportuni sviluppi di Taylor della
verosimiglianza e semplici disuguaglianze, come gia messo in evidenza da de
Finetti [3].

Dopo l'invenzione del processo di Dirichlet, sono state introdotte incessan-
temente nuove distribuzioni iniziali non parametriche che non rientrano nel caso
dominato (processi neutrali a destra, misure completamente aleatorie norma-
lizzate, processi di Dirichlet gerarchici, misture nel senso di Antoniak, ete.). Si
richiede in modo naturale un approccio generale al problema delle p.i. Uno studio
pionieristico in questo senso e rappresentato da un articolo di Regazzini e
Sazonov [10]. Gli autori considerano X totalmente limitato e introducono una
successione di partizioni

Iy, = {Am,lww»Am,karl} (m=12,...)

dove ogni 4,, ; € 2. Posto &y, := 1<xr<1%x+1 diam(4,, ;), si richiede che I1,,.; siaun
SUSKy
raffinamento di I7,, per ogni m, .2 sia generatada |J I7,, e &, | 0 per m — oc.

Ora, per ogni p in M e m in N poniamo mz1

ke +1

Pe, () = Z PA)da,,;

i=1
essendo gli a,,; punti di A,,;. Si definiscono allora i nuovi elementi aleatori, da
interpretarsi come “discretizzazione” delle osservazioni,

fj,m(w) = Qi se é](w) € Amj

perj,me Nei=1,...,ky,+ 1. Si pone anche é%’) = (&ims - - - Enm)- S associa

adognij=(j1,...,7n) €{1,...,kp+1}" ilrettangolo R, j := Ay j, X ... X Ay j,-

Infine, senza ledere la generalita, si pud assumere che [ p"(R,, ;)y(dp) > 0 per
M
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ogni j. In questo contesto si ha

[ "Ry, 5)7(dp)
PLpeB| &= 1, @) L
J fpn(Rm])y(dp)
M
e
P[p., € B | &1(w)
km, (3 km 7L-m+1(j) _
[T10r9] (1=300,) " oty @o)
_ Z llRm,j(é(n)(CO)) T (B) k1,:1 kz:l =
" m (3 m Moy +1 _
i [ [H 0;17,(3)} . (1 -3 Qi) yo fk,,;(dg)
T, “i=1 i=1

dove n;(j) :=8{h € {1,...,n} | j, =1} e B € .. Si giunge cosi alla seguente
disuguaglianza, direttamente riconducibile al problema delle p.i.

Dp(, (- :X™) :0,,(-)
< 2Dp(0py (- ); 0, () + 2Dp(Jp,( - ); Opy,. ()
+ Dp(de,,, (+) :05,(- )+ Dp(d,,, () ;PLPe, € - | E21w))
+ Dp(PLp € - | E)@) ; PP, € - | &)
(6) + Dp(PLp € - | &Y @) 17,( :x™))

Ora, il primo termine e chiaramente infinitesimo in n», avendo supposto
e, = po. Il secondo e il terzo termine sono controllati da 2¢,, e ¢, rispettivamente,
per le proprieta elementari delle distanza di Prokhorov. Il quinto termine e anche
controllato da ¢,,, per la Proposizione 1 in [10]. II quarto termine € controllato da
un’espressione del tipo ae ", per il Teorema 1. Per concludere, bisogna prestare
attenzione al fatto che a, b dipendono da m implicitamente. Una strategia efficace
consiste nel cercare limitazioni sull’'ultimo termine in (6) con maggioranti infini-
tesimi indipendenti da n. Un’ipotesi che asseconda tale scopo & che esista una
versione specifica 7,,(- ; -) della finale (determinabile a priori) per cui

(7) DP(?%(' ;y(n)) ;771(' §X<n>)) < Cot Efép(%’yz)“

per ogni n € N, y x" ¢ X", essendo o € (0,1] e C, > 0 indipendenti da ,
y™, x™, Infatti, si pud affermare che

ProPOSIZIONE 1. — Se vale (7) allora Uultimo termine in (6) e limitato da
0;3%2 e il problema delle p.i. (relativamente alla versione 7,) ammette una
soluzione esplicita.
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Tale proposizione riconduce il problema nell'individuare condizioni facilmente
verificabili che garantiscano la validita di (7). A proposito si da la seguente

PROPOSIZIONE 2. — St assuma che X sia un aperto limitato di R con
bordo lipschitziano. Si supponga poi che A— P[E™ e Al con A € 2™, sia
a.c. rispetto alla misura di Lebesgue nd-dimensionale. Si ponga infine
Fy:x"— [@(p)y(dp ;x™). Se esistono due costanti t > 1 e C; tali per cui

M

C.
8) | [ 9P ax| < X1l
xn
perognin € N,{ € C*(X") ej=1,...,nd, dove ' & lesponente coniugato di t,

allora esiste una versione 7, della finale che soddisfa (7).

La dimostrazione di questo fatto e basata su un’applicazione di una celebre
disuguaglianza di Morrey. In ogni caso, siccome la condizione (8) non e di agevole
verifica, si puo ricorrere al metodo delle partizioni e scrivere

9) f BhC(x(”))F¢(x("))dx<"> — lim Z Li[4] f 9, Lx™)dx ™
Mm—00 4=
X J Rm.j
dove
Lil¢] :=
k41 Fm . km 6
f¢( D 91-5&,.) [1‘[9;“@} . (1 - Zei)"k o t71(d0)
Ty, i=1 i=1 i=1 "

i T 0] (1- %Hi)WWI(j)y o t;(d0)

Ty, =1 i=1
e ¢ € una funzione limitata e lipschitziana, con norma lipschitz minore o uguale a 1

rispetto alla metrica di Wasserstein. Si enuncia allora la seguente

PROPOSIZIONE 3. — La disuguaglianza (8) resta verificata se esiste una
costante C > 0 tale che

&
(10) 1418 - Lylgll < ¢
per ogni m,m € N e per ogni ¢ limitata e lipschitziana, con norma lipschitz
minore o uguale a 1 rispetto alla metrica di Wasserstein, essendo
j = (jlajZa e 7jl7 e a]%)
j/ = (j17j27 o 7jl’a o vjn)

e Ay, j, contiguo ad A, i
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Ora la disuguaglianza (10) ha il pregio di riguardare solo di distribuzioni finali
di dimensione finita, che possono spesso essere note. Non vi e poi nessun pro-
blema a livello di scelta delle versioni. Inoltre, (10) puo essere verificata a mano in
alcuni casi notevoli, oppure mediante la

PRrOPOSIZIONE 4. — La disuguaglianza (10) resta verificata se esistono due
costanti Cy,Ce > 0 tale che

km"rl _ km+1 _ e
=1 i=1
(12) Varl£] + Var(£] g@%

essendo L,L le leggi finali finito dimensionalt con campioni individuati,
rispettivamente da jej , e (01,..., 0, +1), (01', ey Hk'm 1) t relativi valori attesi.

Per concludere la trattazione dell’argomento, utilizzando i precedenti enun-
ciati si sono analizzate diverse classi di misure di probabilita non-parametriche,
comunemente utilizzate nella pratica, quali le misure normalizzate di James,
Lijoi e Priinster, il processo di Ongaro e il processo Beta-stacy di Walker e
Muliere, ottenendo risultati di consistenza legati al problema delle p.i. finora non
noti in letteratura.
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