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limitato su varieta algebriche

V. MANTOVA

Sommario. — 11 classico teorema di approssimazione di Artin-Whaples afferma che dati
n valori assoluti indipendenti su un campo K, e n punti associati in P1(K), esiste un
punto i P1(K) che approssima simultaneamente con precisione voluta ognuno dei
punti dati rispetto ai valori assoluti corrispondenti. Una forma molto nota ed ele-
mentare ¢ 1l teorema cinese dei resti.

Se a Py st sostituisce un’altra varieta algebrica, esistono risultati analoghi a patto
di ingrandire il campo di definizione det punti approssimanti; tuttavia, essi sono
poco espliciti, e non si possono considerare generalizzazioni i senso proprio.

Descriviamo qui una generalizzazione alle varieta algebriche dimostrabile in
modo semplice che produce inoltre stime esplicite e uniformi per 1 gradi dei punti
approssimanti.

Un classico risultato in teoria dei numeri & il seguente teorema di ap-
prossimazione [1]:

TEOREMA 1 (Artin-Whaples). — Sia K un campo e siano |-|q,...,|- |, det
valort assoluti indipendenti di K. Se (uy,...,0,) e una sequenza di elementi
di K, allora per ogni ¢ > 0 esiste un elemento § € K tale che | — o;|; < ¢ per
ogni 1 <i<mn.

Nel caso K = Q e con valori assoluti p-adici, il teorema e essenzialmente
una forma alternativa del teorema cinese del resto: trovare un f tale che
1B — ol < p;ki significa trovare una soluzione al sistema di congruenze
x = o; mod pfi.

Di fatto, il teorema puo essere ulteriormente generalizzato scegliendo gli
elementi o; nei vari completamenti di K nei rispettivi valori assoluti |-
Possiamo anche assumere che o; sia il punto all’infinito co € P1(K;).

In questo contesto 'enunciato puo essere riformulato in termini di densita.
Siano d; delle distanze associate agli | - |, su P1(K;).

i+

i

TEOREMA 1’ — Sia K un campo e siano | - |y,...,| - |, det valori assoluti in-
dipendenti di K, con distanze associate d; su P1(K;). Dati det punti Q; € P1(K;),
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peri=1,....,m, edato ¢ > 0, esiste un punto P € P1(K) tale che d(P,Q;) < ¢ per
ognt1 <1< m.
In altre parole, U'immersione diagonale

P1(K) — H P1(Ky)

=1

ha immagine densa.

Ci chiediamo, quindi, se sia possibile sostituire a P; un’altra varieta algebrica
V definita su K: dati dei punti Q; € V(K;), é possibile trovare un P € V(K) vi-
cino a Q; rispetto a | - |; simultaneamente per i =1,...,n8

La risposta e ovviamente negativa, poiché molte varieta non hanno abba-
stanza punti per produrre un’approssimazione; per esempio, V(K) puo essere
finito, come nel caso di curve di genere > 2. Una possibilita per aggirare que-
st’ostacolo e di ammettere punti approssimanti definiti su un’estensione di K, ad
esempio sulla chiusura algebrica K. Ci sono vari modi per estendere i valori
assoluti dati a K; per questo, ad ogni | - |; associamo un’estensione fissata K, che
prendiamo come dato del problema, e cerchiamo P vicino a @); rispetto all’e-
stensione data.

Un esempio semplice che illustra bene il tipo di difficolta & dato dalle curve
iperellittiche. Supponiamo che V sia una curva piana definita dall’equazione
y = p(x), dove p(x) € un polinomio su K, e Q1 = (1, 1), Q2 = (22, y2) siano due
punti da approssimare rispetto a due valori assoluti | - |;, | - |- In questo caso, un
primo approccio potrebbe iniziare usando il teorema di Artin-Whaples per ap-
prossimare la prima coordinata con un § € K vicino a x; rispetto a | - |;, e vicino a
xo rispetto a | - |5, e controllare quale delle due radici + /p(f5) approssima y; e ye.

Tuttavia, se la distanza richiesta e sufficientemente piccola, solo una delle due
radici + /p(f) puo essere vicina a y; rispetto a | - |;, e puo accadere che la radice
trovata sia lontana da y. rispetto a | - |,; in questo caso, nessuno dei due punti
(B, £/p(P) e approssimante. Di fatto 'aritmetica del campo puo impedire
questa costruzione, e si possono dare esempi espliciti in cui, qualunque sia f, i
punti ottenuti come sopra non sono approssimanti [4].

Cid nonostante la risposta alla domanda originale per P € V(K) & affermativa,
e si possono dare alcune stime esplicite per il grado di P.

TEOREMA 2 ([4]). — Sta V una sottovarieta assolutamente trriducibile di Py
di grado d e definita su K. Siano dati | - |y, ..., |- |, valori assoluti indipendenti
su K, con estensioni fissate a K e con distanze associate dy, . .., d, su V(K). Dati
dei punti Q; € V(K;), peri=1,...,n, edato ¢ > 0 esiste un punto P € V(K) tale
che d(P,Q;) < eperognii=1,...,n, e inoltre

[K(P) K] S d\S|-(min{2‘dim(V)+1})71.
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In particolare, 'immersione diagonale

VE) — [[VE)

i=1

ha immagine densa.

Nel caso in cui V = Py, abbiamo d = 1, quindi P € P;(K), e recuperiamo il
teorema di Artin-Whaples come caso speciale.

Se il campo base € globale, ’enunciato qualitativo senza stime sul grado di-
scende gia da un principio di densita isolato da Rumely [9] nella dimostrazione
del suo principio locale-globale (originariamente ottenuto tramite la teoria della
capacita, e poi ridimostrato con tecniche differenti da Moret-Bailly [7, 8] e da
Green, Pop e Roquette [3]). Il principio di Rumely fallisce pero su campi pit
generali, come mostrato da un esempio di Raynaud [6].

Inoltre, il principio di Rumely e sensibilmente pit forte della generalizzazione
qui sopra, in quanto, ad esempio, dimostra che il punto P si puo trovare vicino a @;
rispetto a tutte le estensioni di | - |; a K, e anche che sotto opportune condizioni P
& S-intero. In questo senso, il teorema di Rumely richiama il teorema di appros-
simazione forte, anch’esso riguardante punti S-interi e valido solo su campi globali.
Inoltre, le poche stime sul grado che si trovano in letteratura si applicano solo a
varieta di tipo specifico [2, 5], non sono uniformi nei restanti dati del problema e
non permettono di recuperare il teorema di Artin-Whaples come caso speciale.

La dimostrazione del Teorema 2 pud essere ottenuta in modo piuttosto
semplice utilizzando strumenti classici di geometria algebrica. Come primo passo
dimostriamo il caso delle curve, che porta ad un enunciato lievemente piu fine.

Data una curva C, siano p,, il suo genere aritmetico e G(K, C) la gonalita di C su
K, cioé il minimo grado di una funzione non costante definita su K e regolare in
tutti 1 punti singolari di C.

TEOREMA 3. — Sia C una curva protettiva assolutamente irriducibile definita
su K, e sia pq il suo genere aritmetico. Siano dati | - |y, ...,]| - |, valori assoluti
indipendenti su K, con estensioni fissate a K e con distanze associate dy, . .., d,
su C(K). Dati dei punti Q; € C(K;), peri=1,...,n, e dato & > 0 esiste un punto
P c C(K) tale che d(P,Q;) <& per ogni i=1,...,n, e inoltre [K(P): K] <
G(K,C) - (py + 1)1,

Scriviamo qui solo i passi principali della dimostrazione; maggiori dettagli
possono essere trovati in [4].

DIMOSTRAZIONE. — L’idea non e dissimile dall’approccio presentato qui
sopra per la curva piana y = p(x). Per aggirare il problema della doppia
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scelta della radice /p(x), che impedisce di portare a termine la costruzione,
sostituiamo la coordinata & con una funzione z totalmente ramificata nel primo
punto @; in questo modo, non appena il valore di z si avvicina a 2(Q;) rispetto
al primo valore assoluto, tutti i punti sulla sua fibra saranno vicini a ;. A
questo punto basta scegliere il punto della fibra che cade vicino al secondo
punto @, rispetto al secondo valore assoluto, per risolvere il problema per
due punti.

A patto di correggere @; con un punto vicino che sia algebrico su K e non
singolare, I'esistenza di una funzione totalmente ramificata in @; e definita su K e
garantita, per esempio, dalla formula di Riemann-Roch, che mostra anche che il
grado della funzione puo essere limitato da (p, + 1). La correzione del punto @,
produce il termine G(K,C) nella stima.

Il caso generale di # punti si puo ricavare per induzione: e sufficiente sce-
gliere una funzione che sia totalmente ramificata nel punto che approssima i
primi 7 — 1 punti. O

Da quest’ultimo enunciato & immediato ricavare il Teorema 2 per le curve: &
sufficiente applicare le stime classiche G(K,C) < d e (p, +1) < d(d+1)/2.

Il Teorema 2 per le varieta di dimensione piu alta si puo ottenere tagliando la
varieta con un opportuno sottospazio, in modo che l'intersezione sia una curva
assolutamente irriducibile che passi vicino ai punti da approssimare; a quel punto
e sufficiente applicare il Teorema 3. Per esempio, si puo prendere una famiglia a
un parametro di sottospazi che intersechi la varieta in una curva, e poi usare il
teorema di Artin-Whaples per scegliere un sottospazio che sia vicino ai sottospazi
della famiglia passanti per i punti da approssimare. Questo approccio produce un
ulteriore termine d" nella stima del grado di P.
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