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Interazione tra noise e singolarita nelle equazioni
alle derivate parziali

FraNco FLANDOLI

XIX Congresso del'Unione Matematica Italiana, Bologna, Settembre 2011

Abstract. — Viene discussa la possibilita che la presenza di rumore nelle PDE impedisca
Uinsorgere di singolarita. I risultati principali riguardano equazioni del trasporto
lineari ed includono una discussione del prolungamento dopo una singolarita ed il
limite per il noise che tende a zero. Il caso non lineare é pin complesso ed ampiamente
aperto.

1. — Introduzione

Come ¢ noto, ci sono moltissimi esempi rilevanti di equazioni alle derivate
parziali (PDE) in cui si sviluppano singolarita in tempo finito. Partendo da dati
iniziali regolari, le soluzioni diventano ad esempio discontinue o illimitate, ad un
certo istante. In alcuni casi molto importanti — ad esempio per le equazioni di
Eulero — pur non avendo esempi di singolarita, si sospetta per lo meno che esse
possano accadere.

Un po’ tutti i sistemi reali sono soggetti a perturbazioni. Spesso queste non
possono essere descritte in modo preciso e deterministico, ad esempio come
variabili legate da ulteriori equazioni, per cui puo aver senso considerarle come
causali. Questa e una delle origini dell'interesse per le equazioni alle derivate
parziali stocastiche (SPDE), ovvero PDE perturbate da termini di tipo rumore
bianco. Negli ultimi decenni lo studio delle SPDE ha raggiunto un elevato grado
di sviluppo e si puo dire, molto vagamente, che la maggior parte delle teorie di
base riguardanti le PDE sia stata opportunamente generalizzata al caso stoca-
stico. A titolo di esempio si vedano le monografie [6], [22].

Lo studio descritto in questa nota tenta di capire che effetto puo avere un
noise sullo sviluppo delle singolarita di una PDE. A priori si potrebbe pensare
che la presenza di perturbazioni casuali renda ancor piu irregolare il com-
portamento delle soluzioni favorendo l'insorgenza di singolarita. Forse in
alcuni esempi questo puo anche succedere, ma qui vogliamo discutere la
possibilita che accada il contrario, cioe che il noise riesca a prevenire le
singolarita.
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Alcuni esempi di singolarita sono molto robusti — ad esempio il collasso di una
sfera secondo il moto per curvatura media. In questi casi & naturale pensare che il
noise non abbia effetti rilevanti. Un problema che non sembra essere ancora
stato studiato & ad esempio I'effetto di un noise sui flussi di Rieci, ma alcune
analisi intuitive non lasciano molte speranze che il noise modifichi in positivo
I'evoluzione quando questa e destinata a sviluppare una singolarita. Detto al-
trimenti, é difficile immaginare che un meccanismo di tipo rumore possa essere
sostituito alle operazioni di chirurgia necessarie per rimuovere le singolarita e
prolungare la dinamica, [21].

Ci sono invece altri esempi in cui lo sviluppo di una singolarita potrebbe ri-
chiedere un elevato grado di organizzazione, oltretutto persistente — ad esempio
'intensificazione di un tubo di vorticita in un fluido. Non e assurdo immaginare
che un noise possa frammentare un tale processo ed impedire che si porti a
compimento.

Un secondo problema estremamente interessante poi & quello del pro-
lungamento dopo la singolarita. Quando nasce una singolarita la soluzione
diventa meno regolare e, se questa entra in modo non-lineare nei coefficienti
della PDE, i coefficienti diventano di conseguenza meno regolari. La PDE
diventa piu complessa matematicamente, perché ha coefficienti meno rego-
lari e deve essere risolta in una classe di soluzioni meno regolari. Possono
allora nascere problemi di non unicitd. Riassumendo: dopo una singolarita
non e infrequente che si verifichi un fenomeno di non unicita, o potenziale
non unicita. Quando questo accade, le SPDE possono essere particolarmente
interessanti per la seguente doppia ragione. Da un lato, puo accadere che
esse non soffrano degli stessi problemi di non unicita della corrispondente
PDE. Dall’altro, facendo tendere il noise a zero, puo accadere che vengano
identificate particolari soluzioni della PDE deterministica, soluzioni che sono
in un certo senso piu rilevanti in quanto robuste rispetto a perturbazioni
causali. Il limite per il noise che tende a zero potrebbe diventare un prin-
cipio di selezione, nei casi di non unicita che seguono l'insorgenza di sin-
golarita.

Lo scopo di questa nota e di capire alcuni di questi problemi nel caso
della PDE piu semplice possibile, pur di sapore fluidodinamico: I'equazione
del trasporto lineare, non viscosa. Inizialmente mostreremo esempi di tra-
sporto lineare in cui il noise previene le singolarita. Poi vedremo esempi in
cui il noise restituisce l'unicita ed esempi di selezione tramite noise che
tende a zero. Al termine della nota faremo alcuni commenti su alcuni casi
non lineari, come le equazioni di Burgers, Hamilton-Jacobi, Eulero 2D e
Vlasov-Poisson 1D.

Alcuni elementi sono riportati nel libro [13], si veda anche [14], e sono stati
ottenuti in collaborazione con molti coautori, tra i quali Massimiliano Gubinelli
ed Enrico Priola.
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2. — Trasporto lineare

Esaminiamo la PDE

ou(t,x)
ot

+b(t,x) - Vu(t,x) =0, 1(0,2) = up(x)

nell'incognita u : [0, 7] x R? — R. Il campo (detto driff) b: [0,T] x R? — R? &
assegnato, misurabile e verra preso con poca regolarita.

Nel caso classico in cui b € C([0,T]; Lip(R?, R?)), la PDE & ben posta in
C'(R%), o anche in L (R?). 11 profilo iniziale uo(x) viene trasportato:

u(t, ¢y(x)) = uo ()
dal flusso ¢,(«) delle caratteristiche, soluzione dell’equazione

WD b)), i) =2

Quando pero b € meno regolare, possono insorgere problemi di non unicita e di
nascita di singolarita. La singolarita tipica e la nascita di una discontinuita, a
partire da dati iniziali regolari.

Vediamo un esempio:

d=1, b(x) = —2sign(x)+/ |x|.
Prendiamo per fissare le idee

up(x) = arctan(x).

La soluzione, unica, dell’equazione del trasporto diventa discontinua imme-
diatamente. Le seguenti due figure mostrano il profilo « — u(t, ) a tre diversi
istanti di tempo (t = 0, 1, 2) e le relative caratteristiche che coalescono.

2 7 24
w o=0 //////’V | 0=0
o o

> 3 x 2
w w
? t=0 ?
ol ™= A2 =
w T T T 3G T T T T T
1.0 0.5 00 05 1.0 00 05 10 15 20 25

Non e difficile simulare numericamente — risolvendo numericamente l'e-
quazione delle caratteristiche stocastiche a partire da numerosi dati iniziali di-
versi, relativamente alla stessa realizzazione del rumore e trasportando il profilo
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iniziale lungo le caratteristiche — la seguente variante stocastica della PDE
precedente:

ou aw

E+b-Vu+aVuoW:0, Ul;_g = Uo-

In questo modello viene aggiunto un noise di tipo trasporto (e in forma di
Stratonovich, si veda [16] per una trattazione del calcolo stocastico necessario): si
W(t)
dt

d
sostituisce b(t, ) con b(t,x) + o . L’equazione delle caratteristiche diventa

I'equazione stocastica
dX; = b(Xy)dt + odWr, Xo =

Per non stravolgere I'aspetto delle soluzioni, e per restare vicino all'idea che i
sistemi hanno si delle perturbazioni ma piccole, abbiamo preso

o=0.1.

Ecco come appaiono i profili « +— (¢, x) ai tre diversi istanti ¢ = 0, 1, 2. La prima
figura mostra la soluzione stocastica nella scala originaria sull’asse delle x. La
seconda figura mostra uno zoom della soluzione stocastica nelle vicinanze di
& =0, zoom operato tramite cambio di scala (solamente) sull’asse delle x. La
terza figura, a titolo di confronto, mostra la stessa simulazione, con lo stesso
Zoom, senza noise (g = 0).
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L’effetto di questo noise & quello di una traslazione aleatoria. La di-
scontinuita e sparita. Inoltre, come si puo osservare da altre semplici figure
qui non riportate, la derivata numerica nella zona ripida e elevata (circa
310) ma non “infinita” (la partizione sull’asse delle x in questa simulazione &
tale che potevano venire valori della derivata numerica pari a decine di
migliaia).

REMARK 2.1. — Di solito si pensa che il noise produca profili altamente oscil-
lanti. Nel tempo si, ma non necessariamente nello spazio. Dipende dal tipo di
noise, da come questo entra nell’equazione. Qui il noise entra come termine di
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trasporto quindi rappresenta un contributo ulteriore al trasporto provocato dal
campo b, una sorta di traslazione spaziale aleatoria. Come si vede dalle simula-
zioni, questo tipo di noise non corruga marcatamente il profilo.

Se osserviamo numericamente le curve caratteristiche del caso stocastico
possiamo riconoscere che esse non collassano. Alcune figure si trovano nel
lavoro [14].

2.1 — Risultati rigorosi (drift di classe Holder)

Sia (2,F,P) uno spazio probabilizzato, (Ft),., una filtrazione, (W;),., un
moto browniano d-dimensionale su (Q,F, (Ft)t207p)~ Il seguente risultato e
contenuto nel lavoro [11]:

THEOREM 2. — Se b € c([o,T];cg (Rd)), allora, Vequazione differenziale
stocastica

(1) aX; = b(t,Xt)dt + adW;, Xo=2x

genera un flusso stocastico di diffeomorfismi ¢.(x, ), con derivate o«'-Hélder
continue per ogni o <o.

Questo significa — eliminando alcune specifiche, per brevita — che esiste una
funzione misurabile (w,,x) — ¢, (i, ») da @ x [0, T] x RY — R? tale che:

1. per ogni x, (w,t) — ¢,(x,®) & una soluzione dell’equazione (1);
2. per ogni t e quasi ogni w, 'applicazione (x) — ¢,(x, w) & un diffeomorfismo
di R? con derivate o/-Hélder continue per ogni of <o.

Tramite questo risultato e con la stessa dimostrazione del teorema
dell’Appendice A di [11] si ha:

THEOREM 3. — Se uy € C*(R?) allora u(t,x) = uo(p; (x)) & CY(R?) ed &

Uunica soluzione forte dell’equazione
ou aw

E+b-Vu+aVuoW:O, Ul,_g = uo.

Per la definizione di soluzione di questa SPDE rimandiamo al lavoro [11].

Quindi questo tipo di perturbazione casuale impedisce l'insorgenza della
singolarita, nel senso della discontinuita. Naturalmente, & pur vero che se il dato
iniziale fosse C*, la soluzione dell’equazione stocastica non sarebbe necessaria-
mente C*. Quindi non stiamo affermando che il noise elimina ogni forma di
singolarita ma almeno qualche forma.
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2.2 — Il flusso

Il punto cruciale del risultato precedente e I'esistenza e la regolarita del flusso
associato all’equazione

t
2) X, = f b(s,X,)ds +oW,,  Xo=z
0

quando b & solo hélderiano: b € C([0,T]; C(R?)).

La ragione di questo risultato e simile a quella dell’esistenza del cosiddetto
“local time”, secondo I'approccio di Tanaka (si veda [23]). Vale infatti, per la
formula di Ito,

t t
f b(s, X;)ds = U(t,X,) — U(0, ) — f VU(s, X, )odW,
0 0

dove U(t,x) risolve

oUu o
ﬁ“"EAU‘F(b'V)U——b.

11 fatto cruciale & che U e VU sono pill regolari di b: addirittura VU € C'* (Rd).
t
Quindi abbiamo sostituito il termine [ b(s, X;)ds dell'equazione (2) con termini

0
pit regolari, a coefficienti almeno lipschitziani. Questa é la ragione su cui poggia
I'esistenza del flusso stocastico. Enfatizziamo questo fatto col seguente concetto.

2.3 — Misura di occupazione e funzioni non-regolari

La misura di occupazione di un processo X su [0, ] & la misura di Borel finita
aleatoria y, definita da

t
w(f) = [FX)ds,  feCy(rRY).
0

Per d > 1, se X e soluzione dell’equazione (1), essa € singolare rispetto alla
misura di Lebesgue (mentre per d = 1 & assolutamente continua e la sua densita
e il local time). Tuttavia, e sufficientemente “diffusa” da regolarizzare funzioni
non-regolari:

t
w(f) = UtX) = UO,2) - [ VU (5, X,)odW,
0
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dove U é soluzione di

ou  o®

—+-4U . =—f.

% T2 +(b-V)U=—-f

La misura di occupazione di funzioni deterministiche regolari puo concentrarsi
invece nei punti singolari di f. Questa proprieta di “diffusione” della misura di

occupazione & forse la ragione profonda dei teoremi discussi sopra.

2.4 — Generalizzazione a drift ancor meno regolari

L’equazione stocastica
aX; = b(t,Xt)dt + O'th, Xo==u

sotto l'ipotesi
d d 2
be Li(0,T;LP(R")) per qualche p,q > 2 tale che ) +6 <1

e ha soluzione forte unica [15]
e genera un flusso stocastico di omeomorfismi holderiani [9], C* per ogni
a<l

Cosa possiamo dire dell’equazione del trasporto stocastica? In un lavoro in
fase di redazione [10] si mostra ad esempio che, se divd € L}Oc (che serve per dare
senso debole alla SPDE), e se ug € C! (Rd), allora u(t, ) = uo(p;*(x)) € C* (Rd)
per ogni o<1 ed & una soluzione della SPDE.

Quindi anche in questo caso non insorgono discontinuita nella soluzione,
partendo da dati iniziali regolari. La regolarita u(t,-) € C*(R") perd & un pro-
blema aperto. Risolto almeno in un caso particolare di drift discontinui [2]:

THEOREM 4. — Se b € BV ¢ [b'] "€ L™ oppure [V']” € L, allora ¢,(x) (e quindi
u(t,-)) e CY* per ogni o <1/2.

3. — Prolungamento dopo la singolarita. Osservazioni concettuali

Nel caso di PDE nonlineari, i coefficienti dipendono dalla soluzione e quindi
diventano anch’essi irregolari quando insorge una singolarita. Da quel momento
si deve risolvere un’equazione a coefficienti irregolari, in una classe di soluzioni
irregolari. Questo puo provocare problemi di non-unicita.

Per le equazioni del trasporto lineari, in cui il drift &€ dato, non avviene questo
degrado spontaneo della regolarita dei coefficienti, che quindi va imposto a priori
se vogliamo studiare cosa puo accadere dopo una singolarita.
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Il problema e quindi: che succede all’equazione del trasporto se consideriamo
coefficienti irregolari e studiamo soluzioni deboli? Ci sono esempi di non-unicita.
Un esempio semplice si ha nel caso

d=1, b(x) = +2sign (x)+/ |x|.
Si vedano grafici e dettagli analitici delle soluzioni in [13].
11 nostro obiettivo e duplice:

e mostrare che il noise restituisce l'unicita
e capire che accade quando il noise tende a zero.

3.1 — Unicita prodotta dal noise

11 seguente risultato, basato sulle proprieta di flusso descritte in precedenza,
é dimostrato nel lavoro [11]:

THEOREM 5. — Se b € C([0,T]; C; (R?)) e divd € L?([0,T] x R?) per qualche
p > 2 A d, allora esiste un’unica soluzione debole di classe L™ dell’equazione del
trasporto stocastica.

Parte dell'interesse di questo risultato risiede nel confronto con la teoria
deterministica dell'unicita di soluzioni L*: se b € L'(0,T; W' (R?)), divd €
LY0,T;L> (]Rd)), ¢’@ unicita di soluzioni L> (Rd), [8]; ed il caso W1 (Rd) & stato
generalizzato a BV(Rd) da [1] con diversi ampliamenti della teoria.

Come abbiamo detto, la dimostrazione del teorema 5 & basata sull’esistenza
del flusso regolare (ma non solo!), per cui é radicalmente diversa da quelle delle
teorie deterministiche ora citate. Sono state poi trovate altre strade com-
pletamente diverse per dimostrare I'unicita della SPDE del trasporto con drift
non regolare. Il seguente risultato [4] & basato sul concetto di soluzione di ri-
normalizzazione, quindi € pit simile in spirito alla teoria deterministica sopra
citata e necessita delle stesse ipotesi per poter effettuare la rinormalizzazione
(b € BV(R%)) ma, grazie alla presenza del noise, permette di rilassare la limi-
tatezza spaziale divb € L> (Rd) imposta nella teoria deterministica:

THEOREM 6. — Seb € BV (R?) N L>*(R?), divb € L' (R?), allora ¢’ unicitd in
L™ per la SPDE.

Una seconda dimostrazione completamente diversa e prettamente stocastica
e stata trovata da [19] ed e basata sullo sviluppo in caos di Wiener delle soluzioni;
il risultato e, per certi versi, il pii generale trovato fino ad ora:

THEOREM 7. — Se b € L?(RY) per qualche p >2V d e divb € LI(R?) per
qualche p > 2V 5 allora ¢’e unicita in L™ per la SPDE.
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3.2 — Limite per il noise che tende a zero

Mentre i risultati delle sezioni precedenti valgono in dimensione qualsiasi e
sono relativi a classi di equazioni, 'unico risultato noto sul problema fonda-
mentale del limite per il noise che tende a zero, per PDE (in condizioni di non
unicita per la PDE limite) e relativo ad un esempio specifico uni-dimensionale,
[3], basato sul lavoro [5] relativo alle equazioni ordinarie uni-dimensionali.
Citiamo pero anche il lavoro [18] che analizza il limite per il noise che tende a zero
per leggi di conservazione scalari; li ¢’@ non unicita delle soluzioni non entropiche
che complica lo studio ma l'unicita della soluzione entropica diventa ’arma fon-
damentale con cui identificare il limite. Il lavoro [18] caratterizza con molta
precisione il difficile ed anomalo comportamento di grandi deviazioni in presenza
di non unicita del problema limite.

Si consideri l'esempio di non-unicitd gia enunciato sopra, b(x) = +
2sign(x)+/]x|, con la condizione iniziale

o = Lz
Si consideri anche la regolarizzazione viscosa della PDE di trasporto:

o,

a5 T O VU=, g =g

Si puo dimostrare [3] che, per ¢ — 0,
1 per x> 12
U, —u =14 1/2 per —><x <
0 per a<-—t2
Il valore 1/2 non e molto naturale, se si pensa all'idea di trasporto delle condizioni
iniziali. Piti naturale e aspettarsi che il trasporto di u( possa avvenire in due modi
diversi a seconda di cio che accade in & = 0 per tempi molto piccoli.

THEOREM 8. — Se u® ¢ la soluzione forte unica di

ou’ . A .
W—i—b-V% + eV oﬁzo, U,y = Uo

allora la sua legge P* converge debolmente a:

1 1
P —PpP= Eéuw) + éauH

dove

u(’)(ac,t) = 1{x>7t2}a u™ (%,t) = l{thZ}.
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3.3 — Caso lineare, problemi aperti

Concludiamo sottolineando che, relativamente all’equazione del trasporto li-
neare, il problema maggiormente aperto & quello del limite per noise che tende a
zero. Collegato a questo, il problema del prolungamento dopo una singolarita
deve essere capito meglio, eventualmente con riferimento anche all’equazione di
continuita che, pur essendo simile a quella del trasporto per molti versi, ha pero
delle singolarita di natura particolare.

In vista dei problemi non lineari sarebbe poi decisivo sviluppare metodi per
studiare il problema lineare con drift b aleatorio (in quanto deve poi essere
funzione della soluzione u che e aleatoria), ma questo al momento & com-
pletamente aperto. Tutte le tecniche illustrate sopra smettono di funzionare se b
e aleatorio.

4. — Commenti su casi non lineari

Mentre il quadro, relativo a singolarita e unicita sotto perturbazioni stoca-
stiche, inizia a comporsi nel caso delle equazioni lineari del trasporto, le cono-
scenze nel caso nonlineare sono estremamente frammentarie. L’approccio piu
immediato, che consisterebbe nel ricondurre alcune questioni al caso lineare o
sue iterazioni, “congelando” il drift, non e praticabile perché non siamo in grado
di studiare il caso lineare con b aleatorio, che ¢ il caso in cui ci si trova quando b
dipende dalla soluzione. Serve uno studio diretto del problema nonlineare.

Alcuni primi risultati stanno emergendo per leggi di conservazione scalare
come le equazioni di Burgers, per semplici equazioni di tipo Hamilton-Jacobi, per
particolari soluzioni delle equazioni di Eulero in due dimensioni e di Vlasov-
Poisson in una dimensione. Alcuni sono risultati positivi ma altri negativi.

Una prima osservazione di carattere generale e che per molte delle equazioni

aw N
ora citate un noise della forma oVu o come quello usato sopra non puo

produrre alcun cambiamento nelle proprieta qualitative delle soluzioni, in ter-
mini di emergenza di singolarita o non unicita. Infatti, se indichiamo con % una
soluzione del problema deterministico, la funzione v(t,x) = u(t,x — cW;) € so-
luzione del problema stocastico e viceversa. Questo si puo verificare immedia-

tamente, ad esempio, per le equazioni di Burgers; infatti, permettendoci per

Cs . 0 0
semplicita di svolgere un calecolo un po’ formale, dall’equazione 8—?4—@&8—3 =0

ricaviamo (il calcolo di Stratonovich gode delle stesse regole formali del calcolo
tradizionale)

v ou ou dw ou ou dw

ot ot "ot "ow “ox’ dt
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dacui@—i—v@—k @OM
ot Vox " Tox’ dt

accade a v, e cosl via.

= 0. Quindi se u sviluppa una singolarita, lo stesso

Di conseguenza, per i modelli fisici che hanno questo tipo di invarianza per
traslazioni spaziali (Burgers, Eulero, Vlasov, forme particolari di Hamilton-
Jacobi), e necessario mettere in gioco perturbazioni stocastiche piti complesse,
con una maggior struttura spaziale, non semplici traslazioni aleatorie rigide di
tutto lo spazio simultaneamente; il rumore deve essere in grado di perturbare
localmente la dinamica in maniera disordinata spazialmente, come se agisse in
modo quasi indipendente in punti diversi dello spazio. Le perturbazioni giuste
— anche alla luce dei primi risultati positivi illustrati sotto — potrebbero essere
del tipo

00 k
> ouli)vuo d;‘t’

con opportuna struttura della funzione di covarianza

Qx,y) =D or(x)ok(y)-

k=1

o0

4.1 — Le equazioni di Burgers

Purtroppo, anche dopo aver capito che il rumore giusto potrebbe essere
questo, resta il fatto che le equazioni di Burgers non modificano il loro com-
portamento, dal caso deterministico a quello stocastico: anche con queste per-
turbazioni & possibile fare esempi di non unicita — nella classe delle soluzioni
deboli e non necessariamente entropiche — e di singolarita, shock; si vedano [13] e
piu precisamente [14].

4.2 — Equaziont di Hamilton-Jacobi

Al momento, per queste equazioni, sono stati trovati solo esempi negativi,
cioe esempi in cui, come per Burgers, non si vede alcun miglioramento con
l'aggiunta di un rumore. Ma in effetti questi esempi sono troppo simili a
Burgers e per di pit utilizzano di nuovo una forma di invarianza spaziale, per cui
largomento necessita di maggior studio. Esaminiamo un esempio particolare,
I'equazione:

du(t,x) + H(Du(t,x))dt + cDu(t,x) o dW; = 0

Uli_g = Uo
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Come nel caso lineare o per Burgers, si possono introdurre delle caratteristiche
stocastiche

d%t = DpH(pt)dt =+ O'th

dpt =0

che, in questo caso particolare, si risolvono esplicitamente:

Pt = po = Dug (o)

Ty =x9+1T- DpH(Duo (.%‘0)) + aW;.
Di conseguenza, se partiamo da due diverse condizioni iniziali xj, # x;, per le
corrispondenti soluzioni vale
wp —af =y — g+t [DypH (Duo(x()) — DpH (Duo (7)) ]

e questa differenza puo essere uguale a zero, ad esempio per d =1, H (p) =2,
ap > af, Dug(x)) <Dug (acf). Il rumore (o # 0) non ha impedito questo shock, gia
presente nel caso deterministico (¢ = 0). Non c’e differenza tra i due casi.

Per altre classi di equazioni di Hamilton-Jacobi e per rumori pitt complessi il

problema e aperto. I1 modello stocastico che si puo provare a considerare e della
forma

du(t,x) +H(Du(t,x))dt + Zak (%) - Du(t,x) o dWf =0
k
Ul = Uo
considerato ad esempio nel lavoro [17]. Le sue caratteristiche hanno la forma

day = DpH (p)dt + > ok () o dBf
k

dpt = —Zpt -DO’k(%t> o dBic
k

La domanda, per capire I'eventuale insorgenza o meno di shock e l'effetto del
rumore, e: 'applicazione
Lo — Xt

pud essere un diffeomorfismo (aleatorio) di R?, grazie al noise, in casi in cui non lo
e per g, = 07

4.3 — Equaziont di Eulero 2D e di Viasov-Poisson 1D

Queste equazioni hanno alcuni caratteri simili, come e illustrato nel libro [20].
Per entrambe e stato possibile mostrare un miglioramento della teoria nel caso in
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k

A — d . -
cui agisca un rumore del tipo Y- oy () Vo con opportune ipotesi di non-
=1

degenerazione locale: detta Q(x, y) la funzione di covarianza introdotta sopra, si
richiede

Z Q(ﬂ(}i, xj)vivj >0

1=1

se gli «; sono diversi ed i v; sono non nulli. [llustriamo brevemente i risultati, che
si possono consultare in dettaglio nei lavori [12], [7].
Per le equaziont di Eulero 2D scritte per il campo di vorticita é(t, x)

o¢ > AWk
——&—u-Vf—I—;ak(aﬁ)Véo 7

ot

(u & la velocita) si puo studiare I’evoluzione di un ecampo di vorticita dis-
tribuzionale concentrato in un numero finito di punti, tramite un’opportuna
dinamica hamiltoniana di dimensione finita — il moto dei punti di vorticita.
Questa dinamica non € ben posta per tutte le condizioni iniziali: e¢i sono esempi
espliciti di configurazioni iniziali di punti di vorticita che, evolvendo secondo
questa dinamica, in tempo finito collassano in uno stesso punto, facendo per-
dere di significato alle equazioni di evoluzione. Si tratta quindi di un fenomeno
di singolarita, anche se di tipo molto particolare rispetto a quelli esaminati
sopra nel caso lineare. L’aggiunta di una perturbazione stocastica del tipo pit
complesso, descritta sopra, fa si che per ogni configurazione iniziale dei vortici
la dinamica sia definita globalmente nel tempo, in modo univoco, senza collasso
dei vortici.

Per le equaziont di Vliasov-Poisson 1D, la soluzione f (t, x, v) ha il significato
fisico di densita di carica elettrica e le equazioni hanno la forma
of dwFk

o of of &
&"‘Ua—x‘FE(t,x)%—‘rkz:;O’k(%)%o i

dove il campo £ (t, 90) e legato linearmente ad f. Anche per questa equazione si
puo studiare il caso in cui la carica sia concentrata in un numero finito di punti. Di
nuovo, questa soluzione distribuzionale della PDE si pud studiare tramite un
sistema di equazioni differenziali ordinarie, il moto delle cariche elettriche con-
centrate. Si possono poi fare vari esempi di configurazioni iniziali di carica che
collassa in tempo finito, incluso il caso di una carica distribuita con continuita
nello spazio (ma concentrata in velocita), caso che pero non é ancora coperto da
risultati stocastici. Limitatamente al caso di un numero finito di cariche con-
centrate, analogamente alle equazioni di Eulero, si riesce a dimostrare che con
Paggiunta di una perturbazione stocastica del tipo detto sopra le cariche non
possono pil collassare. Tecnicamente il problema e anche piu difficile del caso
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delle equazioni di Eulero, in quanto il rumore qui viene messo solamente nel
termine di velocita e quindi e necessario mostrare che il suo effetto si propaga
anche al termine spaziale.
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