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dedicato alla memoria del Professore Enrico Magenes

Sunto. — Viene messo in evidenza il ruolo essenziale degli spazi di Sobolev generalizzati
W pello studio della proprieta (N) di Lusin per omeomorfismi tra aperti di R".

Sia f: Q2% Y una mappa sull’aperto limitato connesso Q C R” continua
con linversa 1 (cioé f € Hom(Q; Q). Cerchiamo condizioni minimali sull’inte-
grabilita del gradiente Df affinché f goda della proprieta (N)

(1) Bl = 0 = |fE@)] =0

ove |X| indica la misura di Lebesgue di X c R".
TEOREMA 1 [Reshetnyak, 1966]. — Sia f € Hom(Q, Q') e f € WY (Q; R") cioe
2) f IDf|" dee < o0
o)
allora vale (1).

ESEMPIO 1 ([14]). - Esiste f € Hom((0,1)";(0,1)"), f € W((0,1)"; R") tale
che

3) Jr(x) = |det Df ()| > 0 q.o.
4) sup & f IDF" " dae < oo
0<e<n—1 o)

per cui (1) non e soddisfatta.

(*) Lavoro eseguito durante il periodo in cui il secondo autore era distaccato presso il
Centro Linceo Interdisciplinare “B. Segre” dell’Accademia dei Lincei.



728 L. D’ONOFRIO - C. SBORDONE - R. SCHIATTARELLA

Come in [13], lo spazio L™(Q), costituito dalle funzioni misurabili % : Q@ — R
tali che

1
ull,y = sup (8 J(I@L(ac)\"_‘g dac) < 00
0 1\ g

<e<n—

& uno spazio di Banach che contiene L"(Q). Inoltre
Lyj(Q) = {u e LY(Q) | lir(l)n+ Ff |u|""* de = 0}
Q

& un suo sottospazio chiuso, costituito dalla chiusura di L"(Q) in L™(Q).
Si verifica che le funzioni misurabili % : Q — R tali che

ﬂ dax < 0o
2 lg(e + |u|)

appartengono a L (Q).
In sintesi ([8]):
n L n) n)
L" C lg—L C Lb c L.
TEOREMA 2 ([14]). — Sia f € Hom(Q; Q) tale che |Df| € LP(Q), cioe
(5) lirél+ e| |Df|" “dx =0

e Jr(x) > 0 q.o. Allora vale (1).

OSSERVAZIONE 1 ([8], [14]). — Il teorema 2 sussiste nell’ipotesi, piu debole di
(5), che |Df| € L™(Q) ed esista i € {1,...,n} tale che

lim ¢ f VO dee = 0
o

ovef = (f(1)7 cee af(n))

In un lavoro in corso di stampa [5] viene data una diversa dimostrazione per
n = 2 che si basa sul seguente notevole teorema di approssimazione (si veda [6]):

TEOREMA 3. — Sia n =2 ¢ f € W'H(Q, R?) N Hom(Q; Q') con |Df| € L(Q),
allora esiste una successione f; € WE(Q, R?) N Hom(Q; Q) tale che
fi—=f in CY(Qe LP(Q)
Df; — Df in LP(Q)

f(pny. —>f(oJf Vo € Cé(Q)
Q

Q
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Esemp1o 2 ([3], [11]). — Esiste g € WH((0,1)", (0,1)") n Hom((0, 1)"; (0, 1)™),
tale che

(6) Jy(x) = |det Dg(x)| = 0 q.o.

(7) sup Ff |Dg|" *dx < 0o, Q=1(0,1)"
0<e<n—1 o

(8) FINo| =0 : |g(No)| = [(0,1)"| =1

OSSERVAZIONE 2. — Mentre nell’Esempio 1, f~1 & in W', nell’Esempio 2,
g ¢ W ma g1 ¢ in BV, spazio delle funzioni a variazione limitata.

Dunque un esempio patologico come 'Esempio 2 puo essere evitato per n = 2,
pur di richiedere che la mappa sia bi-Sobolev, cioeé f e W'H(Q,IR®) e
1 e WH(f(Q), R?). Cid non & casuale, grazie alle seguenti proposizioni:

ProPoSIZIONE 1 ([5]). — Se f ¢ bi-Sobolev allora

Jr(@) =0 q.o0.<= Jr1(y) =0 q.o.

ProposizioNE 2 ([5]) [n = 2]. — Sia f un omeomorfismo di Sobolev. Allora
Jr(@) =0 gq.o.= f € BV\ W"!

Ulteriori proprieta di regolarita sono studiate in [1], [2], [4], [71,[9], [10], [12],
[15], [16], [17].
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suggerimento.
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