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Le traiettorie paraboliche della meccanica celeste come
transizioni di fase minimali (¥)

SUSANNA TERRACINI

Abstract. — Quanto seque ¢ il testo della conferenza plenaria che ho tenuto al XVIII
Congresso dell’Unione Matematica Italiana, in cui ho esposto il contenuto di due
lavort in collaborazione con V. Barutello e G. Verzini ([2, 3]). In tali lavori si é svi-
luppato Uapproccio variazionale alle traiettorie paraboliche della Meccanica Celeste,
che connettono due configurazioni centrali minimali.

1. — Introduzione
1.1 — Il problema degli N-corpi

Date N particelle puntiformi di masse m; e posizioni x; € R? e dati dei
potenziali di interazione U, ;(x) (tali che si soddisfi il principio di azione e
reazione, cioé U, j(x) = U;;,(—x)), ci interessiamo al sistema di equazioni
differenziali:

N
mii(t) = Z VU; j(x;(t) — ;1)) .
J#
N
Detta © = (x1,...,2n) € RN 1a configurazione e U(x) = Z. U; j(x; — ;) il po-

Jj<t
tenziale totale. Detta M = diag(my,...,my) abbiamo un sistema Newtoniano
della forma:

M) =VU() .

Per noi i potenziali sono omegenei di grado —o:

m;n;
jac|”

Ui j(x) =

e, come noto, il caso Kepleriano si ha per « = 1. Osserviamo la presenza di

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 17 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’Unione Matematica Italiana.
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molte relazioni di interazione binaria (tutte le particelle interagiscono con
tutte le altre). Il sistema degli N-corpi e integrabile per quadrature nel caso di
due corpi, ma non lo & piti non appena N =3. Per questa ragione, e considerato
il proprotipo di sistema complesso, essendo soggetto a diversi regimi, anche in
dipendenza di valori dell masse. Innanzitutto, sono di interesse le regioni dello
spazio delle fasi in cui si hanno dinamiche regolari (esempio: il problema della
stabilita del sistema solare), lo studio delle quali coinvolge principalmente la
teoria KAM e quella delle perturbazioni. E in un certo senso paradossale che,
nonostante la teoria KAM sia stata in origine motivata proprio dallo studio
della stabilita del sistema planetario, tale applicazione sia stata resa possibile
soltanto dagli avanzamenti piu recenti della teoria (si veda per esempio il re-
cente lavoro di Chierchia e Pinzari [12]). Altrettanto imteressante e lo studio
delle regiont di instabilita del problema degli N-corpi. Le metodologie coin-
volte nel riconoscimento di orbite periodiche vieppiu complicate, ed in gene-
rale, di traiettorie non banali fanno capo sia alle teorie perturbative che a
quelle proprie dell’Analisi non lineare (metodi variazionali e topologici). Un
ruolo di fondamentale importanza & rivestito dalle orbite periodiche, la cui
rilevanza e ben sottolineata nella celebre citazione di Poincaré:

1l semble d’abord que ce fait [lexistence de solutions périodiques] ne puisse
étre d’aucun intérét pour la pratique. En effet, il y a une probabilité nulle pour
que les conditions initiales du mouvement soient précisément celles qui corre-
spondent a une solution périodique. Mais il peut arriver qu’elles en different
tres peu, et cela a lieu justement dans les cas ou les méthodes anciennes ne sont
plus applicables. On peut alors avec avantage prendre la solution périodique
comme premiere approximation, comme orbite intermédiaire, pour employer le
langage de M. Gyldén.

Il y a méme plus: voici un fait que je n'ai pu démontrer rigoureusement,
mais qui me parait pourtant tres vraisemblable.

Etant données des équations de la forme définie dans le numéro 13* et une
solution particuliére quelconque de ces équations, on peut toujours trouver
une solution périodique (dont la période peut, il est vrai, étre tres longue),
telle que la différence entre les deux solutions soit aussi petite qu’on le veut,
pendant un temps aussi long qu’on le veut. D’ailleurs, ce qui rend ces solu-
tions périodiques aussi précieuses, c’est qu’elles sont, pour ainst dire, la seule
breche par ou mous puissions essayer de pénétrer dans une place jusq’ici
réputée inabordable. [H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique
Céléste (1892-1899), p. 82].

(*) Poincaré considerava, in questo paragrafo, le equazioni hamiltoniane in forma
canonica.
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1.2 — Mmimi G-equivarianti del problema degli N-corpi

Un capitolo notevole nello studio recente delle orbite periodiche riguarda quelle
che hanno simmetrie spazio-temporali non banali. Nell'ultimo decennio ne sono
state descritte diverse ed e stata elaborata una teoria sulla minimizzazione G-equi-
variante (si vedano per esempio le referenze [11, 23, 7, 8, 9, 20, 21, 46, 47, 22, 24]).
Tale studio ha portato, per esempio, alla determinazione di orbite con le simmetrie
dei gruppi di Klein delle rotazioni dei solidi platonici, nel caso di N-corpi di masse
uguali (si vedanoilavori[20, 21, 24]). E danotare che, in tali casi, il potenziale ridotto
ha la forma:

m,
U@ =2 gy

qui R e l'insieme degli assi delle rotazioni e m, dipende dall’ordine della rota-
zione. Il potenziale ridotto, come quello originario degli N-corpi peraltro, e
dunque anisotropo, omogeneo di grado —«. Dato un potenziale U come sopra,
dati @ <b, e una funzione x appartenente allo spazio di Sobolev H ((a, b); Rd>,
consideriamo la sua azione lagrangiana (corrispondente alla lagrangiana £):

b
Ax) = Alla, b]; @) := ] L), o) dt,

L&, ) := % &% + U).

Quando I'esponente di omogeneita e minore di due, se 'arco x interagisce
con le singolarita del potenziale, allora l'azione puo essere infinita oppure
finita. Se invece «=2 l'azione di un arco di collisione & sempre infinita (la
strong force condition di W. Gordon, [25]). Nell’approccio variazionale alle
orbite periodiche, uno dei problemi principali e quello delle collisioni: in
principio, infatti, le traiettorie minimali potrebbero presentare collisioni. E
questo un problema strettamente collegato con il pitu classico problema della
regolarizzazione:, ovvero come proseguire il moto dopo una collisione. Questo
secondo aspetto ha radici pitu antiche nella letteratura, ed e doveroso citare le
regolarizzazioni proposte da Levi-Civita, Kustaanheimo-Stiefel, Moser, Knauf
([33, 51, 41, 32]). Le tecniche di regolarizzazione prevedono un rivestimento
doppio dello spazio delle configurazioni, insieme ad una riparametrizzazione.
Nell’approccio variazionale, invece, si sono utilizzate approriate variazioni per
dimostrare che le orbite paraboliche non hanno collisioni. Un aspetto che e
stato recentemente messo in luce (a partire da [48]) riguarda il legame fra
lesistenza di collisioni in archi minimali e Uapparire delle orbite para-
boliche. In questa conferenza mi concentrero proprio sull’analisi di questo
legame.
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2. — Orbite paraboliche

Traiettorie ad energia nulla

Consideriamo il sistema conservativo
(1) i) = VV@d), weR\Z,

dove d =2, il potenziale V' & regolare al di fuori di un insieme di collisioni X, vicino
al quale ha limite + oo:

2) lim V(@) = +oc,

e infine soddisfa la condizione di normalizzazione

(3) 0 =liminf V(x)<V(x) V.

|| —o00
Nel seguito supporremo inoltre che

4) V sia omogeneo di grado — o, per qualche o € (0,2).

DEFINIZIONE 2.1. — Una traiettoria parabolica del sistema (1) ¢ una soluzione
globale e priva di collisiont che ha energia nulla:

(5) Qmﬁzvmm, vte R,

Come noto, nel problema di Keplero (cioé quando V(x) = 1/|x|), tutte le so-
luzioni intere con energia nulla disegnano delle parabole. In questo caso le orbite
paraboliche possono essere definite equivalentemente come quelle soluzioni che
hanno energia cinetica nulla all'infinito: |#(#)] — 0 quando { — + cc.

Moti asintotici e moti omotetici

Le orbite paraboliche hanno delle proprieta asintotiche notevoli, sia per
quanto riguarda il modulo |x| che la configurazione normalizzata x/|x|. Come
prima cosa, |x(t)] — oo per t — 4 oo con un’asintotica precisa. Per descrivere il
comportamento della configurazione normalizzata, ricordiamo che

DEFINIZIONE 2.2. — Una configurazione centrale per V e un punto critico
della restrizione di V alla sfera unitaria ST

Va osservato che ad una configurazione centrale corrisponde un moto
omotetico, a energia nulla e di collisione. Si tratta delle traiettorie autosimilari
della forma:

x(t) = Ktzs¢
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Inoltre, si dimostra che la configurazione normalizzata x(t)/|x(t)| “tende” al-
I'insieme delle configurazioni centrali di V, quando ¢ — =+ co. In particolare, se
tale insieme e discreto, avremo che

x(t)

+
—— &, ast — oo,
()|

dove &* sono due configurazioni centrali. Se le configurazioni centrali sono
1solate, le traiettorie paraboliche sono asintotiche alla giustapposizione di due
moti omotetici (traiettorie di collisione-eiezione) associati a due configu-
raziont centrali. L’andamento asintotico delle soluzioni paraboliche e stato
studiato a partire da Chazy (~ 1920), fino ai lavori di Hulkover-Saari e Pollard
(~1970) ([6, 5, 30, 42]). 1l seguente enunciato si trova dimostrato in [3]: si
considerano le coordinate polari:

ri=lx| >0 s:=a/|x| € S, va € R4\ {0},

TEOREMA 2.3. — Se V ¢ un potenziale —a-omogeneo, & = VV(x) su (ty, +00),
&> = 2V (&) e 7(t) — + oo, allora pert — + oo valgono le sequenti relazioni, per
qualche y > 0:

2 o+ 2

e 1(t) ~ (Kty¥, ast — + oo, dove K := 5
o #(t) ~ \/2)(Kt) T, as t — + oo

o lim V(s(t) =y
t—+ o0

2y;

e lim V7V(s®) =0;
t—+ o0

. t]ifl dist(C”,s(®)) =0, C" = {s: V(s) =9, VyV(s) = 0}, dove ViV(s) ¢ la
protezione di VV(s) su 7,871,

3. — Traiettorie Morse-minimali

Data una coppia ¢~ e &' di direzioni, ci proponiamo di capire se esista
un’orbita parabolica avente proprio quelle due come le sue direzioni asintotiche a
+00. In base al Teorema 2.3, una condizione necessaria & che & siano due
configurazioni centrali per il potenziale: sceglieremo due minimi del potenziale
ristretto alla sfera. Per comprendere se esse siano o meno connesse da un’orbita
parabolica introduciamo la seguente classe di traiettorie minimali.

DEFINIZIONE 3.1. — Diciamo che x € HL (R) é una traiettoria Morse-mini-
male a tempo libero di A di tipo parabolico con configurazioni asintotiche &, se

e mingg [x(t)] > 0;
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o |x(t)] — + oo, 2()/|x()] — EF pert — +o0;
e perogni a<b, o/ <V, ez € H'(a',b), si ha

2d) = x(@), 2() =2(b) = Ala,blix)<A(d,V];2).

In qualche caso saremo interessati in minimi locali invece che globali, even-
tualmente soddisfacenti qualche condizione di carattere topologico.

La metrica di Jacobi

Le traiettorie Morse-minimali minimizzano il problema ad estremi fissi as-
sociati al funzionale di Maupertuis’ (cfr. [4])

1

M) = [ Jaf*- f Vi)
0

0

e sono geodetiche minimali per la metrica di Jacobi:

gij(@) = V(@) ; = %@;j .

Si tratta quindi di geodetiche di una metrica con una singolarita conica.

4. — Instabilita strutturale delle orbite paraboliche fra minimi del potenziale

Come vedremo, non c¢’€¢ necessita alcuna che un potenziale V ammetta
traiettorie Morse-minimali che connettono due configurazioni centrali mini-
mali assegnate, anzi, si tratta di un caso molto improbabile, soprattutto se le due
configurazioni sono dei minimi del potenziale ristretto alla sfera cioe delle con-
figurazioni centrali minimalz.

Per far fronte a questa intrinseca instabilita strutturale abbiamo bisogno di
introdurre un parametro ausiliario e cercare le orbite paraboliche come coppie
traiettoria-parametro. Per chiarire il ruolo del parametro aggiuntivo, & oppor-
tuno lasciare che il potenziale vari in un insieme e descrivere la struttura del-
I'insieme dei potenziali omogenei che posseggono una traiettoria Morse-mini-
male.

Per fissare le idee, occupiamoci per un momento del caso bidimensionale. 11
caso del potenziale kepleriano anisotropo e stato studiato da Gutzwiller e
Devaney ([27, 28, 15]). Ora guardiamo il problema con gli occhi di Devaney, che
propone una variante notevole delle coordinate di McGehee ([38]), nelle quali il
flusso del problema di Keplero anisotropo si puo regolarizzare attaccando allo
spazio delle fasi la varieta delle collisions.
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Sia
2 =+1/2U0)

e, posti & = re’, & = r~*/?z¢', si introduca un nuovo parametro temporale t

attraverso la relazione

dt _ anlto/2
dz =2r .

Ora, riscriviamo il sistema come (qui “’ ” denota la derivata rispetto a 1)

¥ =122 cos(p — 9) = 2rU(I) cos (p — 9)
6) 2 =209 sin(p — 9

d =2%sin(p — ) = 2U(I) sin (p — 9

¢ =U'(I)cos(p— &)+ alU(H)sin(p — J).

I1 sistema (6) contiene un sottosistema indipendente 2 x 2:

g = 2U()sin(p — 9

7
() ¢ = U'()cos (p — &) + alU(Isin(p — 9).

I punti stazionari del sottosistema hanno la forma (3", ¢*), dove U'(d") =0 e
sin (p* — &) = 0. Dunque una traiettoria asintotica a due configurazioni cen-
trali minimali corrisponde ad una connessione eteroclina fra due punti di sella.
I punti stazionari invece corrispondono a moti omotetici (entranti o uscenti), cioe
che lasciano fissa la configurazione normalizzata. Sono sempre dei moti di col-
lisione.

Genericamente, la varietda instabile di una sella finisce direttamente in un
pozzo, mentre la varietd stabile esce da una sorgente.

¥t~ At e i A~ A Y| [Fd 2t - A A/ -
LAl S Sl A L~ 2 P ANV IR PN | 9
- A e cr e fon 2N | lhpasipAd s
3 -/ 4 p R Sy iay
Caliod = B | | Avwv i o as
i el B R RS A [t -
P P e s Ao
- 2 |\b2a ik .2
* Cool|liaviv o~ Gip -
), e B O 2t ALt
- AR Aoow
= o faeyfay A
5 oA N NS A N P i 7
”~ - P T F A AA
= L 2 oo Boonn 2 i
= “ a AT NP g
7 o | A PR Y
e e P7 PR 2 R RS |
e »l - A S
L4 R A P RV

Fig. 1. — Qui U(&) =2 —cos (29, e « =0.5 (a sinistra) oppure « =1 (a destra).
Concentriamo la nostra attenzione sulle selle (0, 7) e (n, 7): si vede dalla figura che i due
sistemi dinamici non sono topologicamente equivalenti. Ne deduciamo 'esistenza, per
alcuni & € (0.5, 1), di una connessione eteroclina fra le selle (0, ) e (r, 7).
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5. — In e out

Una classe di funzionali omogenei

Ora fissiamo una configurazione centrale di entrata ed una di uscita & # &
in S* e Upin > 0, e definiamo gli spazi metrici

s € 8" =U(9)Z U(E) = Unin;
U= UeCS™h: 36> 0,u> 0 tale che |s — &| <6 o,
= U(s) — UEH) = s —

V= {(U, 0 e ST x (0,2): U e u},

quest’ultimo dotato della distanza prodotto. Con un po’ di abuso, identificheremo
sistematicamente un elemento (U, «) € V con I'estensione omogenea della prima
componente:

VaV=WU,a < VeCR\{0}:R), V() :=%

OSSERVAZIONE 5.1. — (1) Per tutti i potenziali della classe, ¢* sono configu-
razioni centrali mimimali e non degeneri.

2) E da notare che sono esclusi dalla nostra classe quel potenziali che
presentano singolarita sulla sfera, come quello proprio del problema degli N-
corpi, o quello ridotti per simmetrie. Ugualmente abbiamo escluso potenziali
con punti critici degeneri. Non riteniamo che si tratti di una limitazione troppo
grave, giacché la gran parte dei risultati si possono recuperare anche in casi
degeneri e/o singolari con opportune passaggi al limite in seguito a procedi-
menti di approssimazione.

La proprieta di un potenziale di ammettere traiettorie paraboliche Morse-
minimali e legata al suo comportamento relativamente ai problemi di minimo ad
estremi fissi.

Per ogni potenziale V' € V, definiamo il valore

c(U,0) == inf{A([a,b];x) : a<b, x € HY(a,b), x(a) = &, x(b) = &

non é difficile provare che il minimo é assunto, eventualmente su una traiettoria
di collisione. Piti precisamente, ricordando che un moto omotetico ha configu-
razione normale costante, vale il risultato seguente.

ProPOSIZIONE 5.2 ([3]). — Sia U € V; st pone Ualternativa:

@) (U, o) = 4+/2Umin /(2 — o) e realizzato dalla giustapposizione di due archi
di moto omotetico, il primo che connette &~ all’'origine e il secondo l'origine a '
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Fig. 2. — A sinistra, ¢(U, «) e realizzato dall’arco di collisione-eiezione (caso (1) della
Proposizione 5.2); a destra (U, «) € assunto da una traiettoria di non collisione (caso (2)
della Proposizione) 5.2. Nel secondo caso, esiste un disco B, centrato nell’origine, tale che
ogni minimo di ¢(U, &) non interseca B.

) c(U,0)<4v/2Unin/@2 — ), ed ¢ realizzato da un insieme di traiettorie la
cut distanza minima dall’origine ¢ positiva.

Distinguiamo i potenziali con archi minimali di collisione da quelli i cui archi
minimali non passano per l'origine:

In:= {V WU, 0) eV U, 0) =4/ 2Umn/@ — oc)}7
Out := {V —(U,0) €V :e(U,0) <4y/2Umin /@ — oc)}.

Si vede facilmente che i due insiemi sono disgiunti e che la loro unione e
Iintero V; in piu, In ¢ chiuso mentre Out e aperto. Ci interessa la frontiera co-
mune della partizione:

II := 9In N9 Out.

Intuitivamente si tratta di un oggetto di codimensione uno. La proprieta di se-
parazione della frontiera comune e messa in luce dal lemma seguente.

LEMMA 5.3 ([3]). — Esistono un aperto non vuoto X C U e una funzione
continua o : 2 — (0,2) tali che

={U,xU): Uex).

Siamo in grado di esibire criteri espliciti che permettono di stabilire se un
potenziale U € U appartiene o meno al dominio della funzione a.

Struttura dell’insieme dei potenziali che ammettono traiettorie paraboliche
Morse-minimali

I1 nostro risultato principale afferma che il grafico della funzione & coincide
con l'insieme dei potenziali che ammettono una traiettoria parabolica Morse-
minimale.

TEOREMA DI STRUTTURA 5.4 ([3]). — Un potenziale V €V ammette una
traiettoria parabolica Morse-minimale se e soltanto se V € I1.
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Ricordiamo che le configurazioni minimali di entrata e di uscita sono state
fissate quando abbiamo definito la classe V.

A causa dell'invarianza per riscalamenti del problema, le traiettorie parabo-
liche Morse-minimali compaiono sempre in famiglie ad un parametro e danno
luogo ad una sottovarieta isotropica 2-dimensionale il cui bordo corrisponde alle
due traiettorie omotetiche.

Esponente critico e proprieta focali

Ricordiamo che l'interfaccia e il grafico di una funzione continua: come detto,
esistono un aperto non vuoto X' C U e una funzione continua & : 2 — (0, 2) tali che

I ={U,aU;&): Ue}.

L’esponente & di apparizione dell’orbita parabolica rappresenta una soglia critica
relativa alle proprieta focali della singolarita:

TEOREMA 5.5. — Sia U € X e sia a(U; &) come nel Lemma. Allora

e Se a<a(U; & allora (U, ) ammette un intorno di (E~,ET) di coppie di
estremi che sono connessi da geodetiche minimali passanti per Uorigine.

e Se mvece o > a(U, &) allora (U,o) ammette un intorno di (£, di
coppie di estremi connesst da geodetiche minimali che evitano Uorigine.

6. — Ritorno al caso planare: i problemi di Bolza

Vincoli topologici

Sul piano possiamo cercare traiettorie paraboliche che connettono due confi-
gurazioni centrali minimali con un dato indice di rotazione. Pil precisamente, dati

0<% <% <2nm,
definiamo la classe di potenziali
for every € Rand i1 = 1,2
U+ 2n) = UW)
UzU(S) =U(b) >0
U'(%) >0

U=Ugs = UecC*R):

e, con il solito abuso notazionale,
V:={V=U,n):U €U and « € (0,2)}
U)

e

:{Vecz(RZ\{O}):V(ac): U el and ae(O,Z)}.
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Per imporre il vincolo di girare, per esempio, % volte in senso antiorario attorno
all'origine, ci poniamo sul rivestimento universale di R? \ {0}, il che corrisponde
a connettere ¢ with 9 + 2hz. Introduciamo gli insiemi

0 =044 ={deR:Jd=173 +2nn per qualche n € Z e i € {1,2}}

e, date 9~ # " in Oy, (o0, pil in generale, § # I due configurazioni centrali
minimali), modifichiamo le nostre definizioni fondamentali come segue:

DEFINIZIONE 6.1. — Dictamo che x = (r,d) € H%OC(R) ¢ una traiettoria para-
bolica di non collisione associata a 9, 9" e V, se risolve (1), (5) e

. minte]R r(t) > 0;
o 7(t) — 4+ o0, At) — I ast — =+ o0;

DEFINIZIONE 6.2. — Diciamo che x é un’orbita parabolica Morse-minimale
(tempo libero) se in pin verifica

o per ogni ty <ts, ) <th, ez = (p,{) € H'(t, 1)),
pt;) =rty), () =9 = A([ty, to1; ) < A([E], 1]; 2).

(quest’ultima condizione 1mplica (1), (56)). Un’orbita minimale a tempo
libero verifica la condizione di estremalita solo per t; = t;.

Si puo dimostrare che una traiettoria parabolica Morse-minimale rimane
dentro il settore (4 ,9") e che la sua funzione angolare & monotona rispetto al
tempo (nonostante il momento angolare non si conservi).

Unicita e caratterizzazione variazionale dell’orbita parabolica con indice di
rotazione assegnato

TEOREMA 6.3 ([2]). — Siano U cUed , 9" € 6, 9 # 3" due configurazioni
centrali minimali fissate; si ha:

o esiste al pinun o= a(d , 37, U) € (0,2) per cui V = (U, ) ammette una
traiettoria parabolica con configurazioni asintotiche (8, 9%, U);

e ogni traiettoria parabolica associata a &, 4" & U Morse-minimale a
tempo libero;

e se |19+—197| > 7 allora esiste esattamente un valore o per cur V =(U, o)
ammeltte una tratettoria parabolica Morse-minimale corrispondente se e solo se
o=

Assenza di collisioni per i minimi dei problemi di Bolza

DEFINIZIONE 6.4. — Dato un potenziale V, diciamo chex = (r,9) € H'(t1,t2) &
minimo per il problema di Bolza in tempo fisso con estremi x; = rie,
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Lo = 19e'?2, se

o r(t;) =1 and &) = ¢;, 1=1,2;
e per ogni z = (p,{) € H'(ty,t2), risulta

p) =ri, (&) =9; = Al t2];0) < At B2]; 2).

Se in pia mingey, 1,1 7®) > 0 diciamo che il minimo e privo di collisioni.

TEOREMA 6.5 ([2]). — Sta U € Uy, g, una funzione di Morse (tutti i suot punti

o o S . U@
critict sono non degenert); si consideri il potenziale perturbato V = % + W,
conV € C'(R? \NO),a>de

lim (W) + 7| VW@)|) =0 .

Data comunque wna coppia di punti x; e x2 mnel settore (9 ,97), se
a>a(U, 9 ,97) allora i minimi di tutti i problemi di Bolza a tempo fisso con
estremi x1, x2 a valori entro il settore (3 ,8") sono privi di collisioni.

La restrizione che il cammino minimale assuma valori dentro al settore
(§,8") si puo sollevare se, per esempio, W = 0.

OSSERVAZIONE 6.6. — o Se invece a<a(U,d ,8"), vi sono sempre dei pro-
blemi di Bolza che hanno minimi di collisione. E sufficiente prendere
vy =3 and vz =3 e come tempo T il tempo naturale del minimo a tempo
libero.

o Seo=a(U,d ,9"), abbiamo la sequente alternativa:

1. la traiettoria minimale e asintotica nella collisione a quella omotetica
di collisione-eiezione,
2. oppure ¢ di non collisione.

e Questo enunciato generalizza la caratterizzazione variazionale di

Marchal degli archi kepleriani diretti e inversi (Teorema di Lambert. cfr [36]).

Altre osservazioni

Come sottolineano Luz and Maderna in [14], 1a proprieta che tutti i problemi
di Bolza siano privi di collisione implica la non esistenza di traiettorie Morse-
minimali nell'usuale problema degli N-corpi con « =1 in assenza di vincoli to-
pologici.

Invece, archi parabolici minimali (cioé definiti solo sulla semiretta) esistono
per ogni configurazione iniziale, come dimostrato recentemente da Maderna e
Venturelli in [34].
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Assenza di collisioni per le traiettorie minimali

I1 problema dell’esclusione delle collisioni per i minimi dell’azione ha ormai
una lunga storia, che parte delle elaborazioni degli ultimi anni ‘80, (Ambrosetti,
Coti Zelati, Marino, Degiovanni, Giannoni, Serra, Bessi, Terracini, Tanaka), per
arrivare alle ricerche degli ultimi dieci anni, motivate dalla ricerca di nuove so-
luzioni perodiche simmetriche per il problema degli n-corpi (Chenciner,
Montgomery, Chen, Venturelli, Ferrario, Barutello, Terracini, Shibayama).

Ci sono due aspetti importanti:

e la formula di monotonia che conduce all’isolatezza degli istanti di collisione
ed alle stime asintotiche alle collisioni;

e le variazioni in media, introdotte da C. Marchal ([36])

Questi aspetti sono stati ripresi e sviluppati in [23, 1], dove e stato sviluppato
ed esteso il metodo della variazione in media di Marchal.

TEOREMA 6.7 ([1]). — L insieme degli istantt di collisione delle traiettorie lo-
calmente minimali e dei loro limiti uniformi e localmente finito e valgono le
classiche stime asintotiche. Inoltre, se vale la Rotating Circle Property le
traiettorie localmente minimali sono prive di collisioni.

7. — Orbite periodiche

Orbite chiuse con numero di rotazione assegnato

Come abbiamo detto, diversi casi notevoli hanno uno spazio delle configura-
zioni non semplicemente connesso. In questo caso, & interessante minimizzare in
una classe di lacci con un particolare tipo omotopico (Gordon, Montgomery,
Venturelli, Terracini-Venturelli, Chen, Fusco-Gronchi-Negrini).

TEOREMA 7.1 (W. Gordon 1977 [26]). — Le ellissi kepleriane minimizzano
lazione fra tutti i commini T-periodici che hanno indice di rotazione non banale
rispetto all’origine.

Quando si minimizza con un vincolo topologico, la tecnica della variazione
media non funziona e si devono inventare altri argomenti per evitare le collisioni.

Generalizzazione del Teorema di W. Gordon

La soglia & che segna la comparsa dell’orbita parabolica con indice di rota-
zione prefissato permette di determinare la soglia di esistenza delle traiettorie
periodiche minimali di non collisione con indice assegnato.
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I risultato seguente puo essere considerato una generalizzazione della pro-
prieta di minimizzazione delle ellissi kepleriane di W. Gordon:

TEOREMA 7.2 ([2]). — Sia U € Uy, s, una funzione di Morse che ha solo minimsi

. U@) . - . _ .
globali, e siano 'V = % 1 potenziali a-omogenei associati. Dato un interok # 0

e un pertodo T > 0, se
o> (U, 39 +2kn), per ogni configurazione minimale 9* of U,

allora esiste un’orbita T-periodica minimale fra quelle con indice di rotazione k,

priva di collisioni. Inoltre, se
o=a(U,3d I +2kn), per ogni minimo 3 * of U,

allora o esiste un’orbita T-periodica minimale fra quelle con indice di rotazione
k, priva di collisioni, oppure esiste una successione di esponenti o, \, o € Una
successione di orbite T-periodiche wminimali, senza collisioni x, per
V., = (U, a,), che converge alla traiettoria parabolica sui compatti di R.

La dimostrazione utilizza una tecnica di minimizzazione vincolata gia uti-
lizzata in un lavoro [48] con A. Venturelli , dove si e stabilita per la prima volta la
relazione fra la non esistenza di orbite paraboliche e I'assenza di collisioni per le
traiettorie che minimizzano I'azione.

Soluzioni regolari dell’equazione di Hamilton-Jacobi

Come osservato, nel caso planare possiamo sempre scegliere configu-
razioni di ingresso e di uscita uguali a meno di 2z. Si supponga o=
a(U, 3,9 4 2r). Abbiamo gia osservato che ad un’orbita parabolica & asso-
ciata una varieta lagrangiana che & laminata dalla famiglia delle orbite pa-
raboliche. Tale struttura determina una soluzione regolare dell’equazione
stazionaria di Hamilton-Jacobi associata (1), di classe C' sul rivestimento
doppio di R?\ {0}.

m
MMl
m

0

—
— —

Fig. 3. — La famiglia a un parametro delle traiettorie paraboliche Morse-minimali
aventi la stessa configurazione asintotica a + oo e — oo e indice di rotazione uno.
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8. — Prova del Teorema di struttura

Da Bolza a Morse-minimale

Seguiremo la strategia introdotta in [3]. Per costruire traiettorie Morse-mi-
nimali, cominciamo col considerare il problema su intervalli limitati (i cosiddetti
problemi di Bolza), per poi passare al limite. In questo procedimento, incon-
triamo due difficolta principali: le successioni cosi ottenute possono convergere
verso una collisione, oppure tendere all’infinito. In entrambi i casi il passaggio al
limite fallisce. Questa osservazione conduce naturalmente ad introdurre di vin-
coli e, conseguentemente, allo studio dei seguenti problemi di minimizzazione
vincolata:

m = mle, x1,%2) := inf A (x) dove I := UFT, e
xel =0

Iy = {x eHY(-T,T): (= T) = x1,2(T) = x2, min |x@)| = s},
te[-T.T]
dove e >0ex, a2 € RY \ B2,(0) sono fissati.

Proprieta di base dei minimi vincolati

e Se & =75 € I'pexyc2 € un minimo vincolato e 7(t) > ¢ for ¢ € (@, b), allora
@t = VV@E@) e %|a?(t)| = V(x(t)), per ognit < (a,b).

e Se ¥ realizza il minimo m, allora esistono ¢, <t,, tali che

rt)=¢ & t et tul; : A
te(=Tt) = <0 ||z <e k(s
tet.,T) = #t) > 0;

i) = VeV EWD) 812 ) Z(t),

%Mc(m — V@),

set, <t ete (ttu) =

Interazione con il vincolo

Abbiamo un primo risultato di regolarita dei minimi vincolati:

PROPOSIZIONE 8.1. — Se & ¢ un arco minimale allora puo perdere di regola-
rita solamente in t. e t...
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Ora esaminiamo invece l'interazione con il vincolo. Abbiamo:

PROPOSIZIONE 8.2. — Se & realizza m, allora si verifica una delle sequenti
alternative:

@ t.<t.ereC(-T,T)
() t, =t., e X(t7) # X(t}); in tal caso T ha una riflessione radiale, cioé

rE)=—-rt)#0 e 5(t;)=sth.

Possiamo utilizzare questa osservazione per classificare gli archi Bolza-mi-
nimali rispetto alle possibili variazioni delle quantita « e & sul vincolo:

DEFINIZIONE 8.3. — Dato un arco Bolza-minimale vincolato, x = rs defi-

niamo:

APOS(x) = |S(t**) — S(t*)‘ = f’

e
Ba@) = £ it — ()] = e A 2D HE)

rispettivamente come il salto di posizione (normalizzato) e il salto di angolo di .

(@) t, <tiw, & € C', Apos > 0,
Aye1 = 0,
2 ha un salto di posizione

(b) t* = t**, S Cl, Apos = 0,
Avel = 0’
2 & parabolica

Apos = 0; Avel > Oa
2 ha un salto di velocita




LE TRAIETTORIE PARABOLICHE DELLA MECCANICA CELESTE ECC. 705

Invarianza di scala

Poiché |x(t*)| = |x(@**)| = ¢, e, per la conservazione dell’energia, |i(t)| =
e 2\2V(s@)), per ogni t € [t*,**], possiamo riscrivere i salti di posizione e di
b

velocita come
—
X A
Apos () = {} []
’ )., IR

In questo modo Apes € Aye sono degli invarianti per trasformazioni omotetiche.
In effetti, si dimostra facilmente che, se x realizza m = m(x;, 22, &), allora, per
ogni R > 0,

e Aa(@) v2V(st.)) =

2(t) = Re(R-®t9/2t)  realizza m(Rx1, Rxg, Re),

Apos(z) = Apos(x) e Avwi(z) = dvar(®).
Esistenza di traiettorie Morse-minimali vincolate

DEFINIZIONE 8.4. — Diciamo che x € HL (R) ¢ una traiettoria Morse-mini-

loc
male e-vincolata se

o min [x(t)| = ¢

t
o |x(®)] —>+ooeﬂ—>fi, pert — =+ oo;

()]
e per ogni a<be T >0, e per ogni z € HY(—T,T), con ming_ 7 |2(t)| =
miNyepq 5 [©@)], st ha

(=T =), 2(7) =xb) = Ala,b;x)sA(~-T,T;2).
PROPOSIZIONE 8.5. — M = {traiettorie Morse-minimali e-vincolate} # {.

Ragioniamo per approssimazione, risolvendo i problemi di Bolza con x; = R~
e x2 = RET, per poi fare tendere R — + oo;

Classificazione dei salti delle traiettorie Morse-minimali ¢-vincolate

Ovviamente anche le traiettorie Morse-minimali e-vincolate si possono clas-
sificare secondo il loro comportamento rispetto al vincolo.

PROPOSIZIONE 8.6. — Sia x = rs € M; allora esistono t, <t tali che:

e 1(t) = ¢seesoltanto set € [t.,t..], 7€) <0 (risp. > 0) se e solo se t <t, (risp.
t>1t.);
o ¥(t) = VV(x(@)), per ogni t & [t.,t.];
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o 1 salti Apos() e Avel(2) SON0 MON Negativi e almeno uno é nullo;

. %lﬁb(t)l2 = V(x()), per ogni t € R.

In generale, per un dato ¢ ed un potenziale V, non ci aspettiamo unicita della
traiettoria Morse-minimale. Tuttavia, si puo dimostrare che, rispetto alla clas-
sificazione dei loro salti, esse hanno tutte lo stesso tipo.

Le traiettorie Morse-minimali vincolate hanno tutte lo stesso tipo
TEOREMA 8.7. — Siano ¢ > 0eV € V;- o fissati. Si verifica una ed una sola
delle seguenti alternative:

o (i) per ogni x € M, Ayes(x) > 0 (and Ay (x) = 0);
o (1) per ognix € M, Apes(x) = Ayei(v) = 0 (le traiettorie sono paraboliche);
o (111) per ogni x € M, Aywei(x) > 0 (and dpos(x) = 0).

IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE. — Supponiamo, per assurdo, che queste due
traiettorie Morse-minimali vincolate x,& € M e x # & non verifichino la stessa
alternativa e, per esempio, che

Apos(-')z') = Avel(x) =0.
Fissato R >> ¢, definiamo T4, T, T1, T tali che:
[T1,T2] = {t: |x@®)| <R}, [Ty, To] = {t: |#@)|<R}.

Per confrontare le due azioni A([Ty,T:];x) e A([Ty,T>];#), giustapponiamo
P'arco &(t) con i due archi di cerchio come in figura:

|z| = R
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Di modo che

A(Ty, Tolix) < A([Tl, Tz];ac) T+ B+ By .
———— N ——

As, — N contributo degli
vel (96‘) 0 Apos (x) archetti circolari

9 _
Sia o, = ?a > 0; si verificano le seguenti diseguaglianze:

2 ,
o da@) = 0= ATy, Te)i2)> ~v/2Viin [R“* T %ampos(x) . 82“*3—**},

*

o @ =0 A(IT Toki) < - B V2V V2V 6T ) - A

o B1< CR*|s(Ty) — (T1)| <CR* [|s(T1) &+ 3 — 5—@, e una stima
analoga vale per Bo.
Infine otteniamo

C [ Apos (@) + Ayar ()] 6" <
R [ V(3(T2)) = v/ Vinin + / V(3(T1)) — \/ﬁ] .

S(Ty) — &+ 3(T1) — & | + |s(Ts) — E7| + |3(Ts) — m}.

+R* [

Affermiamo che, scegliendo R sufficientemente grande, il secondo membro
puo essere reso arbitrariamente piccolo. Infatti

VVGE®) = v/ Vi < CJ30) — &2

e, per ogni x = rs € M, abbiamo la stima asintotica

st) = ¢ = lim [r®)1|s®) — £ = 0.

tEr_noo [r@)]™

Poiché il primo membro e non negativo ed indipendente da R, otteniamo che deve
necessariamente annullarsi. In definitiva, abbiamo dimostrato che

Apos(ﬁﬁ) = Aye(®) =0 = Apos(x) = () = 0,

e quindi entrambe le traiettorie x e & devono soddisfare I'alternativa (ii), in
contraddizione con la nostra ipotesi dell’assurdo. O

OSSERVAZIONE 8.8. — Fissato un potenziale V € V- =+, la sua omegeneitd
mduce una corrispondenza biunivoca fra linsieme delle traiettorie Morse-mi-
nimali con vincolo & e quelle con vincolo &, per ogni &1, 2. Dunque il tipo di salto
delle traiettorie Morse-minimali vincolate dipende solamente da V. E quindi
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lecito scrivere

o “Unos(V) > 07 se e verificata Ualternativa (i) e
o “Aia(V) > 07 se ¢ verificata la ().

Se tnvece st verifica (it), abbiamo che il potenziale V possiede una traiettoria
parabolica Morse-minimale.
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