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Alcuni aspetti dell’analisi
su varieta riemanniane
a crescita esponenziale di volume (¥)

STEFANO MEDA

Dedicato alla memoria di Guido

Questo articolo contiene una versione leggermente estesa della conferenza da
me tenuta a Bologna in occasione del XIX Convegno UMI. Desidero ringraziare
il Comitato scientifico per I'invito, che mi offre I'opportunita di illustrare una
linea di ricerca che ho perseguito in anni recenti con Andrea Carbonaro
(Birmingham), Giancarlo Mauceri (Genova), Peter Sjogren (Goteborg) e Maria
Vallarino (Politecnico di Torino).

Tale linea di ricerca si propone di elaborare una teoria di integrali singolari
nel contesto di alcuni spazi metrici di misura privi della proprieta di raddoppio
delle sfere. Esempi significativi sono le varieta riemanniane a crescita espo-
nenziale di volume (ad esempio il piano iperbolico) e lo spazio euclideo dotato
della misura gaussiana.

I risultati ottenuti sono in parte gia pubblicati [CMM1, CMM2, MMV1,
MMV2, MMV3, MMV4, MV], in parte in fase di rifinitura. La conferenza di oggi
non tocchera gli aspetti della teoria concernenti l'operatore di Ornstein-
Uhlenbeck (vd. [MM, MMS1, MMS2, GMMST1, GMMST2]), alla cui elabora-
zione ha dato un significativo contributo anche P. Sjogren, e si concentrera sugli
sviluppi inerenti le varieta, elaborati in collaborazione con Carbonaro, Mauceri e
Vallarino. L’esposizione é articolata come segue:

Introduzione

I Operatore di Laplace—Beltrami
II Diffusione del calore
IIT Integrali singolari e spazi di Hardy
IITa su R
IITb su varieta.

(*) Conferenza Generale tenuta a Bologna il 16 settembre 2011 in occasione del XIX
Congresso dell’'Unione Matematica Italiana.
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1. — Introduzione

1.1 — Le trasformate di Riesz

Vi sono numerosi problemi la cui formulazione e/o soluzione coinvolge ope-
ratori appartenenti a una classe nota come classe degli operatori integrali sin-
golari. In questa introduzione mi limitero all'importante esempio classico delle
trasformate di Riesz in R", prototipi di integrali singolari che intervengono in
numerosi problemi, tra i quali quello della regolarita delle soluzioni di equazioni
ellittiche. Supponiamo, ad esempio, che % sia una soluzione distribuzionale del-
I'equazione di Poisson

(1.1) —fu =f,
dove f & un dato in LP(R™) con supporto compatto. Evidentemente 4u appartiene

a LP(R™); é naturale chiedersi se tutte le derivate seconde (nel senso delle di-
stribuzioni) di » appartengono a L(R"). Formalmente

u=(-N7"f,
cosicché
O = (= N7f
=0 — NP9~ A7V

Abbiamo usato il fatto che le derivate parziali commutano con le potenze di ( — A),
perché la trasformata di Fourier diagonalizza simultaneamente tutti gli opera-
tori che commutano con le traslazioni. Posto

K= (=N =1,
possiamo scrivere
6‘%% = R R f .
Conviene anche introdurre la trasformata di Riesz vettoriale
TB=(1,...,To0).

TEOREMA 1.1. — Valgono le affermazionti sequenti:

(i) per ogni p in (1,00) la trasformata di Riesz 72; é limitata su LP(R™),
ji=1....n
(i) la trasformata di Riesz .%2; ¢ illimitata da L*(R") a LY(R");
(iii) 72; e di tipo debole (1,1), cioe esiste una costante C tale che

ek zr@) >af| <M vas oy e pn,
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Questo risultato classico (vd., ad es., [St2]) implica che se 1 <p < oo e u risolve
(1.1), allora tutte le derivate seconde di % appartengono a LP(R"). Il risultato &
falso se p =1.

Come noto la condizione (iii) del teorema precedente e una stima sostitutiva
della stima L!-L!, utile per I'interpolazione.

La definizione di trasformata di Riesz sopra illustrata non giustifica la ter-
minologia “integrale singolare” che nella letteratura si associa comunemente a
7. Tuttavia, utilizzando la trasformata di Fourier e possibile dimostrare che .7 e
I'operatore di convoluzione con nucleo la distribuzione valor principale associata
alla funzione y/|y|"*". In altre parole, per ogni f in C>*(R")

Zf (x) = ¢y hm f

\4: y|>e

. y\”*l fydy  VeeR",

dove ¢, € una costante che dipende unicamente dalla dimensione n.
Evidentemente #+— ¥/|y["™ & non integrabile sia in un intorno di 0, sia al-
I'infinito, fatto che giustifica la terminologia adottata. Nel caso n =1 la tra-
sformata di Riesz assume la forma particolarmente semplice

@ =2 e10 a{ (—y)y
lo—y|>e

dy;

7 viene allora comunemente denominata trasformata di Hilbert e denotata con
il simbolo .77. Essa & 'archetipo degli integrali singolari e interviene, tra gli altri,
nel problema della convergenza in norma delle serie di Fourier in dimensione
uno (vd. [So, Cap. I]). Un celebre risultato asserisce infatti che la convergenza in
norma LP('T') delle serie di Fourier di funzioni in L?(T") equivale alla limitatezza in
LP(R™) della trasformata di Hilbert.

Un calcolo esplicito mostra che

T @) = log‘ ] Vo e R\ {£1).
Osserviamo che

.,7/1[_171](96) = =

per |x| — oo e quindi.7ZZ1;_; 1j non e integrabile all'infinito. La funzione presenta
anche singolarita logaritmiche nei punti +1, che ovviamente non pregiudicano
P'integrabilita locale della funzione.

1.2 — L’approccio classico alla limitatezza di integrali singolari

La dimostrazione della limitatezza di.72; su LP(R™) per pin (1,2) (vd. Teorema
1.1 (i)) segue lo schema seguente:
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e si dimostra che .72; e limitato su L2(R™), utilizzando il Teorema di
Plancherel e il fatto che la trasformata di Fourier del nucleo di .%; é limitata;

e si dimostra che .72 soddisfa la stima debole (1, 1) che appare nella parte (iii)
del Teorema 1.1;

e si interpola tra le due stime precedenti utilizzando il Teorema di
Marcinkiewicz [BL, Theorem 1.3.1].

La dimostrazione della stima debole (1, 1) & piuttosto tecnica (vd., ad es., [St2])
e fa uso di due ingredienti fondamentali:

1. la proprieta di raddoppio delle sfere

HU2B)
1.2 sup ——— < o0,
2 5 u(B)
dove 'estremo superiore & fatto rispetto a tutte le sfere di R" e 2B denota la sfera
concentrica a B di raggio doppio;

2. la decomposizione di Calderon—Zygmund di funzioni integrabili.

Notiamo che in R" il quoziente (2B)/u(B) & una costante dimensionale che
non dipende da B. Avremo modo di considerare la proprieta di raddoppio in
ambiti non euclidei privi di dilatazioni, in cui il quoziente precedente dipende dal
centro e dal raggio di B.

Desideriamo porre 'accento sul fatto che le varieta riemanniane a crescita
esponenziale di volume, ambito al quale siamo particolarmente interessati, non
posseggono la proprieta di raddoppio, per esse non esiste analogo della de-
composizione di Calderén-Zygmund e la stima debole (1, 1) per gli operatori di
nostro interesse é falsa, oppure impossibile da ottenere con le tecniche attual-
mente a disposizione. E percio auspicabile sviluppare un approccio alternativo a
quello descritto per ottenere la limitatezza LP degli integrali singolari.

1.3 — Collocazione storica

Desidero concludere I'introduzione con una breve descrizione dello sviluppo
degli integrali singolari, con lo scopo di collocare in prospettiva storica le nostre
ricerche. In estrema sintesi, si possono osservare le quattro fasi seguenti:

1. fase pioneristica; 1920°, trasformata di Hilbert;

2. fase classica; 1950°-1980’, sviluppo e consolidamento della teoria degli in-
tegrali singolari in R";

3. spazi di tipo omogeneo; 1970°-1990°, sviluppo della teoria degli integrali
singolari in spazi (quasi-)metrici di misura in cui vale la proprieta di raddoppio
delle sfere;
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4. spazi non di tipo omogeneo; 1980°—, sviluppo della teoria degli integrali
singolari in alecuni spazi metrici di misura in cui non vale la proprieta di raddoppio
delle sfere.

Senza alcuna pretesa di completezza, elenchero alcuni tra i molti contributi
che ritengo significativi.

Nella fase (1) ricordo quelli di Kolmogorov e di M. Riesz [Ko, R], che dimo-
strano, rispettivamente, il tipo debole (1,1) di .77 e la limitatezza in LP(T) del-
I'analogo periodico di .77.

La fase (2) e segnata dai fondamentali lavori di Calderén e Zygmund [CZ1,
CZ2] e di Hormander [Ho1l], nonché dai numerosi contributi di E.M. Stein e della
sua scuola (si vedano [F, FeS, St2] e i lavori ivi citati), dal risultato di G. David e
J.-L. Journé [DJ] e dalla limitatezza L? dell'integrale di Cauchy [CMM].

Nella fase (3) si sviluppa lo studio di integrali singolari in una pluralita di
contesti — varietd riemanniane compatte, gruppi nilpotenti, curve in R” e in
gruppi nilpotenti, grafi di funzioni lipschitziane, aperti con bordo lipschitziano — e
ha luogo la sistematizzazione della teoria nell’ambito degli spazi omogenei nel
senso di Coifman-Weiss [CW1, CW2, Chr]. Tra i contributi piu significativi di
questa fase ricordiamo [KnS, FS]. E in questo periodo che nasce lo studio di
integrali singolari associati a operatori, in particolare funzioni di laplaciani in vari
contesti. Particolarmente significativi i contributi di Stein [St1] e M. Cowling
[Co] sul calcolo funzionale di generatori infinitesimi di semigruppi simmetrici di
diffusione e di L. De Michele e Mauceri [DeMM] sul calcolo di tipo Hérmander
per il sublaplaciano sul gruppo di Heisenberg. Quest’ultimo risultato ha generato
una schiera di estensioni e generalizzazioni, che non si & ancora esaurita.

Infine, durante la fase (4) si e sviluppato lo studio di integrali singolari in
contesti in cui la proprieta di raddoppio fallisce. Questo complesso capitolo della
ricerca sugli integrali singolari si suddivide, a sua volta, in due sottocapitoli; il
primo, in cui la proprieta di raddoppio fallisce per sfere di raggio “piccolo”, e il
secondo, nel quale per ogni R > 0 le sfere di raggio al pitt R possiedono la pro-
prieta di raddoppio, ma le costanti di raddoppio non sono limitate al crescere di R.

I1 primo dei sottocapitoli cui abbiamo fatto cenno qui sopra si sviluppa in
relazione al classico problema di Painlevé, che richiede, assegnato un aperto Q di
C, di caratterizzare i sottoinsiemi £ di 2 che godono della proprieta seguente:
ogni funzione olomorfa e limitata in 2\ £ si estende a una funzione olomorfa e
limitata su tutto Q. Tale proprieta risulta legata alla limitatezza di integrali
singolari in C noti come trasformata di Cauchy. Tra i contributi piu significativi
di questa fase vi sono [NTV, To].

I1 secondo dei sottocapitoli contiene gli sviluppi riguardanti gli integrali sin-
golari su spazi omogenei e gruppi di Lie a crescita esponenziale di volume (vd., ad
es., [HeS] per il caso di una interessante classe di gruppi solubili, [CS, A1, A2, AJ,
I1, 12, 13, CGM1, MV] per I'analisi su spazi simmetrici di tipo non compatto).
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Lalinea di ricerca che illustrero si inserisce in questo secondo sottocapitolo ed
e parte di un pit ampio progetto di ricerca che si propone di studiare proprieta
dell’operatore di Laplace—Beltrami e di operatori ad esso collegati su varieta a
crescita esponenziale di volume. Di questa classe fanno parte gli spazi simmetrici
di tipo non compatto, ad esempio il piano iperbolico, gli spazi di Damek-Ricci, che
sono esempi di varieta armoniche non simmetriche definite in tempi recenti da E.
Damek e F. Ricci, e i gruppi semisemplici non compatti di centro finito muniti di
una metrica riemanniana invariante. Esiste una vasta letteratura che studia le
proprieta dei loro operatori di Laplace-Beltrami, utilizzando metodi molto po-
tenti, disponibili grazie alla ricca struttura algebrica e geometrica di questi spazi.
Si veda, ad esempio, il ruolo cruciale della struttura degli spazi simmetrici di tipo
non compatto nelle dimostrazioni della stima debole (1,1) delle trasformate di
Riesz [Str, A1]. E naturale chiedersi fino a che punto queste proprieta dipendono
dalla poderosa struttura di questi spazi.

Uno degli obiettivi che ci poniamo € di individuare quali tra queste proprieta
continuano a valere per varieta di crescita esponenziale di volume. Si tratta di un
progetto stimolante, fonte di numerose sorprese (vd., ad esempio, il Teorema
4.13 e il commento che ad esso fa seguito). In questa conferenza illustreremo
alcuni recenti risultati inerenti l'analisi dell’operatore di Laplace-Beltrami su
varietd riemanniane connesse, non compatte, complete, con volume infinito,
eventualmente soddisfacenti ulteriori ipotesi che specificheremo di volta in volta.

2. — L’operatore di Laplace-Beltrami

Nel 1867, Eugenio Beltrami [Bel] introdusse 'operatore di Laplace per una
metrica riemanniana, oggi noto come operatore di Laplace-Beltrami.

DEFINIZIONE 2.1. — Sia M una varieta riemanniana. L'operatore di Laplace-
Beltrami % su M ¢ definito sullo spazio /(M) delle funzioni lisce a supporto
compatto da

Lof == —divVf Vf € (M),

dove V indica il gradiente riemanniano su M e div l'operatore divergenza.
Una delle ragioni per cui %, e importante e che un diffeomorfismo di M &
un’isometria se e solo se preserva l'operatore di Laplace-Beltrami [HI,

Proposition 2.4, p. 246]. L’operatore di Laplace—Beltrami e naturalmente asso-
ciato alla forma quadratica @ su (M), definita da

QU = [ lerad £,
M
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ed e ellittico: la sua espressione nella carta locale (&, U) &

FofE )

_ _\/ﬁ AP e NG ot ot )@

J

= - Zgi‘j (5_196) ajzl(f 0 & @) + termini del primo ordine
(%)

per ogni « in &(U). Qui g/ denotano i coefficienti della matrice inversa di [g; ],
che descrive la metrica riemanniana nella carta (£, U), e g denota det [g; ;].
Poiché la metrica riemanniana ¢ é liscia per ipotesi, loperatore % in coor-
dinate locali ha coefficienti lisci. In aggiunta, il noto Teorema di Gaffney [Grl]
assicura che %, definito su 7 (M), & essenzialmente autoaggiunto in L?(M), cioé
esso ammette un’unica estensione autoaggiunta #. Osserviamo che 4 possiede
ottime proprieta locali, che ne rendono I'analisi su un aperto limitato di M con
bordo liscio ben compresa. Tuttavia va osservato che il nostro interesse e verso
proprieta globali di % e che la geometria all'infinito di M ha un’influenza decisiva
su di esse, come vedremo in seguito e come ampiamente dimostrato in letteratura.
Invitandovi a non prendere troppo alla lettera il parallelo che cerco di stabilire,
diro che l'analisi che intendiamo intraprendere ha qualche aspetto in comune con
'analisi di un operatore ellittico su un dominio limitato dotato di bordo, che risulta
uniformemente ellittico in ogni sottodominio liscio e compatto del dominio origi-
nale, ma che non é globalmente uniformemente ellittico. In questo caso la forma
del bordo e la sua “accessibilita” dal dominio influenzano significativamente le
proprieta dell’'operatore. In modo simile, la relativa grandezza dell'infinito della
varieta, misurato, ad esempio, mediante la crescita delle sfere geodetiche al
tendere all'infinito del raggio, o mediante I'esistenza di “fini” (ends) relativamente
sottili, influenzano le proprieta di .~ in modo decisivo. Questo tipo di analisi e
ancora in fase di rapida evoluzione e i problemi aperti sono numerosissimi.

3. — Diffusione del calore su M

L’operatore di Laplace—Beltrami e stato ed & oggetto di numerosissimi studi
e molte sono le questioni di interesse che lo riguardano. Ho scelto di discutere
brevemente una di queste, la diffusione del calore su varieta riemanniane, perché
e funzionale a cio che segue. Essa consiste nel determinare una funzione
u: M x RY — R che risolva il problema di Cauchy seguente

z, — >+
(3.1) { Oule,t) + Lulx,t) =0 Y(x,t) e M x R

u(x, 0) = f(x) Ve e M.
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Qui f & il dato e il significato del simbolo di uguaglianza che compare nella
condizione iniziale dipende dallo spazio funzionale in cui si intende impostare il
problema. Poiché, come gia detto, 4 e autoaggiunto, € naturale trattare (3.1)
come un problema evolutivo in L?(M). E noto che per ogni f in L?(M), I'unica
soluzione di (3.1) & data da

wu(x, t) :fht(.oc, ) f(y) dy Ve e MVte RY.
b4

La soluzione e cosl espressa mediante un operatore integrale con nucleo
hi(x,y) agente sul dato f: la famiglia di funzioni {/}, , viene comunemente
detta nucleo del calore associato a %. E noto che la funzione (@, y,t)— h(x,y)
e, nelle nostre ipotesi, liscia nelle tre variabili in M x M x R". Negli ultimi
decenni lo studio del nucleo del calore associato a operatori di Laplace-
Beltrami (e non solo) ha prodotto una quantita enorme di contributi (vd. [Gri]
e i lavori ivi citati) che, lungi dall’aver esaurito la loro spinta propulsiva,
continuano a stimolare ulteriori ricerche. Per ragioni di brevita mi limitero
qui a descrivere un risultato relativamente recente, che sara importante nel
seguito.

Nel caso in cui M = R" vi & un’espressione esplicita per &;, data dalla se-
guente formula di Gauss-Weierstrass

ha(e,y) = (drt) /2 e U /aD vy e R Wt > 0.

L’espressione diviene piti suggestiva se si introduce la misura (di Lebesgue)
della sfera con centro x e raggio v/. Denoteremo con B(x, \/t) tale sfera e con
|B(x, V)| la sua misura. Allora

Cy

B, VD)

dove ¢, € una costante, che dipende solo dalla dimensione n. Su una varieta
generica M non vi & alcuna speranza di trovare formule esplicite per il nucleo del
calore; e allora naturale ricercare stime puntuali di /.

Diremo che M possiede la proprieta di Li-Yau se esistono costanti positive c,
C tali che

(e, ) = e e/,

(3.2) # efcd(x,y)Z/t < ht(.%, 2/) < L efcd(x,y)z/t

(B, V1)) 1(B, V1))

per ogni x, % in M e per ogni t in R™. In altre parole M possiede la proprieta di Li-
Yau se il suo nucleo del calore ha, mutatis mutandis, la stessa forma del nucleo di
Gauss-Weierstrass. Qui e nel seguito 1 denota la misura riemanniana di M. Li e
Yau hanno dimostrato che le varieta con curvatura di Ricci non negativa pos-
siedono la proprieta di Li-Yau [LY].
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Il problema di caratterizzare le varieta riemanniane M che possiedono la
proprieta di Li-Yau ha appassionato numerosi matematici ed e stato risolto in-
dipendentemente da A. Grigor’yan e L. Saloff-Coste (vd. [SC] e la bibliografia ivi
contenuta). L’enunciato del loro risultato richiede le due definizioni seguenti.

DEFINIZIONE 3.1. — Diciamo che M ha la proprieta di raddoppio se esiste
una costante D tale che

(3.3) #@2B) < D u(B)

per ogni sfera geodetica B. Qui 2B denota la sfera con lo stesso centro di B e
raggio doppio.

DEFINIZIONE 3.2. — Diciamo che M ha la proprieta di Poincaré scalata se
esiste una costante P tale che

(3.4) [1f ~ffan < P [ 197 du
B

B

per ogni sfera geodetica B. Qui fg denota la media di f su B e rp é il raggio di B.

TEOREMA 3.3 (Grigor’yan-Saloff-Coste). — Sia M una varieta riemanniana
connessa, non compatta e completa. Sono equivalenti:

(i) M possiede le proprieta di raddoppio e di Poincaré scalata;
(i) M possiede la proprieta di Li-Yau.

II risultato di Grigor’yan e Saloff-Coste ricorda quelli di Aronson [Ar] degli
anni 60’ nei quali 'Autore stabiliva stime gaussiane per il nucleo del calore as-
sociato a operatori uniformemente ellittici su R”. Di fatto, & piti che un analogia:
alcuni casi particolari delle stime di Aronson si ottengono dal risultato di
Grigor’yan e Saloff-Coste dotando R™ di una metrica riemanniana naturalmente
associata ai coefficienti della parte del secondo ordine dell’operatore ellittico che
si sta esaminando.

Un esempio di varieta riemanniana che non gode della proprieta di Li-Yau e il
prodotto connesso M di due copie di R”, n >3, che denoteremo anche con
R"# R", realizzato connettendo in maniera liscia con un “cilindroide” due copie
di R", ciascuna privata della sfera di centro 0 e raggio 1. La metrica su M coincide
con quella di R” su ciascuna delle copie di R” privata della sfera B(0, 1) e viene
definita sul “cilindroide” in modo che la metrica risultante su M sia globalmente
liscia. Mostriamo che su M la proprieta di Poincaré scalata non vale (conse-
guentemente M non gode della proprieta di Li-Yau per il Teorema di Grigor’yan-
Saloff-Coste). Siano & un punto del cilindroide, R > 0 e f una funzione definita su
M, con supporto contenuto in B(x, R), che assume valore —1 nei punti di B(x, R)
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che giacciono nella copia “inferiore” e +1 in quelli che giacciono nella copia
“superiore” di R". Evidentemente Vf & supportato sul cilindroide e ||Vf]|, non
dipende da R se R é sufficientemente grande. Ne deriva che il secondo membro
di (3.4) cresce come R? al tendere di R a + co. Scegliendo in modo opportuno i
valori di f sul cilindroide, possiamo supporre che fg = 0. Il primo membro di (3.4)
cresce allora come R" al crescere di R, il che & assurdo, poiché stiamo assumendo
n > 3.

Quello che abbiamo ora descritto & un esempio di come il comportamento
allmfinito della varieta possa influenzare alcune proprieta dell’'operatore di
Laplace-Beltrams.

4. — Integrali singolari in R

In questa sezione descriveremo un approccio alla limitatezza della tra-
sformata di Hilbert, e piti generalmente degli integrali singolari in R", alter-
nativo a quello descritto in precedenza che era basato sulla stima debole (1, 1).
Ricordiamo la definizione di trasformata di Hilbert:

Tf(x) = % leif(r)l f(_y) dy Ve e R

L=y
le—y[>e
per ogni funzione f liscia e a supporto compatto. Denotata con.7 la trasformata
di Fourier, un classico argomento mostra che

T(Hf)©) = —isgn(®).7f(&)  VEeR.
Il Teorema di Plancherel permette allora di concludere che

-7 1lz = 1F -

4.1 — Un approccio “moderno” alla limitatezza di .7

Ci proponiamo di trovare uno spazio di Banach X, contenuto in L'(R), con le
proprieta seguenti:

(i) ogni operatore lineare .7 limitato da X a L'(R) e da L(R) a LA(R) &
anche limitato da LP(R) a LP(R) per ogni p in (1, 2);
(ii) la trasformata di Hilbert & limitata da X a L'(R).

Ci riferiremo alla proprieta (i) dicendo, in modo leggermente impreciso, che “X
interpola con LZ(R)”. E importante notare che le proprieta (i) e (i) sono in
conflitto: la prima e tanto piu facilmente vera quanto pit grande & X, la seconda,
al contrario, e facilmente falsa se X & grande.
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4.2 — Idea per X

L’idea per costruire uno spazio X con le proprieta sopra indicate proviene
dalla Fisica II. Consideriamo una carica positiva puntiforme ¢ nello spazio (ad
esempio collocata nel punto O). In un punto P a distanza r da O, il potenziale
V(P), supposto nullo all’infinito, & dato da

_ .1
(4.1) V(P)=c¢ .

dove 7 indica la distanza |P — O| e ¢ una costante di proporzionalita. Se invece di
una singola carica si considera un dipolo elettrico, formato da due cariche g e —¢
poste a distanza a tra loro, il potenziale V' da esse generato (supposto nullo al-
I'infinito) soddisfa

(4.2) VP <c ‘7{—‘;.

Se r & grande rispetto ad a, allora V(P) < C/ r2. Dunque il fatto che il corpo abbia
carica complessiva nulla determina una significativa riduzione del potenziale
generato a grande distanza dal corpo stesso.

Con intento puramente analogico determiniamo 'azione della trasformata di
Hilbert sulla funzione indicatrice 1j;; dell'intervallo [0,1] e sulla funzione
1;1-1,07 — 1j0,17- Un semplice calcolo mostra che

(4.3) QLo 1)) ~ % e T [qQz10 — L] (1) ~ 1%

per r sufficientemente grande. Si puo assimilare 19 ;; a una carica puntiforme e
1;-1,01 — 1017 @ un dipolo elettrico. La trasformata di Hilbert agisce su queste
funzioni in modo simile al potenziale elettrico. In particolare, il fatto che l'inte-
grale di 1;_;0) — 1j0,1 sia nullo comporta un maggiore decadimento della sua
trasformata di Hilbert all’infinito. La condizione di avere integrale nullo viene
detta di cancellazione. Vedremo in seguito che l'individuazione di altre condi-
zioni di cancellazione sara il punto focale della ricerca che abbiamo condotto.

4.3 — Atoma di Coifman—Weiss su M

In questa sottosezione descriveremo la formalizzazione secondo Coifman—
Weiss [CW2] dell’idea esposta nella sottosezione precedente. Poiché la co-
struzione si applica senza variazioni a un ambito molto piu generale di quello
euclideo, abbiamo ritenuto conveniente trattare direttamente il caso di una
varieta riemanniana M (o, piu generalmente, di uno spazio metrico di mi-
sura).
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DEFINIZIONE 4.1. — La classe di Coifman-Weiss %y su M é definita da

7%0 = U%O(B)a
B

dove .7y(B) indica lo spazio delle funzioni a in L*(B) tali che

@) il supporto di a é contenuto nella sfera B;
(i) vale la proprieta di cancellazione: [adu = 0;
M

(iii) vale la proprieta di taglia: ||a|l, < u(B) Y2

La classe .#y(B) puo essere pittoricamente raffigurata nel modo seguente: detto
Vo il sottospazio unidimensionale di L*(B) costituito dalle funzioni costanti su
B, il suo ortogonale VOl in L2(B) é costituito dalle funzioni di L?*(B) a media
nulla, cioe da quelle che soddisfano la condizione di cancellazione della defi-
nizione precedente, ¢ .7y(B) ¢ la sfera di raggio u(B)fl/ Zin Vi

Le funzioni in .7 si dicono atomi di Coifman—-Weiss.

DEFINIZIONE 4.2. — Lo spazio di Coifman-Weiss H_l////O(M) su M ¢ lo spazio
vettoriale delle funzioni f di LY(M) che ammettono una rappresentazione della
forma

(4.4) f=> ¢ua,
=1

dove a;j ¢ un atomo di Coifman-Weiss e {c;} una successione di costanti in (', cioé
tali che ) |c;| < oo. Lo spazio H ,1/7/0 (M) ¢ di Banach rispetto alla norma

J
(o)
i = 6 el = ey
J J=

Uestremo inferiore essendo calcolato su tutte le rappresentazioni di f della
forma (4.4).

La definizione di spazio di Coifman-Weiss stabilisce quali distribuzioni “in-
tegrabili” di cariche siano ammissibili. Si tratta di una definizione sor-
prendentemente fine: ad esempio, € possibile mostrare che una funzione f a
supporto compatto in H,l,zo(R) possiede un’extra-integrabilita logaritmica, una
proprieta che riguarda la massa di f e che & difficile immaginare dalla definizione.
Questa proprieta, tra laltro, implica che Hll//(l(R) non contiene tutti i corpi in
L (R) con carica nulla.

E un fatto classico che lo spazio di Coifman—Weiss gode delle proprieta au-
spicate per X.
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TEOREMA 4.3. — Valgono le sequenti affermazioni:

(i) lo spazio di Coifman-Weiss H' ,,(R) interpola con LA(R);
(i) la trasformata di Hilbert ¢ limitata da H l/zo(R) a LA(R).

4.4 — Integrali singolari su M e H,l//,,l )

In questa sottosezione ci proponiamo di stabilire se lo spazio di Coifman-
Weiss possa rivestire il ruolo di spazio X anche in relazione a stime di operatori
integrali singolari su varieta. Alquanto sorprendentemente, la risposta a questo
quesito & negativa anche nel caso di alcune varieta che godono della proprieta di
raddoppio.

Per ragioni di spazio non definiro la classe di operatori studiate nei nostri
lavori (vd. [MMV2, MMV4]) e limitero 'esposizione a due esempi paradigmatici:
la trasformata di Riesz e le potenze immaginarie di 4. Poiché .# & autoaggiunto,
esiste un'unica risoluzione spettrale dell'identita {7, }, ;, tale che

(4.5) uf = f L A7, f
b

per ogni f nel dominio di .. Assegnata una funzione limitata m sullo spettro
spec( %) di % (che e un sottoinsieme di [0, c0), poiché 4 & non negativo), pos-
siamo definire 'operatore

ML) = f m)AZf  Nf € LA,
spec( %)

L’operatore m(%) viene comunemente detto operatore moltiplicatore asso-
ciato al moltiplicatore spettrale m. Per il teorema spettrale

dove [|m(%)|l, indica la norma operatoriale di m(%) su L2(M). In particolare, se
il minimo b di spece(%#) & positivo, allora l'operatore £ & limitato su L2(M) per
tutti i numeri complessi z tali che Rez > 0. Possiamo definire m(%) anche per
funzioni 7 non necessariamente limitate, ma m(%) e in generale definito solo su
un sottospazio di L2(M).

L’operatore formalmente definito da V. /2 si chiama trasformata di Riesz
(del primo ordine) su M e gli operatori della forma %™, con u reale e non nullo,
prendono il nome di potenze immaginarie di %

Denotiamo con L?(M; X(M)) lo spazio delle sezioni LP del fibrato tangente
X(M) di M, cioé lo spazio dei campi vettoriali .%" tali che la funzione scalare
g(2", . 2") appartiene a LP(M). E un fatto ben noto e semplice da dimostrare che la
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trasformata di Riesz V.~ %2 & limitata da L2(M) allo spazio L2(M; ¥(M)). Lo
studio della trasformata di Riesz su varieta & stato propugnato da R. S.
Strichartz [Str]. Per alcuni interessanti risultati recenti si vedano [ACDH, AMR,
CD] e i riferimenti bibliografici ivi contenuti.

Una delle ragioni per scegliere #™ quale prototipo di operatore integrale
singolare risiede nel fatto che esso riveste un ruolo di primaria importanza nel
calcolo funzionale di -4, dato che molte funzioni di -4 possono venire ricostruite a
partire da " mediante una formula di subordinazione basata sulla trasformata
di Mellin [Co, St1].

Gli operatori Z™ e V.42 sono detti singolari poiché i loro nuclei di Schwartz
presentano una singolarita critica in ogni punto della diagonale di M x M. Nei casi
che esamineremo tali nuclei, che indicheremo genericamente con k(x,%), sono
anche singolari all'infinito, cioé per ogni « fissato la “distribuzione” y+— k(x, y)
risulta non integrabile all'infinito.

Il seguente risultato mostra che lo spazio di Coifman—Weiss H'l/,/o (M) non &
adatto a rivestire il ruolo di spazio X nemmeno nel caso di (alcune) varieta che
soddisfano la proprieta di raddoppio. Come la dimostrazione mettera in luce, la
geometria all'infinito di R" # R” rende i punti della copia “inferiore” di R" poco
visibili da punti “all’infinito” situati sulla copia “superiore”. Cio comporta che
I'azione della trasformata di Riesz su certi atomi di Coifman-Weiss non produce
un effetto di cancellazione paragonabile a quello prodotto dalla trasformata di
Hilbert in R, e la loro immagine risulta non integrabile all'infinito.

TEOREMA 4.4. — L'operatore V.2 Y2 ¢ illimitato da H', (R"#R") a
LY R4 R™).

PRrOOF. — Denotiamo con M il prodotto connesso R"# R". La proprieta iso-
perimentrica di M [Cha, Thm V.2.1., p. 131] implica I'esistenza di una constante
positiva C tale che

19712, > €|

Ll ja-r)-
Se V.2 172 fosse limitato da H1 4o (M) a L*(M), dovrebbe essere vera la stima
”f“H_l/n(M) >C H:Z*I/Zf”n/(n—l) vf e H', (M.

In particolare, tenuto conto del fatto che |la||; <1 in virtu della condizione di
taglia soddisfatta dagli atomi, dovremmo avere che

sup |2l 1) <0
ac. %

Scegliamo a con supporto in B(p, R), dove p e un punto del “cilindroide” di M, R e
un numero positivo sufficientemente grande. Supponiamo che a valga —1 su una
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copia di R" e +1 sull’altra e che i valori di @ sul “cilindroide” siano scelti in modo
tale che l'integrale di a su M sia nullo. Allora a & un multiplo di un atomo di
Coifman-Weiss. Indicato con k il nucleo di Schwartz di # /2, abbiamo

(4.6) 712 () = f (e, ) aly) du(y)
M

per ogni x distante da B(p, R). Siano x un punto sulla copia di R" dove a vale +1,
molto distante dal cilindroide. Siano poi % e % due punti della sfera B(p, R), ri-
spettivamente sulla stessa copia di R" dove si trova « e sull’altra. E possibile
mostrare che

k(x,y) > k(x,y);

alcune stime delicate mostrano che esiste una costante positiva c tale che per R
abbastanza grande

[ e, a@) au) = ¢ [ ke, dut),
B B,

dove abbiamo indicato con B la parte della sfera B che giace nella copia di R”
dove giace wx. Altre stime delicate mostrano che la funzione x+— [ k(x,%) du(y)

B,
non appartiene a L"/®-D(M). Quindi % 2a non appartiene a L"/®-D().

4.5 — Nuovi atoma .7y, C .y

Che fare, dunque? La prima delle nostre idee € di definire (vd. [MMV4]) una
classe di atomi .7, che chiameremo atomi speciali, contenuta in . Zy. Gli atomi
speciali differiscono da quelli di Coifman—Weiss nella condizione di cancel-
lazione, che e molto piu forte.

Una funzione H su una varieta riemanniana M si dice 4-armonica in una
sfera B se ¥H = 0in B.

DEFINIZIONE 4.5. — La classe .7, su M ¢ definita come

e =J B,
B

dove .7,(B) indica lo spazio vettoriale delle funzioni a in L*(B) tali che

() il supporto di a é contenuto in B;
(i) vale la proprieta di cancellazione: [a H dyu = 0 per ogni funzione H in
L2(B) armonica in B; M
(iii) vale proprieta di taglia: ||al, < ,u(B)fl/ 2,
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Laclasse . 7;,(B) puo essere pittoricamente raffigurata nel modo seguente: in L2(B)
si consideri il sottospazio infinito dimensionale V), costituito dalle funzioni armo-
niche. I1 suo ortogonale VhL in L?(B) é costituito dalle funzioni di L?(B) ortogonali
alle funzioni armoniche, cioé da quelle che soddisfano la condizione di cancellazione
della definizione precedente e .7, (B) ¢ la sfera di raggio ,u(B)’l/ Zin Vi

Lo spazio H.l/z,,,(M ) & definito a partire da .7Z; esattamente come Hll/z0 M) a
partire da . Z.

Evidentemente H »1///;1 M) CH »1/%0 (M). Sorprendentemente, come dimostrato in
un recente lavoro in fase di rifinitura, ci sono casi, ad esempio M = R", in cui
H,l//,,,,(M) = Hvl/ZO(M).

4.6 — Se vale raddoppio

TEOREMA 4.6. — Supponiamo che M soddisfi la proprieta di raddoppio (3.3).
Valgono le affermazioni seguenti:

(i) se il nucleo del calore soddisfa la sequente stima diagonale

C
4.7 hy(x, 20) < ————— Ve e M Yt e RY,
40 t #(BG@, VD)
allora
(@) H vl///;, (M) interpola con Lz(M );
(b) gli operatori V.22 e £™ y € R, sono limitati rispettivamente da
H', (M) a L\M; %) e da H, (M) a L\(M);

(i) se M possiede la proprieta di Poincaré scalata (3.4), allora H 1/40 M) =
H', (M).
4

La dimostrazione del teorema precedente & piuttosto tecnica e apparira in un
futuro lavoro; essa fa uso del Teorema di De Giorgi sull’hélderianita delle soluzioni
di equazioni ellittiche. Osserviamo (vd. [Grl]) che se M possiede la disuguaglianza
di Poincaré scalata, allora il nucleo del calore di M soddisfala stima diagonale (4.7),
e quindi, a fortiort, Hl/h (M) interpola con LA(M) e gli operatori V.# 1% e ©™
u € R, sono limitati rispettivamente da H' ,, (M) a LYM;X)edaH" ,, (M) a LY(M).

Un caso interessante in cui vale (i) ma non (i) & quello della varieta R"# R"
considerata in precedenza.

4.7 — Se non vale raddoppio

Nel caso in cui la varieta riemanniana M non possegga la proprieta di rad-
doppio non ci sono, senza ulteriori ipotesi su M, risultati in letteratura sulla li-
mitatezza di ™ e/o V.22 da spazi di tipo Hardy a L1(M).
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Nel seguito assumeremo che M sia una varieta riemanniana completa, con-
nessa e non compatta che soddisfa le ipotesi seguenti:

(1) la curvatura di Ricei di M ¢ limitata dal basso;
(ii) M haraggio di iniettivita positivo.

Se M soddisfa le condizioni (i)-(ii), diciamo che M ha geometria limitata.
Ricordiamo che in letteratura esistono varie nozioni di varieta riemanniane a
geometria limitata. Molti autori utilizzano questa terminologia per indicare che
vale (ii) qui sopra e che alcune (tutte) le derivate covarianti del tensore di
Riemann sono uniformemente limitate in senso opportuno. Nel caso in cui vale
(ii) e ¢’@ controllo uniforme su N derivate covarianti del tensore di Riemann,
diciamo che M ha N-geometria limitata quando N é finito, e C*-geometria li-
mitata quando N = co.

La nostra nozione di geometria limitata ha importanti conseguenze geome-
triche. Infatti, (i)-(ii) implicano che:

e M ha crescita al piu esponenziale, cioé esistono costanti non negative C, «,
y tali che

(4.8) uB) < Crye™ VB :rg > 1;
e non ci sono eccessive concentrazioni o rarefazioni di massa, cioe

inf u(B)>0 e supu(B)<oo,
rp=

rp=1

dove l'estremo superiore & preso rispetto a tutte le sfere geodetiche di raggio 1
di M;

e valgono le proprieta di raddoppio e di Poincaré scalata per sfere di raggio,
diciamo, al pili 1, con constanti uniformemente controllate.

Discutiamo brevemente la nozione di geometria limitata sopra introdotta,
fornendo per cominciare le definizioni precise di raggio di iniettivita e di cur-
vatura di Ricei.

Ricordiamo che, dato p in M, la mappa esponenziale Exp, in p € un dif-
feomorfismo tra una sfera di centro 0 e raggio » in M), (lo spazio tangente a M
in p) e un intorno di p in M. Ci sono esempi in cui Exp, & un diffemorfismo
globale tra M, e M: tra gli altri R" dotato della metrica euclidea e il piano
iperbolico.

DEFINIZIONE 4.7. — Il massimo r per cui Exp, ¢ un diffeomorfismo tra la
sfera di centro O e raggio r in M), e un intorno di p in M viene denotato i,(M) e
chiamato raggio di iniettivita in p. Il raggio di iniettivita di M ¢ definito come
segue

i(M) := inf{i,(M) : p € M}.
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Osserviamo che (M) = oo nei casi in cui M = R" oppure M ¢é il piano iper-
bolico, e che i(R x SY) =7 (un cilindro in R®). Una superficte M isome-
tricamente immersa in R® con una “fine” molto sottile avra (M) = 0.

DEFINIZIONE 4.8. — Siano u un vettore nello spazio tangente M, a M in p,
normalizzato dalla condizione g(u,u) =1, eu, ey, . . ., e,_1 una base ortonormale
di M. Poniamo

ppw) = K(u,ej),

=

dove K(u, e;) indica la curvatura sezionale del piano in M, generato dai vettor:
u ed e;. E possibile dimostrare che pp(u) non dipende dai vettori ey, ..., e, 1
scelti per completare la base ortonormale di My, p,(u) si chiama curvatura
sezionale di M i p nella direzione u.

La condizione che M abbia curvatura di Ricei limitata dal basso si traduce
nell’esistenza di una costante x« > 0 tale che

pp(u)Z—K2 Yu € M, Vp e M.

Osserviamo che la classe di varieta a geometria limitata comprende sia lo
spazio euclideo, sia il piano iperbolico. Non & verosimile che esista una teoria
unificata degli integrali singolari che si adatti a entrambe queste varieta.
Riteniamo utile a questo punto formulare un’ipotesi aggiuntiva.

DEFINIZIONE 4.9. — La costante di Cheeger h(M) di una varieta M ¢ definita
[Che] nel modo sequente
(0A)
wWA)

h(M) := inf

dove Uestremo inferiore ¢ calcolato rispetto a tutti gli aperti limitati A con bordo
OA costituito da un’ipersuperficie liscia di M, e o denota la misura superficiale
su 0A indotta dalla misura riemannianan .

E noto che la condizione (M) > 0 equivale al fatto che M possiede una
proprieta isoperimetrica di tipo Cheeger, e cioé che esistono costanti positive r e
C tali che per ogni aperto limitato A contenuto un M

(4.9) 1(Ay) > Cru(A) Ve € (0, xo].
dove A, = {x €A :p(x,A°) < ;c}. In termini un poco imprecisi, M possiede la

proprieta isoperimetrica di Cheeger se una frazione fissa del volume di ogni
aperto e concentrata vicino alla sua frontiera.
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E possibile mostrare che se k(M) > 0, allora M ha crescita esponenziale di
volume, cioé esistono costanti positive C e o' tali che

(4.10) uB) >Ce'™  VB:rg>1.

Il seguente risultato mette in relazione la costante di Cheeger di una varieta
riemanniana con proprieta spettrali del suo operatore di Laplace-Beltrami.

TEOREMA 4.10 (Carbonaro-Mauceri-Meda [CMM1]). — Sia M una varieta con
geometria limitata. Sono equivalenti:

(i) M) > 0;
(i) il minimo b dello spettro L>(M) di <~ é strettamente positivo.

I1 numero b si chiama lacuna spettrale di 2. Riassumendo, nel seguito sup-
porremo che M soddisfi le ipotesi seguenti:

(i) la curvatura di Ricci di M ¢ limitata dal basso;
(ii) M ha raggio di iniettivita positivo;
(iii) M ha lacuna spettrale.

Nonostante lo spazio H' ,, (M) sia piuttosto piccolo, non riusciamo a control-
lare Za e V% 1/2q allinfinito quando a e un atomo in .7, e il supporto di a e
contenuto in una sfera di raggio “grande”. Cio e ragionevole se pensiamo che le
ipotesi formulate assicurano, a parte la crescita esponenziale di volume, solo un
controllo locale della geometria della varieta. Per uscire dallempasse e ne-
cessaria una nuova idea.

La nostra seconda idea & che si possa ulteriormente ridurre l'insieme delle
“configurazioni ammissibili di cariche”. Naturalmente, una tale riduzione com-
porta una maggiore difficolta nell'interpolare lo spazio risultante con L.

4.8 — Una versione locale di .7y e di .7,

Fissato un parametro di scala R > 0, denotiamo con .Zr la collezione delle
sfere in M di raggio al piu R.

DEFINIZIONE 4.11. — Le classi .7y e 7% su M sono definite come segue

A=) 4B e 4= ] 2B

Bezr Besr

Gli spazi di Hardy cow*ispondenti H' ,(M)eH' (M) sono poi definiti a partire
dalle classi di atomsi . féo e. féh esattamente come gli spazi di Hardy H, M) e
H_l//h (M) sono definitt a partire da .7y e .7,
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E possibile mostrare che H ,l/zO(R) e H,l,z,l(R) non interpolano con L?(R) e che,
quindji, sono troppo piceoli per poter svolgere in R il ruolo di spazio X (vd. Sezione
4.2). Invece, gli spazi H', (M) e H', 1 (M) sono adatti all'analisi sulla classe di
varieta a crescita esponen21ale che abblamo introdotto in precedenza.

TEOREMA 4.12 [Mauceri-Meda-Vallarino [MMV2, MMV3]). — Sia M una va-
rieta riemanniana o geometria limitata con lacuna spettrale. Per ogni R > 0
valgono le affermaziont sequenti:

i) H* R(M) interpola con L2(M);
(i) H' 1 R(M ) interpola con LA(M);

(iii)) % i e V.2 12 sono limitati, rispettivamente, da H* o M) a L'(M) e da
/R(M) a LM X).

Il risultato precedente & nuovo e migliora sotto vari aspetti i risultati conte-
nuti in [MMV2, MMV3]. Il lavoro che lo conterra ¢ in fase di rifinitura. Le se-
guenti osservazioni forniscono informazioni complementari e consentono di col-
locare meglio il ruolo di H 1 p M):

e gli operatori #™, u e R\ {0}, e V.22 non sono in generale limitati,
rispettivamente, da H1 R(M) a Ll(M) e da H! /R(M) a L'(M; X) (non lo sono, ad
esempio, se M e il plano iperbolico);

e la parte (i) del teorema dipende in modo cruciale dalla proprieta isoperi-
metrica e dalla proprieta di raddoppio locale;

e la parte (ii) dipende da stime del propagatore delle onde associato a .~

Concludero menzionando aleuni esempi che mi paiono significativi di varieta cui il
teorema precedente si applica:

e M gruppo di Lie semisemplice, non compatto, con centro finito (ad esempio
SL(2,R)), dotato di una qualunque metrica riemanniana invariante. Le tra-
slazioni sono isometrie e quindi M ha geometria limitata. Essendo M un gruppo
non amenabile, esso ha lacuna spettrale.

e M spazio simmetrico di tipo non compatto (M = G/K, dove G & un gruppo
semisemplice come al punto precedente e K & un suo sottogruppo compatto
massimale) dotato della metrica di Killing. Questa classe comprende gli spazi
iperbolici.

e Supponiamo che 0<a<b<2a e dotiamo il semipiano superiore S =
{x + 1y : y > 0} della metrica

2_ib‘2y+a‘2

2 2
ds “F g1 (da” + dy=).



ALCUNI ASPETTI DELI’ANALISI SU VARIETA RIEMANNIANE ECC. 651

Osserviamo che essa si comporta come

1

o (dx® + dy?)

quando ¥ & grande e come

1

? (da® + dy).

quando ¥ e piccolo. La varieta M puo essere pensata come il risultato di un in-
collamento liscio tra due piani iperbolici con curvature —b% e —a?. Un semplice
calcolo mostra che la curvatura K di M soddisfa la stima

V¥ <K< -d?

e quindi M e una varieta di Cartan-Hadamard con curvatura pinched. E possibile
mostrare che M ha lacuna spettrale.

Di fatto, tutte le varieta di Cartan-Hadamard che hanno curvatura pinched
soddisfano le ipotesi del teorema precedente. Il motivo per cui ho scelto di
trattare proprio questa varieta risiede nel fatto che alcuni operatori classici
dell’analisi armonica presentano su M un comportamento inatteso. Consideramo,
ad esempio, il naturale operatore massimale di Hardy-Littlewood .7, definito
per ogni funzione f localmente integrabile da

1
f () = sup ————— d Ve e M.
/4f (i) WD ) B(£)|f| 1

TEOREMA 4.13 (J. O. Strémberg [Str]). — Sia M la varieta descritta sopra.
Allora .7 ¢ limitato su LP(M) per ogni p > b/a ed e illimitato se p<b/a.

Questo risultato contrasta fortemente con il corrispondente risultato euclideo
e con quello, identico ma ottenuto con metodi del tutto differenti, di Stromberg
su spazi simmetrici non compatti, che asserisce che .7 & limitato su LP(R") per
ogni p in [1,00). In relazione a queste considerazioni si veda la parte finale
dell'Introduzione.
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