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Bollettino U. M. 1.
9) IV (2011), 123-136

Gruppi risolubili dotati di un automorfismo di ordine primo
a centralizzante finito

EGLE BETTIO - ENRICO JABARA

Abstract. — In this paper we prove that a solvable, finitely generated group G of finite
torsion-free rank admitting a quasi regular automorphism of prime order is vir-
tually nilpotent. We also prove that the hypothesis that G s finitely generated can be
omitted if G is a minimax group.

1. — Introduzione.

In questo lavoro studiamo la struttura di un gruppo risolubile G dotato di un
automorfismo ¢ di ordine primo e tale che C;(¢) sia finito (un automorfismo ¢ a
centralizzante finito si dice quasi-regolare, se poi Cg(¢) = {1} allora ¢ si dice
regolare). In [2] Endimioni ha dimostrato che se G € policiclico allora G risulta
virtualmente nilpotente (cioé ammette un sottogruppo di indice finito che e
nilpotente). Lo stesso autore in [1] ha costruito un automorfismo regolare di
ordine 2 del gruppo metabeliano G = 7,1 7, mostrando che i risultati ottenuti in
[1] e [2] non sono generalizzabili alla classe dei gruppi risolubili e finitamente
generati.

Scopo di questa nota é estendere il risultato di Endimioni alla classe dei
gruppi risolubili con rango senza torsione finito. Un gruppo G ha rango senza
torsione finito se esiste una serie

(%) G=Gy>G>...>G 1>G, = {1}

in cui ogni fattore G;/G;_; risulta periodico o ciclico infinito. Il numero dei ter-
mini della serie (x) che sono ciclici infiniti e un invariante che dipende solamente
dal gruppo G e non dalla serie considerata, esso si dice il rango senza torsione di
G e si indica con 75(G). Dimostreremo il

TEOREMA A. — Sia G un gruppo risolubile, finitamente generato e con rango
senza torsione finito. Se G ammette un automorfismo quasi regolare ¢ di ordine
primo allora G contiene un sottogruppo normale e nilpotente di indice finito.

Nelle ipotesi del Teorema A dimostreremo inoltre che se d e la lunghezza
derivata di G, r il suo rango senza torsione, I'ordine di ¢ e p e |Cg(¢)| = k allora
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esistono una funzione y; dipendente solamente da p e una funzione y, dipendente
da d, k, p e r tali che esiste N<G nilpotente di classe al piu 7,(p) con
|G : N| S VZ(d»p,/ra k)

Se non si suppone che il gruppo G sia finitamente generato dimostreremo il

TEOREMA B. — Sia G un gruppo risolubile minimax. Se G ammette un
automorfismo quasi-regolare ¢ di ordine primo p, allora G contiene un sot-
togruppo N normale e nilpotente di indice finito e tale che per ogni h € N
risulta

mhé . hd T =1,

Nelle ipotesi del Teorema B dimostreremo che la classe di nilpotenza di N e
limitata in funzione solamente dell’ordine di ¢. Mostreremo anche come si possa
ottenere una limitazione pit soddisfacente in funzione dell'ordine di ¢ e della
lunghezza derivata di G. Dal Teorema B discende la seguente generalizzazione
del Teorema 1.1 di [1].

TEOREMA C. — Sia G un gruppo risolubile minimax. Se G ammette un au-
tomorfismo quasi-regolare di ordine 2 allora G ¢ virtualmente abeliano.

2. — Definizioni e risultati preliminari.

Se G € un gruppo risolubile con lunghezza derivata d con
G=G">GYp .. >G9VpGD = {1}
indichiamo la serie derivata di G. Con P denotiamo l'insieme dei numeri primi,

poniamo anche P = P U {0}.

OSSERVAZIONE 2.1. — Se G & un gruppo di rango senza torsione finito e H
¢ un suo sottogruppo, allora 7(H) < 7y(@); se poi H & normale in G allora
70(G) = 1(H) + 7(G/H). In particolare se G ¢ risolubile con lunghezza de-
rivata d risulta

d
?O(G) — Z 7,.O(G(i—l)/G(i)).

i=1

DEFINIZIONE 2.2. — Un gruppo G si dice a ranghi abeliani finiti o, piw bre-
vemente, FAR-gruppo se esiste una serie

G=GyrGi>...>Gy 1> Gy = {1}

a quozienti abeliani tale che rp(G;/Gi_1) < oo per ogni p € P.
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OSSERVAZIONE 2.3. — Dalla definizione precedente segue immediatamente che
ogni FAR-gruppo e risolubile e che ogni sottogruppo e ogni quoziente di un FAR-
gruppo e ancora un FAR-gruppo. In particolare nella Definizione 2.2 ad una
generica serie a quozienti abeliani si puo sostituire la serie derivata di G.

Se G € un FAR-gruppo G & anche un gruppo risolubile con rango senza tor-
sione finito e si puod definire 7(G) nel modo descritto sopra. Il numero #y(G)
rappresenta una limitazione superiore al rango senza torsione di una qualsiasi
sezione abeliana di G. In maniera analoga se G € un FAR-gruppo con lunghezza
derivata d, per ogni p € P poniamo

d
(@) =To(@) + Y 1 GV /G,

i=1

E facile verificare che 7,(G) rappresenta una limitazione superiore al p-rango di
qualsiasi sezione abeliana di G.

Sussistono le seguenti inclusioni proprie tra classi di gruppi risolubili (si veda
[7], p. 86)

Finiti C Policiclici ¢ Minimax C FAR C Rango senza torsione finito,

si puo pero dimostrare che un FAR-gruppo finitamente generato & un gruppo
(risolubile) minimax (si vedano 5.2.8 e 10.5.3 di [7]).

Se G & un gruppo e n € N con G" denotiamo il sottogruppo caratteristico
G" = (9" | g € G); si tratta del minimo sottogruppo di G tale che G/G" abbia
esponente che divide 7.

Nel seguito di questo lavoro con G denoteremo sempre un gruppo dotato di un
automorfismo ¢ di ordine finito. Se H € un sottogruppo ¢-invariante di G indi-
cheremo con ¢ la restrizione di ¢ a H. Se H e normale in G indicheremo sempre
con ¢ Pautomorfismo indotto da ¢ su G = G/H. Poniamo poi

[G,¢1={97'¢° | g € G}

(in generale [G,¢] € un sottoinsieme e non un sottogruppo, se pero G e
abeliano allora [G, ¢] & un sottogruppo di G; utilizzeremo spesso questo fatto
senza richiamarlo esplicitamente). E facile dimostrare che ([G,¢]) & il minimo
sottogruppo normale ¢-invariante di G tale che ¢ induce su G/([G,¢]) li-
dentita.

Siano a, b, ...,z dei parametri (nel nostro caso numeri naturali), allora una
certa quantita verra detta {a,b,...,z}-limitata se esiste una funzione nei soli
valori a, b, ...,z che limita superiormente tale quantita. Tale notazione & parti-
colarmente utile per evitare di introdurre funzioni eccessivamente complicate
nelle dimostrazioni per induzione.
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DEFINIZIONE 2.4. — L'automorfismo ¢ di G st dice regolare se Cq(¢) = {1} e st
dice quasi-regolare se Cg(@) ¢ finito.

DEFINIZIONE 2.5. — L’automorfismo ¢ di G st dice n-spezzante (n € IN) se per
ogni g € G risulta

n—1
q9° . .. g¢ =1.
LEMMA 2.6. — Sia ¢ un automorfimo n-spezzante di G. Allora

@) lordine di ¢ divide w;
(i) se H e un sottogruppo ¢-invariante di G allora ¢ induce su H un au-
tomorfismo n-spezzante;
(ili) se N e un sottogruppo ¢-invariante normale di G allora ¢ induce su
G/N un automorfismo n-spezzante;
(iv) Cg(¢) ha esponente che divide n.

Dim. — Da
n—1 2 "

si ottiene g¢' = g per ogni g € G e questo dimostra (i). I punti (ii) e (iii) sono
conseguenze della Definizione 2.5. Per dimostrare in punto (iv) consideriamo un
elemento g appartenente a Cg(¢), si ha allora 1 = gg?.. .g‘*ﬁw1 =g¢", da cui la
conclusione. O

Due elementi «,y € G si dicono ¢-coniugati se esiste g € G tale che si abbia
x = g lyg?. La ¢-coniugazione definisce una relazione di equivalenza in G; se
x € G e con [x]y si denota la ¢-classe di x allora I'insieme

K@) = {lx] | x € G}

definisce una partizione di G.

DEFINIZIONE 2.7. — La cardinalita dell’insieme 7%¢(@), che si denota con
Rg(¢9), st dice il numero di Reidemeister dell’ automorfismo ¢ (nel gruppo G).

LEMMA 2.8. — Se G ¢ abeliano Rg(¢) = |G : [G, ¢]].

Dim. — Sia {x;},. , un insieme di rappresentanti delle classi laterali di [G, ¢] in
@G, allora per ogni g € G esistono A€ 4 e y = h™'h? € [G, ¢] tali che g = x;%.
Ricordando che G & abeliano si ottiene g=ax;h 1k =h 'x;h® e quindi
Ro(@) < |4] = |G : G, ]|

Viceversa se %q(¢) = {[x,]s | y € I'} allora per ogni g € G esistono h € G e
y € I' tali che g = h'w,h? = x,h1h?. Dunque |G : [G, ¢]| < |I'| = Rg(9). O
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LEMMA 2.9. — Sia N un sottogruppo normale e ¢-invariante di G. Allora

@) [Ce@)| < [Can@)| - |Cn(P);
(i) Rg/n($) < Rg(®)
(i) Bn(¢) < R(9) - [Co/n(P);
(iv) Rg(@) < Ry(9) - Rg/n($);
W) |Ca/n(@)| < Rn(@) - |Ca()]/|Cn()].

Dim. — Le dimostrazioni dei punti (i), (ii), (iv) sono ovvie; per il punto (iii) si
veda il Lemma 1 di [5]. R R

Per dimostrare il punto (v) poniamo G =G/N, C = Cg(¢), C =CN/N,
Ry(¢) = p, |C| = k. Dimostriamo che |CE(¢)| < kp ragionando per assurdo: sup-
poniamo che esistano go, g1, - - ., gx, € G tali chegi‘lgf € Nperognii € {0,1,...kp}
e giN #g;N se i#j. Sotto tali ipotesi deve esistere una ¢-classe [t]; €.7%2¢(¢)
che contiene almeno k +1 elementi dell'insieme {go,91,...,9k,}; siano essi
ho,hi,...hi. Esistono quindi opportuni a; € N tali che #; lhf = aita;‘f’,
1€{0,1,...k}. Dunque (hia;)? = h;a;t da cui

(hiai(hjay) ") = hia;(hja;) ' € C

ein G si avrebbe %07@\; 1 e C con 7’6\0;&\; 1+ Eoﬁj‘l se i # j. Ma allora |C| > k mentre
per ipotesi |C| = k: contraddizione. d

LEmMMA 2.10. — Sie G un gruppo abeliano e radicabile, ¢ un suo auto-
morfismo quast regolare di ovdine n con |Cq(p)| = k. Allora ¢ risulta n-spez-
zante e si ha Rg($) = {1}. Inoltre se (k,n) =1 allora Cg(¢) = {1}.

DIM. — Poniamo V(G) = {g € G | g¢? ...¢¢" " = 1}; dal fatto che G & abeliano
discende immediatamente che V(G) € un sottogruppo di G.

Dimostriamo che |G : V(G)| < k. Ragioniamo per assurdo supponendo che
esistano ¢o,91,...,9x € G con gy € V(G) e ¢;V(G) # g;V(G) se i # j. Siccome

gi gf .. .ng € Cg(p) perognit € {0,1,...,k}, devono esistere due indici distinti

1,J tali che g; gf e gfﬁil = gjg_f . gfﬂil. Tenendo conto che G & abeliano dall’ul-

tima uguaglianza si ricava (g:g; ')(g; gjfl)¢ - (9ig; W _1e g g9;' € V(G
contraddizione.

Poiché un gruppo radicabile non possiede sottogruppi di indice finito deve
essere G = V(G) e quindi ¢ risulta n-spezzante su G.

Nel quoziente G/[G, ¢] 'automorfismo ¢ e n-spezzante per il Lemma 2.6.iii e
poiché ¢ centralizza G/[G, ¢], tale gruppo, per il Lemma 2.6.iv, ha esponente che
divide 7, quindi G" <[G,¢]. Poiché G e radicabile si ha G = G" dunque
G =[G, ¢] e, peril Lemma 2.8 R;(¢) = 1. L'ultimo asserto e una conseguenza del
Lemma 2.6.iv. O
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LeEMMA 2.11. - Sia G un gruppo abeliano aperiodico e sia ¢ quasi-regolare di
ordine n. Allora ¢ e n-spezzante e regolare. Inoltre se G ha rango finito r st ha
Rg(d) < n'".

DiM. — Siccome G ¢ aperiodico, per il Lemma 2.6.iv si deve avere Cg(¢) = {1}
e dal fatto che G & abeliano discende facilmente che gg? . . .g¢1H € Cg(¢), dunque
¢ e n-spezzante.

Supponiamo quindi che = 7y(G) < oo; siccome ¢ centralizza G/[G, ¢] ed & n-
spezzante, dal Lemma 2.6.iv segue che G/[G,¢] ha esponente n. Quindi
[G,¢] < G" e, per il Lemma 2.8, si ha Rqg(¢) = |G : [G,¢]| < |G:G"| <n". O

LEMMA 2.12. — Sia p un nwmero primo. Se G e un p-gruppo abeliano e ¢ é
quasi-regolare di ordine p allora r,(G) < |Ca(@)|’.

DiM. — E sufficiente considerare il caso in cui G & abeliano elementare. In tal
caso il risultato discende dal Corollario 1.7.4 di [6]. O

Di seguito riuniamo, per comodita del lettore, alcuni risultati di cui ci servi-
remo nelle dimostrazioni.

TEOREMA 2.13 (Hartley e Meixner [3]). — Sta G un gruppo finito e risolubile e
sia ¢ un suo automorfismo di ordine primo p. Se |Ca($)| = k allora G ammette
un sottogruppo N normale, nilpotente di classe {p}-limitata e di indice finito
{k, p}-limitato. O

TEOREMA 2.14 (Jabara [5]). — Sia G un gruppo risolubile e finitamente ge-
nerato dotato di un automorfismo ¢ di ordine primo p con Rg(¢) <oo. Allora G
¢ virtualmente nilpotente. O

Per il seguente risultato si puo vedere il Corollario 6.4.2 di [6].

TEOREMA 2.15 (Khukhro). — Sta G un gruppo risolubile di lunghezza derivata
d. Se G ammette un automorfismo p-spezzante con p numero primo dispari,
(p-1"-1

p—2 H

allora G e nilpotente di classe limitata da

OSSERVAZIONE 2.16. — Nel Teorema 2.15 si considerano solamente auto-
morfismi p-spezzanti con p numero primo dispari. Infatti se un gruppo G é dotato
di un automorfismo 2-spezzante allora gg? = 1 da cui g? = g~! per ognig € G e
quindi G risulta abeliano.
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3. — Enunciati e dimostrazioni dei teoremi.

Col seguente teorema dimostriamo che un automorfismo quasi-regolare di
ordine p di un gruppo risolubile e con rango senza torsione finito ha numero di
Reidemeister finito: questa e la proprieta fondamentale che ci permette di ot-
tenere tutti i nostri risultati.

Ricordiamo che se G & un gruppo nilpotente allora I'insieme degli elementi di
ordine finito di G forma un sottogruppo caratteristico 7(G) di G detto il sotto-
gruppo di torsione di G; risulta

«(G) =P aG,,

qep

ove (4 indica la ¢ componente di G (si veda il Teorema 5.2.7 di [8]).

TEOREMA 3.1. — Sia G un gruppo risolubile con rango senza torsione finito e
sia ¢ un suo automorfismo quasi-regolare di ordine primo p. Allora Rg($) < oo,
inoltre se |Ca(d)| = k, 7(G) = r e la lunghezza derivata di G ¢é d, risulta

RG(¢) < kd .pda‘.

DiM. — La dimostrazione procede per induzione su d, la lunghezza derivata di G.
Se d = 1 allora G é abeliano. Sia 7(G) = @ G,. Per il Lemma 2.12 7,(G;,) < 00

cp
e, per il Teorema 4.3.13 di [8], si puo scrivere G, = D x B con D radicabile e B
finito. Per i Lemmi 2.8 e 2.10 risulta

|Gy (G, 81l = [B: [B : §]| = |Cp(@)| < [Cq, (@)

Se invece ¢ € un numero primo diverso da p si ha G, =[Gy, ¢] x ng(qb) e quindi
Rg,(9) = \ng(¢)|. Ne risulta che

Rue(@ = [[Re,@® <[] IC6,®)] = [Ca@).

qeP qeP

11 gruppo G= G/1(G) é aperiodico ed ha rango senza torsione r = 70(G) =
70(G) e dal Lemma 2.11 discende R5(¢) < p". Applicando il Lemma 2.9.iv si ricava
che

Rg(@) < R (@) - Rojue(@) < k-,

e quindi la base dell’induzione e dimostrata.
Sia d > 1. Allora, posto A = GV, per quanto dimostrato sopra risulta

@ RA(9) < |Ca(@)] - p"W < k- p'o@),
In G = G/A, tenendo conto del Lemma 2.9.v e della base dellinduzione, si ha

@) C5@| < Ra@) - ICa@)/ICa@)| < |Ce@)] - p™P =k - p .
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Per TI'ipotesi induttiva risulta
Ri(@) < |C5@)|" - p P @
e utilizzando (2) si ottiene
@3) R4 < jd1 . pd=Dm@ _p(d—l)-%(@).

Dalle disugaglianze (1) e (3), ricordando il Lemma 2.9.iv e che r =7(G) =
r9(A) + 7o(Q), si ottiene

Ro($) < Ra(@)- Rg(@) < k' - p'n@ . pl- 0 0@ < e
e la conclusione. O

Dunque, nelle ipotesi del Teorema 3.1, il numero di Reidemeister di ¢ e
{d, k,p, r}-limitato.
Dimostriamo il Teorema A del § 1 enunciandolo in una nuova forma.

TEOREMA 3.2. — Sta G un gruppo con rango senza torsione finito r e dotato di
un automorfismo quasi-regolare ¢ di ordine primo p con |Cq(@)| =k. Se G ¢
finitamente generato e risolubile con lunghezza derivata d, allora G ammette un
sottogruppo normale, p-invariante, nilpotente di classe {p}-limitata e di indice
finito {d, k, p,r}-limitato.

Dim. — Per il Teorema 3.1 Rg(¢) é finito e {d, k, p, r}-limitato. Per il Teorema
2.14 il gruppo G risulta virtualmente nilpotente e quindi, essendo finitamente
generato, G & residualmente finito (si veda il Teorema 5.4.17 di [8]).

Poiché G e policiclico esso ha cardinalita numerabile e quindi esiste un in-
sieme {N;};.n di sottogruppi normali ¢-invarianti e di indice finito di G con
(1 N; = {1} e taliche N; < N; sei > .
1eN

In ogni gruppo G; = G/N; per il Lemma 2.9.ii si ha Rz (qﬁ) < Rg(¢). Per il
Lemma 4 di [5] C— (gb) e finito di ordine {d,k,p,r}- hmltato e quindi per il
Teorema 2.13 e51ste un sottogruppo H; normale e ¢-invariante di G di classe {p}-
limitata e indice {d, k, p, r}-limitato.

Sia {H;} linsieme delle controimmagini dei sottogruppi H; in G, si tratta
evidentemente di sottogruppi di indice finito di G ed anzi esiste un ¢ € I\ che e
{d, k,p,r}-limitato tale che |G : H;| <t. Siccome G e finitamente generato esso
ammette solamente un numero finito di sottogruppi di indice minore o uguale a ¢
e quindi esiste un sottoinsieme infinito I di I\ tale che H; = H; per ogni 7,7 € 1.
Posto H = H; (i € I) osserviamo che si ha (| N; = {1}. Siccome HN;/N; e nor-

il
male, ¢g-invariante, nilpotente di classe {p}-limitata e di indice {d, k, p, }-limitato
in G/N; per ogni i € I, si ricava facilmente che anche H deve avere le stesse

proprieta come sottogruppo di G. O
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OSSERVAZIONE 3.3. — Il Teorema 1.1 di [2] asserisce che se G & un gruppo
policiclico dotato di un automorfismo quasi-regolare ¢ di ordine primo p allora G
ammette un sottogruppo normale, ¢-invariante di indice finito N che e nilpotente
di classe {p}-limitata. La tecnica utilizzata nella dimostrazione di tale teorema
consiste nel determinare N in modo che I'automorfismo indotto da ¢ su N risulti
p-spezzante; in questa maniera (come dimostreremo con I'Esempio 4.4) non e
possibile limitare I'indice di N in funzione solamente di d, k, p e r (ove d ¢ la
lunghezza derivata di G, k 'ordine di C;(¢) e 7 € il rango senza torsione di G).

LEMMA 3.4. — Sia G un gruppo risolubile con rango senza torsione finito e
dotato di un automorfismo quasi-regolare ¢ di ordine primo p. Se GP = {1},
|Cq(P)| =k e 7(G) = r allora esiste un numero naturale {d, k, p, r}-limitato n
tale che il sottogruppo G" ¢ nilpotente di classe {p}-limitata.

DiM. — Peril Teorema 3.2 esistono unn € NN (limitato in funzione solamente di
d,k,per)eunc € N {p}-limitato tali che ogni sottogruppo finitamente generato
H di G ammette un sottogruppo normale K nilpotente di classe al pili ¢ e con
|H : K| < n.Dacio discende che H" risulta nilpotente di classe al piti ¢ e un facile
argomento mostra che anche G" deve essere nilpotente di classe al pitu c. O

TEOREMA 3.5. — Sta G un FAR-gruppo dotato di un automorfismo quasi-
regolare ¢ di ordine primo p. Allora G ammette un sottogruppo normale, di
ndice finito, ¢-invariante e nilpotente di classe {p}-limitata.

Dim. — Infatti per il Lemma 3.4 esiste n € N tale che G" & nilpotente di classe
{p}-limitata. Dal fatto che G & un FAR-gruppo discende facilmente che |G : G"| &
finito. =

Ricordiamo che la classe dei FAR-gruppi contiene propriamente quella dei
gruppi risolubili minimax. Quindi il seguente risultato costituisce una genera-
lizzazione del Teorema B enunciato nel § 1.

TEOREMA 3.6. — Sia G un FAR-gruppo dotato di un automorfismo quasi-
regolare ¢ di ordine primo p. Allora G ammette un sottogruppo N di indice
finito, normale ¢-invariante su cui ¢ é p-spezzante.

Dim. — Per dimostrare I'asserto é sufficiente costruire un sottogruppo L di G
che sia ¢-invariante, di indice finito e su cui ¢ sia p-spezzante. Infatti nel prodotto
semidiretto G(¢) il gruppo Lgg € un sottogruppo normale e ¢-invariante di G
contenuto in L; per il teorema di Poincaré (1.3.12 di [8]), L4 ha indice finito in
G(¢) e quindi, a maggior ragione, in G.

Per il Teorema 3.5 non e restrittivo supporre che G sia nilpotente. Sia
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(G) = @qep G, il sottogruppo di torsione di G; poiché G, ha rango finito in esso
esiste un sottogruppo radicabile D, con D, < Z(G,) e G,/D, finito. Sia z I'insieme
dei divisori primi di |Cg(¢)| e sia #’ = P\ 7; per ogni ¢ € P poniamo:

D, seqen
Tq = { /
Gy, seqer.
11 gruppo T = @ T, € un sottogruppo di indice finito di z(G). Inoltre per ogni
P
qemnil grupphoq e abeliano e radicabile e quindi, per il Lemma 2.10, se ¢ # p
allora Cr,(¢) = {1} e quindi C7(¢) € un p-gruppo.

Dimostriamo che ¢ risulta p-spezzante su 7'; per far questo e sufficiente di-
mostrare che ¢ e p-spezzante su ogni T, (¢ € P). Se ¢ € mallora T, é radicabile e
lasserto discende dal Lemma 2.10; se g € 7’ allora Cr,(¢) = {1} e siccome T &
localmente finito é facile verificare che ogni g € 7', si puo esprimere nella forma
g=2x"1a? conx € T, opportuno da cui

90°...¢7 " =@t 2. @t =1,

e quindi ¢ e p-spezzante su T.

Posto G = G/t(G), per costruzione G & un gruppo nilpotente e aperiodico e
siccome, per ipotesi 7)(G) < oo, G & finitamente generato. Sia G = (%1, %2, ..., )
e siano x1,%e,...,x; delle controimmagini di %y, %2,...,%; in G. Posto K =
(1,22, ... ,ack><¢> e chiaro che K & un sottogruppo di G che risulta ¢-invariante,
nilpotente e finitamente generato. Siccome ¢ & quasi-regolare su K, per il
Teorema 3.1 si deve avere Rx(¢) <oco. Essendo K finitamente generato esso e
residualmente nilpotente e quindi, per il Lemma 4 di [5], esiste un sottogruppo H
di indice finito in K su cui ¢ risulta p-spezzante.

Posto L = TH ¢ evidente che L é un sottogruppo ¢-invariante di indice finito
in G.

Per dimostrare che ¢ e p-spezzante su L poniamo T,y = @ T, e ragioniamo

q#p
per induzione su c, il minimo numero naturale tale che T\ < Z.(L).

Se ¢ = 0 allora T}y = {1} e ricordando che 7', € radicabile, dal Teorema 1.4.4
di [7] si ottiene T' = T, < Z((7). Ogni elemento di L si scrive nella forma g = hz
con h € H ez € T, e quindi, siccome ¢ risulta p-spezzante sia su H che su T e
[H,T,] =1 se ne ricava che
90°...g°  =hht . 0 et =1

e in questo caso 'asserto € dimostrato.
Sia ¢ > 0 e sia Z = Z(L) N T)y. Posto L = L/Z l'ipotesi induttiva porge che ¢
induce un automorfismo ¢-spezzante su L e quindi per ogni g € G risulta

-1
99°...¢° =¢,

per un opportuno {, € Z.
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Siccome ¢, € Z(L) si ha che g commuta con g?g? ...¢? " e quindi

9s* .07 P =g .07 g=g¢°...¢" €CL@
da cui {, € CL(¢) " Ty = {1} e l'asserto e provato. d

OSSERVAZIONE 3.7. — Con le notazioni del Teorema 3.6, se d ¢ la lunghezza
derivata di N e se p # 2 allora, per il Teorema 2.15, la classe di nilpotenza di N e
(p-1"-1

limitata da
p—2

Il seguente risultato costituisce una generalizzazione del Teorema 1.1 di[1] e
del Teorema C enunciato nel § 1.

TEOREMA 3.8. — Sia G un FAR-gruppo dotato di un automorfismo quasi-
regolare ¢ di ordine 2. Allora G ammette un sottogruppo normale ¢-invariante
di indice finito su cui ¢ induce Uinverisone. In particolare G e virtualmente
abeliano.

Dim. — Per il Teorema 3.6 esiste un sottogruppo normale ¢-invariante N di
indice finito in G su cui ¢ risulta 2-spezzante. L’Osservazione 2.16 porge che N &
abeliano, il che conclude la dimostrazione. O

4. — Osservazioni ed esempi.

Se G & un gruppo finito e € Aut(G) e immediato provare che ¢ & regolare se
e solo se la mappa
Tg:G—G g9 lg?

associata a ¢ e biiettiva.

In [9] Zappa, per estendere il concetto di automorfismo regolare a gruppi non
necessariamente finiti, ha considerato gli automorfismi uniformi nel senso della
seguente

DEFINIZIONE 4.1. — Un automorfismo ¢ di un gruppo G si dice uniforme se la
mappa Ty associata a ¢ e suriettiva.

OSSERVAZIONE 4.2. — Con la terminologia che abbiamo introdotto i seguenti
fatti sono equivalenti:

(i) Tautomorfismo ¢ di G & uniforme;
(i) Rg(9) =1,
(i) G =[G, ¢l.
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In particolare se ¢ e uniforme, ogni elemento ¢ di G si puo scrivere nella forma
g =2x'? con x € G opportuno e dunque se ¢ ha ordine n, allora ¢ risulta n-
spezzante su G. Infatti

9 ... = @ et @2t = 1.

L’ipotesi che un automorfismo ¢ di ordine 7 sia uniforme su G & pero assai piu
forte di quella che ¢ sia n-spezzante. Ad esempio Zappa ([9]) ha dimostrato che se
un gruppo policiclico G ammette un automorfismo uniforme di ordine primo p
allora G & necessariamente un p’-gruppo finito (e nilpotente). Tale risultato e
stato generazizzato in [4] dove si & provato che ogni gruppo iperabeliano, fini-
tamente generato G e dotato di un automorfismo uniforme di ordine p*, potenza
di un numero primo, € necessariamente un p’-gruppo finito (in questo caso, se
k > 1, semplici esempi mostrano che non si puo ottenere la nilpotenza di G).
Quindi, seguendo il suggerimento di Zappa, invece di considerare automorfismi
quasi-regolari &, in molte circostanze, conveniente considerare automorfismi con
numero di Reidemeister finito.

In effetti tutti i risultati del §3 sono stati ottenuti come conseguenza del
Teorema 3.1, ovvero grazie al fatto che se G & un gruppo risolubile con rango
senza torsione finito allora

¢ quasi regolare su G = R(¢) finito.

E interessante osservare che 'implicazione inversa non vale, nemmeno se G &
abeliano e Rg(¢) = 1, come si vede nel seguente esempio.

EsEmpIO 4.3. — Sia {C;},., una famiglia di gruppi isomorfi a C(2*) e sia

G =& C,. Se ¢ é lautomorfismo che induce su G l'inversione e immediato
red

verificare che Rg(¢) = 1 ma, se |4| = oo, allora Cs(¢) € abeliano elementare di

ordine infinito.

Il prossimo esempio mostra che nel Teorema 3.5 non si puo sostituire I'ipotesi
che G sia un FAR-gruppo con quella, piti debole, che G abbia rango senza torsione
finito.

EseEMPIO 4.4. — Sia p un numero primo dispari e sia P = (x,y) il gruppo ex-
traspeciale di ordine p? ed esponente p. In P si pud definire un automorfismo a di
ordine 2 ponendo x* = &~ ! e y* = y~1; si verifica che Cp(a) = Z(P).

(i) Sia G il prodotto centrale di n copie di P e sia ¢ 'automorfismo che agisce
su ogni fattore di G come a. Si verifica facilmente che |G| = p?le Ce(d) = Z(G)
ha ordine p inoltre Rg(¢) = p. Sia Z(G) = (z); allora i p insiemi

Ii={geGlgs...¢% =2} con i€{0,1,... p—1}
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hanno tutti cardinalitd p?* ed anzi risulta .72(¢) = {0, I'1,..., T »—1}. Questa
costruzione dimostra che non esiste una limitazione all’indice di un sottogruppo
¢-invariante di G sul quale ¢ e 2-spezzante.

(ii) Sia G il prodotto centrale di un numero infinito di copie di P e sia ¢ de-
finito come nel punto (i). Chiaramente G & un gruppo periodico che non ¢ un FAR-
gruppo e risulta |Cg(@)| = p e Rg(¢) = p. Inoltre G non e residualmente finito in
quanto il suo residuale finito (ovvero I'intersezione di tutti i sottogruppi di indice
finito) coincide con Z(G).

Mostriamo che nel Teorema 3.1 I'ipotesi che G abbia rango senza torsione
finito & essenziale per ottenere la tesi.

EsEwmPIO 4.5 (Endimioni [1]). — Siano (a) e (b) due gruppi ciclici infiniti e sia
G = (b) ¢ {a) il loro prodotto intrecciato. Il gruppo G & prodotto semidiretto di un
gruppo normale N = @ (b;) (con (b;) ~ (b) per ogni i € 7) tramite (a), ove I'a-

i€,

zione di a su N e data (€la b} = bi11. Il gruppo G, essendo finitamente generato e
metabeliano, é residualmente finito ed ovviamente risulta 79(G) = co. Su G si
definisce un automorfismo di ordine 2 ponendo bf =b;! per ogni i€ e
a? = aby!; & immediato verificare che Cg(¢) = {1} e che Rp(¢) = oc.

Osserviamo che

(i) suG/N =~ (a) 'automorfismo ¢ induce l'identita;
(i) posto G = G/N?, ¢induce sul gruppo N (che ha esponente 2) I'identita;
(iii) siak € N e d = 2k + 1. Posto G = G/N? si verifica che C5(9) = (EEIS).

I quozienti di G considerati nei punti (i), (ii) e (iii) sono gruppi con rango senza
torsione finito, ma in ognuno di essi 'automorfismo indotto da ¢ non e quasi-
regolare.

Il Teorema B di [5] asserisce che se un gruppo risolubile e finitamente ge-
nerato G ammette un automorfismo di ordine primo ¢ con Rg(¢) < oo allora G e
virtualmente nilpotente. Alla luce dell’Osservazione 4.2 e dell’Esempio 4.5 appare
naturale formulare la seguente

CONGETTURA 4.6. — Sia G un gruppo risolubile dotato di un automorfismo ¢
quasi-regolare di ordine primo p. Se Rg(¢) < oo allora G ¢ virtualmente nilpo-
tente.

E anche possibile formulare una versione pii forte della Congettura 4.6,
omettendo I'ipotesi che 'automorfismo ¢ sia quasi-regolare.
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