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Le equazioni di Eulero dal punto di vista
delle inclusioni differenziali (*)

CaMILLO DE LELLIS

Abstract. — In a recent joint paper with L. Székelyhidi we have proposed a new point of
view on weak solutions of the Euler equations, describing the motion of an ideal in-
compressible fluid in R"™ with n > 2. We give a reformulation of the Euler equations as
a differential inclusion, and in this way we obtain transparent proofs of several cele-
brated results of V. Scheffer and A. Shnirelman concerning the non-uniqueness of
weak solutions and the existence of energy-decreasing solutions. Our results are
stronger because they work in any dimension and yield bounded velocity and pressure.

1. — Introduzione.

Si considerino le equazioni di Eulero per il moto di un fluido ideale:

ov+divoev)+Vp—f=0
divy =0.

1)

Le soluzioni regolari del problema di Cauchy sono soggette alla legge di con-
servazione dell’energia cinetica, ovvero la funzione E(t) = [ [v(x, t)[* dx & costante
nel tempo.

Un tema ricorrente nella letteratura moderna sulle equazioni differenziali alle
derivate parziali e 'introduzione di opportuni concetti di soluzione debole (si veda
per esempio [5, 9, 14, 19]). Un campo vettoriale v € LZ . a divergenza nulla & una
soluzione debole di (1) se

2) f(v8t¢+<v®v,V(p>+(p-f) dedt = 0

per ogni funzione test ¢ € C°(R), x Ry, R") a divergenza nulla. E noto che, data
la v, la pressione € determinata a meno di una funzione che dipende dalla sola
variabile tempo (si veda, per esempio, [22]).

(*) Comunicazione tenuta a Bari il 26 settembre 2007 in occasione del XVIII Congresso
dell’'Unione Matematica Italiana.
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Nel caso delle equazioni di Eulero, oltre a motivazioni di carattere squisita-
mente matematico, ci sono anche buone ragioni di carattere fisico per con-
siderare soluzioni deboli, specialmente se si guarda alla teoria della turbolenza
formulata da Kolmogorov nel 1941 [3, 10]. Una nota congettura di Onsager,
basata appunto sulla teoria di Kolmogorov, ipotizza 1’esistenza di soluzioni hol-
deriane con esponente minore di 1/3, mentre afferma che per soluzioni con
esponente di Hélder maggiore di 1/3 I'energia si conserva. Per quanto osservato
sopra, una soluzione dissipativa non puo essere regolare.

La seconda parte di questa congettura e stata mostrata da Constantin, E e
Titi negli anni ’90, mentre la prima parte e ancora oggi un problema largamente
inesplorato.

Agli inizi degli anni '90, in un lavoro sorprendente ([16]), Scheffer ha mos-
trato, in 2 dimensioni, 'esistenza di una soluzione debole a quadrato sommabile di
(1) il cui supporto & limitato nello spazio e nel tempo e che tuttavia non é banale.
Una dimostrazione alternativa del Teorema di Scheffer ([17]) & stata pubblicata
qualche anno dopo da Shnirelman. La sua costruzione, pur essendo molto piu
semplice di quella di Scheffer, € comunque piuttosto complicata. In un lavoro
successivo ([18]), a pid di 50 anni di distanza dalla congettura di Onsager, lo
stesso autore, usando metodi diversi, ha dato la prima dimostrazione rigorosa
dell’esistenza di una soluzione debole di (1) in 3 dimensioni la cui energia & una
funzione strettamente decrescente del tempo.

In una nota recente, in collaborazione con Laszlé Székelyhidi ([6]), abbiamo
mostrato il seguente Teorema.

TEOREMA 1. — Sia f =0. Allora esiste una v € LR} x R;R") e una
p € L¥(R} x Ry) che risolvono (1) e tali che

o [|v(, t)|2 de =1 per quasi ogni t € 1 — 1,1,
o v(x,t) =0 per|t| > 1

La nostra dimostrazione poggia su un punto di vista radicalmente nuovo
nello studio delle equazioni di Eulero. Considerando quest’ultime alla stre-
gua di un’inclusione differenziale, il nostro lavoro segue la nota analisi delle
oscillazioni di Tartar per sistemi lineari di equazioni differenziali alle deri-
vate parziali accoppiati con vineoli algebrici nonlineari (si veda, in partico-
lare [8, 13, 20, 21]). In pratica, I'approccio di Tartar si poggia sullo studio
accurato delle onde piane localizzate nelle variabili originali (contrariamente
alla piti comune analisi delle onde nelle variabili di Fourier). In combinazione
con l'integrazione convessa o con i cosiddetti “argomenti alla Baire”, ’analisi
di Tartar da un metodo piuttosto efficiente per generare soluzioni altamente
irregolari. La compresione di questo meccanismo ha ricevuto svariati con-
tributi negli ultimi tre decenni di letteratura sulle inclusioni differenziali (si
veda [1, 2, 4, 11, 12, 13, 15]).
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Come si evince chiaramente dall’enunciato, il nostro teorema migliora in
modo sensibile le costruzioni di Scheffer e Shnirelman. Innanzitutto da un
quadro unificato per entrambi i risultati (soluzioni a supporto compatto e solu-
zioni dissipative) e una disamina della dimostrazione mostra come essa getti un
ponte tra [16] e [17] (che finora erano stati considerati come del tutto scorrelati).
In secondo luogo, il nostro metodo produce soluzioni limitate e pertanto risponde
a una questione aperta piuttosto importante, mostrando che neanche le soluzioni
appartenenti allo spazio dell’energia sono uniche. Infine, esso mostra che il
secondo risultato di Shnirelman vale anche in dimensione 2.

In un secondo lavoro abbiamo dato un’ulteriore dimostrazione della portata di
qesto approccio (si veda [7]). Combinando gli stessi metodi con una versione pitt
sofisticata degli argomenti alla Baire e dell'integrazione convessa, si puo ris-
pondere negativamente alla questione dell'unicita per tutti i concetti di “solu-
zione ammissibile” introdotti in letteratura negli ultimi anni. Un risultato ana-
logo vale anche per le soluzioni entropiche di quello che e forse il piti noto sistema
iperbolico di leggi di conservazione, il p-sistema della dimanica dei gas (si veda di
nuovo [7]).

2. — Riscrivere le equazioni di Eulero.

11 punto di partenza della nostra analisi & una riformulazione delle equazioni
di Eulero. Introduciamo il dominio R™ = R""!, dimenticando il ruolo privilegiato
della variabile tempo, e definiamo la nuova variabile di stato z = (v, u, q), data da
un vettore n-dimensionale v, una matrice simmetrica a traccia nulla % e un nu-
mero reale q. v coincide con la velocita del fluido, mentre per g e u valgono le
relazioni:

1 1
qg=p +%|v|2, and u =v®v— ;&|v|21,7,,
(I, denota la matrice identita). D’ora in poi indicheremo con S" lo spazio delle

matrici simmetriche 7 x % e con Sj il corrispondente sottospazio delle matrici a
traccia nulla. Il seguente enunciato e ovvio.

LEMMA 2. — Supponiamo che v € L¥(R} x Ri; R™), u € LR}, x Ry; Sp) e
q € L®(R} x Ry) risolvano

o +divu + Vg =0,
div v =0,

3)
nel senso delle distribuzioni. Se tnoltre

1 . \
(4) U=VRV— %|v\zln a.e. in R} x Ry,
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1 . . .
allora v e p := q—f\v\Q sono soluzioni deboli (1) con f =0. Viceversa, se
1
vep sono soluzwm distribuzionali di (1), allora v, u = v®v——|v|21 e

g =p+-— \v\ soddisfano (3) e (4).

Siamo ora nelle condizioni per poter iniziare I'analisi di Tartar (vedi [20]).
Consideriamo il sistema (3) come caso particolare di un sistema lineare a coef-
ficienti costanti di equazioni differenziali alle derivate parziali:

() f:Aiaiz =0
i=1

(3) e poi accoppiato all’equazione nonlineare (4), che possiamo rileggere come un
vincolo della forma

(6) 2(x) e K c R? ae.

Chiameremo onde piane le soluzioni di (5) della forma
(M) 2(x) = ah(x - &),

dove h € una funzione reale di variabile reale. Il cono delle onde A e dato dagli
stati @ € R? per cui, in qualsiasi modo si scelga il profilo dell’onda %, la funzione
(7) risolve (5). Piu precisamente, un semplice calcolo da

8) A= {aeRd: 3¢ € R™\ {0} with iéiAia_O}.

i=1

OSSERVAZIONE 3. — Un semplice calcolo mostra che per ogniv € R" eeu € Sy
esiste ¢ € R tale che (v,u,q) € A. Il cono delle onde e, pertanto, un insieme
piuttosto ampio. Infatti, sia V- C R™ il sottospazio lineare ovtogonale a v e si
consideri su V* la forma quadratica &— & -ué. Allora, (v,u,q) appartiene al
cono delle onde se e solo se —q ¢ un autovalore della forma quadratica con-
stderata.

La nostra costruzione di soluzioni irregolari si basa su opportuni “tronca-
menti” delle onde piane. L’obiettivo dei troncamenti e ottenere soluzioni di (3)
che assomiglino alle onde piane in certe regioni, ma che siano localizzate nello
spazio.

L’ingrediente essenziale della costruzione e pertanto la seguente proposi-
zione.

TEOREMA 4 (Onde piane localizzate). — Sia a = (vy, 4o, Qo) € Atale chevy # 0e
st indichi con a il segmento di R" x 8§ x R con estremi —a e a. Per ogni ¢ > 0
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esiste una soluzione liscia (v, u,q) di (3) con le seguenti proprieta:

e il supporto di (v,u,q) e contenuto in B1(0) C R}, x Ry,
o limmagine di (v,u,q) e contenuta nell’s—intorno di o,
o [|v(x,t)|dadt > alvy|,

dove a > 0 ¢ una costante dimensionale.

La parte pit innovativa del lavoro [6] e chiaramente contenuta nella
Proposizione 4. La dimostrazione, alquanto elementare, poggia comunque su
alcune osservazioni apparentemente nuove nel contesto delle equazioni di
Eulero. In particolare, non & ovvio come troncare opportunamente una soluzione
di (3) in modo da ottenere di nuovo una soluzione. Un ingrediente essenziale della
dimostrazione & pertanto 'esistenza di opportuni potenziali (infatti tensori del
quarto ordine) che generano un’ampia quantita di soluzioni di (3).

3. — Integrazione convessa.

Spiegheremo ora come la Proposizione 4 puo essere usata per dimostrare il
Teorema 1. Ricordiamo che, grazie al Lemma 2, é sufficiente mostrare 'esistenza
di una tripla

W,u,q) € LR} x Ry; R x S x R)

supportata in Q = B1(0) x ] — 1,1[, tale che |v| =1 a.e.in Q e (3) e (4) siano
contemporaneamente soddisfatte. La Proposizione 4 ci fornisce soluzioni (v, u, )
di (3) supportate in Q. Il punto cruciale e pertanto trovare delle soluzioni che
soddisfino anche il vincolo (4).

Consideriamo gli insiemi

(9) K:{(v,u)eR”xS}’)‘:u:v®v—%\v|21n, |v|:1},
e
(10) U =int (K x [ —1,1]),

dove int denota la parte interna dell'insieme in questione e K I'inviluppo
convesso di K.

Allora una tripla (v,u, q) che risolva (3) e la cui immagine sia contenuta nei
punti estremali di I/, soddisfa anche (4). Si pud dimostrare che { contiene I'or-
igine: pertanto 1'Osservazione 3 e la Proposizione 4 mostrano l'esistenza di
un’onda piana localizzata a valori in I. Il nostro obiettivo & allora costruire in-

duttivamente una serie
[o¢]

W, q) =Y (i, ui,G)

=1
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con le seguenti proprieta

k
e le immagini delle somme _ (v;,%;,q;) sono contenute in U,
i=0
e (v,u,q) e supportata in Q,
e per quasi ogni i € Q, (W(y), u(y), ¢(y)) & un punto estremale di I/,
e (v,u,q) risolve il sistema lineare (3).

Ci sono due motivi fondamentali che rendono possibile la costruzione di una
serie con le proprieta elecante. Inannzitutto, siccome il cono delle onde di A € un
insieme sufficiente ampio, & possibile scegliere induttivamente le (v, uy, pr) in

k

modo da avvicinare sempre pil 'immagine di > (v;, 4;, ¢;) ai punti estremali di ¢.
i=0

In secondo luogo, visto che le onde sono locallizate, & possibile, ad ogni passo,

scegliere un supporto piccolo e una frequenza alta rispetto alle onde dei passi

precedenti. E una scelta appropriata di questi parametri che assicura la con-

vergenza forte delle sommatorie parziali.

L’idea appena delineata é filosoficamente quella dell'integrazione convessa di
Gromov (nella versione data da Miiller e Sverdk per mappe Lipschitz, vedi [15])
dove la difficolta sta nel mostrare la convergenza forte delle somme parziali. Gli
argomenti alla Baire scavalcano questa difficolta introducendo un’opportuna
metrica nello spazio delle soluzioni di (3) a valori in I/ e dimostrando che, nella
chiusura di questo spazio, 'immagine di un elemento generico e contenuta nei
punti estremali di U.
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