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La Logica dei Poliedri (*)

DANIELE MUNDICI

Abstract. — We describe the deep relationship between rational polyhedra, weighted
abstract simplicial complexes, and finitely presented MV-algebras—the algebras of
finitely axiomatizable theories in Lukasiewicz infinite-valued logic. Combining
Alexander’s classical stellar machinery with the solution, by Wiodarczyk and Mo-
relli, of the weak Oda conjecture on toric varieties, we shall present several results
nwolving classification, measurability, dissectability, and computability.

1. — Antefatto: Poliedri e complessi astratti

Per 0 < m < n, un m-simplesso nello spazio euclideo R" & la chiusura con-
vessa T = conv(wy, ..., w,,) di m +1 punti in R" affinemente indipendenti. I
vertict wy, . .., Wy, sono univocamente individuati da 7. Seguendo [51], un po-
liedro convesso C in R" & un insieme compatto non vuoto esprimibile come
chiusura convessa di un insieme finito di punti in R".

Per poliedro P C R" intendiamo un’unione finita di poliedri convessiin R". In
altre parole P & 'unione di un numero finito di simplessi in R".

Un complesso simpliciale astratto & unacoppia (V,2)ove V = {u1,...,u,} €un
insieme finito non vuoto, e X & una collezione di sottinsiemi di V la cui unione
coincide con V), tale che ogni sottinsieme di un membro di 2 € anch’esso un membro
di 2. Indicando con e, ..., e, i vettori di base standard di R", la realizzazione
geometrica di K & l'insieme Ag di tutti i simplessi T = conv(eyqy, - - - , €immy) € R”,
per m =0,...,mn, tali che {wq), ..., %ium} appartiene a 2. Denotiamo con |4k]|
P'unione (punto per punto) di tutti i simplessi di Ax. Per ogni insieme §) £ A € X ed
elemento a ¢ Vil complesso simpliciale astratto (4, a)(V, X) si ottiene eliminando
ogniC € X'tale che C D A, e sostituendolo con tutti gli insiemi della forma ' U {a},
ove F' & ogni possibile sottinsieme di C' che non contiene A. Seguendo [1, p. 298]
diciamo che (4, a)(V,2) e una suddivisione semplice di (V,2). Due complessi
simpliciali astratti sono equivalenti se sono collegati da un cammino di suddivisioni
semplici e loro inverse.

(*) Conferenza Generale tenuta a Bari il 29 settembre 2007 in occasione del XVIII
Congresso dell’'Unione Matematica Italiana.
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Newman e Alexander dimostrarono [1, 15:1], [18, 4.5]:

TEOREMA 1.1. — La funzione K — |Ag| determina wuna corrispondenza
biunivoca tra le classt di equivalenza dei complessi simpliciali astratti e le
classi di PL-omeomorfismo det poliedri.

Tradizionalmente, per ogni relazione di equivalenza definita su oggetti fini-
tamente presentati si pone il problema di riconoscere 'equivalenza di due oggetti
arbitrari mediante una procedura che termini in un numero finito di passi. In
particolare per i complessi simpliciali astratti un corollario del Teorema 1.2 di
Markov (che sara enunciato nelle prossime righe) alla luce del Teorema 1.1
stabilisce che non esiste una procedura che in un numero finito di passi decida
se due complessi simpliciali astrattt sono o no equivalenti. Per una definizione
rigorosa di “procedura che termina in numero finito di passi”, qui assolutamente
necessaria, possiamo indifferentemente pensare a una macchina di Turing, a una
funzione ricorsiva, o a un programma di computer, [20] M. In realtd Markov
dimostro l'irriconoscibilita dei poliedri—ma per enunciare il suo teorema dob-
biamo tener conto del fatto che in generale un poliedro porta con sé una quantita
infinita di informazione, e non pud quindi essere dato in input al computer. E
allora diciamo che un poliedro @ C R" & razionale se € & un’unione finita di
chiusure convesse di insiemi finiti di punti razionali. Il passaggio dai poliedri ai
poliedri razionali & un dettaglio irrilevante, visto che ogni poliedro P puo essere
trasformato in un poliedro razionale P’ PL-omeomorfo a P mediante un picco-
lissimo spostamento dei suoi vertici: questo P’ puo essere presentato come un
elenco finito di simboli. Markov dimostro questo famoso teorema, [5]:

TEOREMA 1.2. — Non esiste una procedura che in un numero finito di passt
riconosca se due poliedri razionali sono PL-omeomorfi. Quindi non é possibile
una classificazione dei poliedri mediante invarianti che siano completi per PL-
omeomorfismo ed effettivamente calcolabili.

2. — Poliedri razionali, complessi pesati, logica di Lukasiewicz.

Di fronte a un risultato negativo della portata del Teorema 1.2 chi voglia
assegnare invarianti ai poliedri razionali & naturalmente portato a introdurre
raffinamenti della nozione di “equivalenza tra poliedri” e della nozione di “com-

() La definizione di “procedura che termina in numero finito di passi”, o “procedura
effettiva”, € un importante risultato matematico del secolo scorso, scaturito dall’esigenza
di rispondere al Problema della Decisione di Hilbert, sviluppato nella Macchina di Turing
Universale, e progressivamente materializzato nel Computer.
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plesso simpliciale astratto”, che tengano conto della razionalita dei vertici—pre-
requisito ineludibile per ogni costruzione effettiva sui poliedri.
A questo proposito, dati due poliedri razionali P C R" e @ C R™ scriviamo
=~, @, e diciamo che P e Z-omeomorfo a @, se esiste un PL-omeomorfismo # di
P su @ (sempre con un numero finito di pezzi lineari ¢y, . . . , &) tale che ogni pezzo
lineare di # e di 4! abbia coefficienti interi. Dunque per ogni x € P esiste un
i1=1,...,k tale che n(x) = ¢(x). Gia nel caso P = [0,1]2 il gruppo degli Z-
omeomorfismi di P su P ha interessanti proprieta ergodiche [40, 42].
Contestualmente, per una classificazione combinatoria dei poliedri razionali a
meno di Z-omeomorfismo, chiamiamo complesso simpliciale astratto pesato una
tripletta K = (V, 2, w) ove (V, ) € un complesso simpliciale astratto, e o & una
Sfunzione peso w:V — {1,2,3,...}. Sia V = {uy,...,u,}. La realizzazione geo-
metrica di K = (V, 2, w) e l'insieme Ak di tutti gli m-simplessi

T = conv(e)/ (i), - - - » €itm)/ O Wigmy)) € R™, (m =0,...,n)

tali che {uyq), . . ., Uian) } appartiene a . Dato un elemento a ¢ V e un sottinsieme
A=Aa,...,a} € 2, la suddivisione semplice pesata (A,a)K & il complesso
simpliciale astratto pesato in cui la suddivisione semplice (4, a)(V, 2) viene dotata
della funzione peso ’: VU {a} — N datadaw' 2D we o'(a) = w(ay) + - - - + w(ay).
Due complessi simpliciali astratti pesati K = WV, X, w)e K' = (V', 2, &) sono detti
equivalenti, in simboli K ~ K’, se sono collegati da un cammino di suddivisioni
semplici pesate e loro inverse. Un caso particolare di equivalenza si ha quando K &
combinatoriamente isomorfo a K', in simboli, K = K'. Cio significa che esiste una
corrispondenza biunivoca ff tra V e V' con queste due proprieta: per ogni % € V,
o' () = w(u), e per ogni sottinsieme {ai,...,ax} di V, {a1,...,0;x} €
e {f),...,Lar)} e X.

La seguente variante del Teorema 1.1 classifica i poliedri razionali a meno di
7~omeomorfismo:

TEOREMA 2.1. — La funzione K — |Ag| determina una corrispondenza biu-
nivoca tra le classt di equivalenza dei complessi simpliciali astratti pesati e le
classt di Z-omeomorfismo dei poliedri razionalz.

11 terzo protagonista di queste pagine & la logica infinito-valente proposizio-
nale X.,, di Xiukasiewicz, [48]. Le formule di 4., sono le stesse della logica
booleana (con le variabili vy, vs, ..., la costante 1, la negazione —, e la congiun-
zione ®). Gli assiomi di X, scritti in forma equazionale, sono

(1) rOY=yox, rtOYO)=@0Y oz x0l=r
(2) =2 O 1==1 YO~ yo-)=20-(Oy).

Queste equazioni, dovute a Mangani che semplifico le equazioni originali di
Chang, sono una riformulazione delle tautologie che X.ukasiewicz congetturo (e
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Chang stesso provo) essere sufficienti per ricavare tutte le tautologie della sua
logica infinito-valente applicando le solite regole di sostituzione di eguali con
eguali. Esse definiscono una classe di strutture, le MV-algebre, profondamente
collegate con il resto della matematica [3], [8]-[11], [14],[19], [21], [25]-[37], [40]-
[42], [45]. Aggiungendo 'equazione x ® x = x otteniamo la definizione di algebra
di Boole.

Come le formule della logica booleana descrivono le funzioni booleane, cosi
vedremo che le formule di 4., descrivono le funzioni di McNaughton. Una
Sfunzione di McNaughton & una funzione continua f:[0,1]" — [0, 1] per cui esi-
stono polinomi lineari (nel senso affine) [, . . . , l;; con coefficienti interi tali che per
ognixz € [0,1]" céuni=1,..., kconf(x) = l;(x). Seriviamo M([0, 1]") per la MV-
algebra di tutte le funzioni di McNaughton definite sull’z-cubo [0,1]", con le
operazioni - f =1—f e f ©¢g =max(0,f + g — 1). Pit generalmente, per ogni
sottinsieme chiuso e non vuoto X di [0,1]", denotiamo con M(X) la MV-algebra
delle restrizioni a X delle funzioni di ([0, 11").

Come ogni classe definita da equazioni, anche le MV-algebre hanno oggetti
liberi e presentazioni mediante un numero finito di generatori e relazioni, su cui
ci soffermeremo piu avanti:

TEOREMA 2.2. — La funzione P+— M(P) induce una corrispondenza biuni-
voca tra le classt di Z-omeomorfismo dei poliedri razionali e le classt di iso-
morfismo delle MV-algebre finitamente presentate.

Per non appesantire la lettura daremo solo i riferimenti e gli strumenti
essenziali per ricostruire le dimostrazioni dei Teoremi 2.1 e 2.2. Per il tra-
sferimento da una classe di oggetti all’altra useremo tecniche disparate, tra cuila
procedura di desingolarizzazione delle varieta toriche (nella versione combina-
toria nel linguaggio dei fan), la soluzione di Wodarczyk-Morelli della congettura
debole di Oda sulla decomposizione di mappe toriche in blowup and blowdown,
l'algoritmo di Hirzebruch-Jung a frazioni continue, e una variante del teorema
del corpo convesso nella Geometria dei Numeri.

3. — Materiali per la dimostrazione del Teorema 2.1.

Come spesso succede in matematica, la dimostrazione richiede lo sviluppo di
idee e nozioni che non appaiono esplicitate nell’enunciato principale.
3.1 — Complesso, suddivisione, blowup

Facciamo riferimento a [46, § 2] per tutte le nozioni di topologia poliedrale non
definite in queste pagine. Salvo avviso contrario, ogni complesso V sara sim-
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pliciale, e quindi ometteremo I'aggettivo “simpliciale”. Per ogni complesso V
l'unione punto a punto dei simplessi di V si chiama il supporto di V e si denota
|V|. Si dice anche che V determina una triangolazione di |V|. Dati due complessi
V' e V con lo stesso supporto diciamo che V' & una suddivisione di V se ogni
simplesso di V' & contenuto in qualche simplesso di V. Per ogni ¢ € |[V| C R", il
blowup Vs di V in c e la suddivisione di V ottenuta sostituendo ogni simplesso
C € V che contiene ¢ con 'insieme di tutti i simplessi della forma conv(# U {c}),
ove F' e un’arbitraria faccia di C' che non contiene c¢. L’inversa di un blowup si
chiama blowdown (si veda [52, p. 376] e [13, 111, 2.1]).

3.2 — Corrispondenti omogenei, fan.

Per ogni punto razionale y € R" denotiamo con den(y) il minimo comune
denominatore delle coordinate di y. Il vettore intero y = den(y)(y, 1) € 77 &
chiama il corrispondente omogeneo di y.

Per ogni m-simplesso razionale T = conv(wy, . .., w,) C R" usiamo la nota-
zione

T' = Rugtvg + - + Rsgy,, = cono in R™ generato da iy, . . . , Wn.

Diremo che il complesso V & razionale se tutti i suoi simplessi sono razionali:
in questo caso I'insieme V! = {T'! | T € V} & noto come fan simpliciale, [13, 39].

3.3 — Regolarita di un complesso e sua astrazione.

Diciamo che il simplesso T' = conv(wy, . . ., wy,) C R™ & regolare se & razionale
e i corrispondenti omogenei {uy, .. ., w,, } dei suoi vertici sono parte di una base
nel gruppo abeliano libero 7!, Un complesso razionale 4 & detto regolare se
cosi & ogni suo simplesso. In altre parole, il fan 4' & regolare, [13, V, §4] (= non
singolare [39]). Un esempio di complesso regolare & dato dalla realizzazione
geometrica Ax di ogni complesso simpliciale astratto pesato K. L’astrazione di
un complesso regolare 4 & il complesso simpliciale astratto pesato K, = (V, X, w),
ove (i) V = insieme dei vertici di 4, (ii) per ogni sottinsieme W = {uy, ..., u;} di
V, W e X < conv(uy,...,u;) € 4, e (iii) per ogni vertice w di 4, w(w) = den(w).

3.4 — Mediante di Farey.

Lamediante di Farey diun m-simplesso regolare T = conv(wy, . . ., w,,) C R" &
quel punto razionale w di T il cui corrispondente omogeneo w coincide con
Wwo + -+ + Wy, Se T appartiene a un complesso regolare 4 e w € la mediante di
Farey di 7, allora il blowup 4, & ancora un complesso regolare.
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II primo pezzo della dimostrazione del Teorema 2.1 & il seguente “lemma di
desingolarizzazione”, la cui idea centrale sara usata ripetutamente nel seguito:

LEMMA 3.1. — Un insieme non vuoto di [0,1]" ¢ un poliedro razionale se e
solo se coincide col supporto di un complesso regolare.

DiMoSTRAZIONE (Cfr. [34, Proposition 1]). — Per la direzione non banale scri-
viamo P = J T; per opportuni simplessirazionali 74, . . ., T,.. La classica costruzione
diunatriangolazione di P, [46, 2.11], produce un complesso razionale © con supporto
P. La procedura di desingolarizzazione descritta in [13, VI, 8.5] fornisce una
suddivisione regolare © del fan simpliciale ©' = {T" | T € @} C R"". Interse-
cando ogni cono di ® con liperpiano x,,; =1 abbiamo un complesso V con
supporto P x {1}. Cancellando 'ultima coordinata dai vertici dei simplessi di V
otteniamo il desiderato complesso regolare con supporto P. O

Il secondo pezzo della dimostrazione del Teorema 2.1 ¢ il seguente lemma, che
richiede solo una diligente digestione di definizioni:

LEMMA 3.2. — Siano K e K' complessi simpliciali astratti pesati. Siano de A
complessi regolari con |4) C R" e |A'| C R". Segue che

1) K =Ky,.
2) Sia Ay il blowup di A nella mediante di Farey a del simplesso

T = conv(wy, ..., w;) € 4.

Allora Ky, = ({w1, ..., wr}, Ky, e quindt Ky, ~ Ky

3) Supponiamo che esista un isomorfismo combinatorio 6: K, = K 4. Allora
esiste uno Z-omeomorfismo n di |4 su |A'| tale che n(w) = Ow) per ogni vertice w
di 4, e n e lineare su ogni simplesso di A

4) |4 =, |4k .

5) Per ogni poliedro razionale P C R™ esiste un complesso simpliciale
astratto pesato K tale che |Ak| = P.

6) K~ K = |AK| =y |AKr|.

La dimostrazione del Teorema 2.1 termina provando linversa dell'im-
plicazione (6):

LEMMA 3.3. — |4g| = |dx| = K ~ K.

DIMOSTRAZIONE. — Per brevita scriviamo P = |4g| e P’ = |4g/|. Scriviamo
anche K=V, 2, w)e K' =V, 2, o).
Sia dunque #: P =2, P, e siano #y,...,%,: P — R le sue componenti.
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Prima Affermazione. Esiste un complesso regolare A con supporto |4g| tale
che 7 € lineare su ogni simplesso di .

Sia Cp un complesso regolare con supporto P come dato dal Lemma 3.1.
Per ogni ¢ =1,...,%n siano l;,...,l;; 1 pezzi lineari della componente ;.
Facendo variare ¢ su tutte le permutazioni dell'insieme {1,...,k}, la col-
lezione di insiemi P, = {x € P | li;q) < ... <lisw} determina un complesso
(razionale e poliedrale) C; con supporto P, avente questa proprieta: le fun-
zioni l;1, ..., sono stratificate su ogni poliedro R di C;; in altre parole, per
ogni j' # j” abbiamo l;; < l;» oppure l;y > l;» su tutto R. Senza perdita di
generalita ogni poliedro di C; e un simplesso, ed inoltre C; e una suddivisione
di Cy. Pertanto 5; & lineare su ogni simplesso di C;. Una costruzione di
routine ci da ora una suddivisione comune C di tutti i complessi razionali
Ci,...,Cy, tale che ogni simplesso di C e razionale. Evidentemente # e li-
neare su ogni simplesso di C.

Desingolarizzando il fan simpliciale C' = {T' | T € C} come nella dimo-
strazione del Lemma 3.1 otteniamo un complesso regolare A con supporto P tale
che 7 & lineare su ogni simplesso di 4. La prima affermazione & dimostrata.

Denotiamo con A" = 5(A) = {y(T) | T € A} il complesso simpliciale razionale
immagine di 4. Fissiamo un simplesso razionale S = conv(wy, ..., w;) C P di 4,
con la sua immagine S’ = #(S). La funzione (affine) lineare n:x € S—y e S’
determina la funzione lineare omogenea n;:(x,l)H(y, 1). Sia infatti Mg la
matrice intera (n' + 1) x (n + 1) la cui ultima riga ha la forma (0,0,...,0,0,1),
con n zeri, e la cuit-mariga (1 =1,...,%n') & data dai coefficienti di un polinomio
lineare a coefficienti interi (scelto tra i pezzi lineari di #;) che eguaglia la re-
strizione #; | S.

Allora Mg(x,1) = (y,1) = ng(oc, 1). Sia ST = Rugivg + - - - + Rowj il cono ge-
nerato dai corrispondenti omogenei dei vertici di S. Sia poi S'! il cono generato
dai vettori interi Mgy, ..., Mgw;. Segue che Mg induce una corrispondenza
biunivoca tra i punti interi di ST e i punti interi di S'7. La nostra ipotesi su #,
combinata con il teorema del corpo convesso nella Geometria dei Numeri (nel
caso speciale del teorema di Blichfeldt [4, 17]) ci dice che S e regolare se e solo
se il parallelepipedo semiaperto Qg = {uywo + -~ + p;w; [ 0 < g, ..., p; < 1}
non contiene punti interi diversi dall’origine se e solo se lo stesso vale per
la sua immagine Ms(Qg) se e solo se S’ & regolare. Visto che S & regolare
abbiamo dimostrato la seguente

Seconda Affermazione. Per ogni complesso regolare A tale che # sia lineare su
ogni simplesso di 4, il complesso A’ = 5(A) & regolare con supporto P'.

Osservando che per ogni punto razionale z € P, den((z)) = den(z), otteniamo
ora un isomorfismo combinatorio K, =~ K ;.
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Per concludere, siccome A" e A sono complessi regolari con lo stesso sup-
porto P, esiste un cammino di blowup e blowdown che trasforma A" in Ag.
Analogamente esiste un cammino di blowup e blowdown che trasforma A in Ag.
Cio e conseguenza della (versione affine della) soluzione della congettura debole
di Oda, ad opera di Whodarczyk e Morelli, [52, 13.3], [23]. Ricordando il Lemma
3.2 possiamo scrivere K 2K, ~ K> K, ~ K, =~ K'. Siccome ogni iso-
morfismo combinatorio & ottenibile con un numero finito di suddivisioni semplici
pesate, concludiamo che K ~ K', il che completa la dimostrazione del lemma. [

La dimostrazione del Teorema 2.1 € cosl terminata.

COROLLARIO 3.4. — L’inwversa della corrispondenza determinata dalla fun-
zione K — |4g| del Teorema 2.1 ¢ la corrispondenza determinata dalla funzione
che porta il supporto |A| di ogni complesso regolare nel complesso simpliciale
astratto pesato K, astrazione di A.

Dunque

7-omeomorfismo = collegamento con un cammino di blowup e blowdown

3.5 — Digressione: Z-omeomorfismo ed equidissezionabilita

Seguendo [22, 1.4], per dissezione di un poliedro razionale P C R? intendiamo
un’espressione della forma P = P;U---UP; per opportuni poliedri razio-
nali Py,...,P. C R% Questa & una notazione abbreviata per dire che
P =P;U---UPjelinterno di P; N P; & vuoto per ogni ¢ # j. Sia G un gruppo di
affinitd di R? che permuta I'insieme dei poliedri razionali contenuti in R?. Due
poliedri razionali P,Q C R? sono detti G-equidissezionabili se esistono disse-
zioni P=P1U---UP; e @ =Q1U---UQy, ed elementi ¢,,...,p, € G tali che
Qi = p;(P;)ognit =1,... k. Seinoltre per ognii,jconl < i < j <k, g, coincide
con ¢; su P; N Pj, e p; 1 coincide con 9 lsu@; N Qj, allora diciamo che P e @ sono
G-equidissezionabili con continuita. Denotiamo con G = GL(d, 7.)x 7% il gruppo
delle trasformazioni unimodulari, ossia quelle affinita di R? che conservano il
reticolo 7%, [12, 1.3], [22, 5.6]. Vale questo risultato, la cui dimostrazione apparira
altrove:

TEOREMA 3.5. — Due polinomi razionali P e Q in RY sono Z-omeomorfi se e
solo se sono G-equidissezionabili con continuita.

Dunque

7-omeomorfismo = G-equidissezione continua, per G = GL(d, 7.) x 7. ‘
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4. — Materiali per la dimostrazione del Teorema 2.2.

Introduciamo in questa sezione alcuni strumenti necessari per la dimostrazione
del Teorema 2.2, e di per sé interessanti, vista la ricchezza delle MV-algebre. Per
tutto quanto non spiegato qui facciamo riferimento alla monografia [9].

I termini del linguaggio delle MV-algebre sono costruiti partendo dalle va-
riabili v; e applicando i simboli di 1,—-,©® come nel caso booleano. Fissiamo
n=12,....Perognii=1,..., n,scriviamo 7;:[0,1]" — [0, 1] per denotare la i-
ma funzione identita, ;(xy, . . ., ;) = ;. Per induzione definiamo ora la funzione
f: {termini} — M([0,1]") come segue:

B) vi—f, =m, "t—-f,=1-1, 100—f,0f, =max(0,f, +f, - 1).

Due MV-termini o e t nelle variabilivy, . . . , v, sono (logicamente) equivalenti se
f. = £,. Denotiamo con |7 la classe di equivalenza di t (). Come dimostrato in [9,
3.1.4,4.5.5] le classi di equivalenza dei termini formano la MV-algebra libera Free,
sui generatori |v1], ..., |v,|. Dalla proprieta universale di Free, segue che la fun-
zione |v;| — 7; si estende canonicamente ad un omomorfismo: di Free,, in M ([0, 11").

Il teorema di completezza di Chang [9, 2.5.3, 4.5.2] e il teorema di
MeNaughton [9, 9.1.5] assicurano rispettivamente che : € iniettivo e suriettivo,

(4) 1: Free, = 2([0,11").

Un ideale di una MV-algebra A é il kernel J di un omomorfismo di A. Diciamo che
J & principale se esiste un elemento a € A tale che J & l'intersezione di tutti gli
ideali che contengono a.

Una MV-algebra & finitamente presentata se é il quoziente di una MV-al-
gebra libera F'ree,, per un suo ideale principale.

Combinando [21, 5.2], con 'equivalenza categoriale [25, 3.9] si ottiene questa
generalizzazione della rappresentazione (4):

TEOREMA 4.1. — Una MV-algebra ¢ finitamente presentata se e solo se é iso-
morfa a una MV-algebra M(P) per qualche poliedro razionale P.

Utilizzando questo teorema si ottiene il Teorema 2.2. Per brevita ri-
sparmiamo al lettore i dettagli finali della dimostrazione, che appariranno al-
trove. Facciamo solo due osservazioni: (i) Ogni poliedro razionale @ in R"
possiede una copia =7-omeomorfa P contenuta in qualche m-cubo, per m ab-
bastanza grande (Lemma 3.2(v)).

() Per i lettori interessati a questioni di complessita algoritmica, notiamo che il
problema di decidere se due termini sono equivalenti ha la stessa complessita del
problema corrispondente per le formule booleane, ossia & co-NP-completo, [26], [9, 9.3].
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(ii) I poliedri razionali sono precisamente gli zeroset f~1(0) delle funzioni di
MecNaughton (Lemma 3.1 insieme con [21, 5.1]).
Componendo i Teoremi 2.2 e 2.1 otteniamo:

COROLLARIO 4.2. — La funzione K — M(|4k|) determina una corrispondenza
biunivoca tra le classi di equivalenza der complesst simpliciali astratti pesati, e
le classt di 1somorfismo delle MV-algebre finitamente presentate.

Nella Tabella 1 viene dato qualche esempio di questa corrispondenza.
Pertanto la nozione di Z-omeomorfismo ha anche una controparte algebrica:

7Z-~omeomorfismo = isomorfismo delle MV-algebre finitamente presentate

Tabella 1: Alcuni casi particolari del Corollario 4.2

Complesso simpliciale astratto pesato (V, 2, @) MV-algebra finitamente presentata

V = {u} singoletto sottalgebra finita di [0,1]N Q

V= {u}, ow)=1 catena di Xukasiewicz {0,1/1,...,(—1)/,1}
0-dimensionale (2 non ha insiemi con 2 elementi)  prodotto finito di catene di X.ukasiewicz
0-dimensionale, e w(u) = I per ogni u € V prodotto finito di catene a (I + 1) elementi
0-dimensionale, V ha 2" elementi, w = 1 algebra booleana libera con n-generatori

2 ={0,{0},{1},{2}}, w(0) = w(1) =1,w(2) =2  MVj3-algebra libera su 1 generatore, [9, 8.5]
{0,{0},{1},{0,1}}, w(0) = w(1) =1 MV-algebra libera su 1 generatore M([0, 1])
K-, (K* = triangolazione standard [47] di[0,1]") MV-algebra libera su » generatori M ([0, 1]")
ogni insieme di 2 ha < n elementi M(P), dim (P) < n, P poliedro razionale

2 = tutti i sottinsiemi di {1,...,n}, w =1 M@, ... 20) €10,17" | S a; =1}
{0,{0},{u},{0,u}}, ®(©0) =1, o) =d M([0,1/d])

5. — Applicazioni: invarianti, misure, algoritmi.
5.1 — Variaziont sul terzo problema di Hilbert.

Con riferimento ai problemi posti dal Teorema 1.2, in questa sezione daremo
una lista—non completa, ma abbastanza ricea di informazione—di invarianti per
lo Z-omeomorfismo dei poliedri razionali, assieme a una procedura per calcolare
effettivamente tali invarianti. Alla luce del Teorema 3.5 essi sono anche utili
strumenti per quella variante del terzo problema di Hilbert che chiede condizioni
necessarie e sufficienti per la G-equidissezionabilita di due poliedri (razionali) in
termini di famiglie di invarianti (effettivamente calcolabili) A).

() Come noto, il problema nella sua formulazione originale fu risolto immediatamente.
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Sia P C R" un poliedro razionale e 4 un complesso regolare con supporto P.
Denotiamo con 4™*(d) l'insieme dei d-simplessi massimali di 4, ossia quelli che
non sono contenuti propriamente in nessun simplesso di 4.

Per ogni d-simplesso regolare R = conv(wy,...,wy) C R"” denotiamo con
den(R) il prodotto den(uwy) - - - den(wy), ove den(x) & come in 3.2.

TEOREMA 5.1. — Perognii=0,1,..., poliedro razionale P C R", e complesso
regolare A con supporto P powiamo A;(P, A) = {(i! den(S))~! |S e Amax(i)}, ove
la somma vale zero se A1) e vuoto. Allora abbiamo:

(i) Per ogni complesso regolare V con supporto P vale Uidentita A;(P, A) =

2;(P, V), e possiamo scrivere senza ambiguita A;(P) = 4;(P, 4) = 4;(P, V).

(il) La quantita A,(P) coincide con la misura di Lebesgue n-dimensionale
MP). Inoltre per ognim < n, se il poliedro| J{Q | Q € 4"*(m)} C P ha una copia
Z-omeomorfa R contenuta in R™ allora 2,(P) coincide con la misura di
Lebesgue m-dimensionale di K.

(iii) Se P’ C R" ¢ un poliedro razionale e P =, P’ allora 1;(P) = ;(P') per
ognij=0,1,2,....

(iv) La funzione Pr— (Ay(P), ..., .(P)) ¢ effettivamente calcolabile.

DIMOSTRAZIONE. — Le affermazioni (i) e (ii) sono dimostrate in [34, 2.1]. Per una
dimostrazione della proprieta di invarianza (iii) si veda [34, 4.1, Claim 2]. Per
dimostrare (iv) non importa se la presentazione di P = Uf T; consiste nell’elenco
dei vertici di ogni simplesso 7T, oppure 7; & presentato come intersezione di un
numero finito di semispazi chiusi H,, =z + {x € R" | x oy > 0}, ove y e z sono
vettori razionali in R" e o denota il prodotto scalare: infatti il primo tipo di
presentazione é effettivamente trasformabile nel secondo, e viceversa, [51]. La
dimostrazione di [46, 2.11] contiene una procedura effettiva per costruire un
complesso (simpliciale e razionale) @ con supporto P. La procedura di desingola-
rizzazione descritta in [13, VI, 8.5] computa in maniera effettiva una suddivisione
regolare @ del fan simpliciale @' = {T' | T € ©}: ogni passo della procedura
consiste nella ricerca di un punto intero nonzero win un poliedro convesso razionale
esplicitamente dato, e nella costruzione del blowup in w di un fan esplicitamente
dato. Partendo da & e seguendo i passi finali della dimostrazione del Lemma 3.1,
che sono tutti effettivi, otteniamo un complesso regolare 4 con supporto P. Si puo
ora calcolare ogni razionale /;(P, A), che per (i) coincide con 4;(P). O

Nonostante la stretta analogia tra complessi e fan, il teorema appena dimo-
strato non ha analoghi per i fan regolari.

5.2 — Metamorfosi di problemi di decisione.

Una lettura anche solo in filigrana di tutte le costruzioni e le affermazioni
esistenziali delle pagine precedenti mostra la loro natura effettiva. Cio vale in
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particolare per la procedura di desingolarizzazione usata nel Lemma 3.1, che
costruisce un complesso regolare su ogni poliedro razionale P. La funzione
K |4k| del Teorema 2.1 ¢ effettivamente calcolabile, e cosl & pure l'astrazione
K, di ogni complesso regolare 4.

Per quanto riguarda la funzione P+— M (P) del Teorema 2.2 e la sua inversa,
occorre chiarire che cosa si intende per una “presentazione finita” di una MV-
algebra. La definizione & la stessa che per i gruppi, o per qualsiasi struttura in
una classe equazionale. Attraverso la definizione induttiva (3), ogni termine
7(v1,...,v,) nel linguaggio delle MV-algebre rappresenta la funzione di
MecNaughton f;, che alla luce dellisomorfismo (4) & un elemento della MV-al-
gebra libera M([0, 1]") su # generatori; la funzione f, genera un ideale (ipso facto
principale) J, di M([0,1]"), e si dice che t & una presentazione finita della MV-
algebra quoziente A, = M([0,1]")/J . Questa terminologia & giustificata dal fatto
che 7 & una stringa finita di simboli di un alfabeto precostituito; variando t su tutti
i termini MV-algebrici si ottiene ogni possibile presentazione finita (*).

Il carattere effettivo delle corrispondenze dei Teoremi 2.1 e 2.2 garantisce la
validita del seguente

COROLLARIO 5.2. — Consideriamo questi problems:

(i) Se due complessti simpliciali astratti pesati siano equivalenti.
(ii) Se due poliedri razionali siano 7-omeomorfi.
(iii) Se due MV-algebre finitamente presentate siano isomorfe.

Allora la (in)decidibilita di uno qualsiasi di questi problemi implica la
(in)decidibilita degli altri due.

Nonostante il risultato di indecidibilita di Markov citato nell'introduzione, non
vi € nella letteratura una dimostrazione di indecidibilita per il problema protei-
forme (i)-(iii).

......

TEOREMA 5.3. — E decidibile il problema se un poliedro razionale P C R",
n=12 ..., staomno Z-omeomorfo all’tntervallo reale [0, 1].

Dunque & decidibile se una MV-algebra finitamente presentata sia o no iso-
morfa alla MV-algebra libera su un generatore. La dimostrazione, che apparira

() Come Free, = 9(([0,1]") & la MV-algebra delle classi di equivalenza di formule
o(vy,...,v,) della logica .., cosi la MV-algebra A, e, a meno di isomorfismo, I'algebra
delle classi di equivalenza di formule nella teoria @ = { r}F data dalle conseguenze di t, [9,
4.6.8]: ¢’ & detta essere equivalente a ¢” se la bi-implicazione ¢’ < ¢” & conseguenza di .
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altrove, con una banale ispezione preliminare decide se P € monodimensionale. In
tal caso, P viene opportunamente dissezionato in intervalli regolari, utilizzando
lalgoritmo di Hirzebruch-Jung a frazioni continue [15, 16]. Questa dissezione
(minima) fornisce invarianti effettivamente calcolabili e completi per lo =2;-
omeomorfismo. Il risultato &€ degno di nota perché mostra come la riconoscibilita
dei poliedri sia intimamente connessa con la calcolabilita effettiva di invarianti
completi.

Alla luce del risultato di A.A. Markov citato nell'introduzione e degli sviluppi
successivi ad opera di S. P. Novikov sull'irriconoscibilita delle copie PL-omeo-
morfe dei simplessi, [5], € gia interessante chiedersi se esistano invarianti
completi e calcolabili che rendano riconoscibili le immagini Z-omeomorfe del
quadrato [0, 17, tra tutti i poliedri razionali.

5.3 — Il teorema di Haar MV-algebrico

Sia P C R" un poliedro razionale, f una funzione di M(P) e 4 un complesso
regolare su P tale che f € lineare su ogni simplesso di 4. Tale 4y esiste per una
variante dell’argomento di desingolarizzazione nel Lemma 3.1. Integriamo f su P
con gli elementi di volume dx di ogni simplesso T' di 4y misurati secondo il
Teorema 5.1. Allora la funzione

sif - f f@)de
P

opportunamente normalizzata costituisce uno stato di M(P), ossia una funzione
s:M(P) — R tale che s(1) =1 e s(x ® y) = s(x) + s(y) quando x © y = 0. Come al
solito la disgiunzione e definita da « ® y = — (-2 © —y). L’invarianza di s segue
dall’invarianza di ciascun /4. Dalla soluzione della congettura debole di Oda se-
gue che il valore s(f) non dipende da 4;.

Inoltre s & fedele, nel senso che s(f) =0< f =0.

Combinando [34, 4.1] con 'equivalenza categoriale di [25, 3.9] e con il Teorema
4.1 otteniamo cosi il seguente teorema di Haar MV-algebrico:

TEOREMA 5.4. — Ogni MV-algebra finitamente presentata possiede uno stato
fedele ed invariante per automorfisma.

Gli stati sulle MV-algebre hanno importanza fondamentale per una teoria non
booleana della probabilita algebrica alla maniera di Carathéodory, [45]. Nei suoi
lavori [40]-[42] Panti ha esteso la teoria ergodica alle MV-algebre libere Free,,
dando una reinterpretazione MV-algebrica del differenziale di Tsujii [49], e una
tersa caratterizzazione dell’integrale di Lebesgue, tra tutti gli stati invarianti di
Free,,
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6. — MV-algebre e logica di Xiukasiewicz
6.1 — Mostowski, Rényi, Ulam

In questa parte finale, piu ricreativa, vedremo che le MV-algebre sono le al-
gebre della logica proposizionale infinito-valente di X.ukasiewicz, ... Vedremo
anche che 1., parla e ragiona con la stessa naturalezza del suo frammento bi-
valente dato dalla logica booleana. Il lettore avra cosi elementi per valutare
quanto € cambiata la nostra comprensione di X.,, dal tempo in cui Mostowski
scrisse queste righe nella sua commemorazione di X.iukasiewicz, [24, p. 5]:

A T'heure actuelle il n’est pas possible d’émettre une opinion définitive se les logi-
ques multivalentes ne resteront qu'une construction théorique philosophique ou si
elles trouveront des applications en dehors de la logique la plus abstraite.

Il nostro punto di partenza e una variante del gioco “Pensa un Numero”
(Twenty Questions) in cui parte delle risposte sono false/erronee. Il gioco e de-
scritto da Rényi [44, page 47] come un problema di ricerca adattiva e fault-to-
lerant:

Assume that the number of questions which can be asked to figure out the “so-
mething” being thought of is fixed and the one who answers is allowed to lie a
certain number of times. The questioner, of course, doesn’t know which answer is
true and which is not. Moreover the one answering is not required to lie as many
times as is allowed. For example, when only two things can be thought of and only
one lie is allowed, then 3 questions are needed. [...] If there are four things to
choose from and one lie is allowed, then five questions are needed. If two or more
lies are allowed, then the calculation of the minimum number of questions is quite
complicated. And I think that the game “with lies”, when more than one lie is
allowed, becomes too complicated for a game as such, but is pretty good at helping
one to understand the difficulties encountered in the transmission of information
via a noisy channel. It does seem to be a very profound problem: I am very curious
to hear the proofs of the coding theorems.

Lo stesso gioco, e relativo problema, ¢ descritto da Ulam [50, p. 281]:

Someone thinks of a number between one and one million (which is just less than
220), Another person is allowed to ask up to twenty questions, to each of which the
first person is supposed to answer only yes or no. Obviously the number can be
guessed by asking first: Is the number in the first half million? then again reduce
the reservoir of numbers in the next question by one-half, and so on. Finally the
number is obtained in less than log, (1000000). Now suppose one were allowed to lie
once or twice, then how many questions would one need to get the right answer?
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Per fissare le idee chiamiamo Pinocchio colui che risponde, e chiamiamo
Ispettore colei/colui che fa domande. Dal punto di vista dell’Ispettore poco im-
porta che le risposte siano errate perché Pinocchio & bugiardo, o perché non sa
come rispondere, o perché la distorsione si incarica di corrompere fino a e tra i bit
delle sue risposte sincere e accurate. Come nota Rényi, il gioco di Ulam—-Rényi in
realta e un capitolo della teoria della trasmissione dell’informazione in un canale
rumoroso con feedback, [2]. I lettori interessati ai problemi di ottimizzazione
posti da Rényi e Ulam possono consultare, ad esempio, i lavori [6, 7, 43] e le loro
estese bibliografie che coprono un vasto capitolo di matematica applicata. Basti
dire che nel caso particolare, non adattivo, in cui tutte le domande sono poste in
un unico questionario all’inizio del gioco, le strategie di ricerca sono note come
codici e-correttori.

Essendo il nostro scopo quello di mostrare che i progressivi “stati di cono-
scenza” dell'Ispettore sono governati dalla logica a piu valori di X.ukasiewicz,
guardiamo da vicino una partita: i giocatori fissano un insieme S di numeri,
chiamato lo spazio di ricerca, e un intero e > 0. Pinocchio sceglie un numero
Lsegreto € S che I'Ispettore deve trovare, facendo domande binarie. Nelle sue ri-
sposte si-no Pinocchio puo mentire fino a e volte. Per definizione, una domanda &
un sottinsieme di S: ad esempio la domanda “®segrere € dispari ?” e I'insieme dei
numeri dispari di S. Una risposta a questa domanda & un bit b € {0,1} =
{no, si}. Identificandoci con I'Ispettore, il nostro stato di conoscenza di segreto
durante la partita & unicamente determinato dalla sequenza di domande/risposte
finora ricevute. (Ovviamente nel gioco di Rényi-Ulam il naso di Pinocchio non si
allunga quando mente.)

Quando non vi sono bugie un resoconto completo del nostro stato di cono-
scenza a un certo istante e fornito dall’insieme R di tali coppie domande/risposte:
infatti due risposte eguali alla stessa domanda ripetuta due volte contengono la
stessa informazione di una sola risposta.

Per una ricerca intelligente di ®segeto ci interessa riconoscere quando due
insiemi R e @ sono equivalenti, ossia contengono esattamente la stessa infor-
mazione SU Xsegreto- Per ogni insieme R incarichiamo dunque la funzione
R#:8 — {0,1} di dirci il valore di verita di ogni z € S, secondo R. Per defini-
zione, il valore di verita di z e la quantita

(5) 1 =~ numero di risposte in R falsificate da z,

dove — denota la sottrazione troncata a zero. In altre parole, per ogni
z € S, R*(z) vale 1 se z soddisfa tutte le risposte di R, mentre R#(z) = 0 se z
falsifica anche una sola risposta. Vediamo subito che due insiemi R e @ sono
equivalenti se e solo se R” = Q*. Dunque le classi di equivalenza sono identifi-
cabili con le funzioni booleane su S.

Passando al caso generale con e bugie, tutto quello che sappiamo su ®segreto
e ancora dato dal resoconto verbale R delle domande/risposte ricevute.
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Tuttavia, ora R ha la struttura di multinsieme—perché risposte eguali alla
stessa domanda ripetuta due volte contengono piu informazione che una
singola risposta (°). Dunque, ogni elemento di R ha una molteplicita, con cui
teniamo conto di quante volte abbiamo ricevuto la stessa risposta.
Generalizzando la definizione (5), ad ogni multinsieme R associamo la fun-
zione R#*:S — {0,1/(e +1),2/(e +1),...,e/(e +1),1} definita da

numero di risposte in R falsificate da z

# — -
(6) R*(z) = 1 ]

Detto altrimenti, per ogni z € S il valore di verita, R*(z) di z & la distanza
(misurata in unita di e + 1) dalla condizione in cui z € eliminato dall'insieme dei
possibili candidati per %segreto. Diremo poi che due multinsiemi B e @ sono
equivalenti se vale I'eguaglianza R*(x) = Q% (x) per ogni x € S. La classe di
equivalenza del multinsieme R & denotata [R], oppure r se non vi & pericolo di
confusione.

Uno stato (di conoscenza) nel gioco di Rényi-Ulam sullo spazio di ricerca S con
e bugie € una classe di equivalenza [R] di multinsiemi di domande/risposte. [R] &
identificabile con la funzione R#:S — {0,1/(e+1),2/(e+1),...,¢e/(e+1),1}.
Lo stato iniziale 1 € la classe di equivalenza del multinsieme vuoto di chi non ha
ancora ricevuto risposte: per la nostra identificazione, lo stato iniziale e 1a funzione
costantemente eguale a 1 su S. Lo stato incompatibile 0 € la classe di equivalenza
di un multinsieme che non lascia pitt in gioco nessun candidato per ®segrero, ad
esempio il multinsieme in cui 'insieme vuoto ha molteplicita e + 1; esso descrive il
nostro stato di conoscenza al termine di una partita in cui alla domanda “ Xsegreto
appartiene a S?” ripetuta e + 1 volte, Pinocchio ha sempre ostinatamente risposto
no. (I veri bugiardi invece stanno ben attenti a non mentire troppo, sapendo che le
bugie hanno le gambe corte). Per la nostra identificazione, lo stato incompatibile &
la funzione costantemente eguale a 0 su S.

L’insieme X's . degli stati nel gioco di Rényi-Ulam su S con e bugie possiede
la struttura di ordine parziale di ogni insieme di funzioni a valori reali: e noi
diremo che uno stato [R] e piu restrittivo di [Q], in simboli, [R] =< [Q], se
R# < Q*. Definendo poi I'unione di due multinsiemi M — N come il multin-
sieme che da a ciascuna risposta la somma delle molteplicita che essa ha in M
e in N, vediamo che l'operazione — induce su X5, 'operazione [M]® [N] =
[M — N]. L’operazione © & commutativa, associativa, ed ha lo stato 1 come
elemento neutro. Tra tutti gli stati di 2's, che sono incompatibili con un dato

(®) Ad esempio, con e = 1 supponiamo di chiedere due volte “il numero & pari ?” . Se
Pinocchio risponde si a entrambe le domande, allora @yg.t, € davvero pari. Invece dopo
una sola risposta non siamo sicuri che %10 sia pari. Questa banale osservazione mostra
che la logica del gioco con bugie non soddisfa il principio di idempotenza della logica
classica.
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stato 7 ne esiste uno minimamente restrittivo, che denotiamo —7; in altre
parole, »©® —=r =0, e se uno stato t soddisfa t©r =0 segue che ¢t < —r.
L’operazione — regala al monoide abeliano X5, un’involuzione » = == con la
proprieta che -1 =0,700=0e - (=r©® @ ®q¢=-(-qor)©r.Dandoa Xs,
le operazioni ® e —, con la costante 1 = -0, I'ordine diviene un sottoprodotto
della struttura algebrica, essendo definibile da r <p < r©-p=0.

In definitiva, tutte le strutture (Xs., ®, -, 1) sono MV-algebre. II loro ruolo
speciale e dato da questo teorema:

TEOREMA 6.1. — Siano 0 = a(vy,...,v,) e T = t(vy,...,v,) termini nel lin-
guaggio MV-algebrico. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti per le-
quazione g = 1.

(i) L’equazione e valida in ogni MV-algebra Zs..
(i) L’equazione e valida in ogni MV-algebra.
(iii) Lajformula o < teéunatautologia nella logica proposizionale infinito-
valente 4., di Laukasiewicz.

DIMOSTRAZIONE. — L’equivalenza tra (ii) e (iii) e 'essenza logica del teorema
di completezza di Chang [9, 2.5.3, 4.5.2]. Ci rimane da dimostrare 'implicazione
(i) — (ii). Per ipotesi, 'equazione ¢ = 7 e valida in tutte le MV-algebre X . in cui
S = {a} & un singoletto. A meno di isomorfismo, X', . € la MV-algebra definita
sull'insieme dei valori di verita {0,1/(e + 1),...,e/(e + 1), 1}, con le operazioni di
negazione x+— —x =1 — x e di congiunzione (x,y)—x ®y = max (0,2 +y — 1).
Tale struttura & nota col nome di catena di Lukasiewicz con e+ 1 elementi.
Vogliamo dimostrare che I'equazione vale in ogni MV-algebra. Procediamo per
assurdo e supponiamo che 'equazione fallisca in una MV-algebra. Per il teorema
di completezza di Chang 'equazione ¢ = 7 fallisce anche nella MV-algebra [0, 1]
(con le operazioni di negazione e congiunzione definite precedentemente).
Siccome tali operazioni sono continue e trasformano razionali in razionali,
I'equazione ¢ = 7 fallisce nella sottalgebra [0,1] N Q. Dunque esistono numeri
razionali cy,...,c, tali che ag(cy,...,c,) # t(cy,...,cy). I sottotermini di o e 7
individuano un insieme finito / di razionali, diciamo I = {c1,...,¢n, Cpi1,-- -, Cu}-
Detto d il minimo comune multiplo dei numeri in I, concludiamo che ’equazione
fallisce nella catena di Xiukasiewicz con d + 1 elementi {0,1/d,...,(d —1)/d, 1},
contraddizione. O

Questo teorema ci dice che le formule ¢ < 7 valide nella logica X.., sono
precisamente le identita assolute, ossia quelle che descrivono coppie di stati
di conoscenza o e t contenenti la stessa informazione in ogni possibile gioco di
Rényi-Ulam. Le sei equazioni (1)-(2) sono esempi di identita assolute—e per
di piu da esse tutte le identita assolute possono essere ricavate. Un esempio
di identita non assoluta & dato da ¢ ® ¢ = g, che esprime la legge di idem-
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potenza della logica classica, e vale precisamente nei giochi di Rényi-Ulam
senza bugie.

Chiudendo un circolo di idee, 'analisi logica dei poliedri & solo all’inizio, come
mostra il problema aperto della riconoscibilita effettiva dei poliedri razionali, dei
complessi astratti simpliciali pesati e delle MV-algebre finitamente presentate.

La confluenza di tecniche geometriche, combinatorie e logico-algebriche su
un problema comune é una delle manifestazioni dell’'unita della matematica.
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