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Gruppi di permutazioni
e risultati di irrazionalita (*)

CARLO VIOLA

Abstract. — We recall some basic concepts in diophantine approximation, in particular
the notion of irrationality measure. We describe the main aspects of the permutation
group method due to G. Rhin and the author, with some arithmetical applications.

1. — Introduzione.

Lo scopo di questo articolo & fornire una rassegna di problemi e risultati
vecchi e nuovi sull’irrazionalita di alcune costanti notevoli dell’analisi, con par-
ticolare riguardo ad un metodo algebrico introdotto e sviluppato da G. Rhin e
dall’autore (vedi [12], [13], [14], [15]), basato sulla struttura di gruppi di tra-
sformazioni birazionali e di gruppi di permutazioni. In questo paragrafo ri-
chiamiamo alcuni concetti e risultati classici collegati all’irrazionalita.

Poiché i numeri razionali sono i numeri algebrici di grado 1, data una
costante reale a algebrica, cioé radice di un polinomio a coefficienti interi,
lirrazionalita di a dipende dal grado del suo polinomio minimo &) P): se
deg P =dega > 2 si ha a¢ Q. La situazione & del tutto diversa se si vuole
dimostrare l'irrazionalita di una costante a per la quale non vi siano motivi
evidenti che ne garantiscano 1’algebricita, e che percio sia congetturalmente
trascendente (¥). Cio avviene molto spesso quando a & definita “analiti-
camente”, per es. come somma di una serie, o limite di una successione, o
valore di un integrale definito, ecc. In tal caso la dimostrazione dell’irra-
zionalita di a puo essere un problema assai difficile, o addirittura intrattabile
allo stato attuale delle conoscenze. Per esempio, si congettura che la costante

(*) Conferenza Generale tenuta a Bari il 26 settembre 2007 in occasione del XVIII
Congresso dell'Unione Matematica Italiana.

(*) 11 polinomio minimo in 7Z[x] di un numero algebrico a & il polinomio P(x) di grado
minimo, con coefficienti interi aventi massimo comune divisore 1 e coefficiente direttivo
> 0, tale che P(a) = 0.

(®) Poiché linsieme dei numeri algebrici e numerabile, quasi tutti i numeri sono
trascendenti.
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di Eulero—Mascheroni:

) n 1 o0 1
r=aim (S oen) = [ (5

o la costante di Catalan:

N
w)% — 0,57721. ..,

o~ ( 1 1 1
kz%@ml)z: @t ot = 09159,

siano trascendenti, ma finora non se ne sa dimostrare neppure lirrazionalita. Di
altri numeri congetturalmente trascendenti si sa dimostrare l'irrazionalita, ma
non si sa escludere che siano algebrici di grado > 1. E questo il caso, ad esempio,
di {(3), dove ( indica la funzione zeta di Riemann:

o0

(B = Z = 1,20205. ..

:1

Nel 1979 Apéry [2] ha dimostrato che {(3) e irrazionale, ma attualmente non
esiste una dimostrazione che escluda ad esempio che {(3) sia un irrazionale
quadratico.

Tutte le dimostrazioni di irrazionalita per costanti non evidentemente alge-
briche sono basate sulla proposizione seguente:

Dato un a € R, se esistono due successioni di interi (py,) e (qy), con q, > 0,
tali che

(1.1) 0#py—qua —0  (n—00)
allora a ¢ Q.

La dimostrazione di tale criterio e per assurdo: se fosse a =A/B con
A,B €7, B >0, per I'ipotesi p,, — g, # 0 si avrebbe

B-q,A
Pu — qual = w 0 m=123,..)

con Py, qn, A, B interi e quindi |p, B — ¢,4| intero > 0. Dunque

B A
[Pn — qual = 7@” B 9 Al > E >0,

contro l'ipotesi p, — g,a — 0.

Malgrado la semplicita di questo criterio, la sua applicazione nei casi parti-
colari e solitamente difficile, per la difficolta di dimostrare l'esistenza di suc-
cessioni di interi (p,,) e (¢,,) soddisfacenti la condizione (1.1). Si osservi che la (1.1),
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scritta nella forma equivalente

0 < gn (1_& - 0,
n
ovvero
pn 1
1.2 O<’a—— — o= n — o0),
( ) QH ((In)

mostra che nella forma indeterminata g¢yla —p,/q.| prevale linfinitesimo
|a — pn/qy| rispetto all'infinito q,. La (1.1) & quindi una tipica condizione dio-
fantea: si chiama approssimazione diofantea quel ramo della teoria dei numeri
che, nella sua accezione classica, studia in primis le approssimazioni razionali p/q
adun a € R con
a P
q
(ii) denominatore g non molto grande.

(i) distanza ‘ ‘ piccola,

Naturalmente la condizione (ii) equivale ad affermare che anche il numera-
tore p non e molto grande in valore assoluto, poiché p = ga con « fissato, e quindi
Ip| e ¢ sono essenzialmente proporzionali (%).

Se si sceglie @ caso una successione di razionali p,,/q,, — a (con p,/q, # a,
q» > 0) non ci si puo aspettare che valga la (1.1), perché la distanza di ¢,a dal-
'intero pit vicino p,, in generale non & molto pid piccola di 1/2, e quindi non si
otterra una stima migliore di

= O(i) (n — 00).

q?’L

(1.3) ’a i

qTL

In approssimazione diofantea interessano successioni p,/q, € Q che migliorino
la (1.3) e cioé che verifichino almeno la (1.2), se possibile precisando ulte-
riormente o(1/g,) mediante una stima del tipo O(1/¢y) per qualche esponente
> 1.

Le prime ricerche sistematiche in approssimazione diofantea risalgono al

®) L’approssimazione diofantea studia anche generalizzazioni naturali del problema di
cui sopra, quali ad esempio 'approssimazione simultanea ad m numeri a1, . .., a,, € R, cioé
laricerca di approssimazioni razionali p; /g, . . ., pm/q aventi lo stesso denominatore q e tali
che le quantita |p; — ga;| G =1, ...,m) siano simultaneamente piccole, oppure la ricerca di
numeri algebrici f appartenenti ad un corpo K che approssimino un numero a¢ K,
rendendo piccola la distanza |a — ff| e avendo un’altezza H(f) opportunamente limitata
dal di sopra (altezza H(f) di un numero algebrico f € il massimo valore assoluto dei
coefficienti del polinomio minimo di § in Z[x]).
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XVIII secolo, nell'opera di Eulero e di Lagrange. In particolare, & dovuto a
Lagrange il celebre teorema seguente: ()

Per ogni a € R\Q esistono infiniti p/q € Q tali che

P 1
14 ’a - —( <=
(1.4) o < F
Incidentalmente, questo teorema mostra che il criterio (1.1) non e solo suf-
ficiente per l'irrazionalita di 4, ma e anche necessario.
Il teorema di Lagrange €, a meno di costanti moltiplicative, il migliore pos-
sibile; vale infatti il seguente teorema di Hurwitz (vedi [8], Teor. 193 e 194):

Per ogni a € R\Q esistono infiniti p/q € Q tali che
a2 <L,
gl V¢
Inoltre questo risultato non e migliorabile, poiché esistono opportuni a € R\Q
tali che per ogni costante ¢ > /5 la disequaglianza

-2l <s,

- <_
Tyl T e

abbia al pit un numero finito di soluzioni p/q € Q.

2. — Misure di irrazionalita.

Del criterio (1.1) e di altri risultati di irrazionalita si possono dare opportune
versioni quantitative. A questo scopo, si introduce una nozione di misura di ir-
razionalita nel modo seguente.

Dato un numero o € R\Q, st dice che un numero A € R ¢ una miswra di
wrazionalita di a se per ogni ¢ > 0 esiste qo = qo(a,&) > 0 tale che per ogni
P,q € 7 con q > qo st abbia

a——

‘ 2 >q}“'

St dice che J. ¢ una misura di irrazionalita effettiva di a se qo(a, €) e calcolabile
esplicitamente in funzione di e.

La pia piccola misura di irrazionalita di a si indica con u(a). Dunque w(a)

(*) Per maggiori dettagli su questo e su altri contributi di Lagrange alla teoria dei
numeri si veda [7].
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Pestremo inferiore degli esponenti x tali che la diseguaglianza

P 1
2.1) ‘a AR
valga al pid per un numero finito di razionali p/q, e quindi & anche I'estremo
superiore degli esponenti y tali che la (2.1) valga per infiniti razionali p/q.

In virta della diseguaglianza di Lagrange (1.4), per ogni a € R\Q si ha

wa) > 2.
Inoltre si dimostra con metodi elementari che per quasi tutti gli € R\Q si ha
(2.2) wa) = 2,

cioe che gli a per cui u(a) > 2 formano un insieme di misura nulla. D’altra parte,
prefissato un qualunque numero reale v con

2 < v < oo,

utilizzando per es. I'algoritmo delle frazioni continue si costruiscono facilmente
opportuni a € R\Q per i quali si abbia esattamente

wa) = v

(i numeri a tali che u(a) = +oo si dicono numeri di Liouville).

Grazie a questi risultati elementari, se si considera un irrazionale a nella cui
definizione non siano imposte specifiche proprieta diofantee si congettura che
valga la (2.2), sebbene, quando a € trascendente o congetturalmente tale, non si
possa escludere che u(a) > 2, tranne in pochissimi casi particolari (vedi ad es. la
(2.3) qui sotto). Per i numeri algebrici vale invece il seguente celebre teorema di
Roth [17]:

Ogni irrazionale algebrico a soddisfa p(a) = 2.

Il teorema di Roth ha numerose applicazioni alla risoluzione di equazioni
diofantee. Dal punto di vista del calcolo delle misure di irrazionalita dei numeri
algebrici esso & evidentemente ottimale, ma ha lo svantaggio dell'ineffettivita,
cioe della non calcolabilita di una costante go(a, ¢) tale che

1
=gl > 7
per q > go(a, ).

I risultati dimostrati finora sulle misure di irrazionalita di costanti classi-
che, trascendenti o congetturalmente tali, sono assai frammentari. Come
conseguenza degli sviluppi euleriani in frazione continua di e e di qualche altra
costante collegata a valori della funzione esponenziale in opportuni punti ra-
zionali (vedi [5]) si sa ad esempio che
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(2.3) ue) = u(ve) = u(Ve) = ... =2,

mentre il migliore risultato noto per la misura d’irrazionalita di = € dovuto a
Hata [9]:

w(r) < 8,01604. ..

I migliori risultati finora ottenuti per le misure di irrazionalita di {(2) = #%/6 e di
{(3), e cioe

(2.4) 1((@) = pu(n®) < 544124 ..
e
(2.5) 1(¢3) < 5,51389...,

sono dovuti a Rhin e all’autore ([12], [13]). Altri risultati ([14]) riguardano misure
d’irrazionalita di Lis(r/s) per opportuni interi r, s con 1 < r < s, dove il diloga-
ritmo Liz e definito dalla serie di Taylor

00

Li@) = Y%

n=1

per || < 1. Tutti questi risultati sono effettivi.

Come accennato all'inizio di questo paragrafo, per ottenere misure di irra-
zionalita di costanti trascendenti o congetturalmente tali si utilizzano versioni
quantitative del criterio di irrazionalita (1.1), come ad esempio la seguente

PROPOSIZIONE 1. — Sta a € R, e stano (p,) e (g,) con q, > 0 due successioni di
intert tali che

1
lim —log |p, — qna| = —R
n—oo N

lim sup %log gn <8

n—0o0

con RS > 0. Allora a¢ Q e st ha
S
. < = .
(2.6) wa) < 541

Per la dimostrazione di un teorema pia generale, da cui la Proposizione 1 segue
come corollario, vedi [22], pp. 310-312.

Seguendo un’osservazione di Siegel [18], talvolta e possibile determinare in-
teri p, e ¢, soddisfacenti le ipotesi della Proposizione 1 ma non primi fra loro,
bensl aventi un divisore comune 4,, esponenzialmente grande, cioé tale che
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1
lim —log4, = T > 0.
n—oo N
In questo caso si puo utilizzare 4, sostituendo nella Proposizione 1 a p, e gy,
rispettivamente, p,, /4, € g,/ 4,. Lia proposizione stessa fornisce allora, rispetto
alla (2.6), il miglioramento
S—-T
< ——+1.
Mo < gyt
Di solito, nei casi particolari, il divisore 4, si costruisce p-adicamente, cioé come
prodotto di singoli fattori primi comuni a p,, e g.

3. — Integrali euleriani.

In relazione alla funzione gamma euleriana

o0

I = f extlde  (Ret > 0),
0

introdotta come interpolatrice del fattoriale, Eulero introdusse anche alcuni in-
tegrali definiti fra 0 e 1, chiamati da Legendre integrali euleriani. I principali
sono la funzione beta:

1

(i a1, L@OI(E)
(3.1) B(t1,t2) = bfx 1-—2)de = To vt

e l'integrale ipergeometrico (con Rey > Ref > 0):
flocﬁl(l —xy 1

(3.2) a—zyr

de = BB,y — B) 2F1(a, B;7;9),

dove oF'; indica la funzione ipergeometrica, introdotta da Eulero come soluzione,
regolare in y = 0, dell’equazione differenziale lineare omogenea del secondo
ordine:
dz dz
1—y)— - ly)—— =0
y1 —y) y2+ (y—(a+ B+ Dy) Qy afiz
e da lui definita mediante la serie di Taylor

(33)  2F@ iy =Y @, By

o O
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I simboli di Pochhammer (a),,, ($),, € (), sono definiti da
o =1, )y =EE+D...E+n—-1) m=12,...).
Dalle (3.1) e (3.2) si ricava la rappresentazione integrale euleriana per la funzione
ipergeometrica (3.3):
ro) ol -ay

(34) 2F1(a,ﬁ; Vs ?/) = F(B)F(V _ﬂ) ) (1 _ ;)cy)a

valida per Rey > Ref > 0. Poiché la serie a secondo membro della (3.3) non
cambia scambiando a e f5, se Rey > max{Rea, Re f} emin{Rea, Re f} > 0dalla
(3.4) si ottiene la formula di trasformazione integrale

flxﬂ‘l(l —y P TOro-p ey

(3.5) 1 —ay)" v= Tl (y—a) d 1- -%'?/)ﬁ

Se a, f, y € 7, & facile vedere che l'integrale ipergeometrico (3.5) si esprime
razionalmente mediante log (1 — ), e quindi, scegliendo il parametro y razionale
o algebrico, dall'integrale (3.5) si possono ricavare risultati aritmetici sui loga-
ritmi di opportuni numeri razionali o algebrici. Inoltre per a, 8, y € 7 i fattori
gamma a secondo membro della (3.5) sono fattoriali, e la loro valutazione p-adica
permette di migliorare ulteriormente i suddetti risultati aritmetici facendo uso
del metodo di Siegel accennato alla fine del par. 2. Per questa via sono state
ottenute in [19] misure d’irrazionalita di logaritmi di numeri razionali, e in [1],
combinando il metodo di Siegel col metodo del punto di sella per integrali cur-
vilinei in C, misure di non appartenenza al corpo Q(#) del logaritmo principale di
7, per opportuni numeri algebrici 7.

Certi integrali multipli di tipo euleriano con esponenti interi sono invece
collegati ai valori della funzione zeta di Riemann negli interi > 1, e possono
percio essere utilizzati per ricavare alcune conseguenze aritmetiche su

oo

1
(3:6) (=2 — (=234

n=1

I primi risultati in questa direzione sono stati ottenuti da Beukers [4], che ha
dimostrato che, per n =1,2,3,..., si ha

11

(1 —x)"y"d —y)" ,

(37) d}%ff (1 _ 9ny)”+1 Y dx dy = Pn — an(Z) (pm qn € 71)
00

e

111
3 " (1—x)"y"(1-y)"2"(1-2)" oy b o
(38) d; Of Of Of = mpy™ lyde=r, 24,18 i, ¢,€7)
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Qui e nel seguito d, indica il minimo comune multiplo degli interi 1,2, ..., n; dal
teorema dei numeri primi si ottiene facilmente

(3.9) dy = €0 (= o).

Le forme lineari a coefficienti interiin 1 e {(2) o in 1 e {(3) a secondo membro
delle (3.7) e (3.8) sono le stesse precedentemente ottenute da Apéry [2] con un
metodo del tutto diverso. Stime standard sull'integrale doppio nella (3.7) e sul-
l'integrale triplo nella (3.8), insieme alla formula asintotica (3.9), implicano l'ir-
razionalita di {(2) e di {(8) in conseguenza della (1.1). Inoltre, applicando la
Proposizione 1 alle forme lineari (3.7) e (3.8), si ottengono le misure di irrazionalita

1({@2) < 11,85078...

u(l®) < 13,41782...

Questi risultati numerici sono stati successivamente migliorati da vari autori
(vedi [20], pp. 562-563), fino ai migliori valori dimostrati finora, e cioe le misure
d’irrazionalita (2.4) e (2.5) ottenute da Rhin e dall’autore in [12] e [13].

Concludiamo questo paragrafo citando altri risultati aritmetici sui valori della
funzione zeta (3.6) negli interi > 1. Richiamiamo la formula euleriana per i valori
della zeta negli interi pari:

1 1 B 2%k B
(3.10) (2k) = Z i (-1 22! 2n) k=1,23,...)

n=1

(vedi ad es. [11], formula (9.1)), dove i By sono numeri di Bernoulli, definiti dallo
sviluppo di Taylor

x o xh
e —1 ;Bhﬁ'
h—

Siha By=1, By =—1/2, By;,1 =0 per k > 1. Con una facile ricorrenza si ot-
tiene inoltre By, € Q. Dunque dalla (3.10) si vede che {(2k) &€ un multiplo razio-
nale di 7% ed & quindi trascendente, in virtd del teorema di Lindemann sulla
trascendenza di 7.

I risultati aritmetici finora dimostrati sui valori {(2k + 1) sono pochi e fram-
mentari. Oltre al teorema di Apéry [2] sull’irrazionalita di ((3), e alla misura
d’irrazionalita (2.5), abbiamo il teorema di Rivoal ([3], [16]):

Lo spazio vettoriale su Q generato da
1, {3), {5),..., (@n +1)

ha dimensione > (costante) log n. In particolare, esistono infiniti interi positivi
k tali che {2k + 1)¢ Q.
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Il metodo di Rivoal non permette di determinare nessun intero k > 2 tale che
{2k +1)¢ Q. Ad esempio, la congettura {(5)¢ Q non & dimostrata.

Si ha inoltre il seguente teorema di Zudilin [24]:

Almeno uno fra 1 quattro numeri {(5), {(7), {(9), {(11) ¢ irrazionale.

4. — Trasformazioni birazionali e gruppi di permutazioni.

In questo paragrafo esponiamo brevemente gli aspetti principali del metodo
introdotto da G. Rhin e dall’autore per trattare algebricamente integrali doppi e
tripli di tipo euleriano che generalizzano (3.7) e (3.8). Per maggiori dettagli rin-
viamo ai lavori [12], [13], [14] e [21].

4.1 — Integrali doppi

Nel lavoro [12], generalizzando I'integrale (3.7), definiamo

11 W1 _ oV (1 — o\
(1) 1.k om) = [[EEZ 00— E drdy
S A—ayytm 1-wy
dove h, j, k, [, m sono interi > 0 (questa condizione assicura la convergenza del-
l'integrale (4.1)). Introduciamo la trasformazione birazionale 7 : (x,y)— (X,Y)
definita dalle equazioni

_1-x
(4.2) T: 1—ay
Y=1-uy.

La trasformazione inversa e data evidentemente da

r=1-XY
(4.3) rlz{ 1-Y

Y=1—xv°

e le (4.2), (4.3) mostrano che t & una bigezione del quadrato aperto (0, 1)% in sé.
Applicando ripetutamente la trasformazione (4.2) si vede facilmente che 7 ha
periodo 5. Inoltre il determinante jacobiano della (4.2) &

dX,Y) @ 1-XY
dex,y) 1-ay 1—xy’
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e quindi 7 soddisfa ’equazione differenziale

dXdY  dedy
1-XY 1-—ay’

Pertanto sia il dominio d’integrazione (0, 1)? sia la misura dx dy/1 — xy) nel-
l'integrale (4.1) sono invarianti per I'azione di 7. Applicando a (4.1) il cambiamento
di variabili (4.3) si ottiene I(j, k,l,m,h), cioé I'integrale stesso con i cinque pa-
rametri i, §, k, [, m permutati ciclicamente. Dunque il valore dell'integrale (4.1)
e invariante per l'azione della permutazione ciclica = data da

=075 klm).
Inoltre, sia o : (x,y) — (X, Y) definita da
X=y
ag:
Y =2

Applicando a (4.1) la trasformazione o, cioé scambiando le variabili «, y, otte-
niamo I(l, k, 7, h, m). Dunque il valore dell'integrale (4.1) & invariante anche per
l'azione della permutazione

o= (h D k).

Si conclude che il valore di (4.1) e invariante per 'azione del gruppo di permu-
tazioni

(4.4) T = (z,0)

generato da z e o, che & chiaramente isomorfo al gruppo diedrale ®j di ordine 10.
Oltre agli interi

(45) ha j7 k? l7 m
si considerano i cinque interi ausiliari
(4.6) k+l—h, I+m—j, m+h—-Fk h+j-1, j+k—m,

l'ultimo dei quali & 'esponente a denominatore dell'integrale (4.1) e gli altri sono
ottenuti applicando ad esso le successive potenze della permutazione ciclica z.

Indichiamo con max, max’, max”, ... i massimi successivi in una successione fi-
nita di numeri reali: se A = (a;,...,a,) € una successione finita qualsiasi di
numeri reali con n > 3 e 11,...,1%, € un riordinamento di 1, ..., n tale che

(178 > Qj, > Wi >...> a;,

poniamo

(4.7 max A = a;;, max' 4 = q;,, max'A = a;.
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Detta S la successione dei cinque interi (4.6), definiamo
(4.8) H = max S, K = max'S.
In [12], Teor. 2.2, generalizziamo il risultato aritmetico (3.7) dimostrando che

(4.9) I(h,j,k,l,m) = u—v{(2), con veZ e dydgu € 7.

Inoltre ([12], Lemma 2.6) l'intero v e esprimibile come doppio integrale di
contorno:

(4.10) v = (L)ng ?{ o1 -2y ' -y dedy
. - \2m a-— xy)jﬂcfm -y’
Cc C,

dove C={xecC:lx|=p}eCo={y e C:|y—1/x|=p,} per ogni p;,p, > 0.
Per dimostrare (4.9) e (4.10) si usa in modo essenziale I'azione del gruppo di
permutazioni (4.4).

Poiché sia = che ¢ permutano gli interi (4.5) e, separatamente, gli interi (4.6),
l'azione del gruppo (4.4) & intransitiva sull'insieme dei dieci interi (4.5)—(4.6).
Sotto l'ulteriore ipotesi che, oltre ai (4.5), anche gli interi ausiliari (4.6) siano > 0,
possiamo introdurre una nuova permutazione “ipergeometrica” ¢, indotta dalla
formula di trasformazione (3.5), che agisce sui dieci interi (4.5)—(4.6) in modo tale
che il gruppo generato dalle permutazioni ¢, 7 e ¢ risulti transitivo su (4.5)—(4.6).

Scegliendo

a=j+k—-m+1, f=h+1, y=h+j+2,
dalla (3.5) abbiamo

de.

f a1 — xy 3! ijJrkm(l _ )"tk

A—agy 1 T Gk —m)l G + h— k! (1 — ay) !

0 0

Moltiplicando per »'(1 — y)k e integrandoin 0 <y < 1siha

Rl

I(h,j,k,l,m) = G+k—m)(m+h—k)

IG+k—m, m+h—Fk k, 1, m),

e ne segue

I(h7j7k7l7m) _I(j_'_k_m?m_'_h_kv k? ly m)
MK Um! — (G+k—m)(m+h—k)klm

(4.11)

Indichiamo con ¢ la permutazione associata in modo naturale alla formula di
trasformazione (4.11), che agli interi h,j, k, [, m fa corrispondere ri-
spettivamente j + k —m, m + h — k, k, [, m, e che estendiamo per linearita ad
una qualunque combinazione lineare di %, j, k, [, m. L’azione di ¢ sui dieci interi
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(4.5)—(4.6) e la seguente:
p=0 j+k-m)(yJ m+h—-kKE+1-h 1+m—j).

In virtd della (4.11) e dell'invarianza dell'integrale (4.1) per le azioni di 7 e di g, il

valore del quoziente
I(h,j, k,l,m)

AN
e invariante per 'azione del gruppo
(4.12) D = (p,1,0)

generato da ¢, 7 e o, che & evidentemente transitiva sull'insieme (4.5)-(4.6).
Dunque per ogni permutazione p € @ si ha

I(h,j, k,Lm) — I(p(h), p(), pk), p(d), p(m))
R ML p() p(i) p) pQ)! plm)!

e associamo a p il quoziente di fattoriali
ARV ARAR
p()! p(N! p(k)! p(1)! p(m)!

proveniente dalla formula di trasformazione (4.13) per I(h, j,k, [, m). E facile
vedere che se p e p’ appartengono alla stessa classe laterale sinistra del sotto-
gruppo T = (z,6) in @ = (p,7,0), il quoziente (4.14) & uguale all’analogo quo-
ziente per p’. Dunque ad ogni classe laterale sinistra di 7 in & si puo associare il
corrispondente quoziente (4.14), dove p & un rappresentante qualsiasi della classe
laterale considerata.

In [12] si dimostra che il gruppo @ & isomorfo al gruppo simmetrico S5 delle
permutazioni di 5 elementi; in particolare, 'ordine di @ e

& = 5! = 120.

(4.13)

(4.14)

Poiché |T| = 10, vi sono 12 classi laterali sinistre di 7 in &; queste forniscono 12
quozienti di fattoriali (4.14) effettivamente distinti.
Sia 7 la successione dei dieci interi (4.5)—(4.6), e sia

M = max 7, N =max'7T.
Chiaramente gli H e K definiti in (4.8) soddisfano H < M e K < N, dunque
dyr/dg e dy/dg sono interi. Ne segue che la (4.9) vale a fortiori con M al posto di

H e N al posto di K. Piti in generale, poiché & agisce transitivamente su (4.5)—
(4.6), per ogni p € @ otteniamo

(4.15)  I(p(h), p(), p(k), p(D), p(m)) = u® —'V((2),
con v € 7 e dydyu® € 7.,

doveu e dipendono soltanto dalla classe laterale sinistra di 7 in @ contenente p.
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Nell'insieme degli interi (4.5)—(4.6) sostituiamo ad &, j, k, [, m, rispetti-
vamente, hn, jn, kn, In, mn, con h, j, k, I, m > 0 interi fissatien =1,2,3,....
Dalle (4.9) e (4.15) abbiamo

(4.16) Ay dnn I, jn, kn, In, mn) = U, — V,,{(2) Uy, Vy € 7)

e

Ay I (pn, p(iyn, pleyn, pm, pimn) = UL —VP@) (UL, VP € 7).
Dunque per la (4.13) otteniamo

(p(ym)! (p(ym)! (pleyn)! (p(hm)! (p(m)n)! (U, — V,{(2))
= () (jn)! (em)! () (mm)! (TP — VP¢(2)),

e dall’irrazionalita di {(2) segue

(4.17) (pm) (p(j)m)! (p()n)! (p(Dn)! (pn))! U, = (ha)! (jm)! (km)! (1)) (men) L U'P)
e
(4.18) (p)m)! (p(j)n)! (pleyn) (pm) (p(meyn)! V,, = ()l (! (k) (1)) () V.

Con opportune scelte degli interi £, j, k, [, m > 0 nella (4.16), e stimando
asintoticamente, per n — oo, sia l'integrale I(hn, jn, kn, In, mn) col metodo di
Laplace, sia il coefficiente V, espresso come doppio integrale di contorno
mediante la (4.10), la Proposizione 1 del par. 2 applicata alla forma lineare a
secondo membro della (4.16) fornisce misure di irrazionalita di {(2). Se, a questo
scopo, si utilizza soltanto la forma lineare (4.16), la scelta asintoticamente mi-
gliore si ottiene per h =j =k =1 =m, e fornisce la misura di irrazionalita
1(¢@2)) < 11,85078. .. di Apéry—Beukers. Con tale scelta, tuttavia, i dieci interi
(4.5)—(4.6) coincidono e quindi, per ogni p € @, i fattoriali si eliminano dalle
formule (4.17) e (4.18), e si ha U, = U? e V,, = V¥. Cid non permette di de-
terminare un divisore comune di U, e V,,, e percio se h =j =k =1 =m non e
possibile applicare il metodo di Siegel accennato alla fine del par. 2.

Al contrario, scegliendo £, j, k, [, m non tutti uguali, si puo trovare un divi-
sore 4, esponenzialmente grande comune a U, e V,, e quindi migliorare note-
volmente il risultato di Apéry—Beukers mediante il metodo di Siegel. 11 divisore
Ay, si costruisce utilizzando la valutazione p-adica dei fattoriali nelle formule
(4.17) e (4.18) al variare della permutazione p in un insieme di rappresentanti
delle classi laterali sinistre di 7 in @, e percio la sua costruzione dipende dal-
I'azione del gruppo @. La tecnica che si utilizza a questo scopo € descritta in [12]
par. 4, o in [21] par. 2.1.

Con la scelta h =j =12, k =1 =14, m = 13, il metodo sviluppato in [12]
fornisce la misura d’irrazionalita (2.4): x({(2)) < 5,44124.. ..
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4.2 — Integralz tripli

L’applicazione del metodo dei gruppi di permutazioni al caso di integrali tripli
che generalizzano (3.8) € in linea di massima simile a quella descritta per gli
integrali doppi, ma presenta alcune difficolta supplementari. In [13] conside-
riamo l’integrale triplo

"(1 - x)l k(l —y)y zJ(l —2)?  dxdydz

dove &, 7, k, I, q, v, s sono interi > 0. Dunque I'esponente ¢ + 7 — r a denomi-
natore non supera la somma ¢ + & degli esponenti di 1 —z e di x, ed & facile
vedere che questa condizione & necessaria per la convergenza dell’integrale
(4.19). Chiaramente, a causa della simmetria in ¥ e y del denominatore
1 — (1 — xy)z, per la convergenza di (4.19) & anche necessario che ¢ + & — r non
superi la somma q + k degli esponenti di 1 —z e di y. Conviene quindi definire
m =k+r—h,dacui

(4.20) h+m =k+r,

e si vede facilmente che I'integrale (4.19) converge se e solo se gli otto interi 4, 7,
k, 1, m, q, r, s sono tutti > 0.
Poniamo

"1 — )y A —y)'FA -2 dedydz
(21) Ihjk,Lm,q,7,8) = !J! (11— —ay)r) 1-1—xy)z

dove m € un parametro “implicito”, definito dalla (4.20). Introduciamo inoltre la
trasformazione birazionale J : (x,y,2) — (X, Y, Z) definita da

=1 -yr
Y- 1-2)1-2)
N Y
Z= 1-1—yz’
La trasformazione inversa e data da
_Q-va-2
T 1-1-XY)Z
(4.23) STy —a-x)7
X

Tioa-xz’
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e dalle equazioni (4.22) e (4.23) segue che < & una bigezione del cubo aperto (0, 1)
in sé. Inoltre la trasformazione & ha periodo 8 e soddisfa 'equazione differenziale
dXdvdz ~  dedydz
1-0-XY)Z  1-(Q-ayz’

Percio, applicando all’integrale (4.21) il cambiamento di variabili (4.23) e poi
scrivendo «, ¥,z al posto di X, Y, Z rispettivamente, si ottiene l'integrale

x’(l o) Tyl — ) 2k - 2)" da dy dz
(424) bfbf! (1 %)z)]+q 1— 8(1 ( xy)z)1“+l—q 1 _ (1 —xy)z .

Perla (4.20) 'esponente k +  — h di1 — x e uguale ad m. Imponendo la condizione
(4.25) j+q=1+s,

il fattore “parassita” 1 — (1 — x)z scompare dall'integrale (4.24), e I'esponente
r+l—qdil-(1-xy)z euguale a r+j — s. Dunque l'integrale (4.24) diviene
1(j,k,l,m,q,7r,s,h). Si conclude che se gli interi &, 5, k, I, m, ¢, r, s > 0 soddi-
sfano le condizioni lineari (4.20) e (4.25), il valore dell’integrale (4.21) & invariante
per lazione della permutazione ciclica

d=Mmjklmaqrs).

Sia ora ¢ : (x,¥,2)— (X,Y, Z) la trasformazione

X=y
g:{Y=x
Z =z.

Applicando ¢ all'integrale (4.21), cioe scambiando le variabili «,y, in virta della
(4.20) otteniamo I(k,j, h,s,r, q,m,l). Percio il valore di (4.21) & invariante anche
per lazione della permutazione

o = (h k) s)(m 7).

Si noti che la permutazione 9 scambia fra loro le condizioni lineari (4.20) e (4.25)
mentre ¢ conserva sia la (4.20) che la (4.25); infatti

) +8m) =j+q =1+s = k) + ),

IPD+g) =k+r =m+h =)+ Xs),

oh)+om) =k+r = h+m = o)+ a(r),

o()+ol@ =j+q =s+1=0l)+0s.

(4.26)

Dunque, sotto le sole condizioni (4.20) e (4.25), il valore dellintegrale (4.21) &
invariante per 'azione del gruppo di permutazioni

0 = (8,0)

generato da 3 e ¢, che & isomorfo al gruppo diedrale Dg di ordine 16.
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Anche nel caso attuale, oltre agli interi

(427) h7 j7 ka l7 m7 Q7 ’V, S

soddisfacenti le (4.20) e (4.25), e necessario considerare interi ausiliari, e preci-

samente i seguenti:
W:=h+l—j=h+q—s,
ji=j4+m—k=j4+r—h,
K:i=k+q—l=k+s—}
Ui=l+r—m=1+h—k,

(4.28) , .

m:i=m+s—qg=m+j—1,

¢ =q+h—-r=q+k—m,

/rl

Sl

=r+j-—s=r+l—agq,
=s+k—h=s+m—r,

dove le due espressioni di ciascun intero (4.28) si ottengono applicando o la (4.20)
o la (4.25). Si noti che le (4.20) e (4.25) implicano
W+m =h+m=k+vr =K+

J+q¢=j+q=1l+s=10+5.
Analogamente al caso bidimensionale, con la notazione (4.7) definiamo
H = max U, K = max'U, L = max"U,

dove U e la successione degli otto interi (4.28). Utilizzando I'azione del gruppo O,
in [13] dimostriamo che, sotto le condizioni (4.20) e (4.25), si ha

(4.29)  Ih,j,k,l,m,q,r,s) = u' —20'(@B), con v € 7 e dydxdiu' €7,

dove l'intero v’ & dato dal triplo integrale di contorno
V= _(L)?’f 7{ ?{ o1 - 0) YA -y’ P -2 dedydz
1) 1-a- xy)z)zﬁh—r 1-(1—aye
c G CTI/

con C={xecC:lx|=p}, Co={yecC:ly—1/x|=p} e Coy={2€C:
|z — (1 —wy)"'| = ps} per ogni p;, py, p3 > 0.

Se, oltre agli interi (4.27), anche gli interi ausiliari (4.28) sono > 0, possiamo
introdurre due permutazioni “ipergeometriche” w e y nel modo seguente.
Cambiando nella (3.5) y in —yz/(1 — 2) e scegliendo

a=q+h—r+1, f=h+1, y=h+1+4+2



392 CARLO VIOLA

otteniamo
1

1 h !
(1 —x) g R
f do = (1 -2) qq f

1 (1 _ (1 _ xy)z)q+lt—7‘+1 ardl )

21— ) N
A-A -yt

Moltiplicando per *(1 — %)* #(1 — 2)? e integrandoin 0 <y <1, 0 <z < 1,siha

. AN .
I(hajvk:l7m7 q,7, S) = q’!?"’! I(q/,]JC, r',m, T,q,S),
da cui
. . ,
(430) I(h’j’k7l’ m,q,”r', 8) _ I((I ,],k,/l" ,m, 7, qv S)

RUGTEN Dmlglrls! gkl Imlrlgls!
Cambiando invece nella (3.5) x in z e y in 1 — xy, e scegliendo
a:q+h—r+1, ﬁ:j+17 V:]+q+2,

abbiamo

fl d(1—2) - j!q!f (1 -2y
5 (

2 =212 —_ dz.
5 A-1- ay)z)i L o S R R

Moltiplicando per (1 — x)! *(1 — y)° e integrandoin0 < # < 1, 0 <y < 1,siha

. j1q! ,
Lhjide lomo g, 5) = 0 10 b L. v.5),

€ ne segue

Ih,j, k,lm,q,r,s)  I(h,qk,l,m,j,r,s)
R I mlglrtsl Bl il it sl

(4.31)

Analogamente al caso bidimensionale, indichiamo con y e y le permutazioni dei
sedici interi (4.27)—(4.28) associate alle formule di trasformazione (4.30) e (4.31)
rispettivamente. Abbiamo

v = ¢ ¥)g M §)

e
1= g HW E m),
da cui
ph) +ym) = ¢ +m = k+q = pk) + p©),
(432) v +w@ =j+r=1r+s=pD+ys),

W)+ ym) = h+m = k+r = yk) + x(r),
ID+x@ = ¢ +7 =1+5 = )+ %05).
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Per le (4.26) e (4.32), il gruppo
Y = (y.x,9,0)

generato da y, z, 4, 6, analogo al gruppo (4.12), agisce transitivamente sugli
interi (4.27)—(4.28) sotto le sole condizioni lineari (4.20) e (4.25), e per ogni per-
mutazione p € ¥ si ha

I(h.j. k. 1m,q.r,s) _ 1(p(h), p(5), ptk), p(), p(m), p(q), p(r), p(s))
Rk Eml gttt p(h)! p(5)! p(k)! p(D)! p(m)! p(@)! p()! p(s)!

In [13] si dimostra che esiste una successione esatta di gruppi moltiplicativi:
(4.33) 1KoV - 55 —1,

dove K é isomorfo al gruppo additivo (Z/ 27)* e S @ il gruppo simmetrico delle
permutazioni di cinque elementi. Ne segue |K| = 2%, |S5| = 5!, e dalla succes-
sione esatta (4.33) si ricava 'ordine di ¥:

|P| = 25! = 1920.

Poiché |@| = 16, vi sono 120 classi laterali sinistre del sottogruppo © = (4, ¢) nel
gruppo ¥ = (y, 7,8, o), alle quali corrispondono 120 quozienti distinti

RV L ml gl ! s!
P! p(N! p()! p(D)! p(m)! p()! p(r)! p(s)!

al variare di p in un insieme di rappresentanti delle classi stesse.
Ponendo

M = max V, N = max'V, Q = max"V,

dove V e la successione dei sedici interi (4.27)—(4.28), 1a (4.29) vale a fortiori con
M, N, @ al posto di H, K, L rispettivamente, e per ogni p € ¥ abbiamo

1(p(h), p(j), p(k), p(L), p(m), p(q), p(r), pls)) = u'® — 20'P((3),

con v € 7 e dydydou'” € 7.

Con un metodo del tutto simile a quello indicato nel caso bidimensionale, cam-
biando h, j, k, I, m, q, r, s rispettivamente in hn, jn, kn, In, mn, gn, rn, sn, con
h,j, k,l,m, q, r, s >0 interi fissati e n =1,2,3,..., si ottiene, analogamente
alla (4.16),

(4.34) dyndnndgn I, jn, kn, In, mn, qn, vn, sn)=U, —2V,(3) (U,,V, € 7),

e lazione del gruppo ¥ permette di costruire p-adicamente un divisore 4,
esponenzialmente grande comune a U}, e V, . Combinando la stima asintotica di
4, con quelle dell'integrale e di V), nella (4.34) per n — oo, si ottengono buone
misure di irrazionalita di {(3).
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Con la scelta
h=16, j=17, k=19, =15 m=12, ¢q=11, r=9, s=13,

soddisfacente le condizioni lineari (4.20) e (4.25), otteniamo in [13] la misura di
irrazionalita (2.5): x({(3)) < 5,51389....

4.3 — Dilogaritmi

Un’altra applicazione del metodo dei gruppi di permutazioni dovuto a Rhin e
allautore e data nel lavoro [14], e riguarda lo studio aritmetico di integrali doppi
dipendenti da un parametro collegati alla funzione dilogaritmo Lis. Per ogni
intero k > 1, il polilogaritmo Li; di ordine k e definito dalla serie di Taylor

oo xn
Liy(@) = > i (=l<D.
n=1
In particolare si ha

Lii@) = Y % — _log(1—2)

n=1

. X0 g Flog(1—t
Lip@) = %: —I%dt.
0

n=1

Per h, j, k, [, m > 0 interi e z > 1 reale, in [14] si definiscono gli integrali
doppi

L N S

@35) 190,k lom) = o [[ LAZDVC )

ki (90(1 _ y) + ?/Z)Pr m+

dx dy,

2_7n: (x(]. _ y) + yz)j+k777n+1
ly—z|=p

1 j Ik !
] _ _
(4.36) I;D(h,j, k,l,m) = zflfmf ( 1 % Y1 —-x)"y'd -y dy) dw,
0

437 120h,j,k,1,m)

w1 1 J(1 - )"yt -y
oy l-m _
=z o % (27” 7{ (x(1 — y) + yz)j+k7m+1 dy da

[x—2|=0 ‘y_%kp

per p,o > 0. Si introduce inoltre I'involuzione 1 : ¥ +— Y definita dall’equazione

x(1—y)

438 1Y = —— 9
(4.38) * ol —y) +yz’
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che soddisfa 'equazione differenziale
dYy dy

e1-Y)+Yz  xl—-y) +yz’

Per ogni x tale che 0 < x < 1, A trasforma bigettivamente I'intervallo aperto
0<y<1in0<Y <1,e, per ognix € C tale che x # 0, x # 2, trasforma ogni
circonferenza |y —x/(x —2)|=p >0 con y € C in un’analoga circonferenza
|Y —a/(@ — 2)| = p’ > 0. Percio, applicando agli integrali (4.35), (4.36) e (4.37) il
cambiamento di variabile (4.38), si ottiene facilmente

(4.39) 10,7, k,1,m) = IO, m,1,k,j) (v=0,1,2).
Alla trasformazione A associamo quindi la permutazione
4= (G m)k D,

e ivalori degli integrali (4.35), (4.36) e (4.37) sono invarianti per I'azione di A.
Definiamo inoltre

H=max(+m—j, m+h—k, h+j—1 j+k—m),

K=max(+m—j, min(m+h—k, h+j—10), j+k—m),
(4.40) a=max (j+k, k+1, [ +m),

B =max (0, k+1—h),

o=max (h, m+h—k, h+5-1,j+k, k+1, I +m).
Estendendo per linearita ad ogni combinazione lineare di %, j, k, I, m 'azione
della permutazione 4, si vede facilmente che gli interi H, K, a, 8, 0 > 0 sono
invarianti per 'azione di A.

L’integrale (4.35) rappresenta una forma contenente log z, Li; (1/2) e Lia(1/2).
Per eliminare i termini indesiderati in cui compaiono log z e Li;(1/%) si definisce

L(h,j, k,l,m) = IO0,j,k,1,m) — (logz) IV (h,j, k,1,m),
da cui, per la (4.39),
L(h,j, k,l,m) = L,(h,m,l k,j).

Con le definizioni (4.40) abbiamo allora le seguenti formule di struttura ([14],
Teor. 2.1):

dpdgz*(z — 1PL(h,j,k,1,m) = P(z) — Q(z) Liz(1/2),
(4.41) dydgz*(z — IV, 5, k,1,m) = R(k) — Q) Li;(1/2),

dudgz"(z — 'I2 0,5, k,1,m) = Q)

dove
(4.42) P(z), Q(z), R(z) € Z[z], max (deg P(z), deg Q(z), deg R(z)) < 0.

11 polinomio Q(z) e lo stesso nelle tre formule (4.41).
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La formula di trasformazione ipergeometrica (3.5) vale anche per integrali di
Cauchy su curve chiuse. Applicando la (3.5), in modo analogo a quanto fatto nei
par. 4.1 e 4.2, sia ad integrali reali sull'intervallo (0, 1) sia ad integrali di contorno,
si dimostra che i valori di

I;")(hyjy ky la m)

(4.43) W R L) (v="0,1,2),
e quindi anche di

Iz(h:j: k7 la m)
(444) RPN m!

sono invarianti per 'azione della permutazione “ipergeometrica” w definita da
o=0 m+h-k(G j+k-—m)k m),
e quindi per l'azione del gruppo di permutazioni
Q = (0,1,
generato da 4 e da o, che agisce sui nove interi
h,jg, k, I, m, l+m—j, m+h—k, h+j—1 j+k—m

supposti tutti > 0. Si noti che sia 4 che o agiscono identicamente sull’intero
k + 1 — h che interviene nella definizione (4.40) di . Percio k + 1 — h & escluso
dall’azione del gruppo £, e si pud supporre k+1—h 0.

In [14] dimostriamo che & isomorfo al prodotto dei gruppi simmetrici &, e
@32

!

Q

R
S

@gw

@

35
e quindi 'ordine di 2 e
2] = 2!-3! = 12

Anche in questo caso abbiamo formule di trasformazione del tipo (4.13) per i
quozienti (4.43) e (4.44), una per ciascuna classe laterale sinistra del sottogruppo
A = (2) di ordine 2 nel gruppo 2 di ordine 12. Otteniamo quindi sei quozienti
distinti di fattoriali del tipo (4.14).

Scegliamo il parametro z > 1 razionale, z =s/r con r,s€ 7, 1<r<s, e
sostituiamo ad H e K, rispettivamente, gli interi

M =max (h,j, k,l,m, l+m—j, m+h—k, h+j—1,j+k—m)
ed

N = max max'(h, m+h -k, h+j—0,j, k, L, m, l+m—j, j+k—m)

che soddisfano H < M, K < N, e, come si vede facilmente, sono invarianti per
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l'azione del gruppo . Poiché anche a, f e 4 sono invarianti per 'azione di 2, per le
(4.41)—(4.42) si ha in particolare, per ogni p € Q,

(4.45)  dydy s s — VI (ph), p(h), p(K), p(0), p(m))
= 1°P,(s/7) — 1°Q,(s/r)Liz(r/s),

(4.46)  dydy P (s = VIS (p(), p(i), k), pD), p(m)) = 1Qy(3/7),

dove i polinomi P, e @), dipendono solo dalla classe laterale sinistra di A4 in
contenente p, e dove 1°P,(s/r) e 7°Q,(s/r) sono interi.

Cambiando nelle (4.45)—(4.46) &, j, k, I, m in hn, jn, kn, In, mn rispetti-
vamente, con &, j, k, I, m > 0 interi fissatie n = 1,2,3, .. ., e applicando un me-
todo analogo a quello descritto alla fine del par. 4.1, si ottengono misure di irra-
zionalita di Liz(r/s) per ogni r > 1 e per ogni s abbastanza grande rispetto ad 7.

Il caso » = 1 era stato precedentemente trattato da Hata [10] con un metodo
diverso dal nostro. In [10] Hata dimostra l'irrazionalita di Liz(1/s) per ogni intero
s > 7, e ottiene misure di irrazionalita di Liz(1/s) con s > 7. In [14], usando il
metodo dei gruppi di permutazioni, miglioriamo tutte le misure di irrazionalita di
Lip(1/s) ottenute da Hata in [10] e dimostriamo inoltre che Liz(1/6)¢ Q, con
1(Liz(1/6)) < 783,29086. ...

5. — Conclusione.

I1 metodo dei gruppi di permutazioni descritto nel par. 4 si estende al caso
multidimensionale, e fornisce teoremi di struttura aritmetica per integrali mul-
tipli di opportune funzioni razionali. Nel lavoro [15] consideriamo una genera-
lizzazione naturale degli integrali (4.1) e (4.21) al caso di dimensione qualsiasi, e
precisamente 'integrale

51) X1 - X" .. X1 - X)) dx; ...dx,

0,1)" 1-a-X.. .anl)Xn)b’ﬁalicl 1-1-X;.. XX,
dove ay,...,ay; b1,...,by; c1 sono interi > 0. Analogamente alla (4.20), si defi-
niscono successivamente interi cz, . . ., ¢,_1 mediante le equazioni

a; +c = ag+cCq,
az +c3 = ag + cz,

Ap—2 +Cy_1 = Qy_1+ Cy_2,
ed é facile vedere che I'integrale (5.1) converge se e solo se

(52) al?"’aa/’n; blv"'7bn; Cla"'vcnflzo'
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Tuttavia nel caso di dimensione # > 4 non vi sono generalizzazioni naturali né
della trasformazione birazionale (4.22) né della condizione lineare (4.25), e quindi
non esiste un’azione di gruppo sull’integrale (5.1) che permuti ciclicamente tutti i
parametri interi (5.2). Come conseguenza di cio, contrariamente ai casi di di-
mensione 2 e 3, per n > 4 l'integrale (5.1) non é esprimibile come combinazione
lineare a coefficienti razionali soltanto di 1 e di {(n). In [15], Teor. 3.1, dimo-
striamo che in effetti 'integrale (5.1) € uguale a

Ar +A2l(2) + A3lB) + ... + A1l — 1) + Ap(n — 1){(n)

con Ay, Ag,..., A, 1€Q, A, €7, e che se a,+b, <by+...+b,1+n—3

allora As = 0. Questo risultato e ottenuto trasformando I'integrale (5.1) non in un
altro integrale dello stesso tipo, ma in un integrale avente la misura

dxy ... dx,
(1 — 901902)(1 — 901902963) . (1 — X1X2 .. .acn)

mediante la trasformazione birazionale 7, : (%1, ..., 2,) — (Xi,...,X,) definita
dalle equazioni

Xl _ (]- —%1.. ~xn—1)%n
1—21...2%,

Xg _ (1 —%1... x'n—Z)%n—l
1 —X1...Ly-1

(5.3) ;7% .............

X, - (1 — w1)ws
1-— X102

X, =1—21...2,

che & una bigezione dell'ipercubo aperto (0,1)" in sé e soddisfa 'equazione dif-
ferenziale

dX; ...dX,

(54) 1 — (1 — Xl .. .Xn—l)Xn

dey .. .dx,

— ( _ 1)[7Z/Z]+1 .
(1 — 9(71.’)6'2)(1 — .%‘1902.%'3) . (1 — X1%2 .. -%'n)

Il problema della ricerca di trasformazioni birazionali che, utilizzate come
cambiamento di variabili, trasformino 'uno nell’altro integrali multipli conte-
nenti misure diverse e stato affrontato da Fischler in [6] e dall’autore in [21]. In
[6] vengono inoltre studiate da un punto di vista geometrico varieta associate ai
gruppi di permutazioni introdotti da Rhin e dall’autore. In [21] si introduce una
famiglia di trasformazioni birazionali di dimensione 3 soluzioni dell’equazione
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differenziale

axdvaz du dy dz
1-1-xXVZ ~d—-=pd—aye)’

e tali trasformazioni sono state recentemente generalizzate dall’autore in [23] al
caso di dimensione qualsiasi, ottenendo una famiglia — contenente in particolare
la trasformazione 7, definita in (5.3) — di soluzioni della (5.4) o dell’analoga
equazione differenziale col segno (— /21,

Non vi & dubbio che ulteriori importanti progressi nello studio aritmetico
di costanti esprimibili come integrali definiti di funzioni razionali possano
essere ottenuti mediante una ricerca sistematica di trasformazioni birazionali
soluzioni di opportune equazioni alle derivate parziali quali ad esempio la
(5.4). Tuttavia la ricerca e la classificazione di trasformazioni birazionali di
questo tipo sembra essere un problema assai difficile, che presumibilmente
richiede un’applicazione congiunta sia di metodi algebro-geometrici che di
metodi analitici.
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