BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

PATRICK LE BARZ

Sur Une Formule de Castelnuovo Pour Les
Espaces Multisécants

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 10-B
(2007), n.2, p. 381-387.

Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2007_8_10B_2_381_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2007_8_10B_2_381_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2007.



Bollettino U. M. 1.
(8) 10-B (2007), 381-387

Sur Une Formule de Castelnuovo Pour Les
Espaces Multisécants.

PATRICK LE BARZ

Sunto. — Nello spazio proiettivo P2 consideriamo il numero vy dei sottospazi (k — 2)-
dimensionali, k-secanti una curva C, di grado n e genere g. Nel 1889, una formula per
v € stata data da Castelnuovo [2]; in [1] st trova una dimostrazione moderna.
In questo lavoro, mi propongo di costruire la funzione generatrice della serie

S opth € ZI[E]], senza usare i visultati di Castelnuovo.
k>0

Summary. — Let vy, be the number of (k — 2)-dimensional subspaces of P*~2 which are k-
secant to a curve C (of degree n and genus g). Castelnuovo (1889) gave a formula for vy
(see [2]); one has a modern proof in the monograph [1].

Here we give explicitly the generating function of the series > vpt* € Z[[t]], without
using Castelnuovo’s results. wZa

1. — Introduction.

On notera [d] un sous-espace de dimension d d’'un espace projectif quel-
conque PV, Soit k € N et considérons une courbe lisse C de degré n et genre g
dans P#~2. On désigne par vy, le nombre de sous-espaces [k — 2] k-sécants a C.
Un décompte des dimensions montre qu’on les attend en nombre fini. Il s’agit
alors:

i) de donner une formule pour le nombre vy;
ii) de trouver la fonction génératrice > vt* dans Z[[¢]].
>0
Castelnuovo ([2]) a répondu a la question i). Une démonstration moderne se
trouve dans [1], p. 351.
De notre c6té, nous nous proposons de répondre a la question ii) (sans utiliser
les résultats de Castelnuovo) par le théoréme suivant.

THEOREME. — Omn note v, le nombre de [k — 2] k-sécants a une courbe lisse
de degré n et genre g dans P*2. Alors la fonction génératrice de la série
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S opt? de ZI[t]] est la fonction:

k>0
<1 Vit 4‘t> " <—1 4t (12Tt 475) g-1
2 22 ’

St) =

REMARQUES. — i) On notera les développements en série:

1 1+ 4t
?Z1+t_t2+2t3—5t4+14t5+...

et

14t + (A +20VI+ 4

T 1— 2+ 463 — 148 + 48> + ...

ii) Par convention, on pose vy = 1,0; = n; quant a vg, c’est le nombre
(”*Dzﬂ — ¢ de points-doubles d’une projection plane.

Le nombre v, de [k — 2] k-sécants est défini dans cet article comme le degré
d’un 0-cycle dans la grassmannienne G(k — 2, P#-2%) ce qui permet de le définir
pour toute courbe de P2, D’ailleurs dans certains cas dégénérés, le nombre vy,
peut-étre négatif. C’est par exemple le cas si la courbe est une droite ou une
conique; c’est assez prévisible, vu qu'une droite et une conique sont des courbes
tres dégénérées du point de vue des espaces multisécants, puisqu’elles en ad-
mettent une infinité.

Pour démontrer le théoreme, on part de la Note [6] ot 'on a une expression
du nombre de [d] k-sécants, dans une grassmannienne quelconque G(d, PY).
Cette expression, a partir des cycles de Schubert spéciaux, se simplifie ici net-
tement a cause du “lemme utile” du paragraphe 1); on peut remplacer tous les
cycles de Schubert spéciaux o; par des 1 dans les caleuls! On examine d’abord en
2) le cas d’une droite, puis en 3) le cas d’'une conique. Enfin, on obtient le cas
général au paragraphe 4).

Dans la suite, on peut essayer de généraliser ce qui précede aux surfaces.
Dans [3], p. 73, Donaldson pose la question suivante: soit S ¢ P32 une surface
lisse et soit Ny, le nombre de [k — 2] k-sécants a4 S (qu’on attend en nombre fini). Il
s’agit de donner N, en fonction des invariants de la surface (H?, HK, K2, y). Les
nombres N3, Ny, N5 sont connus: voir [7],[10],[8]. Dans [8], Lehn conjecture

méme une formule pour la série génératrice > Nt*. Cependant (2 la con-
. p o . k>0 .
naissance de I'auteur), sa détermination est encore une question ouverte.

1) Un Lemme utile.

LEMME 1. — Soit la grassmannienne G = G(d, PY) des sous-espaces [d] dans
PY et soit ¢ = N — d lewr codimension. Donnons-nous au plus d + 2 cycles de
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Schubert spéciaux o;,, ...,0;,, avec [i| =11 + ... + igse = dim(G) = (d + 1)c et
0 <1, <c. Alors on a le degré du 0-cycle:

deg(a;,...0,,,) = 1.

PREUVE. — On peut faire une récurrence sur c. Mais une démonstration plus
agréable et plus visuelle se fait en suivant [4], (9.4), particulierement la formule
de Pieri, p. 146. 11 s’agit de voir de combien de manieres on peut carreler un
tableau rectangulaire a d + 1 lignes et ¢ colonnes. Or il n’y a que d + 2 cycles g, a
pouvoir utiliser pour cela, c’est-a-dire d + 2 types de carreaux différents au
maximum. Mais la régle impose de ne pas mettre deux carreaua identiques dans
une méme colonne. L’unique solution consiste done a remplir le tableau ligne a
ligne, les carreaux les uns a la suite des autres.

A titre d’exemple, pour d =2 et ¢ =7, on a représenté ci-apres 'unique
remplissage du tableau concernant le cycle o403, ce qui prouve que ce cycle
est de degré 1 dans CHZ(G(2,P?)). Les & sont pour og et les O, &, &, pour
les trois o5 (dans cet ordre).

AAIAADANO
(VARVARVERVER NN NI )
& |OIOIO|O]O

On notera que pour d + 3 cycles, le résultat du lemme est faux. Ainsi dans la
grassmannienne G(1, PS), on a deg(a‘ll) = 2.

2) Cas d’une droite.

Dans toute la suite, on regarde la grassmannienne G = G(k — 2, sz_z); les
sous-espaces sont donc de codimension ¢ = k et 'on a dim(G) = k(k — 1). On note
CH*(G@) l'anneau d’équivalence rationnelle de G. On notera ¢"(p) le coefficient
de P dans lexpression (1+ g1u + ... + oju’)” dans anneau des polynémes
CH*(G)[u], ou les o; désignent les cycles de Schubert spéciaux; on a ¢"(p) €
CHP(G).

On regarde d’abord le cas oii la courbe C de P72 est une droite et I'on con-
sidere vy, (défini comme dans [6]), le nombre de [k — 2] k-sécants a cette droite.
D’aprés [6], pour k& > 3, on a v, = deg(ay), avee ( — 1)Fay, = a2q"2(k? — 3k).

Dans lexpression 62(1 + gy + ... + o), le coefficient de w*~3), qui est
un O-cycle sur G, s’exprime a l'aide d’au plus k cycles spéciaux ¢;. D’apres le
“lemme utile” (avecici d = k — 2), le nombre ( — l)k deg(ay,) est égal au coefficient
de u**-3) dans le polynéme (1 + % + ... + u*) de Z[u]. On va donc calculer ce
coefficient. Il est donné par la remarque suivante.
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REMARQUES. — Dans 'expression (1 +u + ... + u*)" € Z[u),

a) les coefficients de % et u™*~/ sont égaux,
b) et pour 0 <j <k, ils valent ("”7?*1).

En effet, a) résulte de (1+u+...+u")" =w™ 1 +14 . +1)" et on
prouve b) par récurrence sur m.

Alors dans 'expression (1 + % + ... + % qui nous occupe, on trouve que le
coefficient de #**~3) est le méme que celui de u*, & savoir (% %) = (333).

k)k72

CONCLUSION. — Pour une droite, pour k > 3, on a vy = (— 1) (Zlfjg) Par ail-
leurs, on a vy = 1,v; = 1,03 = 0. Done la série U(t) = 3" vt* est égale a:

>0
- w2k — 3\
U(t)—1+t+kz>;(—1)(k_3 t.
On trouve alors la fonction:
1 1+ 3t
1 Ub)==(1+t+——).
M (t 2(***@)

3) Cas d’une conique.

Comme précédemment, calculons vy, (pour k > 4) lorsque la courbe est une
conique de P2, Toujours d’apreés [6], on a v, = deg(ay), ou (— 1)kak =
alqu‘?’(k(lc — 4)). Toujours grace au “lemme utile”, ( — l)k v est le coefficient de
w9 dans (14w + ... + uF)* > € Z[u]. D’aprés la remarque précédente, ce
coefficient est le méme que le coefficient de u¥, & savoir (**) soit (¥~). Donc
pour une conique, on a v, = (— 1 (%f_‘f). Par ailleurs, ona vy = 1,01 = 2,02 = 0;
enfin vg = 0 (voir [6]). Donc la série V(t) = > etk est égale a:

k>0
2k —4
_ _1\k k
V(t)_1+2t+kz( 1) (k_4)t.
>4
On trouve alors la fonction:
1 2t2+4t+1)
2 V) ==1+2t+ ——n—~——|.
® ® 2< 1+4t

4) Le cas général.

Pour C courbe lisse dans PV, non nécessairement connewe, on consideére son
rang [9], ou plutot la moitié de son rang (son “mirang”) qu’on notera f. Si C est
connexe de degré n et genre g, on af = g + n — 1. L’invariant f vérifie pour une
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réunion disjointe de deux courbes lisses: f(C LI C") = f(C) + f(C"). D’autre part, f
reste le méme quand on projette génériquement C en C dans un sous-espace de
PY:on af(C) =f(C).

Soit alors C ¢ P?~2 une courbe lisse de degré n et “mirang” f. D’aprés [11],
on sait que v;(C) est un polynome v,(n, f) en n et f. On va montrer le lemme
suivant:

LEMME 2. - On a: oy(n + ', f +f) = > viln, .o/, f).
itk

PREUVE. — Les deux membres de I'égalité étant des polynémes en n, f,%’, f/,
il suffit de vérifier I'égalité

n(CLCH =" i C(C)

ik

pour un nombre fini de courbes C et C’ disjointes de P?~2, Ce sera toujours
possible si on suppose C et C’ génériques. Les [k — 2] qui sont k-sécants a C LI C’
sont i-sécants a C et j-sécants a C’ avec ¢ +j = k. Cherchons donc le nombre de V
i-sécants a C et j-sécants a C'. Le cas 1 = 0 ouj = 0 est évident. Le cas i =1 ou
j =1 sera traité plus bas.

Supposons done ¢ > 2 et j > 2. Projetons C sur un sous-espace par un
[2(j — 1)] en une courbe Cy; et de méme projetons C’ sur un P%~! en une courbe
C} par un [2(¢ — 1)]. Par ([5], exemple 9.8.3), le nombre de sous-espaces [k — 2] k-
sécants qui sont i-sécants a C et j-sécants a C’ est le méme que les sous-espaces i-
sécants & C) et j-sécants & C}. (Car le schéma Hilb'C x Hilb/C' se déforme
platement en Hilb'Cy x Hilb'C}). Alors si V ¢ P*72 est un [k — 2] i-sécant & C;
et j-sécant a Cf, les ¢ points de C; NV engendrent un [¢ — 1] noté W C V dans
P%71: les j points de Ci{ NV engendrent un [j — 1] noté W' C V dans | S
Notons 0 le point d’intersection de P! et P¥! dans P?* 2 (on a 2k —2 =
2i —1+42j —1). Comme V est isomorphe & P*2, les sous-espaces W et W’ se
coupent en un point de V. Ce point ne peut-étre que 0 puisque WNW’' C
p2i-1Ap¥-1_o

Projetons de nouveau C; par 0 en Cy sur un hyperplan H de P#~!; et proje-
tons C] par 0 en Cj sur un hyperplan H' de P%~!. Les sous-espaces W passant par
0 et coupant C; en 1 points correspondent bijectivement aux [¢ — 2] intersectant
Cs dans H ~P? 2 en i points; leur nombre est done v;(n, f), car Cs est aussi
d’invariants n et f. De méme le nombre de sous-espaces W’ passant par 0 et
coupant C] en j points est le méme que le nombre de [j — 2] coupant Cj, en j points
dans H' ~ sz—z; autrement dit, c’est v;(/, f*). Or le joint J(W, W’) est un sous-
espace [k — 2] puisque W N W’ = 0. Au total, il y a v;(n, f).v;(#’, f') sous-espaces
V =JW, W) de P22 qui sont i-sécants a C et j-sécants a C'.

I1 ne reste plus qu’a traiter le cas 7 = 1 ouj = 1. Supposons par exemple j = 1.
Comme précédemment, on projette génériquement C en C; sur un P#~! = p%-3,
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Mais cette fois, on projette C’ en C§ sur un P2. Soit L la droite intersection du P%~3
et du P? dans P2, Si V est un [k — 2] (k-1)-sécant 2 C1, il est entierement dé-
terminé par les k — 1 points de V N C; dans V ¢ P?~3, Mais si on veut en plus que
V coupe C; en un point m, on doit avoir m € V N P? c L. Or la courbe plane Cy
coupe L enn/ points (oun’ = deg(C”)). On est alors ramené a chercher le nombre de
[k — 2] (k-1)-sécants a C; dans P%3 ot passant par un point fixe m € P%72 Ce
nombre est v;_1(n, f), comme on le voit en projetant C; par m sur un hyperplan de
P?~3, Par suite le nombre cherché de V (k-1)-sécants a C et coupant C’ est
n'vp_1(n, f), soit encore vy_1(n, oy, ).

Le lemme 2 est ainsi totalement démontré.

5) Le théoreme.

Notons S, s(t) la fonction génératrice de ) vi(n, Itk e Z[[t]] pour des
k>0
courbes lisses de degré n et “mirang” f. On déduit immédiatement du lemme 2

I’égalité suivante dans Z[[¢]]:
(%) Sn-&-n’,f—i—f’(t) = Sn,f(t)~Sn/,f’(t)-

Mais pour une droite (n = 1,f = 0), on connait la fonction S; o(¢): c’est U(?) (voir
(1)). Pour une conique (n=2,f=1), on connait également la fonction
S21@t) = V(@) (voir (2)). D’apres (*), pour une réunion disjointe de p droites
m=p,f=0), on a S,ot)=U®)". De méme, pour la réunion disjointe de ¢
coniques (n = 2q,f = @), on a Sy 4(t) = V).

Maintenant pour des invariants n et f quelconques, deux cas se présentent:

i) m>2f, on écrit (n,f) = @2f,f)+ @ —2f,0); dou par (*): S, (@) =
vy .U,

i) » <2f, on écrit (n,f)+ ©2f —n,0)=2f,f), dou Snyf(t).U(t)Zf’" =
vy

Dans les deux cas, le résultat est le méme, puisque U(?) est inversible dans
ZI[1] : on obtient S, /(t) = /0.
Or ce qui nous intéresse en pratique c’est le cas des courbes connexes de degré

n et genre g. Dans ce cas, onaf = g + n — 1; 'expression ci-dessus devient alors:
V(t)g+n—1
U(t)29+n—2 :

Swf(t) =

n g-1
Cette expression se réécrit S, ((t) = (%) (gz—((tt))) . Or d’apres (1) et (2), on
obtient immédiatement:

Ut 1+vV1+4t
Vi) 2
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et

Ut) —-1-4t+0+20)vV1+4t
V2(t) 2t2 '

Et le théoréme est démontré.
On a ainsi les formules:

vy = (g) 72(7;) —n(g—3)+4(g—1)

by = (") —3(7;) + (Z)(G—g)+5n(g—2)+ (‘g) 159 + 15
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