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Bollettino U. M. 1.
(8) 10-B (2007), 213-235

Identita Binomiali e Numeri Armonici

WENCHANG CHU - Livia DE DoNNO

Sunto. — Numerose identita classiche sui numert armonict sono mostrate tramite l'o-
peratore di derivazione di Newton ai coefficienti binomiali.

Summary. — Several classical identilies on harmonic numbers are demonstrated by
means of Newton’s derivative operator on binomial coefficients.

1. — Introduzione e Motivazione.

Introducendo una variabile x definiamo una generalizzazione dei numeri
armonici tramite queste posizioni

o
H"@=0 e H"@:=3 o per mn=12..
7 Lt k)

Quando x = 0, & evidente che Hﬁlm’) (0) coincide con la definizione classica dei
numeri armonici e precisamente
n
1
Hém =0 e H™ .= Zk—m per m,n=12---.
le=1
In particolare per m =1, i due simboli H,<f>(ac) e HS ) vengono abbreviati con
H,(x) e H,, rispettivamente.

Esistono numerose identita combinatorie che coinvolgono i numeri armonici,
alcune delle quali sono molto significative nello studio interdisciplinare della
teoria dei numeri, dell’analisi classica e della fisica teorica. Ci limitiamo a ri-
portare tre casi esemplari per motivare il presente lavoro.

1.1. — Congettura di Beukers.

Per un numero naturale n, siano A(n) il numero di Apéry definito da una

somma binomiale:
"N [+ k2
am =3 ()" ("4")
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e f(n) il coefficiente determinato dalla serie formale di potenze:
Zﬂ(m)qm — qH 11— an)4(1 _ q4n)4 =q- 4q3 _ 2q5 + 24q7 4o,
m=1 n=1

Beukers [5] afferma che per ogni primo dispari p vale la seguente congruenza (v.
[2 Theorem 7])

p—1 _ 2
A(E5=) =p0)  (modp?).
Recentemente, Ahlgren ed Ono [2] hanno dimostrato che questa congettura
consegue dalla seguente identita binomiale riguardante i numeri armonici:

n Ny k 2
(1.1) k; (k) ( § ) {1+ 2kH, 1 + 2kH,_j, — 4kH} = 0

la quale viene confermata con successo da Ahlgren-Ekhad-Ono-Zeilberger [1] via
WZ method e generalizzata da Chu [7] tramite la decomposizione della frazione

parziale.

1.2. — Congettura di Weideman.

Una delle sfide piti dure nel campo di computer algebra € la seguente identita
scoperta da Weideman [22, Eq. 20]:

" 3
(1.2) > (=0 (7)) (8(H — Hy o + H + HE )} = 0.
k=0

Questa identita e stata confermata da Driver-Prodinger-Schneider-Weideman
[12, Eq. 16] (cfr. anche [13, Eq. 12]) tramite il programma Sigma di computer
algebra. Una dimostrazione classica viene trovata da Chu [8, Eq. 0.5], dove la
tecnica adottata ci conduce alla soluzione del problema aperto riguardante I'ap-
prossimazione di Hermite-Padé per la funzione di logaritmo.

1.3. — Estimazione entropica.

Nell’estimazione entropica del processo stazionario, Lyons e Steif [17] si sono
imbattuti nel seguente integrale:
1
I(m) ::fe’zm"i’”ln (sinmx/2) de per m € 7.
0



IDENTITA BINOMIALI E NUMERI ARMONICI 215

Applicando le due relazioni

e 1. 1—cosne In2 S cos”mr
Insin 20 — Zlp —— o _ A2
nsig =g — 5>

n=1

" ( enix + efm'ac)% L e(21cfn)m'x
COS "X = 727[ = ( k) —2”
k=0

e facile esprimere 'integrale in questione tramite la doppia somma

oo 14+2n —on
. B 1+ 2n 2
=) = ; 2 ( k ) (1+2m)(1+2m+2n—2k)”

La cosa sorprendente e che il risultato finale viene espresso in numeri armonici:

0, m = 0;

In2

Sy - 2T~ S0m) —
I(m) = 5 +2n S(m) dove ©&(m) = Hy — Hyu

m , m#Q0.

Questo & confermato da Lyons-Paule-Riese [16] mediante computer algebra.
Una soluzione alternativa viene fornita da Chu-De Donno [10] per mezzo del
calcolo combinatorio.

Finora le identita riguardanti i numeri armonieci sono state dimostrate, per lo
pil, tramite I'algebra combinatoria (cfr. [4]) per la presenza, come vedremo, dei
coefficienti binomiali ma anche con metodi algebrici (cfr. [15]). Ma ancora,
Andrews e Uchimura [3] hanno dimostrato alcune identita basandosi sull’idea
che i numeri armonici possono essere visti come derivata di un prodotto, anche
se, come tengono a precisare gli stessi autori, questa intuizione la ebbe per la
prima volta Isaac Newton [20]. Lo scopo del presente lavoro e quello di pre-
sentare le identita classiche dei numeri armonici, sparse in letteratura, mediante
un approccio sistematico basato sulla generalizzazione dell’operatore di deriva-
zione che consente, inoltre, di stabilire alcuni risultati nuovi.

La principale strategia dimostrativa consiste di tre passagi fondamentali:
riformulare la nota identita binomiale identificando una opportuna variabile zx,
calcolare la derivata della identita binomiale rispetto alla variabile x che inserisce
numeri armonici nella somma binomiale, e scrivere I'identita finale sui numeri
armonici e coefficienti binomiali. Forniamo un esempio chiarificatore della pro-
cedura adottata.

Per I'identita binomiale (cfr. [15, Eq. 5.9])

i <y+k) - (y+n+1)
k n

k=0
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possiamo riformularla con la sostituzione y — m + a:
i <x+m+k) - <x+m+n+1)
pr k n
Calcolando la derivata rispetto ad « nel punto x = 0:
"L (m+k m+n+1
Z ( k >{Hm+k — Hm} = ( ){HernJrl - Hm+1}
k=0 "
e semplicandola, otteniamo una identita sui numeri armonici come segue:
"~ (m+k m+n+1 1
; ( k )Herk = ( 7 ){Hm+n+l - 7’1’6-1—1}

11 resto dell’articolo e organizzato nel seguente modo. Nella seconda sezione,
dopo aver definito 'operatore di derivazione, vengono provate alcune sue pro-
prieta che costituiscono uno strumento per dimostrare le identita classiche sui
numeri armonici presenti nella terza sezione. La quarta sezione e dedicata ad
altri risultati che si possono ottenere dalla combinazione dell’operatore di deri-
vazione con le proprieta delle funzioni generatrici. Infine, nell’'ultima sezione
sono presentati degli esempi interessanti ottenuti dalla derivazione di identita
binomiali classiche.

2. — Operatore di Derivazione e Numeri Armonici.

Data una funzione differenziabile f(x) e un numero ¢ € 7, denotiamo tre
operatori di derivazione nel seguente modo:

D (1) = o fla:

Do @) = o f(@)|
Duf(w) = o F@)]

Applicando 'operatore D, ai coefficienti binomiali si ottiene un’espressione in
termini dei numeri armonici e nel seguente lemma sono raccolti i risultati ri-
guardanti tale applicazione.
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LeEmMA 1. - Se m,n > 0, allora valgono

(" ") {Hw) — Hy@)}, m<n

@1 D, (x;;") -

@*@§+EM)Hmnﬂx@,m>m

m

n
m) {Hn - anm}7 m<n

r+n
2.2) DO( M ):
(m 1(_1)%1%
, m>mn;
n
{+n
( m ){H€+n Hy m} m<Ll+n
{+mn
(23) D[(%:};%) = < m >{H—/ n— 1_ m—L—n— 1} €+7’L<0
=1/ q\t+n—-m
my =D T 0<l+n<m.
{+n {4+n—m

DIMOSTRAZIONE. — Si puo facilmente verificare che la derivazione del coeffi-
ciente binomiale e data da

x+n T+ N\ & 1
(", ) = O ) e
\ m m ;x—kn—m—s—k
Ne segue per m < n:

2. (0", 2 mik

k=n—m-+1

(m + ") (H, () — Hyp(x) ).

Invece se m > n, allora si ha
m—n—1 1

n
o (1) = CE S )

_ (x + n){lJan(gc) - Hmfn—l(_-%')}.

m xr
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Ora, sia « = 0 e consideriamo solo il caso m > n in quanto I'altro risulta banale.
Dalla definizione di coefficiente binomiale possiamo scrivere

m—n—1 1 ( _ l)n—m

DO(%”)Z%@““ [l el ,=0) 5=

Infine sia & = ¢. 1l caso 0 < /+n < m & immediata conseguenza di quello
precedente dopo aver sostituito % con n + ¢. Per m < ¢ + n abbiamo la seguente
espressione:

o (") = () 0 - Howo)
(NS )

{+n
< m >{Hn+/{Hnm+l}~

Mentre se ¢ +n < 0 otteniamo:

r+n {4+ 1
Dé( m ):( m );€+nm+k

£+n 7/{7n+m711
() 2

Jj=—l-n
l+n
= ( m ){H—/f—n—l - Hm—k‘—n—l}.

Cosi la dimostrazione e completa. O

3. — Identita classiche sui numeri armonici.

Applicando 'operatore di derivazione D, ad alcune somme binomiali note, si
ricavano interessanti identita che coinvolgono i numeri armonici.

Dall’applicazione delle derivate Dy, D, (per £ > 0) e D, alla convoluzione bi-
nomiale di Chu-Vandermonde

2": v+k\ (y+n—k\ [(r+y+n+1
=\ Kk n—k ) n

si ottengono, rispettivamente, le identita concernenti numeri armonici genera-
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lizzati:

(3.1a) ng (y o k) - (y e 1) {Hya(y) ~ Hi(0)}:

n

"0+ k —k 4 1
(3.1b) Z( Jl; )(y;ﬁk ){H€+k_Hk‘}:( +y;n+ ){H4‘+n+1(2/)—H1+1(?/)};
=0

3.10) ; (”Z’“) (?’Z’f;k)ﬂk(x) - (”“’Z"Jr l) {Hya(@+y)— Hi@+y)}.

3.1. — Una recente identita dovuta a Mortenson [19, Lemma 2.2] si legge come
segue:

62) ki_()(—l)’“ ("1 F) G+ 2t — )} = -1+ 2

Possiamo ottenerla direttamente dall’applicazione dell’operatore D, sulla se-
guente identita binomiale:

3.3) g(—nk () <9” + . + k) (x+2k) = (—1)"{& + 20(1 + 0 + ).

Quest’ultima si verifica facilmente da una combinazione lineare della convolu-
zione di Chu-Vandermonde. Infatti, ricordando la seguente relazione binomiale

O -
()

possiamo riformulare il primo membro della (3.3) nel seguente modo:

Z":(_Dk(z) <m +Z+ k> (o1 2k) =

k=0

= 2 (itZ) (_1 —kx_n){Z(l—i-ac—i—n—i-k) —(2+4x+2n)}
e B
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:2(1+x+n)(;2) —(2+m+2n)(_nl>

- (_1)"{2(1 +n)1+a+n) — (2 +x+2n)}.

Si vede facilmente che I'ultima riga riduce al membro destro della (3.3). O

3.2. — Raccogliamo nei successivi due teoremi alcune identita classiche sui numeri
armonici.

TEOREMA 2. — Stano m,n due interi non negativi con m < n. Allora valgono
le sequenti identita:

n—1
(3.4a) ZHk = (m—n) +nH, — mHy;
k=m
n—1
k 1 n
(3.4b) > <m> — = (m) {H, — Hy};

n—1 k n 1
s B () k)

k=m
DIMOSTRAZIONE. — Richiamiamo I'identita binomiale [15, Eq. 5.9]
”Z_i v+k\ <x+n> 3 (90+M)
&=\ k T \n-—1 m—1

e riscriviamo Hj, come derivata in & = 0 del coefficiente binomiale (xzk) Allora
otteniamo

n—1 n—1 k
Y =m0y (“Z )
2of () - (7))
=n(H, -1) —m(H,, —1).

Cosi risulta provata la prima identita. Adesso, per dimostrare (3.4b), deduciamo
da questa relazione



IDENTITA BINOMIALI E NUMERI ARMONICI 221
e dalla convoluzione di Chu-Vandermonde, la seguente espressione

% )it m & () ()

=2o{(, 250 - ()

(L)

Infine, per provare la terza identita, posto dapprima Hj come derivata in x = 0

del coefficiente binomiale (T;k) e sostituito, poi, ¥ con &k + m nella sommatoria,

abbiamo
n—1 n—m—1
k m+k\ (x+k+m
> (= (") (")

k=m k=0

Dalla relazione binomiale
m+k\ (c+k+m\ (x+7n) x+k+m
k E+m |\ m k
segue immediatamente
n—1

Z (:@)szpo(x—;m>"zm;1 (x—&-l;c—i—m)

k=m k

=2, 6 5

B (mﬁ 1) {H" _H—;m}

dove nel penultimo passaggio abbiamo riutilizzato I'identita binomiale richiamata
all'inizio della dimostrazione. O

Utilizzando l'operatore D, raccogliamo nel seguente teorema altre identita
dei numeri armonici che sono una generalizzazione di quelle presenti nel
Teorema precedente.

TEOREMA 3. — Siano m,n numert naturali con 0 <m <n e £ € 7. Allora
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valgono

nl k 1 1 1
@ 3 (V= A0 -0

k=m
L (L s

n—1
L+ k 1+/7+n
(3.5b) Z (k_m)an = <1+£+m) {H1+€+n_H1+Z+m}a (1+E+WLZO);

K +EN 1 t+n
(3.5¢) Z ( )n—k <£+m) {HHn—HHm}a (t+m >0).

DIMOSTRAZIONE. — Dall’identita [14. Eq. 4.1], si ha che

O 1y G GED
Z (k;m) 1 +x+y { (n—l—x) (m—l—x) }

n—1

k=m m—1

Tenendo conto che H, & esprimibile come la derivata dell’inverso del coefficiente

binomiale e cioe
k—a\ !

applichiamo D, in & = 0. In questo modo abbiamo:

S (kty ) G\ ity
Z ( k )Hk - DO{ (nflfx) - (mflfx) } 1 +x+y

k=m n—1 m—1

Gl D -GID)

S R

che é equivalente alla prima formula del teorema.
Applicando, invece, D, in ¥ = 0 abbiamo una nuova e interessante identita:

n—1 H 1 an mHm
(3.6a) Z (k,];c) = 1+ 90{ (n—i—x) - (m—l—x) }

k=m \ k n—1 m—1

1 n m
(3.6b) - — ¢
(1+a) { (I }
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r+n—k

Per la seconda identita del Teorema, posto H,,_j uguale a DO( e

la convoluzione di Chu-Vandermonde nella seguente forma:
"Z’f C+k\(x+n—k\ [(c+1+l+m [ l+n
= \k—m n—k ) n—m n—m
=m
abbiamo immediatamente la tesi:

5 (= (0 - G

k=m

) e richiamata

(1—|—£+n

1 +€+m> {Hii0in — Hiverm)

dove nell'ultimo passaggio abbiamo applicato (2.2) per 1+ £ +m > 0.

La terza identita del teorema e ottenuta come applicazione di (3.5b). Infatti

scerivendo

1
= —H, ;—H, 1
po— k 1-k

e applicando il risultato precedente per £ +m > 0, si ha

n—1
(+kY 1 1+¢+n
2 <k - m> n—k (1 +o4 m) Huven = Hipein}

k=m

l+
- < " > {HtH—n - Hl+l¥+m}

1+4+m
{+n
= (( + m) {HI-HL - HZ-Q—m}-
Quindi abbiamo completato la dimostrazione del teorema. O

3.3. — Con questi strumenti a disposizione, possiamo riottenere alcune identita
dei numeri armonici viste nell’articolo di Paule-Schneider [21] dove sono state
ricavate con 'uso degli algoritmi di Karr e di Zeilberger.

ProOPOSIZIONE 4. [Paule-Schneider [21, Eqgs. 39-40]). — Sia n un numero
naturale. Allora valgono le sequenti identita:

n n . n 1 .
(3.72) k; (k)Hk — ol — 2”%2@, n>0;

n 1 n 1
3.7b) an:—{—1+2”1+ Hy—nS — } >1.
kz:; () =3 (1+n n;szﬂ) "
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DIMOSTRAZIONE. — Sostituiamo % con % — k e poi applichiamo (2.2) alla prima
somma. Pertanto si ha:

S (= () -m (1)

k=0 k=0

_ g, _Dof: (x?;")
k=0

Richiamando ora l'identita binomiale [14 Eq. 1.9]:

n

3.8 zn: (Z)vk = Z (n ; u) 1 +v)" ()

k=0 k=0

possiamo procedere nel calcolo come segue:

n

(LTS Sy P

k=0 k=0

n .
—2'H, - 2'D, } (” +Z 1)2’“
k=0

n . 1
:2”Hn—27;m

che e la prima identita (3.7a). Passiamo, ora, a provare (3.7b). Poiché per k > 0
vale la seguente identita

(= (g s+ )

allora possiamo riscrivere:
n n n n n n— 1
;k<k)H’“ - ;(Q +"k§_;(k - 1>H’”'

Applicando (3.7a) alla seconda somma del membro di destra della relazione
precedente si ha la tesi. O

Dalla combinazione di (3.7a) e di (3.7b) abbiamo ottenuto un’altra identita [21,
Eq. 11:

n

3.9) 3 (") {1+ (n—2k)Hy} = 1.

k=0 k

ProposiZIONE 5. (Paule-Schneider [21, Eqs. 41-42]). — Sia n un numero
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naturale. Valgono le sequenti identita:

n

(3.10a) Z(Z)QHF{2H7,,—H2,,1}<2:>, n>0;

k=0

& n\ 2 1 2n
(3.10b) k() Hy=-{1+4nH —2an,}( ) n>1.
kz:; (k) 4 " T\ n

DIMOSTRAZIONE. — Cambiando l'indice nella somma di sinistra di (3.10a) e
utilizzando I'identita (2.2) possiamo scrivere:

n

S (=3 ()0 ()
_ (2;@) H, - D, <ac —; 2n>.

Eseguendo la derivata nell’ultima riga si ottiene la prima identita.
Per quanto riguarda la dimostrazione della seconda identita, osserviamo per
(2.2) vale:

S k() Hoe = 1k =20k ()
=3 () (3 1) - (1) ()

Applicando, poi, la convoluzione di Chu-Vandermonde:

SOG) -

)7

la formula si riduce alla seguente espressione

En:k(Z)Zank o, <2nn— 1) Dy (90 +2n — 1>‘
k=0

n

Calcolando la derivata in & = 0, si ottiene

n
S k() Hus = 5 {H~ s+ Hoa) (%)
k=0

1 2
:Z{—1+4an—2nH2n}<;Z>.
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Effettuando un cambio di indice k¥ — % — k nella somma di sinistra di (3.10b),
possiamo infine scrivere

n n n
Sk He =3 () = 3 ok() o

1/2n
=1 (n){l +4nH, onHZn}
che ¢ esattamente il membro destro di (3.10b). O
Dalla combinazione di (3.10a) e di (3.10b) otteniamo un’altra identita [21, Eq. 2]:
n n 2
11 1+2(n—-2kH;,! = 0.
3.11) k;(k){Jr(n k)Hy} =0

4. — Funzioni Generatrici.

Per una serie di potenze F'(y) indichiamo con [¢"]F(y) il coefficiente di y".

4.1. — Se ad ambo i membri del seguente sviluppo binomiale
i"’: (x + k> ) = 1
— k (1 _ y)1+.%‘

applichiamo l'operatore di derivazione D,, in x = 0 otteniamo immediatamente la
funzione generatrice ordinaria che ha per coefficiente i numeri armonici:

4.1 ZHkyk — w
k=1 -y

E possibile ottenere una nuova identitd che coinvolge i numeri armonici so-
stituendo dapprima « con x + % nello sviluppo binomiale e poi applicando rispetto
alla variabile « 'operatore Dy alla relazione ottenuta. Cioe

= n+k\ , -In(l-y)
42 S {Hyu—H, -y
4.2) £ { +k }< k >y (1 _ y)nﬂ

che contiene (4.1) per n = 0 come caso particolare. Considerando poi, 1a funzione

generatrice di
-In1-y) ~-In(Q-y) 1

(1 _ y)m+n+2 - (1 _ y)?’b+1 X (1 _ y)W’L+1

W= ()

= () e - ),

abbiamo
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Cosi alla fine dalla seguente espressione:

“In( — ¢ _
Tapaci I o (g o k) (";k> (Hyui— H,)

(1 o y)m+%+2 - — m

si deduce l'identita equivalente a (3.1b) per y = m:

[ —
(430) 3 (z o k) (" . k) (Hyow — Hy}

k=0

(4.3b) :<€+m+n+1

/ ) {HZ-Hn-HL-H - Hm+n+l }

4.2. — Passiamo a generalizzare la precedente identita. Se teniamo conto che per
ogni k > 0 possiamo scrivere:

n+k 1
HnJrk_H = -

i=n+1 t
e che, con un cambiamento di parametro j = 7 — n, si legge

ko1

allora & lecito sostituire » con la variabile x dato che, nella espressione prece-
dente, I'indice di sommatoria non dipende piti da n. In questo modo (4.2) diventa:

- c+k\ , -In(l-

4.4) I;Hk(x)( % >y’” (lfy)f’l)
Applicando due volte D, otteniamo la nuova espressione:
(45) > {Hiw) - HP @) (x . k) Y= 182_@7_%1)

k=0 Y)
dove & stata usata la seguente notazione

{ - 1
H;C')(ac) = 2 m per (=12 .--.

Effettuando un cambiamento di parametro = 1 + m + n, (4.5) diventa:

> 2
46) > {H(1+m+n)—HD (1+m+n)} <m turkt 1) po In7l-y)
k=0

k (1 . y)ernJrZ '

Per estrarre i coefficienti di [¢] dai due membri di (4.6) & sufficiente trovare
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un’espressione esplicita per la somma di destra. Poiché vale

-y _-Ind-y -Ind-yp
a-— y)7n+n+2 - a-— y)m+1 a-— y)n+1

allora é immediato ricavare

In%(1 — . +i\ (m+Ll—1i
(lr‘_;)mffﬁ— ; (m@ l) (” " l)(HmH—Hm)(HHM—Hn).

[y']
Cosi alla fine abbiamo la seguente identita:

¢ . .

m+1\[(m+L—1

(4.7a) g ( i )( 0—i )(Hm+i_Hm)(Hn+Z—i_Hn)
=0

m+n+l+1

(4.7b) = < ¢

){H?(l +m+n)—HP(1+m+n)}.

4.3. — Adesso forniamo una nuova dimostrazione delle identita (8.7a) e (3.7b)
presenti nella Proposizione 4 che fa uso delle funzioni generatrici. Indichiamo
con F(y) la funzione generatrice ordinaria della somma al primo membro di
(3.7a), cioe

4.8) Fly)=>_y"Y Hi (Z)
n=1 k=1

Vogliamo determinare un’espressione esplicita per F'(y). Posto H, = Dy (“Zk) e
scambiato I'ordine delle somme si ha:

>0 B\ < /m
F(y) = D (” + )
O; k ; (k)?”

Cambiato, poi, 'indice della somma pit interna con la sostituzione n — n +k e
applicato due volte lo sviluppo binomiale segue che

Fy) :DOkzOO; (w;—k) i (k;n)ywk

n=0
Di(%+k> Yk
=Dy _ 4
r= BNV
B 1 Y —1-x
_Dol—y{(l_l—y) _1}
(1-y)°
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Eseguita la derivata rispetto a « e posto « = 0 si ha

_In(1 -y —In(1-2y)

F(y) —

Per la proprieta di convoluzione delle funzioni generatrici possiamo determinare
il coefficiente di [%"] nel seguente modo:

In(1-y) 2

V', "=
1-2y =

a0 (1 —2y)
n _ _on
7 e [y"] 12y 2"H,.

Allora otteniamo la tesi in quanto

kz? (Z)H’“ =) =] lnl(l_;yy = [v"] ln1(1__2?2ﬂ)

n 1
== an _— 27L .
Y

Ora indichiamo con G(y) la funzione generatrice della somma al primo membro di
(3.7b). Pertanto

(4.9) G(y) == iyn Xn:k(Z)Hk.

n=1 k=1

Calcoliamo la forma esplicita per G(y). Poiché H) = Dy (”;k) e scambiando gli
indici delle somme, ricaviamo

>0 K\ ./
GG) = D (“ ) k(")
Y 0;; k > (k)y

n=k

Applicando due volte 'espansione binomiale, procediamo nel calcolo come segue:

= K\ k
G(y) ZDOkZ; (ﬂchr )m(%)k

Sl (e +k Yy \k
_Doqkz;<k—1>(ﬂ)

(1+x)y( 1-y )2”

=D
1oy -2y

:ﬁ{l+lm(l—y)—ln(l—2y)}.
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Sfruttando le proprieta delle funzioni generatrici abbiamo

yln(l—y)_ 1 n— jz,”

[v"] -2 2%+

—yln (1 — 2y) n—j on.
[?/]4(1_% 22

Ne segue che

i:k(Z)Hk:[ {ZZ”" J Zz’” +n2n}
k=1

1

_ on—1 1 1
22 2 nzﬂj

Cosi abbiamo fornito una dimostrazione di (3.7b) tramite le funzioni generatrici.

5. — Ulteriori Identita dei Numeri Armonici.
5.1. — Numeri Euleriant e numert armonaict.

Nello studio delle identita sui numeri armonici abbiamo trovato un inte-
ressante legame fra i numeri euleriani A,,,, e i numeri armonici, dove per numeri
euleriani si intendono i numeri della forma

mnfz(—l) (””1)( e

Se nell’identita di Worpitzky, che lega le potenze ordinarie con i coefficienti bi-
nomiali:

m k _ 1
2" — Z <90 + )Amk
=0 m
sostituiamo x con x +m + 1, si ha
m I +k +m
@+m+1)" = Z ( )Amk-
=0 m

Applicando infine 'operatore Dy a quest’ultima identita, si ottiene la relazione

, m L
(6.1) m(m + 1 1 Z {Hn7+k Hk} ( M m) mk -
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5.2. — Numeri di Stirling e numert armonici [15, § 6.1].

Per un numero complesso «, definiamo il fattoriale crescente e decrescente
rispettivamente come segue:

(®)y=1 e (v),=x(@+1)(x+2)---(x+n—-1)pern=12---
(=1 e (x), =0c(@—-1)(x—-2)---(x—n+1)pern=12---.

In riferimento ai numeri positivi di Stirling di prima specie s(n, k) vale la formula

n

(5.2) (), = Zs(n, k)b
k=1
Se ¢ € N applichiamo l'operatore D, in & = ¢ e abbiamo la formula
(5.3) (0 {Hyoor —Hea} =Y ks(n, k).
k=1
Anche per ¢ = 1 il risutato corrispondente non & banale:
(5.4) nH, = ks(n,k).
k=1
Ricordiamo inoltre la definizione dei Numeri di Stirling di seconda specie S(n, k):
(5.5) o' =3 (=1)"*8(n, k) ().

k=1

Se procediamo come prima applicando D, per ¢ € N otteniamo

(5.6) ne" ! = Z(—l)"’*kS(n, k){Hpso-1 — Hi-1}(0),,
=1

che e larelazione duale di (5.3) secondo le inversioni di Stirling (cf. [15, Pag. 310]).

5.3. — Numeri di Lah e numert armonict.

Richiamiamo la seguente relazione che lega i numeri di Lah (cfr. [11, Pag.
156]) ai fattoriali:

n n! (n—1
(5.7) (%), = ;Ln,k% con Lug = (k - 1)'
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Applicando 'operatore D, otteniamo una relazione tra i numeri di Lah e i numeri
armonici:

(6.8) 0, {Huse-1 —Hea} = z": {H;— H_ 1} Ly 1 (0),, (€ >m).
=1

5.4. — Due identita di Le Jen-Shoo.

Richiamiamo le due identita di Le Jen-Shoo (1867):

(T = M)

O =S ()

Applicando 'operatore di derivazione Dy otteniamo rispettivamente dalla prima:

.92) S (" ) - )

k>0
2
(5.9b) = (" Y {2H e — Hy — H}

mentre dalla seconda:

= Hern - Hm - Hn-

510 5 U (1))

5.5. — Altri Esempr.

Effettuando delle sostituzioni opportune sui parametri delle identita bi-
nomiali presenti nel libro di Gould [14] e applicando ad esse 'operatore Dy, si
possono stabilire numerose identita concernenti i numeri armonici.
Selezioniamo a tal fine trenta identita esemplari che vengono tabulate, dove
la voce “Note” si riferisce al numero dell’equazione riportata nel libro di
Gould [14].
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The harmonic number identities }";_ A(n, k) = B(n):

No An, k) B(n) Nota
1|0 1 =1 | 430
2 | (3){2Hz. — Hy} 22" Hy, 4 n>1) 3.26
3| ("5){2H — Hi} 22" Hy, 3.27
4| (%) {2Hu0 — Hi} 221 {Hyp, 1 +1} m>1  [3.158
5 Gﬁﬁ) {2H, 12, — Hi} 22 Hoy i1 + 5 | 3.149
6 [ <=0 (k#0) |2H, 3122
7 (- 1)n+k (Z) ('nHkC:—l)Hk : n>1) 3.123

D" 2m _ .
1k () (nte _ U (2" {2H3y, — Hu}, = 2m;
8| GOH() (1) 2Huse — Hi) (o L
9 [2(2)*Hy (3){2Hz, — Hy} + S () {Hz + H,} | 39
10 z(mk) Hyog (4){2Hy, — Hu} — S (1) {H, + Hy} | 310
1 (3 H17,+Hn _H'n

11| (5 (15 e Ul b He] a1

+T ( n n){Hn + H27z+1}

12| 222k () (9 H,, (3){3Hz, — 2Hy, } 3.175
13| 22 () () H (F120) {BH 20— 200} 8.176
14 | (= 0" () (i + Hau 1) () Hy + () gt 3.35

n—k 2%k (ZM)Hmv n = 2m;
15| (= 2" (3) () {3H) — 2Har} " N 3.62
n — dispari.

16 @Z) (27;2511) {H2n+lc71 - HZk} % (;:) {H4'n,—l - HZn} 3.24
17 @Z) (Zngil) {HZnJrkfl - Hk} (4” 1) {H4n 1= HZM} 3.174
18 | (3) (5,50 ") {Hot — Hi} (5" {Hun1 — H } 3.24

3.174

19 ( 2n >(277+k) {HZ _H } 4n {H _H } 1 3.25

142k ) \2n-1 -+l 1+2k 1+42n an 2n T+2n

20| (,25) G0 (e — Hin} 2,0, ) {Han — a1} 3.172
21| (12) Coia') {Hoeir — Hi} 23 D{Hun-z — Hour} 8.172
22/ (24) G {Hrooe — Hi} (1) (Hn = Hanas} 25 {1 - (1)} | 325

3.172
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23 (lg;fn) (2Z;A) {HZ'n+k - HZ/C} (}iéz) {H1+4n - H1+2n} 3.25
24 | (52") (4") {Hauo — Hi) 2(3180) (e — Huioi) 3.173
25 (1;3) (2n+k) {sz - Hk} (%132) {H1+4n - H1+2n } 3.25
3.173
26 | (1151) (4577) {Hons — Hrsoe} () {Han — Hayz} 3.24
27| (11%) (40" {Hai — Hi) 2(g0) {Han — Hou } 3171
28| (113) (5. {Huvos — Hi) (8){Han = Heu + 7} 3.24
3.171
29| (= D" (3) Hy w=2m) | ( 5 ) {Ho + 2He, — Han 6.5
go| 0 Gt (58 2Hana — o} | (282 Hau( 1)) 568
(-1f (12+nn++2§k) (IJ{EEI() {Huk — 2Hau 2k} | {22"Haoa(— D"} .
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