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Operatori parabolici con termine di ordine zero:
risultati di confronto

BRUNO VOLZONE

L’obiettivo di questa tesi consiste nel mostrare alcuni risultati di confronto tra
soluzioni di problemi di Cauchy-Dirichlet relativi ad equazioni paraboliche lineari del
secondo ordine, mediante metodi di simmetrizzazione secondo Schwarz.

Per riordinamento sferico decrescente (detto anche riordinamento secondo
Schwarz) di una funzione misurabile % su un aperto Q di RY siintende una funzione a
simmetria radiale decrescente u#(x) = u#(|x|), definita sulla palla Q% centrata
nell’origine ed avente la stessa misura di 2, che ha come principale caratteristica
quella di possedere insiemi di livello che abbiano la stessa misura dei corrispondenti
insiemi di livello di u.

Per quanto concerne le equazioni paraboliche, € dovuto a C. Bandle (cfr. [3]) il
primo lavoro nel quale si utilizzano i metodi di simmetrizzazione di Schwarz, al fine di
ottenere un tipo di confronto tra la soluzione u di un fissato problema ai valori al
contorno e la soluzione v di un opportuno problema a simmetria radiale. Allo scopo di
descrivere il risultato principale che si puo ottenere in questo contesto, consideriamo
un operatore differenziale del secondo ordine, dipendente dal tempo, con parte
principale in forma di divergenza, del tipo

N
Lu = — Mz::l(aij(ac, t)uxi)%_—s— c(x, t)u,
ove i coefficienti a;; e ¢ siano definiti su un cilindroide del tipo Q7 := 2 x (0,7, con
T > 0. Si supponga che I'operatore % + L sia uniformemente parabolico, cioe

N
(1) Zali(xv t)élé} Z |§‘2 per q.o. (%,t) € QT ) \V/i S RN 5

ig=1

ed inoltre sia

2) c(x,t) >0 in Qr.

Si consideri la soluzione classica u del problema di Cauchy-Dirichlet
wi+Lu=f m Qr

3) u=0 su Sy

u(x,0) = up(x) n Q,
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dove Sy :=0Q x (0,T), e siano i dati f, u ed i coefficienti del problema (3) suffi-
cientemente regolari. Allora, posto Q7 := Q% x(0,T) e S}“f =002 x(0,7),sevla
soluzione del problema

v — Ao = f# in Qf
4) v=0 su Sﬁ
v(x,0) = u#(x) in QF,

si riesce a mostrare che (cfr. [3]) per ogni ¢ € [0, T vale il confronto integrale (detto
anche confronto tra le concentraziont)

(5) | wwoa< | oo weeor

y|<l| [y|<||

In quest’ultima (cosi come il riordinamento di f nel problema (83)) i riordinamenti
si intendono calcolati rispetto ad «, per ogni ¢ fissato. La (5) fu successivamente
ottenuta in [5] nel contesto delle soluzioni deboli per un problema del tipo (3).

Si noti che il problema a simmetria radiale (83) non risente dell'influenza del
coefficiente di ordine zero c, poiche di esso, sostanzialmente, ce ne si libera mediante
la condizione di segno (3). Ci si chiede se si possa ottenere la (5) nel caso in cui
¢ € L®(Qr) e v sia soluzione di un problema a simmetria radiale che abbia reale
memoriadel termine di ordine zero, che in tal caso assume la forma

= ot [(c)y=() o= nQp
(6) v=0 su Sﬁ
v(x,0) = u# () in QF,

ove (¢*), € una particolare funzione a simmetria radiale crescente, chiamata rior-
dinamento sferico crescente di c.

L’obiettivo principale che si prefigge questa tesi é allora quello di mostrare dei
risultati di confronto per un operatore parabolico con coefficiente del termine di
ordine zero non necessariamente limitato. In particolare viene considerato il caso in
cui tale coefficiente abbia una singolarita del tipo 1/ \x|2, che si presenta come un caso
critico, dal momento che tale coefficiente appartiene ad L"(£2) per » < N /2. Poiche
nessuna delle tecniche utilizzate nei lavori noti in letteratura si adatta a questa
specifica situazione, in questa tesi sono illustrati i dettagli di una metodologia che
fornisca dei risultati di carattere generale, che comprendano, come caso particolare,
anche quelli riguardanti I'ipotesi in cui il coefficiente c sia limitato.

Nellipotesi in cui ¢ € L*(Qr), si seguono in primo luogo le linee principali di
[5], per 'ottenimento di una disuguaglianza di tipo integro-differenziale, alla quale
poi applicare il metodo esibito in [2], allo scopo di ricavare, mediante ragionamenti
classici del principio del massimo, il confronto tra le concentrazioni delle soluzioni.
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In questa tesi viene altresi contemplata I'ipotesi in cui il coefficiente ¢ abbia una
singolarita del tipo 1/ \oc|2, ove A > 0 : evidentemente, la presenza di un tale tipo di
singolarita nell’origine non consente, come nel caso in cui ¢ sia limitato, di ricondurre
il problema (3) ad uno con coefficiente del termine di ordine zero non negativo.
Vengono allora analizzati principalmente due casi.

I1 primo caso contemplato & quello in cui ¢ presenti una esponente di sommabilita
superiore alla soglia criticaN /2. A tal proposito, il risultato di maggiore rilevo, per la
cui dimostrazione si rimanda a [2], & il seguente:

TEOREMA 1. — Sia Q un aperto limitato di RY, supponiamo che i coefficienti
a;; € L>*(Qr) soddisfino la (1) e supponiamo

cel'(Q)conr>N/2 se N>2, r>1seN =1,

fe LZ(QT) euy € LZ(Q). Seu e v le soluzioni deboli rispettivamente dei problemi (3)
and (6), allora per q.o. t € [0, T), vale la disuguaglianza (5).

Nell'ultima parte della tesi viene studiato il easo in cui ¢ abbia una singolarita del
tipo A/|%|* con 4 < Ay, dove Ay = (N —2)?/4 (N > 2) & la miglior costante della
classica disuguaglianza di Hardy-Sobolev. Pili precisamente, si suppone che
c € L(N/2,00) e che

yl
(7 ¢ (x) < —, Vo € Q*\{0},con 1 < Ay.

|

In questo caso, il problema simmetrizzato associato al problema (3) &

yl .
vt—A'v:Wv—kf# in Qp
x
8) v=0 su S
v(x,0) = u#(x) in Q7.

Molti autori si sono interessati di questioni di esistenza delle soluzioni per un pro-
blema del tipo (8): qui ci limitiamo a citare i lavori [4] e [6].

Per quanto concerne la deteminazione del risultato di confronto (5), si dimostra il
seguente teorema (vedi anche [7]):

TEOREMA 2. — Supponiamo che 2 < Ay e che valgano la (1) e la (7). Sianouevle
soluzioni deboli rispettivamente dei problemi (3) e (8). Allora, per q.o. t € [0, T] vale
la disuguaglianza (5).

11 caso sottocritico A < Ay viene affrontato approssimando le soluzioni «,v me-
diante le soluzioni dei rispettivi problemi che si ottengono sostituendo i potenziali c,
Al ac|2 con le loro troncature a livello n € IN| per poi passare a limite nella (5).
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Il caso critico 4 = Ay presenta un’ulteriore difficolta, dovuta al fatto che 'opera-
tore Lu = —Au — (A/x[*)u non & coercivo su H}(Q), ma soltanto positivo. Viene
allora introdotto, mediante un tipo di disuguaglianza di Hardy-Sobolev migliorata
(cfr.[6] ), un opportuno spazio funzionale H nel quale ambientare le soluzioni, per poi
ottenerne il relativo confronto integrale (5).
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