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Modellazione numerica di problemi con condizioni al contorno
deficitarie in fluidodinamica incomprimibile

CHRISTIAN VERGARA

1. — Il problema a flussi imposti.

Nell’ambito di vari problemi in fluidodinamica modellati dalle equazioni di Navier-
Stokes (NS), si presenta il problema di voler trattare delle condizioni al bordo integrali su
superfici artificiali I; del tipo

1) |undr—a.

r;

dove u(t,x) & il campo di velocita, n 1a normale uscente da I'"; e Q;(t) un dato.

Ovviamente il problema differenziale cosi ottenuto non & ben posto. Nella letteratura
ingegneristica questo problema e stato comunemente aggirato prescivendo un profilo
arbitrario di velocita tale per cui il flusso fosse pari a ;. Per superare 'ambiguita del
precedente approccio ingegneristico, in [1] e stato proposto, per il problema di Stokes
stazionario, di introdurre un moltiplicatore di Lagrange per ogni condizione di flusso (1) e
di trattare percio queste ultime come vincoli che la soluzione deve rispettare. In questo
lavoro si € estesa tale idea al problema non lineare e non stazionario, introducendo una
opportuna funzione Lagrangiana da minimizzare. Si € ottenuta la seguente formulazione
aumentata (siveda [3]):

PrROBLEMA 1. — Dati uy € V, f(t) € L20, T; L*(Q)) e Q) € (C°([0, T))™, trovare
u®) € L0, T; V) N L>(0, T;LZ(Q)), pE L20,T; L2(Q)) e 4 € (L2, T)™ tali che

6u m
(570) —|—a(u,v)+((u-V)u,v)—i—b(p,v)—i—;)g Jv -ndy=(f,v),
TG
(2) b(qau):()a
Ju-ndy:Qi Vi=1,...,m,
r;

antificial sections
(inflow/outflow boundaries)

L

Figura 1. — Esempio di dominio  troncato artificialmente: distretto vascolare. Si distingue il bordo
“fisico” I',, e le sezioni “artificiali” I';.
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per ogni v €V e q € LAQ), dove V & un opportuno sottospazio di H'(Q), p ¢ la
pressione e al-,-) e b(-, -) le classiche forme bilineart associate al problema NS.

Abbiamo inoltre la seguente

PROPOSIZIONE 1. —  Per dati Q; sufficientemente regolari e con ) |Q;| e |ugly

1
abbastanza piccoli, Problema 1 ¢ localmente (in tempo) ben posto, cioe esiste un T* > 0

3oy

Per la dimostrazione si e usato il classico Teorema di Brezzi, mostrando che vale una
condizione inf-sup per il problema aumentato (2).

2. — Discretizzazione numerica.

Per la risoluzione numerica del Problema 1 sono state proposte 3 strategie. La prima
(schema I) & basata su delle iterazioni di punto fisso e si e rivelata molto costosa. La seconda
(schema II) e basata su uno splitting algebrico della matrice aumentata ottenuta dalla
formulazione debole, in cui il calcolo di velocita e pressione & separato da quello dei mol-
tiplicatori di Lagrange. In questo modo, € stato dimostrato che il problema a flussi imposti
puo essere risolto con m + 1 problemi NS con condizioni al bordo “classiche”, in particolare
di Neumann. Quindi, questo algoritmo permette di utilizzare dei codici di caleolo pre-esi-
stenti e di non implementare ex-novo il problema aumentato. Con tale strategia si sono
ritrovate le soluzioni analitiche di Poiseuille e di Womersley (si veda Fig. 2)

Tuttavia, la precedente strategia presenta 'inconveniente degli alti costi computa-
zionali. Percio € stato proposto un terzo algoritmo (schema III), basato su uno splitting
differenziale inesatto del problema aumentato (2), che viene in questo modo decomposto
in m problemi stazionari (e quindi risolti una tantum) e un problema non stazionario a
flusso nullo. L’inesattezza di tale algoritmo consiste nel risolvere quest’ultimo problema
imponendo un profilo di velocita nullo. Cosi, stiamo utilizzando a tutti gli effetti 'approccio
ingegneristico. Il vantaggio risiede nella seguente stima a priori (si veda [4]):

TEOREMA 1. — Sia Q' CC Q tale che dist(,I') > d. Se il dominio Q é sufficiente-
mente regolare, la sequente stima vale per Uerrore E

T
1B 51005 < Ct. RO .
0

Aal velocty(ems)

Adal velocty(ems)

3 2 8 8 2 ® =

4 05 o6 06
Radilacoordinatecm) " Radial coordinate (em)

Figura 2. — Soluzione di Womersley - ¢t = 2.1 s (sinistra) e t = 2.3 s (destra).
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Figura 3. — Errore in norma L?(L?) in tutto il dominio (sinistra) e in una porzione interna (destra),
usando schema III e 'approccio ingegneristico.

La costante C cresce con il numero di Reynolds Re, confermando quanto era gia
empiricamente noto dalla letteratura ingegneristica. Di conseguenza si aspettano piccoli
errori da schema III poiche Re € prossimo a zero vicino alle sezioni artificiali (si veda Fig.
(3)). Di conseguenza, schema III ha il vantaggio di richiedere la risoluzione di un solo
problema differenziale ad ogni passo temporale (contro gli m + 1 di schema II) in-
troducendo un errore che ¢ il piti piccolo fra tutti quelli possibili imponendo un profilo di
velocita. In Fig. 4 si sono riportate le soluzioni in un dominio ottenuto da immagini bio-
mediche rappresentante la carotide. Si nota come 'errore commesso con schema I1I sia
confinato in una piccolissima regione vicino ai bordi, mentre quello commesso con I'ap-
proccio ingegneristico sia presente anche all’interno.

3. — Un approccio duale basato sulla teoria del controllo.

Un secondo tipo di condizione al bordo integrale spesso presente in emodinamica
computazionale & quella che prescrive la pressione media:

1
3 —J dy = P;.
(3) & ‘p y

i

Si puo mostrare che un approccio aumentato per trattare tali condizioni porta e delle
condizioni al bordo fisicamente incompatibili. Di conseguenza, si & studiato un approccio
alternativo che permettesse di trattare allo stesso tempo le condizioni deficitarie (1) e (3).
In particolare, per il problema a pressione media imposta, si e introdotto il funzionale

2
1 m 1 1 m
Tpw,p) =5 | de%Pi +5> J V| dy,
24—\ |y 2 £
1=0 I, =0 I

e si e considerata una minimizzazione vincolata dalle equazioni di NS, in cui le variabili

Figura 4. — Soluzione 3D in un dominio rappresentante la carotide. Schema II (sinistra), schema III
(centro) e approccio ingegneristico (destra).
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controllo sono le condizioni di Neumann k; da imporre su I';. Si fa notare come il secondo
addendo del funzionale sia stato introdotto per tenere in conto di eventuali domini in cui la
direzione assiale a; non sia parallela alla normale uscente (si veda [2]). Nel caso lineare e
stazionario si ottiene il seguente sistema (per gli altri casi si veda [2]):

PROBLEMA 2. — Datif € L*(Q) e P,eR, j=0,...,m trovareu €V, p € HY(Q),

L, eV, ELZ(.Q)ek GLZ(F) j=0,...,m, talzche perogniv € V, q € L*(Q) and
teL(F) 1=0,...,m:
au(k;),v) + b(pk;),v) + > Jki vdy—f,v)=0
(P) =0 J.
b(q, ulk;) =0
3 [ (Vutkpan - (Vo aids +at,.0)+ b,.0) = 0
i=0
A9q 1 1
(k) dy — P J dy +b(q. L) = 0,
izo(wjp Pl >|r| 1+
I
(Cy) Jt-ludy:O, 1=0,....,m
I

Per la risoluzione numerica del Problema 2, si € introdotto un approccio iterativo che
disaccoppia i due problemi di Stokes (P) e (A) e usa le condizioni di ottimalita (C) per
aggiornare la variabili di controllo. Sulla base di questo algoritmo & stata inoltre dimo-
strata la buona posizione del Problema 2 utilizzando una tecnica di punto fisso (si veda[2]).
Anche in questo caso si e ritrovata la soluzione di Womersley (si veda [2]).
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