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Equazione non lineare di Schrodinger del terzo ordine in fibre
ottiche con caratteristiche di non omogeneita

MICHELE SCIACCA

Una delle pit importanti equazioni evolutive della Fisica Matematica e 'equa-
zione non lineare di Schrodinger (NLS), che appare in molte branche della fisica e
della matematica applicata, in particolare nell’ottica non lineare. Le soluzioni piu
note di tale equazione sono i solitoni, che sono stati oggetto di intensi studi teorici e
sperimentali durante gli ultimi tre decadi per le loro potenziali applicazioni nelle
comunicazioni a lunga distanza su fibra ottica [1].

La propagazione di impulsi ottici u(z,t) della durata temporale dell’ordine dei
picosecondi (ty > 5 ps) in una fibra ottica mono-modo e governata dalla ben nota
equazione non lineare di Schrodinger [1]:

. . a
(1) iu, — %utt + yuluf +1i S U= 0,

dove f5, y e a sono il coefficiente di dispersione della velocita di gruppo (Group
Velocity Dispersion, GVD), il coefficiente di auto-modulazione di fase (Self-Phase
Modulation, SPM) e il coefficiente di dissipazione della fibra, rispettivamente,
mentre z e t sono la cooordinata spaziale lungo I'asse della fibra ed il tempo. Molti
autori hanno analizzato 'equazione (1) dal punto di vista della completa integrabilita
[3, 4], arrivando alla conclusione che tale equazione non e completamente integrabile
almeno che non si trascuri il termine dissipativo, cioe si ponga a = 0.

Poiché per una fibra ottica reale a # 0, per rendere I'equazione (1) comple-
tamente integrabile alcuni autori hanno considerato generalizzazioni dell’equazione
NLS (1) con coefficienti variabili, in particolare con coefficiente f, dipendente da z.
Tale scelta ha avuto notevoli applicazioni in particolar modo nelle fibre ottiche a
dispersione decrescente lungo l'asse della fibra (Dispersion Decreasing Fiber,
DDF). Nelle fibre DDF, infatti, la decrescenza della dispersione della velocita di
gruppo al crescere di z comporta la compressione temporale del solitone, il quale
all'uscita della fibra presenta un profilo di ampiezza minore o uguale a quello iniziale,
il che permette una migliore decodifica del segnale.

Al fine di aumentare la velocita del bit (bit rate) nei sistemi di comunicazione in
fibra ottica su una singola portante, e necessario diminuire la durata temporale
dell'impulso ¢y. La propagazione di impulsi ottici ultracorti ({y < 1 ps) all'interno di
una fibra ottica & governata dall’equazione NLS (1) in cui, pero, si aggiungano alcuni
termini non lineari e lineari di ordine piu alto. A tal proposito, Hasegawa and
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Kodama proposero un’equazione di evoluzione non lineare di Schrodinger del terzo
ordine (HNLS) [1]:
@ e+ 1%~ L+ gl — L + y(TRu(|u|2)t +—(vjup) > =0,

2 2 6 Wy t
dove f; & il coefficiente di dispersione del terzo ordine (Third Order Dispersion
TOD), mentre gli ultimi due termini non lineari rappresentano, rispettivamente, self-
frequency shift dovuta allo Stimulated Raman Scattering (SRS) e self-steepening
(detta anche Dispersion Kerr).

L’equazione non lineare (2), in generale non completamente integrabile, come
evidenziato da alcuni autori, risulta completamente integrabile solo in quattro casi,
cioe per quattro combinazioni dei coefficienti: di esse le due piti interessanti con-
ducono all’equazione di Hirota e ’'equazione di Sasa-Satsuma, che puo essere scritta
nella seguente forma:

(3) i, + oquy + azulul® + oy (i % Uyt — 1 % u(ul?); + iag(u|u|2)t) =0,

dove a4, ag si riferiscono a GVD e a SPM, mentre gli ultimi tre termini si riferiscono a
TOD, self-frequency shift e self-steepening, rispettivamente. E da notare che nel-
I'equazione di Sasa-Satsuma (3) non e presente il termine dissipativo a.

La possibilita di usare fibre con dispersione variabile e, piit in generale, fibre
ottiche con proprieta locali variabili, per la manipolazioni degli impulsi solitonici, ha
suggerito lo studio della completa integrabilita di un’equazione di evoluzione che sia
la generalizzazione dell’equazione (2) al caso non autonomo [2], in analogia a quanto
fatto da altri autori che hanno considerato equazioni NLS a coefficienti variabili
come generalizzazioni dell’equazione (1).

Fra le varie definizioni di completa integrabilita, nella tesi si e utilizzata quella
secondo cui un’equazione di evoluzione & completamente integrabile se soddisfa il
Test di Painleve (assenza di singolarita critiche mobili nella soluzione generale) ed &
riconducibile ad un problema spettrale intrinsecamente lineare, mediante il metodo
della zero-curvatura. Tale metodo comporta la ricerca della cosiddetta coppia di Lax
Az, t,u,u*, 1) e B(z,t,u,u1, ), con 1 parametro isospettrale e u* coniugato di u, di
modo che la condizione di compatibilita:

(4) A,— B, +[A,B]=0
per il sistema lineare:
(5) Yz, t); = AP (z,1) Y(z,t), = BY(2,1),
sia equivalente all’equazione differenziale in esame.
Tale studio ha permesso di ottenere un’equazione differenziale non lineare a

coefficienti variabili completamente integrabile, che & una generalizzazione del-
I'equazione di Sasa-Satsuma (3) contenente il termine dissipativo. Tale equazione
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assume la seguente forma:
. o~ i~ C ARz \; o .
- _ 2 1 z
iw; + A@)yug + Bulu|” + ((_01 + %0, ;(g))t + K>(2) + lCl)u

. AQR): 4 ) -
(6) +i ( (Cl + ZAZ(,%))t + K1(z)) o

+ o1 <i ‘% g — 1 g aal?y; + iB(a|€a|2)z) =0,
dove A(z), B e C; sono rispettivamente la GVD, la SPM e la dissipazione, mentre
K;(2) e K2(2) sono generiche funzioni di z. E da notare che il coefficiente del termine
%; e l'inverso della velocita di gruppo dell'impulso ottico. La (6) rappresenta I'e-
quazione di evoluzione di un impulso solitonico ultracorto all'interno di una fibra
ottica avente proprieta di non omogeneita lungo 'asse della fibra.

Dal punto di vista della completa integrabilita, 'equazione (6) supera il Test di
Painleve ed é equivalente ad un problema spettrale intrinsecamente lineare me-
diante il metodo della zero-curvatura [2]. Sono state trovate tre possibili coppie di
Lax,dicuiuna?2 x 2 e due3 x 3, che qui verranno omesse per semplicita, e che hanno
confermato quanto gia ottenuto con l'ausilio del Test.

In fine, dato che 'equazione (6) rappresenta la generalizzazione dell’equazione di
Sasa-Satsuma (3) al caso non omogeneo con termine dissipativo, si e trovata una
trasformazione del tipo:

(7 i = u(z, ) f(@)e """,

con f(z) e g(z,t) funzioni opportunamente scelte, che riconduce I'equazione inte-
grabile non autonoma (6) alla sua controparte autonoma (3). Tale trasformazione,
quindi, permette di ricavare soluzioni dell’equazione (6) semplicemente conoscendo
soluzioni dell’equazione di Sasa-Satsuma (3).

La possibilta di avere solitoni bright (dark), con profilo sinh (tanh), nella comu-
nicazione in fibra ottica € dovuta principalmente al bilanciamento tra effetti di di-
spersione anomale (normale) della velocita di gruppo ed effetti non lineari, quali
I'auto-modulazione di fase. Da un punto di vista tecnico, tale possibilita dipende sia
dalla costruzione della fibra che dalla procedura seguita per la generazione del-
I'impulso. In definitiva avremo la propagazione di solitoni bright, rispettivamente
dark, a seconda che il segno del coefficiente della dispersione della velocita di gruppo
GVD sia di segno positivo, rispettivamente negativo.

In conclusione, vengono mostrate due soluzioni solitoniche, che si presentano in
due casi particolari di fibra ottica, utilizzando due soluzioni note dell’equazione au-
tonoma (3) e la trasformazione (7) sopra definita [2].

Solitone Bright: In questo primo caso, scegliamo A(z) e B in modo da bilanciare
GVD e SPM per z = 0, cioe scegliamo A(z) = éefzclé, inmodo da avere 1/2perz =0

e 0 per z— o0, e B = 1. Pertanto, 'equazione a coefficienti variabili (6), con la
precedente scelta dei coefficienti, rappresenta una generalizzazione dell’equazione
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di Sasa-Satsuma (3) con a; = 1/2 e a2 = 1. Per semplicita di calcolo supporremo
anche Kj costante.

Nota una soluzione solitonica dell’equazione di Sasa-Satsuma (3), e utilizzando le
trasformazioni (7) sopra definite, abbiamo ottenuto il seguente solitone brigth come
soluzione dell’equazione non autonoma (6) [2]:

. . St Ki.
(8) i = ne~%% sech (V2¢) exp {1 ( - lz)},
g1 g1
dove ¢ =1 — K1z + i(1 —e 2% e = _3——2&71 Come si puo notare dall’e-
2C4 207

spressione (8), abbiamo ottenuto un solitone, soluzione dell’equazione (6), la cui
ampiezza temporale rimane costante lungo tutta la fibra e la cui cresta decresce al
crescere di 2, ma che si muove con una velocita di gruppo crescente al crescere di z.

Solitone Dark: In modo del tutto analogo a quanto friltto per il solitone bright, si ha
bilanciamento tra GVD e SPM scegliendo A(z) = —§e’2015 e B =1; inoltre, per

semplicita di calcolo sceglieremo nuovamente K; costante. Dopodiché nota una solu-
zione dell’equazione (3) pera; = —1/2eap = 1, eutilizzando le trasformazioni (7) sopra
definite, abbiamo ottenuto il seguente solitone dark come soluzione dell’equazione (6):

(9) it = ne~C% tanh (V21¢) exp {1<Ui _ Q) }
1

01

(1 +ﬂ0'1) —204% - 3—6ﬂ0’1

2C10'1 (l_e ) en= 40?
come si puo notare dall’espressione (9), abbiamo ottenuto un solitone dark, soluzione
dell’equazione (6), la cui ampiezza temporale rimane costante lungo tutta la fibra e
con un profilo decrescente al crescere di Z, ma che si muove con una velocita di gruppo
crescente al crescere di z.

dove ¢ =t — K1z + . Anche in questo caso,
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