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Su alcuni risultati di regolarita dei determinanti Jacobiani

TERESA RADICE

In questa tesi si studia la regolarita dello Jacobiano di mappe a distorsione finita e
si considerano alcune applicazioni dei risultati ottenuti.

Sia Q un sottoinsieme aperto di R", con n > 2. Data una funzione
=041 2% ... f" diclasse Wllo’f’(Q, R") denoteremo con Df la matrice gradiente

ot ot o]
Ox1 Oxe ~—~ Oxy
pr— | ot of
ox1  Oxs oxy,
af’ﬂ % af’l’b

LOx; Oxe ~—~ Owxyd

e con J = J(x,f) = detDf (x) il determinante jacobiano. La funzione J(x,f) inter-
viene in molti contesti ad esempio nella teoria geometrica della misura e dell’inte-
grazione, nell’analisi quasiconforme, nell’elasticita non lineare.

Spesso 'espressione J(x, ) & utilizzata come elemento di volume in Q

J (@, f)dx = dfl A A = d(flde A AT

al fine di utilizzare 'integrazione per parti. Se f € W(Q, R") la disuguaglianza di
Hadamard

7| < |DfY|Df?|...|Df"| < |DfI"

assicura che J € L' .

Sorprendentemente, la sola ipotesi che f conservi 'orientamento cioe risulti
J(x,f) > 0, per q.o. x € Q, implica una maggiore sommabilita dello Jacobiano.

Tale studio e stato iniziato dal Prof. Miiller, che ha dimostrato che se f € Wllof
allora J appartiene allo spazio L log L(K) per ogni compatto K C Q.

La seguente stima, dimostrata da T. Iwaniec e C. Sbordone in [4]

(1) JJ(x, Nz < cn, K)J Df (rg}(x)l e
i 2108 e+ )

dove K & un qualunque sottoinsieme compatto di Q e |Df |, indica la media integrale
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di |Df| su , pud essere vista come duale del risultato di Miiller.

A questo punto & evidente che si possono ottenere risultati di maggiore som-
mabilita di J(x,f) negli spazi di Orlicz-Sobolev vicino W'*(Q, R"). In tal senso ri-
cordiamo che se |Df|" € L"log™* L, a € [0, 1] allora H.Breézis, N.Fusco e C.Sbhordone
in [2] hanno provato che

@) JJ(x, f)lloé(e+ |J(f’f )|>dm < ¢ K) J D (xg;( e
J e S LICIN
\Df ()|

Successivamente tale risultato & stato esteso per ogni a € R da L.Greco.
Per a = 1 in [6], G.Moscariello ha migliorato (2) dimostrando che J(x,f) appar-
tiene allo spazio Lloglog L;,.(Q2). Successivamente L. Greco, T. Iwaniec e G.

Moscariello dimostrarono che se |Df|" € LP(Q) ove P & una funzione log-convessa e

¢
. P .. . .
seJ > 0alloraJ ¢ L,{ZC(Q) ove @(t) = P(t) +t Jg ds. Ulteriori risultati nell’ambito

0
degli spazi di Orlicz sono stati evidenziati in lavori successivi. A tale proposito te-
nendo presente i risultati precedenti, & naturale studiare lo Jacobiano in spazi piu
generali. Come suggerito da [2] & interessante studiare la regolarita dello Jacobiano
di mappe aventi gradiente in uno spazio di Lorentz. Al fine di ottenere migliori ri-
sultati occorre considerare gli spazi di Lorentz Zygmund.

Indichiamo con ¢* il riordinamento decrescente della funzioneg: Q C R* — Re
con 2 un insieme di misura finita, per semplicita |2| = 1. Allora

DEFINIZIONE 1. — Se 1<¢,p<o0 e —o0 < a < +oo, lo spazio di Lorentz-
Zygmund LP(log L)* su Q dominio limitato con |Q| = 1, é costituito dalle (classi
di) funzioni misurabili f su Q, per cui il funzionale

1
(J [5(1 — logt)“f*(t)]q%> 0<q< oo,
(3) HfHLP-q(logL)" = 0
sup [tz%(l —log t)"f*(®)] q = 0.
0<t<1

e finito.

In particolare se p = q si ottengono gli spazi di Zygmund, per a = 0 gli spazi di
Lorentz, per p = q e a = 0 gli spazi di Lebesgue.
Nel capitolo IIT della tesi si stabilisce il seguente

TEOREMA 1. - Se |Df|e€ L"'rq(logL)*%(Q), J>0 0<s< " <1 allora
J e le%(log L)*“‘*%(K) per ogni sottoinsieme compatto K di Q.
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11 risultato del Teorema 3 & stato poi esteso alle coppie (B,F), B: Q — R",
E — R", di campi vettoriali su Q, tali che divB = 0 e rot £ = 0 aventi il prodotto
scalare (B, E) non negativo. In questo caso si ottengono risultati di maggiore inte-
grabilita per il prodotto scalare (B, E). Si osservi che se A(x) e una matrice sim-
metrica e si considera 'equazione div A(x)Vu = 0 si ottiene una coppia div-rot con-
siderando B = A(x)Vu e £ = Vu.

Un altro esempio di coppia div-rot si ottiene considerando 'operatore oo-la-
placiano, ottenuto come caso limite del p-laplaciano quando p tende all’infinito. Nel
capitolo IV & stato affrontato il problema di scrivere I'equazione co-laplaciana in forma
di divergenza, moltiplicata per una opportuna funzione 1 = A(Vu). Cio ha permesso di
parlare di “very weak solutions” co-armoniche nella classe di Sobolev Wllo’f.

Lo studio della regolarita dello Jacobiano di mappe che non necessariamente
conservano 'orientamento e, in connessione, lo studio di coppie (B, E), divB =0 e
rotE = 0,1l cui prodotto scalare puo assumere segno qualunque, e stato affrontato da
R. Coifman, P. L. Lions, Y. Meyer e S. Semmes in [3].

Tali risultati si sono rivelati particolarmente utili nello studio sulle equazioni el-
littiche non in forma di divergenza.

Pit precisamente nel capitolo VI sono state studiate le equazioni ellittiche non in
forma di divergenza con coefficienti nello spazio BMO.

I1 Prof. C. Miranda ha dimostrato in [5] che se i coefficienti a;;(x) dell’operatore
> .

n
Lu =Y a;;——— appartengono a W' allora il problema di Dirichlet
i1 0x0x;
A Lu=nh,
) u € W22(Q) N W, (Q).

& ben posto. Si ipotizza che Q sia un aperto limitato di R" e h € L*(Q).
Tale risultato e ottimale. Infatti se a;; € W1ln=¢ con & > 0 viene meno I'unicita.
Un miglioramento del risultato di C. Miranda e dovuto ai Proff. A. Alvino e G.
Trombetti in [1], che suppongono che le derivate dei coefficienti appartengono allo

oay . . ..
5 Y sia in L, sufficientemente
s ’

spazio di Marcinkiewicz L . e che la norma di
piccola.

Nel capitolo VI della tesi si stabilisce la maggiore integrabilitd per |VZu| nel-
I'ipotesi che i coefficienti a,;(x) siano limitati e abbiano norma sufficientemente pic-
cola in BMO. Si puo osservare che I'ipotesi che la norma BMO dei coefficienti a;; sia
piccola é qualitativamente pit debole dell’ipotesi di A.Alvino e G.Trombetti.

L’ultima parte del capitolo VI & dedicata allo studio di equazioni ellittiche con
coefficienti non limitati che abbiano norma BMO sufficientemente piccola nel-
I'ambito degli spazi di Orlicz-Zygmund. Piu precisamente il risultato principale & la
seguente stima

2
(5) IV=ull210g Ly < DRl p2100 L -
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