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Fasci sul sito sottoanalitico

Luca PRELLI

In questa nota, dopo aver ricordato la definizione di sito sottoanalitico e
di fascio su un sito sottoanalitico, introduciamo la nozione di specializzazione
e microlocalizzazione per questi fasci. Queste costuzioni permettono di uni-
ficare e semplificare numerosi lavori anteriori sulla coomologia temperata e
formale.

1. — Fasci sul sito sottoanalitico.

Sia k un campo e sia X una varieta analitica reale.

Sia Op,,(X) la categoria degli aperti sottoanalitici di X. Muniamo Op,,(X) della
seguente topologia di Grothendieck: S C Op,,(X) & un ricoprimento di U € Op,,(X)
se per ogni compatto K di X esiste un sottoinsieme finito Sy C S tale che

Kn |J V=KnU.Chiameremo X, il sito associato (sito sottoanalitico), Mod(kx,,)
VeS
la categooria dei fasci su X, e Db(chm) la sua categoria derivata. Chiameremo

Modg_.(kx) la categoria dei fasci R-costruibili su X.
Sia p: X — X, il morfismo naturale di siti. Si possono definire i seguenti
funtori:

Modg_.(kx) C Mod(kx) p:’*lMod(ka).
.

I funtori p~! e p, sono i funtori di immagine inversa e diretta associati a p. Il funtore
p~! ammette un aggiunto a sinistra, p,. Il fascio p,F & il fascio associato al prefascio
Op,,X) > U F).

Il funtore p, & pienamente fedele ed esatto su Modg_.(kx), possiamo quindi
identificare Modg_.(kx) con la sua immagine in Mod(ky,,) tramite p,.

Siano X, Y due varieta analitiche reali, e sia f: X — Y un morfismo di va-
rieta analitiche. Le operazioni interne calHom, ® e le operazioni esterne f~' e
f« sono sempre ben definite per i fasci su un sito. Nel caso sottoanalitico pos-
siamo anche definire il funtore di immagine diretta propria fi. I1 funtore de-
rivato Rfi ammette un aggiunto a destra, f*. Otteniamo cosi le sei operazioni di
Grothendieck e le formule usuali (proiezione, cambio di base, ecc.) per i fasci
sul sito sottoanalitico.
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2. — Trasformata di Fourier-Sato, specializzazione e microlocalizazione.

Anche se risultati di questa sezione sono simili a quelli di [3], le costruzioni sono
delicate e sfruttano le proprieta geometriche degli insiemi sottoanalitici (in parti-
colare la decomposizione cilindrica).

Sia K un fibrato vettoriale reale su una varieta analitica reale Z munito dell’azione
naturale di R". Sia U un aperto di £. Diciamo che U e R"-connesso se le sue inter-
sezioni con le orbite dell’azione di R" sono connesse. Chiamiamo R*U il cono gene-
rato da U.

DEFINIZIONE 1. — Un fascio F' su Ey, ¢ conico se la restrizione I'(R"U; F) —
I'(U;F) ¢ un tsomorfismo per ogni aperto R*-connesso relativamente compatto
sottoanalitico di E. Chiomiamo Modyg+ (kg,,) C Mod(EY,,) la categoria dei fasct

conici e Df[’j (kg,,) la sottocategoria di Db (kg,,) det complessi con coomologia conica.

Sia E* il fibrato duale e siano p;,pe le proiezioni di £ xz E* su K e E*
rispettivamente. Definiamo P := {(x,y) € £ ; E* (x,y) >0}, P :={xy €
E’éE*; (x,y) <0}. Analogamente alla teoria classica dei fasci, definiamo la
trasformata di Fourier-Sato e la sua inversa

()':D +(kE )_)D§+(kE ), F" = Rpay(p{'F)p,
( . )\/ . ][{Jr(kE;fa) - j[{Jr(kEsa)? F\/ = Rpl*RFP’p‘ZF

Queste costruzioni sono compatibili con quelle classiche (vedi [3]), infatti i funtori *
v commutano con p~! e Rp,. Inoltre

TEOREMA 1. — I funtori” eV sono equivalenze di categorie inverse una dell altra.

Sia X un varieta analitica reale n-dimensionale e sia M una sottovarieta chiusa di
. . . . o o T . o
codimensione ¢. Consideriamo il fibrato normale TX — M e il fibrato conormale
TX M.

Ricordiamo ora la definizione della deformazione normale di X, che e data da una
varieta analitica Xy, un’applicazione (p,t) : Xy — X x R, e un’azione di R\ {0} su
Xy (@, 7)— % - rtali che pHX\ M) ~ X\ M) x (R\ {0}), ¢ l(c) ~ X per ognic # 0
et 1(0) ~ TyX. Sia s : Ty X—Xy 'inclusione, Q I'aperto di X u definito da {¢t > 0},
io: Q—Xy e P = p o ig. Otteniamo il seguente diagramma commutativo

~ 10

TMX - XM Q

@.1) lf | lp %

M—X.
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DEFINIZIONE 2. — Il funtore di specializzazione ¢ definito da

vif : D'(kx,) — Dl (kryx,),  0ji(F) = s 'RIgp™'F.

sa

11 funtore di microlocalizzazione é dato dalla trasformata di Fourier-Sato della
specializzazione, i.e.

1y Dx,) — Dl hryw,), 4F = GRSFY .

Si puo verificare la compatibilita con i funtori di specializzazione e mi-
crolocalizazione definiti in [3] data dallisomorfismo p~1v{¢Rp, ~ vy (e dall’analogo
per x**). Otteniamo il triangolo di Sato per i fasci sottoanalitici:

Fly @ opyx — REyF|y — RiviyF =

ove 7 e la restrizione di 7 a T}, X \ M.

Sia 4 la diagonale di X x X, e sia o I'inclusione. La deformazione normale della
diagonale X x X puo essere visualizzata con il seguente diagramma

TX —>Ta(X x X) = X x X ~2-Q

2.2) lTx lp /
é a2

A XxX—=X.

q1

DEFINIZIONE 3. — Siano F € D% (kx) e Ge D%kx,). Definiamo
phom™(F, G) = 1i5*RHom(g;'F, ¢, @).

3. — Microlocalizzazione temperata e formale.

Sia M una varieta analitica reale. Indichiamo con Dby, e Cj; i fasci delle di-
stribuzioni e delle funzioni di classe C* su M. Ricordiamo ora le definizioni dei fasci
su M, delle distribuzioni temperate Dbfw e delle funzioni di Whitney C;;™ introdotte
in [4]:

I(U; Dby) = I'(M; Dbyy) /o (M; Dbyy),  T(U;Cop™) = T'(M;Ci) /T (M T, 1),

dove U e un aperto sottoanalitico (a coomologia localmente triviale, vedi [3]) e
T'(M; Ij"j\ ) € lo spazio delle funzioni C* che si annullano su M \ U con tutte le de-
rivate.

Sia ora X una varieta analitica complessa, con fascio strutturale olomorfo Ox.
Chiameremo X la varietd complessa coniugata (con fascio strutturale antiolomorfo
Oz), e X la varieta analitica sottostante, identificata con la diagonale di X x X.
Chiameremo Dy il fascio degli operatori differenziali di ordine finito a coefficienti
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olomortfi, (’)& e Oy i fasci su X, delle funzioni olomorfe temperate e di Whitney
definiti nel modo seguente:

O = RHom,,p, (p,O5, Db, ), O := RHom,p,(pO%,C3™).

Consideriamo la deformazione normale della diagonale in X x X come in (1).

TEOREMA 2. — Sta F' € Dﬁ’{_ (Cx). I funtori di microlocalizzazione temperata di
Andronikof [1] e microlocalizazzione formale di Colin [2] si ottengono dalla mi-
crolocalizzazione di Ok e OY, i.e.

p~ L phom (F, OL) ~ tuhom(F, Ox),  p~‘uhom™ (F,0%) ~ (D'F & Ox)",
i

dove (-)* & Vimmagine diretta del morfismo antipodale.
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