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Sui caratteri unipotenti di alcuni gruppi classici finiti

MARCO ANTONIO PELLEGRINI

Il problema affrontato nella mia tesi di dottorato si inserisce nell’ambito della
teoria della rappresentazione dei gruppi finiti. Ricordiamo che data una rap-
presentazione ¥ : G — GL(n, C) diun gruppo G, si definisce carattere di G associato
a ¥ la funzione y : G — C tale che y(g) = Traccia(¥(g)). Un carattere y viene detto
irriducibile se il CG-modulo associato all’azione di ¥ ¢ irriducibile. Un problema che
sorge in modo naturale e quello di decidere se la restrizione di un carattere irridu-
cibile y ad un sottogruppo proprio H di G rimanga o meno irriducibile. Una situa-
zione “estrema” & quella espressa dalla seguente:

DEFINIZIONE 1. — Sia y un carattere irriducibile di G. Diremo che y ¢ mini-
malmente irriducibile se la restrizione di w ad ogni sottogruppo proprio di G di-
viene riducibile.

Questo concetto fu introdotto e studiato da Platonov e Suprunenko negli anni ’70.
Recentemente, sono stati classificati i caratteri minimalmente irriducibili che sod-
disfano particolari condizioni sul grado. Ad esempio sono stati classificati i caratteri
minimalmente irriduecibili il cui grado € un primo, la potenza di un primo (nel caso di
gruppi semplici) o il prodotto di due primi distinti (nel caso di gruppi non semplici con
zoceolo non risolubile). Per il mio lavoro di dottorato mi sono concentrato sui caratteri
unipotenti di gruppi classici finiti, senza imporre vineoli sul grado.

I caratteri unipotenti dei gruppi classici, studiati e classificati da George Lusztig
(cfr. [5]), sono definiti come costituenti irriducibili di caratteri generalizzati di
Deligne-Lusztig. Affrontare in profondita questa definizione va oltre il carattere
espositivo di questa sintesi, e pertanto rimandiamo per maggiori dettagli a [1]. Ci
limitiamo ad osservare che e possibile costruire questi caratteri utilizzando anche la
teoria dei caratteri cuspidali e il funtore di Harish-Chandra. Ricordiamo inoltre che
alla famiglia dei caratteri unipotenti appartengono le costituenti irriducibili del ca-
rattere di permutazione 1§ associato ad un sottogruppo di Borel B di G (si dice che
tali caratteri unipotenti appartengono alla serie principale). Per i gruppi di tipo 4,,,
tali caratteri esauriscono l'insieme dei caratteri unipotenti, mentre in generale la
situazione & piu complicata.

Grazie al lavoro di Lusztig, conosciamo i gradi di questi caratteri e una loro
parametrizzazione in termini di partizioni o simboli. Dato un intero %, per partizione
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di 7 intendiamo una sequenza di interi a = (ay,...,0),taleche 1 <a; <ag < ... < a
e Y a;=mn. I simboli (ridotti) di Lusztig sono oggetti del tipo 4= (,u)’ ove
i

A=W1,...,4a) € ="y, ...,13) sono due sequenze di interi tali che
0<hi<lg<...<lge0<yp <pup<...<pcon(duw#0,0ea>b.d=a—-0>

—12
sidice difettodi de " 4; + > u; — K% J si dice rango di 4. Inoltre, sea = b
i j

2

‘ A
si considerano equivalenti i simboli (ﬂ) e (4).

I caratteri unipotenti di PSL(n,q) e PSU(n,q) sono parametrizzati da parti-
zioni, mentre i caratteri unipotenti degli altri gruppi classici sono parametrizzati
da simboli di Lusztig. In particolare, per i gruppi PSp@m,q) e Q@2m +1,q) si
utilizzano simboli di difetto dispari e rango m. Per PQ~ (2m,q) si utilizzano
simboli di difetto d = 2 (mod4). Infine per Q" (2m, q) si utilizzano simboli di di-
fetto d = 0 (mod4).

I risultati ottenuti nella mia tesi sono descritti nei seguenti teoremi:

TEOREMA 1. — Siano G = PSL(n, @), a # (n) una partizione di n e x, il carattere
unipotente di G associato ad a. Allora y, ¢ minimalmente irriducibile, con l'unica
eccezione del carattere y, s (avente grado 14) di PSL(4,2).

TEOREMA 2. — Siano G = PSp@2m, q), A # (T) un stmbolo di Lusztig ridotto
di rango m e y, il carattere di G associato a A. Si supponga che q sia dispari.

Allora y , ¢ minimalmente wrriducibile se e solo se y # (O 1_m>

TEOREMA 3. — Sitano G = PSU@m +1,q), a # @m +1) una partizione di
2m + 1 e y, il carattere unipotente di G associato ad a. Allora y, e minimalmente
wrriducibile se e solo se a # (1,2m).

TEOREMA 4. — Siano G = PSU@m, @), a # 2m) una partizione di 2m e y, il
carattere unipotente di G associato ad a. Si supponga a # (1,2,2m — 3). Allora y, ¢
minimalmente irriducibile, con Uunica eccezione del carattere y sy (avente grado
14) di PSU4,2).

TEOREMA 5. — Stano G = Q@2m + 1,q), A # (T) un simbolo di Lusztig ridotto

di rango m e y , il carattere di G associato a A. St supponga che q sia dispari,

m25e/17é<01m

>. Allora y , ¢ minimalmente irriducibile.



SUI CARATTERI UNIPOTENTI DI ALCUNI GRUPPI CLASSICI FINITI 321

TEOREMA 6. — Siano G = PQ (2m,q), A # (Oin) un stmbolo di Lusztig ri-

dotto di rango m e y 4 il carattere di G associato a A. St supponga che q sia dispari
(0 2m—1

e, se m ¢ dispari, st supponga anche che A+ 1

). Allora y, & mini-
malmente wrriducibile.

La scelta di concentrarci sui caratteri unipotenti é stata suggerita da una prima
osservazione sulla minimalita del carattere di Steinberg di un gruppo semplice finito
di tipo Lie. Inoltre, i caratteri unipotenti appaiono in modo naturale affrontando
tematiche legate ai gruppi di tipo Lie e alla loro struttura, ad esempio osservandone
I'azione su sottospazi totalmente isotropi. In questo contesto rientra il celebre teo-
rema di Cameron-Kantor ([2]), di cui il Teorema 1 puo essere visto come una ge-
neralizzazione.

I teoremi elencati precedentemente sono stati ottenuti con tecniche dimostrative
relativamente uniformi, ma ovviamente ogni gruppo presenta difficolta specifiche
che sono state risolte in modo differente. Riportiamo di seguito le principali linee di
dimostrazione.

Sia y un carattere unipotente di G, ove G = G(n, ¢) € uno qualsiasi dei precedenti
gruppi classiei. Osserviamo innanzitutto che possiamo sempre supporre che y non sia
né il carattere principale 15 di G né il carattere di Steinberg di G. Inoltre, poiché
conosciamo esplicitamente la lista completa dei sottogruppi massimali nel caso di
gruppi in dimensione bassa, possiamo affrontare questi casi in modo diretto e sup-
porre d’ora in poi che la dimensione sia “sufficientemente alta”, tipicamente > 8.
Ricordiamo (cfr. ad esempio [4]) che i sottogruppi massimali di G possono essere
suddivisi in due classi: una prima classe, denotata con C, contenente sottogruppi
“geometrici”, e una seconda classe, denotata con S, contenente sottogruppi almost
simple assolutamente irriducibili, “piccoli” rispetto all’ordine di G.

Procedendo per assurdo, supponiamo che esista un sottogruppo massimale H di
G tale che la restrizione yy sia irriducibile. Allora, x(1) deve dividere l'ordine di H.
Pertanto, il primo passo consiste nel determinare quando questa condizione ne-
cessaria e soddisfatta. Il grado dei caratteri unipotenti € noto, ma risulta molto
difficile usare le corrispondenti formule per i nostri scopi. Per superare questo
problema, utilizziamo le proprieta dei cosiddetti primi di Zsigmondy. Ricordiamo che
dati due interi @ > 2 e b > 3 tali che (a, b) # (2, 6), allora esiste sempre un numero
primo [ tale [ | a® — 1, ma lfa® — 1, per ogni ¢ =1,...,b — 1. Un tale primo viene
detto primo di Zsigmondy relativo alla coppia (a, b).

Classifichiamo quindi i caratteri unipotenti in funzione di opportuni primi di
Zsigmondy che compaiono come divisori del grado (ad esempio per G = PSL(n, q),
prendiamo i primi di Zsigmondy relativi alle coppie (g, %) e (¢, n — 1)). Dall’altro lato,
classifichiamo i sottogruppi appartenenti alla classe C in funzione degli stessi primi di
Zsigmondy che compaiono come divisori dell’ordine di tali sottogruppi. Incrociando
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tali dati, riusciamo a restringere considerevolmente i sottogruppi da studiare. Una
particolare rilevanza hanno i sottogruppi appartenenti alla classe Cy, ovvero gli
stabilizzatori di sottospazi non degeneri o totalmente isotropi (sottogruppi parabo-
lici). Per i gruppi classici studiati, abbiamo provato che nel primo caso la restrizione
di un carattere unipotente & sempre riducibile. Nel secondo caso, abbiamo provato
che la restrizione di un carattere unipotente che appartiene alla serie principale e
sempre riducibile.

Infine, abbiamo studiato le restrizioni a sottogruppi H appartenenti alla classe S.
In tale caso abbiamo che o H =~ Ali(c), Sym(c), conc =n +1,n+ 2,0 |H| < ¢*" (¢*"
se G & unitario). I gruppi alterni e simmetrici possono essere esclusi usando le
proprieta dei primi di Zsigmondy. Gli altri sottogruppi sono esclusi o in quanto
“piceoli” rispetto al grado di y o perché il loro ordine non & divisibile per gli stessi
primi di Zsigmondy precedentemente utilizzati (anche per questa classe di sotto-
gruppi, abbiamo una classificazione in funzione di particolari primi di Zsigmondy che
ne dividono l'ordine, cfr. [3]).

Concludendo, abbiamo verificato per i casi studiati che se la dimensione e abba-
stanza grande, esiste al pili un solo carattere unipotente (non banale) che non e
minimalmente irriducibile. Particolare importanza, al fine di trovare caratteri uni-
potenti che non siano minimalmente irriducibili, hanno i sottogruppi parabolici Py .
La non-minimalita delle eccezioni ai Teoremi 2 e 3 ¢ stata in effetti provata ana-
lizzandone le restrizioni a questi sottogruppi.
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