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I1 problema della retrazione ottimale e soluzioni
di sistemi integrodifferenziali

Luict MuGLIA

Nella tesi di Dottorato, vengono studiate le seguenti problematiche connesse alla
teoria dei punti fissi: 1) esistenza di soluzioni per sistemi integrodifferenziali con o
senza impulso; 2) il problema della retrazione ottimale e dello spostamento minimo.

1. — Soluzioni di sistemi integrodifferenziali.

Nella prima sezione sono trattare alcune applicazioni della teoria dei punti fissi
alle equazioni differenziali ordinarie (nel seguito ODEs).

Ci soffermiamo in particolare su due specifiche classi di equazioni: le equazioni
differenziali neutrali e le equazioni differenziali impulsive.

Le ragioni per le quali studiamo questo tipo di equazioni sono due.

Da un lato perché esse sono strumenti efficaci per rappresentare modelli mate-
matici di fenomeni reali come fenomeni economici, fisici o problemi ingegneristici.

Dall’altro, poiché, a nostra conoscenza, risultano essere ben pochi i lavori presenti
in letteratura che riguardino 'esistenza di soluzioni definite su intervalli non limitati.

I nostri risultati principali, dunque, compendiano teoremi di esistenza di soluzioni
“strong” definite su intervalli non limitati sia per equazioni semilineari neutrali
impulsive, sia per equazioni integrodifferenziali neutrali impulsive della forma:

t

%m) — glt, 2] = ADaD) +f(E, 1, Jh(t, 5,,)ds),

0
1) £>0, tAl, k=1,...,1

et —xety) =L@ ) k=1,...,1
Lx = H(x)

Al termine della prima sezione, abbiamo inserito un’appendice riguardante la
teoria dei punti fissi comuni e la sua applicazione ai sistemi di equazioni differenziali.

Come per le ODEs, la ricerca di soluzioni comuni a sistemi di equazioni diffe-
renziali puo essere interpretata come una ricereca di punti fissi comuni per opportune
mappe.
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In alcuni casi le ipotesi sembrano troppo forti per dare luogo a risultati inte-
ressanti.

Noi proviamo che, attraverso ipotesi sulla condizione di Cauchy, e insieme ad
ipotesi di debole isotonia sulle funzioni (Dhage 1999), e possibile mostrare che esiste
esattamente una soluzione comune a due sistemi di equazioni differenziali e che tale
soluzione puo essere trovate esplicitamente.

TEOREMA 1. — Sia E un reticolo di Banach. Consideriamo i problemi di Cauchy:

v =1t @ =g(t,@) _
(a){x(()):xo ) (b){x(O):xO y tGJ—[()’a/]’xeC(J’E)

sotto le sequenti ipotesi:

(H1) Le funzionif,g :J x E — E sono continue e limitate su J x E.

(H2) Le funzioni f(t,x) e g(t, x) sono nondecrescenti in x € E per ognit € J.

(H3) f(t,x) < g(t,f(¢, og)) e g(t,x) < f(t, g9, x)) per ogtm' (t,x) € J x E.

(H4) ft,2®) <ap+ [f(r,x(0)dreglt, x@) < x + [ g(z,x())dr per ogni (t,x) €
J xCJ,E) e per ogniﬁss(*)ato X9 € K in (a) e (b). 0

Allora, se M := sup{f(t,x): ¢, x) € J x K}, entrambi i problemi (a) e (b) si ri-
ducono al problema

x' = f(t, M)
(c){
2(0) = x

t
e dunque hanno la soluzione comune x*(t) = xo + [ f (v, M)dx.
0

2. — Il problema della retrazione ottimale.

Nel secondo capitolo presentiamo conseguenze metriche alla teoria topologica dei
punti fissi. In particolare, noi studiamo il problema dello spostamento minimo in-
trodotto da Goebel nel 1973 e il problema della retrazione ottimale che trova radici
nel celebre Scottish Book.

Nel primo problema, Goebel, servendosi della costante di spostamento minimo,
misura quanto manca ad una generica mappa k-lipschitziana 7' : X — X, X spazio di
Banach infinito dimensionale, per avere punto fisso:

d(T) = inf ||x — Tx||.
reX

In seguito, egli definisce la funzione ¢y (k) per descrivere I'estremo superiore degli
spostamenti al variare della mappe k-lipschitziane definite da X in sé, e la funzione
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wx(k) per descrivere l'estremo superiore degli spostamenti delle mappe k-lip-
schitziane definite sulla palla B di X. 1

E noto che per ogni spazio di Banach wxk) < opxk) <1-— % Se wyk)=1-— A

lo spazio & detto estremale. Alcuni esempi noti di spazi estremali sono lo spazio
delle funzioni continue C[a, b] e lo spazio delle successioni convergenti a zero co.
Per lo spazio {!, invece, risulta:

Wll(k) < pp = 1 —%
Rimane un problema aperto (eccetto per spazi estremalr) quello di trovare una
SJormula chiusa per px(k) e per wx(k) per ogni spazio di Banach.

Nel problema della retrazione ottimale, invece, ci si chiede quale sia la minima
costante di Lipschitz (ky(X)) in uno spazio di Banach per la quale esiste una
ko(X)—retrazione della palla sulla sfera.

E sconosciuto, a tutt’oggi, il valore di ko(X) per ogni spazio di Banach (inclusi gli
spazi estremali).

Molti autori tuttavia ne danno delle approssimazioni sia nel caso di spazi estremali
sia per spazi particolarmente significativi per I’Analisi Matematica.

I1 nostro contributo riguarda questa seconda questione.

Sia K un insieme arbitrario non vuoto e infinito e sia B(K) lo spazio di Banach
delle funzioni a valori reali definite su K e limitate, con la norma || f|| = sup | f(x)).

cK

X
Diciamo che un sottoinsieme X C B(K) € invariante per tagli se, per ogni f € X,
(aof) € X dove:

-1 t<-1,
at)y=4 t -1<t<1,
1 t>1.

Ad esempio BC(I) con I non limitato & invariante per tagli; lo spazio C(K) con K
compatto, oppure lo spazio ¢, delle successioni convergenti a zero sono invarianti per
tagli. Noi proviamo che:

TEOREMA 2. — Sta X uno spazio di Banach invariante per tagli. Allora
ko(X) < 23.31.
e inoltre:

TEOREMA 3. — Sia BC.(K) lo spazio di funziont limitate, definite su uno spazio
metrico connesso K che si annullano in un punto z € K risulta. Allora
ko(BC.(K)) < 12.

TEOREMA 4. — ko(X) < 8 per gli spazi L1[0,1], ACy[0,1] e BV[0,1] N Cy[0, 1].
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